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Предисловие 

В основу учебника положены лекuии для студентов астрономо

геодезической спеuиальности МИИГАиК, которые автор, профессор 

кафедры высшей геодезии, читал с 1985 r: Последний учебник по 

этой дисuиплине профессора В.П. Морозова <<Курс сфероидической 

геодезии>> был издан в 1979 r: По сравнению с ним объем данного 
учебника существенно сокращен. Это стало возможным после тща

тельного отбора наиболее актуальных тем, которые, во-первых, необ

ходимы для решения задач самой сфероидической геодезии, во-вто

рых, используются в других разделах высшей геодезии. 

Для обеспечения новых задач, возникающих на лрактике, осо

бенно в связи с появлением спутниковых технологий, ряд разделов 

книги изложен по-новому в методическом плане или представлен 

впервые. Такие как решение прямых и обратных задач на эллипсоиде 

в дифференuиальной форме и в пространстве на основе координат

ных преобразований; решение геодезических засечек на поверхности 

эллипсоида и в околоземном пространстве. 

В uелях сохранения преемственности автор стремился темы, не 

устаревшие в теоретическом и методическом плане, излагать как 

можно ближе к их описанию в учебнике В.П. Морозова. 

Для решения всех основных задач даны алгоритмы, удобные для 

программирования и счета на ЭВМ, и приведены числовые примеры. 

Содержание учебника полностью соответствует действующим 

учебным программам для астрономо-геодезической спеuиальности. 

Автор выражает признательность руководству МИИГАиК за по

мощь, оказанную при подготовке данного учебника, а также благода

рит аспиранта С.А. Ванина за участие в оформлении книги. 



Введение 

Геодезические измерения выполняются в местных полярных си

стемах координат на различных уравенных поверхностях, т.е. на раз

личных высотах. В связи с этим возникает проблема представления 

измеренных величин в единой системе координат. Вследствие непа

раллельности уравенных поверхностей, а также из-за того факта, что 

уравенную поверхность невозможно описать точным математичес

ким выражением, эта проблема приобретает очень сложный харак

тер. В настояшее время внешний вид земной поверхности изучается 

в такой последовательности: 

1. Предварительно устанавливается некоторая математическая 
поверхность, достаточно близкая по форме и расположению к по

верхности геоида. 

2. На эту поверхность проеuируются по нормалям к ней все точ
ки, в которых выполняются измерения, а также сами измеренные ве

личины. 

3. Устанавливается взаимное положение точек на математичес
кой поверхности, положение любой точки земной поверхности одно

значно определяется высотой точки над математической поверхнос

тью и координатами ее проекuии на этой поверхности. 

Таким образом, вспомогательная математическая поверхность 

позволяет перейти от множества местных систем полярных коорди

нат к единой системе координат. 

В качестве такой поверхности в настояшее время принята по
верхность эллипсоида врашения с небольшим сжатием вдоль оси 

врашения. 

Поверхность эллипсоида врашения определяется простым ма
тематическим уравнением, поэтому на ней принuипиально строго 

устанавливается связь между спроеuированными линиями и углами, 

по которым вычисляются координаты точек. Поверхность эллипсо

ида с определенными параметрами, принятая для определения ко

ординат точек земной поверхности, называется координатной по

верхностью или поверхностью относимости, а сам эллипсоид назы

вается земным. 

Изучением математической поверхности эллипсоида и решени
ем на ней различного рода задач, связанных как с определением вза

имного положения точек на этой поверхности, так и с ее изображе
нием на плоскости по некоторому закону, занимается раздел высшей 
геодезии, называемый сфераидической геодезией. 

В сфераидической геодезии изучаются методы определения вза
имного положения точек на поверхности земного эллипсоида и в око
лоземном пространстве в системе геодезических координат В, L, Н. 
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Важное приклалное значение (в геодезии, морской, воздушной, 

спутниковой навигаuии) имеет nроблема установления взаимного 

nоложения двух точек на nоверхности эллиnсоида, которая nолучила 

название <<Решение главных (nрямых и обратных) геодезических за

даЧ>>. Большой вклад в решение этой проблемы внесли Гаусс и Бес

сель, каждый из них дал вариант своего решения. Работа Бесселя за

мечательна тем, что в ней высказана идея, которая осталась руково

дящей до наших дней: при решении главных геодезических задач ис

пользовать в качестве промежуточной nоверхность некоторого шара. 

Дальнейшее развитие эта идея nолучила в трудах nроф. В.П. Морозова, 

теории которого мы будем придерживаться в данном учебнике. 

Наряду с системой геодезических координат в сфераидичес

кой геодезии рассматривается система nлоских координат, для ус

тановления которой nрименяют то или иное математическое изо

бражение nоверхности эллиnсоида на nлоскости, называемое nро

екuией. Проф. Ф.Н. Красовский обосновал <<геодезический>> под

ход к проблеме выбора проекuии, сущность которого заключается 

в следующем. 

1. Система оnорных nунктов nереносится с nоверхности эллиn
соида на nлоскость по строго оnределенному закону. 

2. Материалы тоnографических съемок должны укладываться в 
оnорную сеть без редукuий (либо с nомощью nростейших редукuий). 

3. Проекuия должна быть конформной, что облегчает выnолне
ние второго условия. 

Этим требованиям наиболее nолно отвечала nроекuия Гаусса, 

которая и nрименяется в России и странах СНГ. 

Отметим еще одну важную особенность сфераилической геоде

зии: во всех ее методах предnолагается, что измеренные величины 

свободны от влияния уклонений отвесных линий и на исходную ко

ординатную поверхность переносятся по нормалям к ней. 



Глава 1 

ЗЕМНОЙ ЭЛЛИПСОИД И КРИВЫЕ НА ЕГО ПОВЕРХНОСТИ 

1.1. Основные определения для кривых на поверхности эллипсоида 

Кривые, расположенные на поверхности эллипсоида, будут 

иметь свойства, тесно связанные со свойствами этой поверхности. 

Напомним некоторые геометрические понятия и соотношения для 

кривых на поверхности. 

Если через некоторую точку поверхности провести всевозмож

ные кривые, то касательные к ним образуют касательную плоскость. 

Прямая, перпендикулярная к касательной плоскости и проходяшая 

через точку касания, называется нормалью к поверхности. Касательная 

плоскость и нормаль к поверхности будут обшими для всех кривых, 

расположенных на поверхности и проходяших через точку касания. 

Через нормаль к поверхности можно провести множество плос

костей в различных направлениях. Они называются нормальными 

11ЛОСКОС/11Я.Ми. 

'\ х 

Рис././. Сопровождающий трехгранник 

Все кривые на поверхности делятся на два вида: плоские кривые 

(имеют только кривизну) и кривые двойной кривизны (имеют кри
визну и кручение). Поведение пространствеиных кривых характери

зуется так называемым сопровождаюшим трехгранником (рис./.1), 

ребрами которого являются взаимно ортогональные единичные век
торы - касательной 7, главной нормали ii и бинормали Б. При посту
пательном движении вдоль кривой S векторы будут изменять свое 
nоложение в пространстве в соответствии с формулами Серре-Френе 

dt -
dS = 1J п ' 

di1 - = -17 1 + а Ь , 
dS 

db -
-=-а n, 
dS 

(1. /) 
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где 11 - кривизна кривой; а - ее кручение. Кривизна проекции кри

вой на нормальную плоскость называется нор.,tальной кривизной IJ11 , а 

кривизна проекuии кривой на касательную плоскость называется ге

одезической кривизной IJg· 

Если ввести систему прямоугольных координат с началом в вер

шине сопровождаюшего трехгранника (с.м. рис./.1), ось х направить 

по касательной 7, осьу-по главной нормали n, ось z- по бинорма

ли Б, то выражение для радиуса-вектора текушей точки можно запи
сать в виде 

r = х i' +у п + z ь (1.2) 

или в параметрической форме в функции длины кривой 

r=(di') S+_!_(d"r) 5 2 +_!_(d 3r) 53 + ... 
dS 2 dS~ 6 dS 3 ' (!.3) 

о о о 

где производные определяются с учетом формул Серре-Френе 

m- _ d 2r _ d 3r d17 _ 2 - -

dS = t' dS 2 = '1 n ' dS' = dS n- '1 t + 'l (J' Ь. (1.4) 

Проектируя векторные выражения (1.3) на оси координат, получим 

' sз 
х = s - "- 6 + ... , 

s~ d11 S3 

y=q -+-. -+... (1.5) 
2 dS б 

sз 

Z=1J (J' 6+ ... 
Используя ( 1.5), легко пол~ить выражения для хорды кривой 

d = ~х2 + у2 
и угла между касательной и хордой 

J' s dr7 S 2 

~ =arctg .::._ = '7 -+- -+ ... 
х 2 dS б 

(1.6) 

При изучении кривых на поверхности эллипсоида наибольшее 

внимание будет уделено нормальному сечению И геодезической ли

нии. След пересечения нормальной плоскости с поверхностью эл

липсоида называется нормальным сечением. 

Геодезическая линия соединяет две точки поверхности по крат

чайшему расстоянию. В каждой ее точке геодезическая кривизна рав

на нулю и, следовательно, главная нормаль совпадает с нормалью к 

поверхности. 
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1.2. Элементы земного эллипсоида и криволинейные координаты 
на его поверхности 

Эллипсоид врашения вполне определяется размерами его боль

шой и малой полуосей (а и Ь). Кроме них могут использоваться вспо

могательные линейные величины 

(1. 7) 

Форму эллипсоида принято характеризовать относительными 
элементами: 

сжатием 

эксцентриситетом 

вторым эксцентриситетом 

и величинами без названий 

а-Ь 
а=--

' а 

.Ja~ -Ь2 
е=---

а 

, .Ja2 -ь~ 
е=---

ь 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

а-Ь а 1 -Ь~ 
1/ = -- т = -, --, (1.11) 

а+Ь а-+ь-

С помошью формул ( /. 7) - ( /. 10) легко установить связь между 
элементами эллипсоида 

Ь=а (1-а)=а .J1-e2 =с (1-е2 ), 
а Ь 

с= ~=1-е~' 

а= 1- .J1- е~ , 
'2 

е 2 =-е-=2а-а2 
1 + е' 2 ' 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

(1.15) 

,.... е2 
е-=--, . (1.16) 

1- е-

В России и ряде других стран при выполнении геодезических ра

бот используют эллипсоид Красовского с исходными элементами 

а= 6 378 245 м, а= 1:298,3. 

Значения других элементов, вычисленные по исходным, таковы: 

Ь = 6 356 863,0188 м; 
с= 6 399 698,9018 м; 
а = 0,0033523299; 

11 



е2 = 0,0066934216; 
е' 2 = 0,0067385254; 

.J1-e2 = 0,9966476701; 
.J1- е' 2 = 1 ,0035636058. 

Приведем для сравнения численные значения основных 

параметров Международного эллипсоида WGS-84: 

а= 6 378 137 м, е2 = 0,0066943799 
и российского ПЗ-90: а= 6 378 136 м, е2 = 0,0066946619 

Для приближенных расчетов можно использовать следующие 

значения элементов: 

а=6400км,а-Ь =21 км, а= 1:300, 
е2 = 1:150, n = 1:600, т= 1:300. 

В сфераидической геодезии довольно часто используется разло

жение функuий в ряды по степени эксuентриситета. Приведем поря

док этих величин, что будет полезно при оuенке необходимого числа 

членов соответствующих рядов: 

а е2 = 43 км, а е4 = 290 м, а е6 = 2 м, а es = 12 мм. 

Запись многих формул сфераидической геодезии существенно 

упростится, если ввести обозначения: 

~~· = -Jгi---e72-s--i-n:-2 -В , 

~' = .J1 + е' 1 cos 2 В , 
lJ =е' cosB . 

Установим связь между W и V 

V2=l+e'2 cos2B=I+~ (1-sin2B)=l-e2 si~12B 
\-е- 1- е-

Отсюда 

И1 = .J1-e2 ~1 . 

Используя (1.12), (1.13), ( 1.20), легко получить соотношения 

1 ., ., , • ., 
а ~т =l1 V =-va- cos- В+Ь- sш- В , 

cW=aV. 
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( /. 1 7) 

(1.18) 

(1.19) 

(1.20) 

(1.21) 

(1.22) 



Криволинейные координаты на поверхности эллипсоида 

Криволинейными координатами точки на поверхности эллип

соида называются числовые характеристики двух координатных ли

ний, в пересечении которых находится данная точка. Построение 

системы криволинейных координат заключается в выборе двух се

мейств линий на поверхности эллипсоида и установлении способа 

их нумераuии. 

В геодезии используется система геодезических координат В и L 
(семейства параллелей и меридианов), где В- геодезическая широта, 

L- геодезическая долгота, а также система и, L с приведеиной ши
ротой и. Кроме них иногда используется система Ф, L с геоuентриче
ской широтой Ф, которая определяется как острый угол между ради

усом-вектором точки и плоскостью экватора. 

Система геодезических координат является основной системой 

криволинейных координат на поверхности земного эллипсоида. Ее 

практическое значение заключается в том, что геодезические коор

динаты В и L незначительно (на величину уклонения отвесной ли
нии) отличаются от астрономических координат, получаемых из ас

трономических наблюдений. Приведеиная и геоuентрическая широ

ты имеют вспомогательное значение, с их по~юшью упрошается опи

сание некоторых теоретических вопросов (рис. 1.2. и рис. 1.3.). 

z 
;;: 

х х 
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Рис.1.2. Геоцентрическая, приве

денная, геодезическая широты 

Рис. 1.3. Связь .между геодезичес
кой и приведенной широтой 

Установим связь между геодезической широтой и широтами и и 

Ф. На рис.1.2 изображен участок меридианного эллипса с уравнением 
' ' \:- --:,. +.;. = 1 . (1.23) 

а- ь-

Отрезком Qn, равным большой полуоси а, засечем на оси враше
ния эллипсоида точку n. Острый угол, составленный прямой Qn с 
плоскостью экватора, есть приведеиная широта. По рис.1.2 получим 

(1·- радиус параллели) 
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,. = х =а cosU. ( /.24) 

Подставляя (1.24) в (1.23), найдем 

z = Ь siпU. (1.25) 

Выражения (1.24) и (1.25) являются параметрическими уравне
ниями эллипса. Из puc./.3 запишем 

-dl· 
tgB =-. (1.26) 

dz 

Дифференuиалы d1· и dz найдем из выражений ( /.24) и (1.25) 

Отсюда (1.26) запишется 

d1· =-а sin UdU , 
dz = Ь cosUdU . 

а 
tgB =- tgU. 

ь 

(1.27) 

(1.28) 

Это основная формула, устанавливаюшал зависимость между ге

одезической и приведеиной широтами, из которой с учетом (1.12) 
можно найти другие полезные выражения: 

tgB=.JI+e'~ tgU, 

tgU=.J1-e1 tgB=(l-a) tgB, 

tgB-tgU=a tgB=n (tgB+tgU). 

Далее запишем (1.28) в виде 

!!._taB=tgU= bsinB =ksinU 
а с а cos В k cosU ' 

(1.29) 

( /.30) 

(1.3/) 

(1.32) 

где k- неизвестный множитель, который будем искать под условием 
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Ь sinB = k sinU, 
а cosB = k cosU. 

(1.33) 

Возводя (1.33) в квадрат и складывая, получим с учетом (1.2/) 

Подставляя (1.34) в (1.33), найлем 

siпB= VsiпU, 

cosB = W cosU. 

(1.34) 

(1.35) 

(1.36) 



Используя эти соотношения и формулу ( 1.20), легко выразить W 
и Vчерез приведеиную широту 

W 2 =V 2 (1-e 2 )=1-e2 sin 2 B=l-e2 V 2 siп 2 и. 
Отсюда получим 

1 ' ( . ' ) ' ' 37) V 2 =1-е- l-SIП-и =1-е-соs-и. (1. 

Наконеu, дифференuируя (1.28) и привлекая (1.2 1) и (1.36), найдем 

dB = а cos 2 В dи = W V dи . ( 1.38) 
!J cos 2 и 

Для того чтобы оuенить разность межлу геодезической и прине

денной широтами, воспользуемся формулой (l.JJ), из которой следует 

tgB-tgи sin(B-и) 
tgB + tgи = sin(B +и( n ' (1. 39) 

где величина n определяется формулой ( 1.11). Отсюда, учитывая малое 
различие межлу В и И, получаем приближенную оuенку В- И"' n siв2B. 
Максимальное значение разности В- И на широте 45° составит: 

В- И= 5'46" (346"). 

Связь геоuентрической широты Ф с геодезической В установим с 

помошью рис.1.2 и формул ( 1.24), ( 1.25) и ( 1.28) 

tgф -- Z __ Ь sinи Ь Ь2 
tgи =--:;- tgB 

r а соsи а а-
или 

(1.40) 

Уравнения поверхности эллипсоида 

Введем прямоугольную систему координат с началом в uентре 

эллипсоида (рис.1. 4.) 

у 

х 

Рис. 1. 4. Прямоугольные координаты точек поверхности эллипсоида 
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Ось х лежит в пересечении плоскостей начального меридиана и 

экватора, ось z направлена по малой полуоси к северу, ось у- допол

няет систему до правой. Из рис.1.4 для точки Q можно записать 

х = ,. cosL, 
у= I'SiпL. (1.41) 

Если теперь радиус параллели заменить его выражением по ра

венству (1.24) и учесть (1.25), то получим 

х =а cosU cosL, 
у= а cosU sinL, 

z = Ь sinU. 
( 1.42) 

Выражения (1.42) представляют собой параАtетрические уравне
ния поверхности эллипсоида. Выразим их через геодезические коорди

наты. Введем обозначение (геометрический смысл величины будет 

объяснен ниже), тогда, используя ранее полученные формулы (1.12), 

( 1 20'\ (1 35) ( 1 36)· Ь- г:-----;-1 ' fl/ -li г:-----;-1 ' • rr- sin В u·- cosB • 1 , . , • . - а v 1- е· , " - v 1- е· , 5111 v - - 1_.- , cos - W, 
найдем 

х = N cosB cosL, 
у= N cosB sinL, 
z = N (1 - е2) sinB. 

1.3. Главные радиусы кривизны. Средний радиус кривизны 

(1.43) 

Проведем через некоторую точку Q на поверхности эллипсоида 
множество нормальных сечений. Каждое из них будет иметь свою 

кривизну. Из всего пучка нормальных сечений выделим два с наи

большей и наименьшей кривизной. Эти два сечения называются 

главными нормальными сечениями, а их радиусы кривизны- главными 

радиусами кривизны. 

Главные нормальные сечения всегда взаимно ортогональны. На 

эллипсоиде главными нормальными сечениями являются- мериди

ан (на рис. 1.5 показан отрезок меридиана РР) и первый вертикал (от-

Р 

р• 

Рис./.5. Главные нормальные сечения и параллель 
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резок ТТ). Отметим, что первый вертикал и параллель (отрезок n') в 
точке Q имеют обшую касательную, поскольку обе линии перпенди
кулярны к меридиану. Радиус кривизны меридиана обозначается 

символом М, радиус кривизны первого вертикала- N. Главные ради
усы кривизны часто встречаются при решении многих задач сфераи

лической геодезии. Найдем формулы для их вычисления. 

Меридиан есть эллипс с параметрическими уравнениями (см. 

фор,нулы (1.24) и (1.25)) 

х =а cosU, 
z = Ь siпU. (1.44) 

Известно, что для кривых, уравнения которых заданы в параме

трической форме, радиус кривизны вычисляется по формуле 

- (\'•2 + z'2 ['2 
М- , .•• , . х z 

х" z" 

(1.45) 

Для производных, входяших в (1.45), согласно (1.44) найдем 

х' =-а siпU, 

х" =-а cosU, 
z' = Ь cosU, 
z" =- Ь siпU. 

Подставим (1.46) в (1.45) и учтем (1.12), тогда 

(а 2 (1-е 2 cos 2 U)) 3 . 2 

М= . 
аЬ 

Поскольку 
2 ' 1 а2 ь2 

\-е cos-U=v 2 , -,;=с, --;;=р, 

то получим окончательно 

(1.46) 

(1.47) 

с р 
М =-3 =-з · (1.48) v w 

Заметим, что на полюсе (В= 90°) М= с, на экваторе (В= 0°) М= р, 
таким образом, линейные величины с и р, введенные в ( 1.2), являются 
граничными значениями радиуса кривизны меридиана. 

Для радиуса параллели согласно ( 1.24) и ( 1.36) будем иметь 

а cosB 
1·=acosU= . 

w 
(1.49) 

Радиус первого вертикала найдем по теореме Менье, которая ут

верждает: если наклонное и нормальное сечения имеют обшую каса

тельную, то радиус кривизны наклонного сечения равен радиусу нор

мального сечения, умноженному на косинус угла между плоскостями 

этих сечений. Параллель и первый вертикал удовлетворяют условиям 
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теоремы, угол между плоскостями этих сечений равен геодезической 

широте В (рис./.6), поэтому 

cosB ,. = N cos В = а 

Отсюда, с учетом (1.49), получим 

N=!!_=~. 
ff! v 

IV 

(/.50) 

Таким образом, величина N, введенная при выводе формул свя
зи прямоугольных и геодезических координат ( 1.43), есть радиус кри
визны первого вертикала. 

Рис./.6. Радиус кривизны первого вертикала 

Составим отношение главных радиусов кривизны в соответст

вии с (1.48) и (1.50) 

(/.5/) 

Очевидно, что N > М во всех точках поверхности эллипсоида, 
кроме полюсов. 

Средний радиус кривизны 

Радиус кривизны любого нормального сечения R; выражается 
через главные радиусы кривизны по формуле Эйлера: 

1 cos 2 А; sin 2 А; 
-=---+---
R; М N 

(1.52) 

или MN 
R. = ' М . 'А ' ' N cos- А; + sш- ; 

(/.53) 

где А;- геодезический азимут данного нормального сечения. 

Средний радиус кривизны R не относится ни к одной линии на эл
липсоиде. Он характеризует форму поверхности в данной точке и оп

ределяется как предел среднего арифметического из радиусов кри

визны возможных нормальных сечений, проведенных через данную 

точку поверхности в разных направлениях, т.е. 
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(1.54) 
1/~""1: 11 

Представим А как сумму элементарных прирашений азимута А; 

= IM; = i М, в соответствии с этим для полного uикла изменений 
азимута будем иметь 2л = n М. Тогда ( 1.54) с учетом ( 1.53) примет вид 

. " М N М 
R = \нn L , , ·- . (1.55) 

~, ... о 1 N cos- А; +М sin- А; 21l 
Заменяя предел суммы определенным интегралом, получим 

\ 2;:- 2 .т·2 
R =- f R;t!A =- f R;dA (1.56) 

21l о ![ о 
Последний интеграл заnишем так: 

. (1.57) 

Введем замену переменных 

{М 
t=VNtgA dt= {МN dA 

VN cos 2 А · 
Теперь (1.57) примет вид 

2 ~тf .. dt 2 ~ 1 ~~' 
R = - v М N --, = - v М N arctg 0 • 

1l 0 1+Г 1l 
Отсюда 

~ N с 
R = "1/ lVl JV =- = - . 

v v" 
(1.58) 

Таким образом, средний радиус кривизны вычисляется как сред

нее геометрическое из главных радиусов кривизны. Этот результат 

был впервые получен Гауссом, поэтому в его честь величина 

К=-1 =-1- (1.59) 
R 2 М N 

называется гауссовой кривизной поверхности. 

1.4. Длины дуг координатных линий 

Длина элементарной дуги dS произвольной nлоской кривой вы
числяется по известной формуле 

dS = pda, (1.60) 

где р- радиус кривизны кривой в начальной точке; da- угол между 

нормалями в начальной и конечной точках дуги (угол смежности). 

Применим эту формулу для вычисления длин дуг меридиана и па

раллели. 
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Длина дуги .меридиана 

В соответствии с формулой (1.60) и рис.!. 7 для дифференциала 
длины дуги меридиана будем иметь 

dX=MdB. (1.6/) 

х 

Рис.!. 7. Дифференциал длины дуги .меридиана 

Для вычисления длины дуги меридиана конечных размеров, на

пример, в пределах широт от О до В с учетом формулы ( /. 48) необхо
димо найти интеграл 

в в р ( , )в ( , , )-' п Х = J MdB = J 7JdB =а \-е- ~ \-е- sin- В · -dB. 
о о и о 

(1.62) 

Полученный интеграл относится к классу эллиптических интег

ралов и в элементарных функциях не выражается. Сушествует не

сколько способов приближенного вычисления интеграла вида (1.62). 
Если точки меридиана с широтами В1 и В2 расположены доста

точно близко друг к другу, например, как это бывает при вычислении 

длин восточной и западной сторон сфераидической трапеции, изоб

ражаемой на плоскости в виде рамки листа карты того или иного мас

штаба (вплоть до 1:1 000 000), то (1. 62) примет вид 
в. 

М= fлыв. 
в, 

Данный интеграл можно вычислить по формуле Симпсона 

(1.63) 

где М1 , М111 , М2 вычисляют по формулам (1.48) соответственно для 
1 

широт Bi' В." = 2 (в1 + вJ и В2 • 

Другой способ заключается в разложении подынтегральной 

функции (1.62) в ряд и последуюшем почленном его интегрирова
нии, т.е. 
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f"( 3 , . , 15 , . , ) " 3 , Jя . • 15 4 Jя . , Х=Р 1+-е·sш-В+-е sш В+ ... dB=PfdB+-e·P sш·BtfB+-e Р sш BdB+ ... 
о 2 8 о 2 о 8 о 

В последнем выражении все интегралы являются табличными и 

вычисляются точно. 

Приведем без вывода окончательный результат интегрирования 

(подробно эти вопросы изложены в [ 10]). 

в а, . 2 а4 . аб . бВ ---=- SIП В+- sш4В-- SШ + ... , 
2 4 б 

(1.64) 

111, 3 ( ) G0 =1110 +-"+-m4 , m0 =a 1-е 2 , 
2 8 

где 

m2 m4 15 3 , 
а, =-+-+-т т, =-е- 1111., . 2 2 32 6 ' - 2 . 

1114 3 5 2 
а4=т+!6тб, m4=4e 1112, 

1116 7 2 

а6 =п· 1116 =бе 1114. 

Приведем численные значения коэффициентов ряда ( 1.64) для эл
липсоидов Красовского (левая колонка) и WGS-84 (правая колонка): 

а0 = 6 367 558,497 

а2 = 32 072,960 

а4 = 67,312 

аб =О, 132 

а0 = 6 367 449,146 

а2 = 32 077,017 

а4 = 67,330 

а6 =0,132 

С коэффициентами, вычисленными по элементам эллипсоида 

Красовского, этот ряд (1.64) можно привести к виду более удобному 
для вычислений 

х = 6367 558,497 в -sin в cos в [32005,780 + (133,921 + 0,703sin 2 в) sin 2 в] . 

Точность вычислений по этой формуле составляет 0,0001 м. 

Вычисление широты по длине 

дуги меридиана 

Для решения этой задачи необходимо либо вычислить интеграл, 

'dX 
В=fм' 

о 

либо обратить ряд (1.64) относительно геодезической широты В по 
известным формулам обрашения тригонометрических рядов 

у= х + р2 sin2x+ р4 sin4x+ .. . 

х =у +q2 sin2y+q4 sin4y+ .. . (1.65) 
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х 
Применяя (1.65) к (1.64) и вводя обозначение р =-, получим 

следуюшее выражение: ао 

(1.66) 

Приведем численные значения коэффициентов, входяших в ряд 

( 1.66), для эллипсоидов Красовского (левая колонка) и WGS-84 (пра
вая колонка). 

Ь2 = о,оо2518465 

Ь4 = о,ооооо37ОО 

ь6 = о,оооооооо7 

Ь2 = о,оо2518827 

ь4 = о,ооооо37О1 
ь6 = о,оооооооо7 

Ряду ( 1.66) можно придать вид более удобный для вычислений 

В = ~ + sin ~ cos ~ [50 517738- (298 373- 2382 sin 2 ~) siп 2 ~] 1 о- 10 , (1. 67) 
х 

где Р=----
6367 558,497 . 

Численные значения коэффициентов, входяших в (1.67), рас
считаны по элементам эллипсоида Красовского. Точность вычисле

ний по формуле (1.66) соответствует точности формулы (1.64). 
Для коротких дуг (в пределах длин рамок съемочной трапеции) 

обрашение ряда вида (1.64) приводит к выражению 

LlВ=L1~-%e2 [(l+e2 sin 2 B1)sin2B1 
11: +cos2B1 

11~ 2 ], (1.68) 

где др = дх . 
м! 

Длина дуги параллели 

Параллель есть окружность радиуса,.= N cosB. Обозначим дли
ну дуги параллели между точками с долготами L1 и L2 через 11 У, тогда, 
применяя (1.60), получим 

д У= N cosB (L1 - LJ . 

Площадь сфераидической 

трапеции 

(1.69) 

Сфераидической трапецией называется часть поверхности эл

липсоида, ограниченная меридианами и параллелями (puc./.8). 
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Рис./.8. Площадь сфераидической трапеции 

Площадь элементарной трапеuии dP вычисляется по формуле 

dP= dY dy =М N cosBdBdL . 

Учитывая, что 

М= а (1-е 2 ) 
rуз ' 

а , ( ') , , , . , N=- а· 1-е-=Ь- w-=1-е·sш·в. 
JY' ' 

для площади сфераидической трапеuии конечных размеров получим 

r.в. 

Р=Ь2 J J(l-e~ sin 2 в)-2 cosBdBdL 
L1 81 

или 

в, 

Р=Ь2 (L2 -L1)f(1-e2 sin 2 в)-2 cosBdB. (1.70) 
в. 

Подынтегральную функuию в ( /. 70) разложим в ряд 
в. 

Р = Ь 2 (L 2 -L1 )f(cosB+ 2е 1 sin 2 В cosB +3е4 sin 4 В cosB+ ... ) dB. 
в, 

Почленным интегрированием этого ряда получим 

Р=Ь 2 (L 2 -LJ/sinB+~e2 sin·'B+~e4 sin 5 B+ ... ,
8
'. (1.7/) 

3 5 в, 

В приближенных расчетах часто используется радиус эквива

лентного шара R, площадь которого равна плошали эллипсоида, 
т.е. 4л R2 =РЕ. Для вычисления РЕ в формуле ( /. 7/) положим 

1r 1r 
L 2 -L1 =2~r, В1 =-2, В2 = 2, тогда 

~( 2234) РЕ = 4~r Ь 1 +-е +-е +... . . 3 5 
Отсюда найдем 

R=b /l+~e1 +~e4 + ... :::::6371,1км v 3 5 
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1.5. Взаимные нормальные сечения 
р 

Рис.1.9. Взаимные нормальные сечения 

Рассмотрим на поверхности эллипсоида две точки А и В с широ

тами В1 и В2 , причем для обшности примем, что ВI'~:.В2 • Проведем 

нормали к поверхности в этих точках. Обе эти нормали лежат в пло

скостях меридианных эллипсов и пересекаются с осью врашения в 

точках пт пь (рис. 1.9). Проведем нормальную плоскость в точке А так, 
чтобы она прошла через точку В. В пересечении с поверхностью эл

липсоида эта плоскость даст кривую Аа В, которая называется прямым 

нормальным сечением в точке А на точку В. Проведя нормальную пло

скость в точке В так, чтобы она прошла через точку А, получим пря

мое нормальное сечение в точке В на точку А(кривая ВЬА на рис 1. 9). 
Эти две кривые АаВ и ВЬА называются взаимно обратными или про

сто взаилшыми нормальными сечения111и. Из рис. 1.9 видно, что взаим
ные нормальные сечения могут совпасть только в том случае, если 

совпадут точки па и пь, т.е. если будут равны отрезки оп0 = опь. 

Рассмотрим этот вопрос в обшем виде для произвольной точки Q 
(puc.J. 10). 
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Рис. 1.10. Точка пересечения норАшли с осью вращения эллипсоида 

Из рис 1.10 имеем 

оп = Q'n - z, 
Q'n = N sin В. 

Выражение для z согласно (1.43) запишется 

( /. 72) 
( /. 73) 



z = N sin В- е 2 N sin В. (1. 74) 

Подставляя (1. 73) и (1. 74) в (1. 72), получим 

on = е2 N sin В . ( 1. 75) 

Из формулы ( 1. 75) следует вывод, что чем больше широта точ
ки, тем ниже пройдет ее нормаль. По условию В 1 =~:В2 , следовательно, 

ona* опь и в обшем случае кривые АаВ и ВЬА не совпадут (см. рис.1.9). 
Итак, взаимные нормальные сечения для двух точек поверхнос

ти эллипсоида не совпадают между собой при условии, что широты 

этих точек не равны (исключение составят точки, расположенные на 

одном меридиане). 

Рассмотрим прикладное значение этого геометрического факта. 

Представим себе, что на поверхности эллипсоида выполняются угло

вые измерения в трех вершинахнекоторого треугольника. 

Теодолиты устанавливаются так, чтобы их вертикальные оси сов

падали с нормалями в данных точках. На пункте А выполнялись на

блюдения на пункты В и С (рис. 1.1 1), При наведении на точку В ви
зирная плоскость совпадает с плоскостью прямого нормального се

чения из А на В, а ее пересечение с плоскостью эллипсоида даст кри

вую АаВ. При наведении на точку С визирная плоскость пересечет 

поверхность эллипсоида по кривой АаС. Визирные плоскости при 

наблюдениях на пунктах В и С пересекут поверхность эллипсоида по 

взаимно обратным сечениям ВЬА и СсА, которые, как было доказано, 

не совпадут с прямыми нормальными сечениями. 

Отсюда следуют важные практические выводы. 

1. Измеряемые в геодезических сетях горизонтальные углы на 
поверхности эллипсоида являются углами между прямым и нормальны

.ми сечениями в данной точке. 

2. Несовпадение прямых и обратных нормальных сечений, или, 
как говорят, двойственность взаимных нормальных сечений, приводит 

к тому, что измеренные горизонтальные углы на трех пунктах не обра

зуют на поверхности эллипсоида замкнутого треугольника. В нем по

является невязка геометрического происхоJ/сдения. Поэтому вершины 

треугольников на эллипсоиде соединяют геодезическими линиями. 

в 

Рис. 1. 11. Схема изА1ерения углов сфероидического треугольника 
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1.6. Геодезическая линия 

Через данную точку поверхности можно провести бесчисленное 

l\Шожество различных линий. Направление каждой линии в данной 

точке устанавливается направляюшим углом, составленным одной из 

координатных линий и данной линией. Дадим более строгое опреде

ление этому понятию. 

На поверхности земного эллипсоида в качестве направляюшего 

угла принимается угол между касательными, проведеиными к мери

диану в северном направлении и к данной линии. Он отсчитывается 

от меридиана по направлению движения часовой стрелки. 

Этот угол называется геодезическим азимутшt и обозначается 

буквой А. 

Геодезический азимут можно так же определить, как двугранный 

угол между плоскостью меридиана и нормальной плоскостью, прохо

дяшей через касательную к данной линии. Один и тот же азимут мо

гут иметь и несколько разных линий, если они имеют обшую каса

тельную в данной точке. Напрлмер, параллель и первый вертикал в 

заданной точке имеют одинаковый азимут, равный 90° (или 270°), хо
тя расположены они в разных плоскостях. 

Выше было выяснено, что из-за двойственности взаимных нор

мальных сечений геодезические фигуры, образованные этими сече

ниями, оказываются <<разорванными•>. В них появляются невязки ге

ометрического происхождения. Поэтому, несмотря на достоинства 

нормальных сечений, которые непосредственно связаны с измерен

ными горизонтальными углами, возникает необходимость соединять 

точки эллипсоида линией, которая не обладает свойством двойствен

ности. Такой кривой является геодезическая линия. 

По определению геодезической линии (см. параграф 1.1) ее гео
дезическая кривизна (кривизна проекuии кривой на касательную 

плоскость) равна нулю. Отсюда также следует, что главная нормаль 

геодезической линии совпадает с нормалью к поверхности в каждой 

ее точке. Любопытно, что если в окрестности произвольной точки ге

одезическую линию спроектировать на касательную плоскость, то 

эта проекuия в той же дифференuиальной окрестности будет прямой 

линией. Эти геометрические факты будут использованы при выводе 

уравнений геодезической линии. 
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Дифференциальные уравнения геодезической линии 

Из рис. /. 12 и формул (1. 6/) и (1. 69) можно получить 

dX= dScosA = MdB, 

dY= dSsinA = N cosB dL. 

( /. 76) 

( /. 77) 



Полученные выражения справедливы для любой произвольной 
кривой. Для того чтобы получить уравнение геодезической линии, 

необходимо к равенствам ( /. 76) и ( /. 77) присоединить еше одно, ко
торое отражало бы свойства, присушие только геодезической линии. 

Рассмотрим произвольную кривую на плоскости эллипсоида. 

Если передвигаться вдоль этой линии, то в каждой ее точке азимут 
будет изменяться, во-первых, вследствие изменения геодезической 

кривизны, во-вторых, из-за непараллельности меридианов (явление 

сближения меридианов). На рис. 1.13 изображен элементарный по
лярный сферический прямоугольный треугольник Q3Q2P. Применяя 
к нему правилоНепера (Q2P = 90°- В, L Q2 = 90°- dA, dA- угол меж

ду меридианами Q1P и Q2P), получим 

tgdA = tg dL sinB 

или, заменяя тангенсы малых углов самими углами, 

dA = sinBdL. (1. 78) 

Поскольку для геодезической линии геодезическая кривизна 

всюду равна нулю и, следовательно, изменений азимута из-за нее не 

возникает, то выражение ( /. 78) и будет дифференциальным уравне
нием, свойственным только геодезической линии. Присоединив к 

нему выражения ( 1. 76) и ( /. 77), получим систему дифференциальных 
уравнений геодезической линии 

dScosA = MdB, 
dSsiпA = N cosB dL, 

dA = sinBdL. 
(1. 79) 

Вывод дифференциального уравнения ( /. 78) основан на про
стейших геометрических Представлениях и, на первый взгляд, может 

Рис. 1. 12. Дифференциальные элеАtен
ты кривой на поверхности эллипсоида 

Q, 
Рис. 1. 13. Изменение азимута 

геодезической линии 
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показаться не вполне корректным. Поэтому приведем традиuионный 

вывод этого уравнения с использованием строгих формул Серре

Френе. 

Предварительно установим некоторые соотношения лля коорди

натных линий на поверхности эллипсоида. Кроме того, напомним, 

что по одному из определений лля геодезической линии, ее главная 

нормаль n в каждой точке совпадает с нормалью к поверхности т. 
Запишем уравнение Серре-Френе (J.J) пля меридиана и парал-

1 1 1 
лели. Кривизна меридиана равна - , параллели - . Обе 

М ,. N cosB 
кривые плоские, поэтому их кручение равно нулю. 

Для меридиана будем иметь (Г= t8 , ~ =;;;, dS = dX) : 

dfв = ;п 
dX М 

din=_t8 

dX М 

Для параллели (r = (, , dS = dY) получим 

(1.80) 

dfL =!!_ d1~ = _ fL (1.8/) 
dY г dY ,. 

Спроеuируем параллель на касательную плоскость, в результате 

получим кривую, которую обозначим через Sk. Кривизна этой кри

вой будет (см. puc./.6) 
1 sinB 
-=- (1.82) 
р ,. 

Формулы Серре-Френе дЛЯ линии sk запишутся v = (L, 11 = t в, dS = 

=Sk=dY): 

Составим скалярное произведение (см. puc./.12) 
продифференuируем его по S: 

( i/ - J (- dt8 J . dA 
dS t н + t dS = - SIП А dS . 

(1.83) 

(t·tв)=cosA и 

(1.84) 

Найдем производные, входяшие в выражение ( 1.84). Для геоде
зической линии 'ii =т , поэтому, согласно первому уравнению (/./), 
получим 

dt -
н_ll 111 

dS g 
(1.85) 

dt 
Производкую единичного вектора - 8 разложим на две состав

dS 
ляюшие: в плоскости меридиана и в касательной плоскости 

28 



dt8 дt8 dX дt8 dSk 
-=--+--
ciS дХ dS дSk dS 

(1.86) 

Первые сомножители в формуле (1.86) определим из выражений 
( 1.80) и ( 1.83), вторые, согласно ( /. 76) и ( /. 77), имеют вид 

dX dS dY . 
-=cosA _k =-=sшА. 
dS ' dS dS 

Выполнив эти замены, для выражения (1.86) получим 

dfн cosA - sinA - (/. 87) -=-- 111--- t 
dS м р L 

Подставим (1.87) в (1.84) и учтем, что 

~-;; t 8 )=0, ~ ,;,)=0, (r r"J=cos(90°-A)=sinA, 

тогда, после со крашения левой и правой частей равенства ( 1.84) на 
sinA, будем иметь 

или с учетом (1.82) 

dA sin А 
-=--
dS р 

dA siп В 
---- sinA 
dS ,. 

Из выражения (1. 77) найдем 

dS=-1·-dL. 
sinA 

(1.88) 

(1.89) 

Подставляя этот результат в формулу (1.89), окончательно получим 

dA = sinBdL . 
Таким образом, мы вновь пришли к уравнению(/. 78), что и под

тверждает корректность первого, безусловно более простого, вывода. 

Первые интегралы системы дифференциальных уравнений 

геодезической линии 

Уравнение геодезической линии есть решение системы диффе

ренuиальных уравнений(/. 79). Разделим первое уравнение этой сис
темы на второе 

MdB 
ctgA=---

N cosBdL 

dA 
Из третьего уравнения получим dL = sin В' поэтому 

d MsinBdB 
ctgA ~=---

N cosB 

(1.90) 

(1.91) 
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Из рис.J.З будем иметь 

- d1· = М dB siп В (1.92) 

Кроме того, учтем, что N cosB = 1·, тогда 

cl1· 
ctgA dA = --. (1.93) 

/' 

Интегрируя обе части этого равенства, получим 

lпsin А+ Im· = lпс1 
или 

1· sin А= с1 • (1.94) 

Решение системы дифференuиальных уравнений, разрешенное 

относительно произвольных постоянных, называется первым интег

ралом. Для геодезической линии первые интегралы были получены 

франuузским ученым Клеро в 1733 г. Равенство (1.94) представляет 
собой первое уравнение К1еро для геодезической линии. Оно читается 

так: для геодезической линии на поверхности вращения произведение ра

диуса параллели на синус ази.мута в каждой точке есть величина посто

янная. 

Второе уравнение Клеро легко получить из (1.94), положив в 
нем r =а cosU, тогда 

и . cJ 
cos sшА=-=с, . 

а -
(1.95) 

Очевидно, что каждая геодезическая линия имеет свои значения 

постоянных с 1 и с2 • 

Пользуясь уравнениями Клеро, можно проследить ход геодези

ческой линии на поверхности эллипсоида. Пусть геодезическая ли

ния выходит из точки, расположенной на экваторе, под азимутом А0 
(рис.1.14). Применяя для этой точки (1.94) и (1.95), получим 

1· siп А = с 1 =а sin А0 , 

cos и sin А = с 2 = sin А0 . 

Таким образом, заодно мы выяснили геометрический смысл по

стоянных Клеро. 

Будем двигаться по геодезической линии к северу. Согласно 

(1.94) радиус параллели будет уменьшаться, а азимут- увеличивать

ся пока не достигнет величины А= 90°. В этой точке радиус параллс
ли достигает наименьшего значения. В последуюших точках радиус 

параллели начнет увеличиваться, азимут перейдет во вторую чет

верть, т.е. геодезическая линия повернет на юг, приближаясь к эква

тору, который она пересечет под азимутом, равным 180°- А0. 
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Рис./.14. Ход геодезической линии на поверхности эллипсоида 

При последующем движении геодезическая линия вступит в юж

ный полусфероид и вся картина повторится. С юга геодезическая ли

ния пересечет экватор под тем же азимутом А0 , но начальная и конеч

ная точки в общем случае не совпадут. Геодезическая линия подобно 

спирали будет описывать бесконечные витки на поверхности эллип

соида. 



Глава 2 

РЕШЕНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

Триангуляuионные геодезические сети состоят из треугольни

ков разных размеров, вершинами которых являются геодезические 

пункты. Измеренные на этих пунктах угловые и линейные величи

ны исправляются различными поправками и редуuируются на по

верхность эллипсоида по нормали к этой поверхности. Проекuии 

геодезических пунктов соединяются геодезическими линиями. По

скольку, как это было выяснено в параграфе 1.5, углы в геодезичес
ких сетях измеряются между прямыми нормальными сечениями, 

то возникает задача перехода от нормального сечения к геодезиче

ской линии. 

Треугольники на поверхности эллипсоида, образованные гео

дезическими линиями, называются сфероидически11tu треугольника

ми. Здесь необходимо отметить, что для решения сфероидических 

треугольников не сушествует такого аппарата, каким, например, 

является сферическая тригонометрия для решения треугольников 

на поверхности шара. Однако в пределах не которой области сфера

идические треугольники можно заменить сферическими. Ниже 

рассматриваются условия такой замены и методы решения сфери

ческих треугольников. 

2.1. Поправка за переход от прямого нормального сечения к 
геодезической линии 

Если на поверхности эллипсоида между точками Q1 и Q2 прове

сти геодезическую линию и прямое нормальное сечение, то эти 

кривые в обшем случае не совпадут (нормальное сечение - плоская 

кривая, геодезическая линия - кривая двойной кривизны). В на

чальной точке Q1 азимут А11 нормального сечения и азимут Ag геоде
зической линии отличаются друг от друга. Обозначим разность 

этих азимутов через 

(2.1) 

Учитывая, что в точке Q1 главные нормали геодезической ли

нии, прямого нормального сечения и нормали к поверхности iii 
совпадают (это следует из определений для данных кривых, приве

деиных в параграфе 1.1 ), введем систему координат, как это пока
зано на рис.2.1. 
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Рис.2.1. Угол между прямым нормальным сечением и 
геодезической линией 

На рис.2.1 обозначено: Q1 Т1 - касательная к геодезической ли

нии Sg; Q 1 Т2 - касательная к нормальному сечению 511 • 

Из рис.2.1 видно, что 
-z 

Mg ::::tg Mg =- . (2.2) 
х 

В соответствии с формулами (1.5) будем иметь 

, S3 

х = s- ,,- 6 + ... ' 

s3 
z=ll а 6+ ... 

Подставляя эти выражения в (2.2) и отбрасывая члены порядка SЗ, 
получим 

(2.3) 

Для определения кривизны и кручения геодезической линии ис-

пользуем второе уравнение Серре-Френе из выражений (l.J) 

dm - -
-=-17 t +а Ь 
dS 8 8 ' 

которое умножим скалярно сначала на вектор Т , затем на вектор Ь . 
Тогда 

- t -n ( dm -J-dS - ''g' (2.4) 

dm 
Вектор dS разложим на два составляющих вектора: в плоскости 

меридиана и в плоскости первого вертикала 

diii ат dX ат dS" 
dS = дх dS + дS" dS (2.S) 

Ранее мы имели (с.м. формулы (1.80) и (1. 76)) 

с!Х 
-=cosA. 
dS 
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Для определения остальных производных спроеuируем геодези

ческую линию на плоскость первого вертикала. В результате будет 

полученанекоторая кривая 511 • Кривизна этой линии в дифференuи-
. 1 

альной окрестности данной точки геодезической линии равна N , а 

уравнения Серре-Френе запишутся ( 1 = 1L, n = m, dS = dS., = dY ): 

с/1'1. т diii t 1. --=-, 
dS., N tfS., N 

Кроме того, учтем, что согласно ( /. 77) 

dS sin А = с/У = c/S., , 

откуда 

dS., = dY = sin А . 
dS dS 

Подставляя полученные значения производных в равенство 

(2.5), будем иметь 
diii cos А - sin А -
-=--- t --- t 
dS м в N L 

Составим следуюшие комбинаuии скалярных nроизведений: 

(2.6) 

(t 18 ) = cos А , (1 1J = sin А , 

(tн Ь)= cos(90°- А)= siп А. (tL Ь)= cos{180°- А)= -cos А. (2. 7) 

Теперь выражения (2.4) с учетом (2.6) и (2. 7) nримутвид 
cos 2 А sin 2 А 

'7.. = -----м- + ----;::;---- ' 

cr = (_!_ - -1-) sin А cos А 
g N М 

1 
Если в равенствах (2.8) вынести- за скобки и учесть, что 

N 

!!_=V 1 =l+e' 1 cos 1 В, 
м 

то окончательно nолучим 

1 + е' 2 cos 2 В cos2 А 
l]g = 

N 
е' 1 cos 2 В 

crg=- lN sin2A. 

Подставляя (2.9) в (2.3), найдем 

е' 2 cos 2 В ( ) t.A = 1 siп2A 1 1+e' 2 cos 1 B1 cos 2 A1 5 2 • 
g 12N1

2 

Учитывая, что 
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' ,.., е-

е-=--,' 
i-e-

и, отбрасывая члены порядка е4, получим 

' 
А А" " е- s' 'в . 2 l..l/1~ = р --, - cos- 1 stn А, . 

· 12а-
(2.J/) 

Оценим величину Mg. При В1 = 45°, А 1 = 45° и S= 50 км будем 
иметь Mg = 0,004". Таким образом, поправка за переход от прямого 
нормального сечения к геодезической линии по величине мала. Она 

вводится в измеренные направления только при обработке триангу

ляции 1 класса. 
Детальные исследования* показывают, что в обшем случае геоде

зическая линия располагается между взаимными нормальными сече

ниями так, как это по казан о на рис. 2.2. В точке А геодезическая ли
ния лежит ближе к прямому нормальному сечению АаВ, деля угол 

между взаимными нормальными сечениями примерно в соотноше

нии 1 :2. На половине расстояния она располагается примерно посе
редине, далее начинает приближаться к обратному нормальному се

чению ВЬА. 

в 

А 

Рис.2.2. РасполоJ/сение взаимных нормальных сечений и 
геодезической линии 

2.2. Условия замены сфероидических треугольников сферическими 

Полярные координаты на поверхности эллипсоида 

Система полярных координат устанавливается следуюшим обра

зом (рис.2.3). Произвольнан точка Q0 на поверхности принимается за 

полюс. В качестве полярной оси берется меридиан точки Q0. Поляр

ными координатами любой точки Q являются длина геодезической 
линии S от точки Q0 до точки Q и азимут А геодезической линии в по
люсе Q0. 

* Сн. ншtри.ltер: Красовский Ф.Н. Руководство 110 высшей геодезии, ч./1.- М.: 
Геодезиздат, 1942. 
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L" == CO/IS{ 

dA 

Рис.2.3. Полярные координаты на поверхности эллипсоида 

Первое семейство координатных линий (А - const) представля
ет собой пучок геодезических линий, исходяших из полюса Q0. Вто

рое семейство координатных линий ( S- const) состоит из кривых, 
называемых геодезическими окружностями. Линии обоих семейств 

ортагональны друг другу. 

Приведенная длина геодезической линии 

Зависимость между дифференuиалами полярных координат на 

плоскости выразилась бы, как это видно из рис. 2.3, простой форму
лой: dP = S dA. Однако для поверхностей шара и эллипсоида прихо
дится вводить выражение по своему геометрическому смыслу более 

сложное 

dP =т dA, (2.12) 

где т - в обшем случае функuия обеих координат S и А. Величина т 
представляет собой радиус кривизны геодезической окружности в 

данной точке Q и носит название приведенной длины геодезической 
линии (рис.2.4). 

Для сферы величина те устанавливается относительно просто. 

Непосредственно из рис. 2.4 имеем 

dPc=,·dA, (2.13) 

где r- радиус параллели. Сравнивая (2.13) и (2./2), получим 

dA 

---
Рис.2.4. Приведенная длина геодезической линии на поверхности шара 
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. А R . s 
т"= т·= R sш,., = sш-. 

R 
(2.14) 

Отсюда выражение (2.12) DЛЯ шара запишется 

dP. = R sin ~ dA . , R 
В отличие от шара кривизна поверхности эллипсоида изменяет

ся от точки к точке, поэтому уравнение связи с кривизной поверхно

сти естественно искать в дифференциальной форме. 

Для вывода дифференциального уравнения совместим полюс 

полярных координат Q0 с земным полюсом Р(рис. 2.5). При таком вы
боре системы координат геодезические линии совпадут с меридиана

ми, геодезические окружности - с параллелями. Для этого случая 

можно записать 

S = PQ'- QQ' = Х 3 - Х, т = т· , 

с учетом этих выражений найдем первую производную 

dm dт· dг 

dS = d(X э - Х) = - dX 

Учитывая, что согласно (1.92) и (/.6/) 

dт· =-М sinBdB, 

dX =М dB, 
DЛЯ (2./5) ПОЛУЧИМ 

dm . В 
-=sш . 
dS 

ДЛя второй производной будем иметь 

d 2m d( ~-) = d(sin в)= cosBdB = 

dS 2 dS -dX -MdB 
или 

N cosB т· 

М N R 2 

cosB 

м 

(2.15) 

(2.16) 

Учитывая, что ,. =т, 
на поверхности, получим 

1 
-, =К, гдеК-полная (гауссова) кривиз
R-

р 

~х 
Q' 

Рис.2.5. К выводу формулы для приведенной длины геодезической 

линии на эллипсоиде 

37 



d ~ 111 
- = -111 к . (2.17) 
dS 2 

Выражение (2./7) является обыкновенным дифференциальным 
уравнением второго порядка, которое устанавливает связь между 

приведеиной длиной геодезической линии на эллипсоиде и кривиз

ной его поверхности. 

Интеграл уравнения (2./7) в элементарных функциях не выража
ется. Поэтому будем искать его приближенно в виде степенного ряда 

по переменной S, т.е. 

111 = 111 +(dm) 5 +(d 2m) 51 +(d3m) 
n dS dS 2 2 dS 3 

о о о 

sз 
-+ ... 
б 

(2.18) 

Для вычисления интеграла (2./7) или ряда (2./8) необходимо 
определить начальные условия интегрирования. Для этого совмес

тим текущую точку Q с полюсом Q0 с помощью предельного перехо

да при S ~ О. В дифференциальной окрестности точки Q0 будем 

иметь: т= m0 = 1·0 =50 = О, dm0 = dS0. Отсюда получим начальные ус

ловия интегрирования 

1110 =0, (~;1 =1. (2.19) 

С учетом (2./9) найдем производные, входящие в ряд (2./8) 

( d 21:1) = -1110 К n = О, 
ds· о 

(d3n1J) = d(-m 0 ко)= -(dm) Ко -(dК) 
dS· 0 dS0 dS о dS о 

то =-Ко, 

( d 41:1) = -(dK) . 
dS 0 dS 0 

Теперь ряд (2./8) примет вид 

~- dK 0 5 4 

m=S-K 0 
б dS 12 

Разложим синус малого угла.§_ в ряд 
Ro 

. s s 5 3 
SIП-=----1 + ... , 

R0 R0 бR0 
тогда . s 5 3 

R0 stn-=S---,. 
R0 бR~ 

Таким образом, для первых двух членов ряда (2.20) получим 

5 3 • s 
S-K 0 -= R0 sш-. 

б Rn 
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Производную в третьем члене выражения (2.20) представим как 
производную сложной функuии 

Учитывая, что 

dK 0 liK 0 dV dB 

dS d f/ с/В lfS 

1 V 4 

К=-,=-,' 
R· с· 

V = .JI + е' 2 cos~ В, 

с 
MdB=dS cosA, М=-, , 

v· 
выражения для производных получим в виде 

dКо 
d(~:) 4V 3 

dV dT/ ' с· 

dV , ' 
е - sin 280 -

dB 2 f' 

dB = cosA = cosA f~' 3 
dS М с 

Подставляя полученные результаты в (2.20) и ограничиваясь чле
нами порядка е2, после несложных преобразований найдем 

R . S а е~ . 2 т= 0 sш-+-- sш 8 0 cosA0 
R0 б 

Условия замены сфероидических 

треугольников сферическими 

(2.21) 

Форма земного эллипсоида незначительно отличается от шара, 

поэтому следует ожидать, что углы и стороны сфероидического треу

гольника будут мало отличаться от соответствуюших углов и сторон 

сферического треугольника с наллежаше подобранным радиусом шара. 

Очевидно, что при замене сфероидического треугольника сфе

рическим, с увеличением сторон будет соответственно увеличиваться 

и ошибка. Таким образом, возникает следуюшая задача: найти наи

большие размеры сфероидического треугольника, при которых заме

на его сферическим вызовет ошибки в углах и сторонах в пределах за

данной точности вычислений. Заметим, что для этого достаточно ис

следовать искажения длин сторон, поскольку искажения углов будут 

следствием ошибок сторон. 

Для решения поставленной задачи изобразим часть поверхности 

эллипсоида на шаре радиуса Ru = .Jмо N0 такиr-.1 образом, чтобы по
лярные координаты S и А некоторой точки эллипсоида были точно 
равны полярным координатам ее изображения на шаре. 
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При этом сnособе изображения линейное искажение в наnрав

лении геодезической линии будет равно нулю, а в nерnендикулярном 

наnравлении вдоль геодезической окружности (ot. рис.2.3) будет 

максимальным. Относительное линейное искажение вдоль геодези

ческой окружности выразится формулой 

\' = _dP_-_dP-'-,. 
dP ' ,. 

(2.22) 

где dP- дифференuиал дуги геодезической окружности на эллиnсо
иде; dP, - дифференuиал дуги ее изображения на шаре. С учетом 

(2.12) выражение (2.22) заnишется 

v= mdA-mcdA =т-те . 
те dA т,. 

Выразим т по формуле (2.21), а т,- по формуле (2.14), 

того в знаменателе формулы (2.23) примем 

те = R sin ~ :::: R ~ = S 
R R ' 

тогда 

' (s)3 
v = е~ sin 280 cos А -;; 

(2.23) 

кроме 

(2.24) 

Наибольшей величины искажение достигнет при В= 45°, А= 0° 
или А= 18Оо. 

Для этого случая 

(2.25) 

Задаваясь величиной vmax• легко установить размеры участка 

поверхности эллипсоида, в пределах которого можно nренебречь 

искажениями, возникаюшими при замене сфероидического треу

гольника на сферический. Примем, например, Vmax = 1 О-8, что соот
ветствует точности вычислений длин и углов треугольников при об

работке триангуляuии I класса. Тогда, решая уравнение (2.25) отно
сительно S с приближенными значениями е2 = 0,0067, а = 6400 км, 
nолучим S = 133 км. 

Если в окружность с радиусом, равным 133 км, вnисать равно
сторонний треугольник, то его стороны составят 240 км . 

Таким образом, если стороны сфероидического треугольника 

не превышают 240 км, то с относительной ошибкой 10-8 этот треу
гольник можно решать как сферический на шаре с радиусом 

R = .Jм N, вычисленным для средней точки треугольника. 
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2.3. Решение сферического треугольника 110 с11особу аддитаментов 

А 

Рис.2.6. Сферический треугольник 

Решение сферического треугольника в массовых геодезических 

работах состоит в том, что по известным углам А, В, С (рис.2.6) и по 

одной заданной стороне вычисляют остальные две стороны. Сторо

ны сферического треугольника, представляюшие дуги больших кру

гов, должны быть выражены в частях радиуса сферы, что создает оп

ределенные неудобства при вычислениях. Однако этой трудности 

можно избежать, если использовать спеuиальные приемы, один из 

которых состоит в том, что стороны сферического треугольника ис

правляются небольшими поправками. 

Для сферического треугольника справедлива теорема синусов в 

следуюшей форме 
. Ь . а sin В 
sш-=sш-

R R sinA 

. с . а sinC 
(2.26) 

SШ-=SШ-

R R sinA 
Поскольку стороны сферического треуголъника, выраженные в 

линейной мере, невелики по сравнению с радиусом земного шара, то 

синусы сферических сторон можно разложить в ряд, ограничившись 

первыми двумя членами, т.е. (2.26) можно записать (далее будем опе
рировать только с первой формулой, для других сторон все выводы 

выполняются аналогично) 

или 

Ь Ь 3 (а а 3 J sin В 
R - 6R 3 = R - 6R 3 sin А 

Ь- 6~, = (а- 6~2 J ::~ ~ 
Введем обозначения: 3 

а· 

a---=a-k а 3 =а', 
6R' 
ьз 

b--=b-k Ь 3 =Ь'. 
6R 2 

(2.27) 

(2.28) 
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Тогда выражение (2.27) примет вид формулы синусов для плос
кого треугольника 

Ь' =а' sinB . 
sinA 

Формулу (2.27) можно представить и в другом виде 

Ь (1- 6~" )=а (1- 6~2) ::~~ 
или, удерживая члены только второго порядка, 

h=a -- 1-- 1-- ~а-- 1--+- . sin в ( а~ ) ( Ь2 
)-

1 sin в ( а2 Ь 2 
) 

sin А 6R 2 6R 2 sin А 6R 2 6R 2 

(2.29) 

(2.30) 

Малые величины k аз, k ьз и т.д. называются аддитаментами (до
бавками). Из формул (2.29) и (2.30) видно, что с помощью аддита
ментов сферический треугольник можно решать как плоский с сохра

нением значений сферических углов. 

Решение треугольников данным способом ведут в следующем 

порядке. 

Вычисляют сферический избыток треугольника. На этом вопро

се остановимся более подробно. Сферический избыток треугольника 

представляет собой разность 

е- А+В+С-180°, 

где А, В, С- точные (безошибочные) значения углов сферического 

треугольника. 

Согласно известной теореме Гаусса (Theorema Egregium) сфери
ческий избыток пропорuионален площади фигуры Р 

где 

е=КР, 

1 
К=-, - гауссова кривизна (для шара К= const). 

R-

(2.31) 

Используя ту или иную формулу для площади треугольника, бу

дем иметь (сферический избыток выражен в угловых секундах) 

где 

е"= I а Ь sin С= I а 2 sinB sinC 

- р" 
I- 2R" . 

sinA 
(2.32) 

(2.33) 

Величина f является елаболеременной функuией широты В. 

Представление о ее значениях дает табл. 2.1 (при их вычислении по 
формуле (2.33) R выражен в км ). 
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Таблица 2.1 

в .r в f 

30° 25.44. 10-1 60"' 25,27 ·1 о·• 
40 25,38 . 1 о""' 70 25.22. 1о·• 
50 25.32 -10-1 80 25,19. 1о·• 

Сферический избыток лучше вычислять по второй формуле 

(2.32), поскольку в нее входит исходная сторона (ее также необходи
мо выражать в км ). 

Порядок решения сферического треугольника. 

1. Вычисляют невязку треугольника 

W=A+B+C-(180°+E) 

и распределяют ее по измеренным углам. 

2. Вычисляют аддитамент исходной стороны k аз и получают ее зна
чение а' на плоскости по формуле (2.28). 
3. Решают треугольник как плоский, вычисляя значения сторон Ь' и с'. 
4. Вычисляют аддитаменты k ь·з и k c'J и находят стороны сферичес
кого треугольника по формулам, которые следуют из (2.23) 

Ь = Ь' + k ь·з , с =с' + k с'з . 

2.4. Решение сферического треугольника по теореме Лежандра 

Теорема Лежандра утверждает: малый сферический треугольник 

можно решать как плоский, если каждый его угол уменьшить на одну 

треть сферического избытка, т.е. использовать следующие значения 

углов: 
1 1 

А =А --Е 
3 ' 

В'=В-!_Е, С'=С-!_ Е. 
3 3 

Приведем доказательство теоремы. В соответствии с ее утверж

дением запишем формулу синусов в виде 

sin(в- -3
1 е) 

sinB' 
Ь=а --=а (2.34) 

sinA' sin(A-~e) 
Используя выражение для синуса разности углов и принимая 

. Е Е Е 1 sш- =-, cos- = , получим 
3 3 3 

sinB 
Ь=а 

si11 А 

( l-~ cos в) 
3 siпB 

( l _ g_ cos А ) = а 
3 sin А 

sinB (~-~ cosB) (~-~ cosA)-1
,., (2. 35) 

sinA 3 sinB 3 siнA 
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:о: а sinB (t-~ cosB +~ cosAj. 
sin А 3 sin В 3 sin А J 

Выразим & по первой формуле (2.32) 

аЬ ·с аЬ .( ) аЬ(. А") 36) е=--, sш = --, sш А + в = --, sш А cos в+ cos sш в . (2. 
2R- 2R- 2R-

Здесь & задается в радианной мере. 

Подставляя (2.36) в (2.35) и приводя подобные члены, получим 

/)=а s~nB (t-~ /) sinA +-Ь- а sinB) 
sшА бR- sinB бR~ sinA ' 

но 

Ь sin А= а 
sinB ' 

sinB Ь 
а--= 

sinA ' 

поэтому (2.37) запишется 

sinB 
Ь=а 

sin А 

(2.37) 

(2.38) 

Выражение (2.38) полностью совпадает с формулой (2.30), что и 
доказывает теорему. Из совпадения этих выражений также следует, 

что решение сферических треугольников по теореме Лежандра и спо

собу аддитаментов по точности эквивалентно. 

Порядок решения сферического треугольника по теореме 

Лежандра. 

1. Вычисляют сферический избыток е. 
2. Вычисляют и распределяют невязку треугольника 

W = А+ В+ С- (180° +е). 
1 

3. Уменьшают уравненные сферические углы на -е . 
3 

4. С исправленными углами решают треугольник как плоский. 
На практике способ Лежандра является основным, способ адди

таментов используется как контрольный. 

Пример решения сферического треугольника по способу Лежандра. 

Формулы: 

• _ f Ь' sin А sin С 
Е - sinB ' =L 

/ 2R'' R' =м N ' ь- в K:O.I 

А'= А-~ . В'= В-~ С'= С- g_ • 
3 3 ' 3 

W =А+ В- С- (180° +Е), 
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_ь_ = D а= D sin А' , с= D sin С' . 
sinB' ' 

Вычисление сферического избытка (8111 = 48,2°): 

I = о.оо2533 

Ь'= 2007 
sin А = О, 7698 

Решение треугольника (табл22). 

Вершю1ы Измеренные Н' Сферическftе --
уг.1ы 3 углы 

в 62° 12' 44,54" 0,57" 62° 12' 45,11" 
А 50 20 19,41 0.57 50 20 19.98 
с 67 26 58.43 0.57 67 26 59.00 
L 180 00 02.38 1,71 180 00 04,09 
Е 4,09 
н: -1,71 

siп С= 0,9235 

sin В = 0,8847 
Е= 4,09" 

Е 

3 

П.1оскне 

уг.1ы 

-1,36" 62° 12' 43. 75" 
-1.36 50 20 18.62 
-1.37 67 26 57,63 
-4,09 180 00 00,00 

Таблица 2,2 

Cтopottьr 
(м) 

44 797,282 
38 981,594 
46 765,073 



Глава 3 

РЕШЕНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ЗАдАЧ НА ПОВЕРХНОСТИ 

ЭЛЛИПСОИДА И В ПРОСТРАНСТВЕ 

3.1. Сущность геодезических задач на поверхности эллипсоида 
и принцип их решения 

р 

Рис. 3.1. Полярный сфероидический треугольник 

Соединим точки Q1 и Q2 на поверхности эллипсоида геодезичес

кой линией S (рис.З.l). 
Условимся называть точку Q1 - начальной точкой, Q2 - конеч

ной точкой. Условимся также, что геодезическая линия от точки Q1 к 

точке Q2 имеет прямое направление, а от точки Q2 к точке Q1 -обрат

ное направление. Соответственно азимут А 12 называется прямым (на

чальным) азимутом, А21 - обратным азимутом. Заметим, что прямой 

и обратный азимут в одной и той же точке отличаются друг от друга 

ровно на 180°. 
После этих замечаний сформулируем сушиость решения геоде

зических задач. 

Прямая геодезическая задача 

Даны геодезические координаты точки Q1 - В1 , L1, длина геоде

зической линии и ее начальный азимут А 12 • По этим данным требует

ся найти координаты точки Q2 - В2 , L2, , а также обратный азимут А21 • 

Обратная геодезическая задача 

Даны геодезические координаты В1 , L1 и В2 , L2 точек Q1 и Q2• Тре

буется найти длину геодезической линии между этими точками, а так

же прямой А 12 и обратный А21 азимуты этой линии в точках Q1 и Q2• 
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Прямую и обратную задачи называют главными геодезически.ми 

задачами. В обшем случае- эти задачи на преобразование координат. 

В прямой задаче полярные координаты S и А 12 с полюсом в точке Q1 

преобразуют в геодезические координаты точки Q2• В обратной зада

че геодезические координаты двух точек преобразуют в полярные. 

Область приАJенения геодезических задач 

и точность их решения 

Этот раздел геодезии обслуживает нужды как самой геодезии, 

так и других отраслей науки и практики. 

Прямая геодезическая задача применяется при вычислении гео

дезических координат пунктов триангуляuии 1 класса. 
Обратная задача используется при уравнивании геодезических 

сетей и особенно широко для спеuиальных uелей - при запусках ра

кет, ИСЗ, прокладке курса самолета или корабля и т.д. 

Если для uелей геодезии прямая и обратная задачи применяются 

для расстояний S до 200 км (длина замыкаюшей звена триангуляuии 
1 класса) или до 600 км (радиогеодезических сетях), то в спеuиальных 
uелях главные геодезические задачи приходится решать для любых 

расстояний вплоть до 20 000 км. 
Наибольшие требования к точности решения геодезических за

дач предъявляет триангуляuия 1 класса. Как известно, уравненные на 
станuиях измеренные направления выводят до 0,01 ".Чтобы избежать 
накопления ошибок при передаче азимута от стороны к стороне, их 

принято вычислять с точностью до 0,001". Для того, чтобы обеспе
чить точность плановых координат до 1 см (как они записываются в 
каталог), вычисления необходимо вести с точностью до 1 мм. Поэто
му геодезические координаты В и L вычисляют до 0,0001". 

При решении спеuиальных задач требования к точности будут 

различными. Они должны соответствовать uели, в интересах которой 

решается прямая или обратная геодезическая задача. 

При исследовании новых формул и способов решения геодези

ческих задач, с uелью выявления их математических ошибок, коор

динаты вычисляются до 0,0001". 

Принципы решения геодезических задач 

Легко показать, что решение главных геодезических задач на ша

ре сводится к решению полярного сферического треугольника 

(рис.З.2.). 
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р 

Qi а21 
Рис.3.2. Полярный сферический треугольник 

Введем обозначения: q> - географическая широта, Л - геогра

фическая долгота, а - азимут дуги большого круга, cr - сферическое 

расстояние (длина дуги большого круга). 

Рассмотрим наше утверждение на примере прямой задачи, по 

условиям которой будут заданы координаты q> 1, Л 1 , cr и а 12 , а найти 

требуется q>2, Л2 и а21 . В треугольнике PQ1Q2 будут известны элемен

ты: Q1P = 90°- q> 1, LQ1 = а 1 2, QIQ2 = cr. 
Решив треугольник по тем или иным формулам сферической 

тригонометрии, получим остальные три его элемента (LQ2, Q2P, LP), 

по которым найлем искомые неизвестные прямой задачи (см. рис. 

3.2.): а21 = 360°- LP, <р2 = 90°- Q2P, D.Л = LP, Л2 = Л 1 + D.Л. Это и дока

зывает справедливость высказанного утверждения. 

Для эллипсоида аппарат сферической тригонометрии неприме

ним, поэтому приходится использовать более сложные приемы. Пока

жем, что решение главных геодезических задач на поверхности эллип

соида сводится к интегрированию дифференuиальных уравнений гео

дезической линии. Для краткости рассмотрим только одну прямую за

дачу, в которой исходными являются В 1 , L 1, S, А 12 , а определяемыми 

В2 , L2 и А21 или разности D.B = В2 - В 1 , D.L = L2 - L1, М= А2 - А 1 • 

Запишем дифференuиальные уравнения геодезической ли

нии(J.79) в виде 
dB = cosA dS 

м ' 
dL = sinA dS' 

N cosB 

dA = sin А tgB dS. 
N 

Интегрируя уравнения (3.1) по дуге S (между точками Q1 и Q2) 

М= jcosA dS, 
Q, м 
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М= r sinA dS' 
Q, N cosB 

!'.А = <;fJ, sin А tg В dS 
N ' 

Q, 

(3.2) 

получим определяемые величины прямой задачи на эллипсоиде, что 

и доказывает наше утверждение. 

3.2. Общие методы решения главных геодезических задач 

Решение главных геодезических задач на шаре 

Решение прямой и обратной геодезических задач на шаре пред

ставляет собой решение полярного сферического треугольника Q1Q2 Р 

(с.м. рис. 3.2), когда заданы две любые стороны и угол между ними, а 
необходимо найти третью сторону и прилежащие к ней углы. 

Для решения полярного треугольника можно применять различ

ные формулы сферической тригонометрии. Приведем сводку необ

ходимых соотношений: 

sin cr sin а1 = sin !'.Л. cos<p 2 , 

sincr sina~ =-sint.Л. cos<p 1 , 

sin cr cosa1 = cos<p1 siп<p 2 -sin<p 1 cos<p2 cost.Л., 

sincr cosa 2 =sin<p 1 cos<p~-cos<p 1 sin<p 2 cost.Л., 

cos cr= sin<p1 sin<p~ -cos<p1 cos<p 2 cost.Л., 

cos<p2 cost.Л. = cos<p1 cos cr- siп<p1 sincr cosap 

cos<p2 cosa 2 = sin<p1 sin cr- cos<p 1 cos cr cosa1 , 

cos<p 2 sina 2 =-cos<p 1 sina 1 , 

sin<p 2 = sin<p1 cos cr + cos<p1 sin cr cosa1 • 

Применим эти формулы для решения геодезических задач. 

Прямая геодезическая задача 

Исходные данные: <р 1 , Л. 1 , а 1 , cr. 
Определяемые величины: <р2 , !'.Л., а2 . 

(3.3) 
(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3. 7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.//) 

Широта определяется по формуле (3.//). Формулу для опреде
ления разности долгот!'./, найдем делением равенства (3.3) на (3.8.): 

siп cr sina 1 
tgt.Л. = --------'---

cos <р 1 cos cr - sin <р 2 sin cr cos а 1 
(3.12) 

Формулу для определения обратного азимута найдем делением 

равенства (3. 10) на (3.9): 
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cos<p1 sino:1 tgo:2 = ---------'-'----'-----
cos<pl cos cr coso:2 - sin <р1 sin cr 

Обратная геодезическая задача на шаре 

Исходные данные: <р 1 , Л. 1 , <р2 , Л.2 , tJ.Л. = "-2- л.,. 

Определяемые величины: cr, о: 1 , о: 2 • 

(3.13) 

Выражение для прямого азимута найдем делением равенства 

(3.3) на (3.5): 
sin tJ. Л. cos <р2 

tgo:l = о о 
cos<p1 sш<р2 -sш<р 1 cos<p2 costJ.Л. 

р 

q 
(3.14) 

Выражение для определения обратного азимута 

ем (3.4) на (3.6): 
найдем делени-

sin tJ. Л. cos <р 1 tgo:, = ------------'--'------
- cos <р1 sin <р2 cos tJ. Л. - sin <р 1 cos <р2 

(3.15) 

Сферическое расстояние вычисляется по формуле (3. 7) или через 

р sin о: 1 + q cos о: 1 (3./6) tgcr = ----=----'---=---'----
~ sin <р 1 sin <р2 cos <р 1 cos <р 2 cos tJ. Л. ' 

где р и q- числитель и знаменатель в формуле (3.14). 
Все полученные формулы являются строгими и пригодны для 

решения треугольников любых размеров. 

Общие приемы решения геодезических задач на эллипсоиде 

Решение главных геодезических задач на эллипсоиде, как было 

выяснено, сводится к интегрированию дифференuиальных уравне

ний геодезической линии. Для прямой задачи оно описывается до

вольно сложной структурой: подынтегральная функuия зависит от 

азимута А и широты В, а переменной интегрирования является S. В 
элементарных функuиях эти интегралы не выражаются, поэтому 

приходится использовать приближенные способы их вычисления 

или прибегать к спеuиальных приемам. 

Первый способ заключается в том, что интегралы (3.2) расклады
вают в ряды по степеням S 

-(dB) (d 2B) S2 (d3B) S3 
tJ.B- S+ 2 + , + ... , 

dS 1 dS 1 2 dS> 1 6 

tJ.L=(dL) 
c/S 1 

(ct"LJ S2 (d3L) S3 

S + dS2 1 2 + dSз 1 6 + ... , (3./7) 

М =(с/А) 
dS 1 

(d" AJ S2 (d3A) sз S+ --, -+ --3 -+ .... 
dS- 1 2 dS 1 6 
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Если первые коэффиuиенты рядов (J. 1 7) находятся достаточно 
просто по равенствам (J. /),то остальные имеют весьма сложный вид. 
Например, поскольку подынтегральное выражение в (3.2) есть функ
uия двух персменных В и А, то 

d 2B д (dB) dB д (dB) (dA) 
ciS2 = сВ dS dS + дА dS dS 

В этом выражении 

!..._( dB) = cos А !..._(...!...) 
ав dS ав м ' 

1 V 3 

Вспомним, что-=
М с 

д (dB)- sinA 
дА dS --М. 

!..._(...!...) = 3 1' 2 dl/ = -~ е'2 sin 2В . 
тогда дВ М с dB с 

V 3 1 
Учитывая, что - =- и используя выражение (J. /), после не

с м 
сложных преобразований получим 

( d"B)=- tgB (з," cos 2 A+sin 2 A). 
dS 2 М N 7 

Таким же образом можно найти остальные коэффиuиенты вря

дах (J./7). Отметим здесь, что чем выше порядок производной, тем 
более сложным становится ее аналитическое представление, и, чем 

длиннее S, тем больше членов придется удерживать в рядах (J. /7). 
Поэтому следует признать, что данный способ не является ни стро

гим, ни эффективным. 

Второй путь заключается в использовании численных методов 

интегрирования, в частности способа Рунге-Кутта и его модифика

uий. Исследования показали практическую эффективность этого ме

тода при решении на ЭВМ прямой геодезической задачи для рассто

яний до 600 км. 
Третий метод является наиболее универсальным. Он применим 

для решения геодезических задач на любые расстояния вплоть до 

20 000 км. Сущность его заключается в следующем. 
Форма земного эллипсоида незначительно отличается от шара. 

Решение же геодезических задач на шаре, как было показано выше, 

выполняется совершенно строго по простым формулам сферической 

тригонометрии. Поэтому представляется uелесообразным геодезиче

скую линию эллипсоида изобразить на шаре в виде дуги большого 
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круга так, что каждой точке геодезической линии будет соответство

вать точка дуги большого круга в качестве ее изображения. 

Это соответствие считается установленным, если найдены мате

матические зависимости между величинами В, L, S, А в каждой точ
ке геодезической линии на эллипсоиде и величинами <р, Л., cr, а в со
ответствуюшей точке дуги большого круга на шаре. 

Эти зависимости можно записать в виде следуюших четырех 

дифференциальных уравнений: 

(3. 18) 

Если правые части выражений (3. 18) будут известны, то, проин
тегрировав дифференциальные уравнения (3. 18), получим все необ
ходимые формулы для перехода с эллипсоида на шар и обратно. 

Отсюда вытекает последовательность решения геодезических за

дач данным способом. 

1. По заданным величинам на эллипсоиде вычисляют соответст
вуюшие величины на шаре (переход с эллипсоида на шар) 

2. Решают геодезическую задачу на шаре. 
3. По величинам, полученным на шаре, находят соответствую

шие величины на эллипсоиде (переход с шара на эллипсоид). 

Теперь остается наметить обший подход к установлению вели

чинfi,/2,/з иf4. 

Запишем дифференциальные уравнения геодезической линии 

на эллипсоиде и шаре: 

dS cos А = М dB, 
dS sinA=N cosB,fL, (3.19) 

dA = sinBdL , 

d cr cos А = R d <р , 

dcr sinA = R cos <рdЛ., (3.20) 

d а= sin<p d Л. . 

Составим отношения соответствуюших уравнений (3. 19) и (3.20), 
тогда, с учетом (3. 18), получим систему из трех уравнений с четырьмя 

неизвестными ;; cos А _ f М 

cosa- 2 R' 
со. sA = fз N cosB J; R 
sш а cos<p 

(3.21) 

j . = f sin В 
4 3 • • 

sш<р 

Система (3.21)- неопределенная, она имеет множество решений. 
Поскольку каждое решение, согласно (3. 18), приводит к какому

то конкретному способу перехода с эллипсоида на шар, то, следова

тельно, и способов изображения эллипсоида на шаре также будет 

бесконечное множество. 
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Таким образом, достаточно одну из функций/1 задать произволь

н о, чтобы остальные найти из соотношений (3.21). Однако при инте
грировании дифференциальных уравнений необходимо ввести до

полнительное условие для определения постоянной интегрирования. 

Поэтому обычно для установления способа перехода с эллипсоида на 

шар задают произвольно два условия, остальные находят из выраже

ний (3.21). 
Если задать не два, а больше условий перехода с эллипсоида на 

шар, то естественные связи в (3.21) нарушатся и будет получен не
который приближенный способ перехода. Например, полагая 

jj =f2=fз =fз=f4= l, получим способ, в котором эллипсоид принимают 
за шар определенного радиуса. В главе 2 было показано, что такой 
прием применим в весьма ограниченной области, за пределами ко

торой его точность быстро понижается. 

Ниже рассматриваются несколько методов решения геодезичес

ких задач на эллипсоиде. При их выборе мы руководствовались сле

дуюшими соображениями: во-первых, они должны иллюстрировать 

обшие подходы к решению проблемы, изложенные в настояшем па

раграфе; во-вторых - часто использоваться на практике. 

3.3. Решение прямой геодезической задачи 110 методу 

Рунге-Кут та-Ингланда 

Данный метод является одной из многочисленных модифика

ций известного способа Рунге- Кутта. 

Кратко изложим его сушность. 

Пусть функция определяется из дифференциального уравнения 

dy ___:_ = J(x,y) 
dx 

(3.22) 

с начальными условиями х = х1 , у = у 1 (рис.3.3). 

у 

у, 1 
.lx 

у, 1 

х 

х, х:! 

Рис. 3.3. Интегрирование по методу Рунге-Кутта 

Необходимо найти численное значение функции Yn для заданного 

значения аргумента х11 • Для этого весь участок интегрирования разби
х -х 

вается на отрезки /1 = -· -" --1 , величина h называется шагом интегри-
n 
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рования. Для определения У11 последовательно вычисляют значение 

функuий У;, причем каждая последующая ордината вычисляется по 

предыдущей 

Если весь участок не велик, то применяется одношагоный про

uесс (h=&), который описывается следуюШИ!\<IИ выражениями: 

где 

1 
ду12 =y2-yl =6(kl +4k3 +kJ, 

k1 = дх J(x1 ,у1 ), 

k2 =AY.f{x1 +~АУ,у1 +~k1 ). 

k3 =t:.xf(x1 +~дх,у1 +±(k1 +k2 )). 

k_. = 6.:rf(x1 +&, у1 -k1 + 2kз}. 

(3.23) 

(3.24) 

Поставив (3.24) в (3.23), получим значение искомой функuии: 
у2 = у 1 +ду 12 • Методическую ошибку данного способа можно оuе

нить по формуле 

1 
М= 336 (-42k1 -224k3 -21k4 +162k5 +125k6 ), (3.25) 

в которой 

k5 =6xf[x1 + ~~дх,у1 + 2\(7k1 +10k2 +kJ], 

k6 =Ll:r.f[x1 +~Llr,y1 + 6~5 (28k 1 -125k2 +546kJ]. 

Полученное значение М сравнивают с заданной точностью вы

числений е. Если М~ е, то решение заканчивают, если М> е, то уча

сток интегрирования делят на два и проuесс продолжают, пока небу

дет достигнута заданная точность. 

Применим метод Рунге-Кутта-Ингланда для численного интег

рирования дифференuиальных уравнений геодезической линии 

(3. J), которые запишем в виде 

dB = cos А = r (А В) 
dS М .!в ' ' 

dL = sin А = r (А В) 
dS N cosB .lt_ ' ' 

(3.26) 

dA =sinA siпB =J4(A,B)=ft_(A,B) siпB. 
dS N cosB 
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Согласно (3.23), дпя искомых функuий В, L и А будем иметь 
l 

В2 = Bl +6(L1.81 + 4L1Вз + L1.84), 

l 
L2 = L1 +6(~L1 +4~L3 +М4 ), (3.27) 

l 
А2 =А1 +6(М1 +4М3 +М4 ). 

В формулах (3.27) обозначения из обшего выражения (3.23) за
менены на ~В;, ~L;, М; в соответствии с видом определяемых функ

uий. Из выражений (3.26) и (3.24) для них можно получить 

L1В;"=Su r~3 cosA;, 

ы;= So // sin А; ' (3.28) 
' cosB; 

М,"= ~L," sin В; . 
Покажем, например, как получена первая формула (3.28). Пер

вое уравнение (3.26) запишем в виде приближенного равенства 

~В"= • cosA; S 
1 р м. ' 

1 

с s • s 
но М = -J , тогда, вводя обозначение - р = о , получим v с 

М;"= S0 ~3 cos А; . 

Остальные формулы найдены аналогично. 

Рассмотрим послеловательность вычислений при решении пря

мой геодезической задачи данным методом. 

Исходные данные: В 1 , L1, А 1 и S. 
В соответствии с обшими формулами (3.24) составим табл. 3.1 

для В; и А;. 

Таблица 3.1 

Номер ко1ффицнента В, А, 

1 в, А, 

2 1 
в, +2bl/' 

1 
А, +'2LlA: 

3 1 
В, + 4 (.Щ +ЫI,) 

1 
А, + 4(Ll.4, + LlA,) 

4 В, - LlB, + 2дВ, А, -дА, + 2дА, 

1. Используя исходные данные прямой задачи, заполняем пер
вую строчку табл. 3. 1. 

2. Подставляя это значение в формулы (3.28), находим первые 
коэффиuиенты ~В1 , ~L 1 , ~А 1 • 
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3. С этими значениями вычисляем вторую строчку табл.3.1, т.е. 
получаем значения В2 и А2 , с которыми вновь входим в формулы 

(3.28) и находим I:!.B2, I:!.L2 и М2 • 

Далее процесс повторяется. В результате многократного обраше

ния к формулам (3.28) будут получены все коэффициенты I:!.B;, I:!.L;, 
М;. Подставляя их в выражение (3.25), оценим методическую ошиб

ку, возникаюшую для конкретных условий применения способа Рун

ге- Кутта. Если эта ошибка лежит в пределах заданной точности, то, 

подставляя полученные коэффициенты в формулы (3.27), получим 
определяемые величины прямой геодезической задачи - В2 , L2, А2 • 

При.111ер рещения 11ря.111ой геодезической задачи 110 .111еmоду Рунге-Кут

та-Ингланда (табл.3.2). 

Исходные данные: В 1 = 50°07'40,97'', L1 = 23°45'13,43", 

А 1 = 3°29'45,83", S = 281060,08 м, S0 = 9065, 125". 

Обо3начен11я 

А, 

В, 

fl, 

f'/ 
ЫJ" 

ы· 

м· 

i 
1 2 3 

3°29'45.83" 3°35' 17.28" 3°35'29.24" 

50 07 40,97 51 23 23,91 51 23 23,18 

1,001384 1.00/311 1,0013\1 

1,004157 1,003938 1,003938 

9085" 9082,98" 9082,95" 

863,48 910,34 911,19 
662.70 711.35 712,02 

м= .!.(9085,87" + 4·9082,95" + 9079,96")= 2°31'22,94", 
6 

ы = .!.(863,48" + 4. 911,19" + 963,91")= 0°15' 12,02" , 
6 

дА= .!.(662,70" + 4. 712,02" + 766,27")= 0°11'58,54" • 
6 

в, =в,+ м= 52°39'03,91" ' 

L, = L, + Ы = 24°00'25,45" , 

А"= А,+ дА± 180° = 183°41'38,67" . 

Таблица 3.2 

4 
3°41'38.52" 

52 39 03,89 

1.001239 

1,003721 

9079.96" 

963.91 
766,27 

По формулам (3.25) можно оценить ошибки полученных резуль
татов, в частности для данного примера будем иметь 

М blJ = 0,013", М t:J. = 0,063", М .I.A = 0,054". 

В заключение отметим, что если будут использованы другие мо
дификации метода Рунге- Кутта, то это коснется только коррекций в 

формулах (3.24). Сама же вычислительная схема, изложенная в дан
ном параграфе, остается без изменений. 
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3.4. Решение геодезических задач по формулам со средними аргументами 

Переход с эллипсоида на шар 

В данном способе используется перспективное изображение эл
липсоида на шаре (рис.3.4). 

дЛ. Р' 

11 

Рис. 3.4. Перспективное изображение эллипсоида на шаре 

Примерно посередине межлу точками Q1 и Q2 н~ геодезической 

линии эллипсоида выберем точку Q111 с широтой В,. = 2(8, + 82 ). Про
ведем нормаль в точке Q111 до пересечения с осью врашения в точке n. 
Эту точку при м ем за центр шара, радиус которого равен радиусу кри

визны первого вертикала в точке Q111 , т.е. R = N111 • Вершины сфероиди

ческого треугольника Q1Q2P спроецируем на шар направлениями, 
проведеиными из центра шара. В результате будет получен сфериче

ский треугольник Q' 1Q'2P'. 
При таком изображении двухгранные углы сохранятся, поэтому 

разность долгот на эллипсоиде tJ.L = L2 - L 1 будет точно равна разно

сти долгот на шаре tJ.Л. = Л.2 - Л. 1 • Длина геодезической линии на эллип

соиде S весьма незначительно будет отличаться от соответствуюшей 
ДЛИНЫ дуги большого круга s/11 = R. cr = N/11. cr, где cr длина сфериче

ской дуги в радианной мере. Точно так же, вследствие близости по

верхности, геодезические азимуты А 1 и А2 практически не будут отли

чаться от азимутов на шаре а 1 и а2 • Тогда, в соответствии с выраже

ниями (3.18), можно записать 

r - dS э - l f - dL - 1 
J 1 - dS - ' . 3 - dЛ. - ' 

ш 

(3.29) 

Остается найти последнее из дифференциальных соотношений 
dB 

(3.18), т.е . . !; = dq> · 
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Для этого при;ченим формулу (3.29) для длин дуг меридианов на 
эллипсоиде и на шаре соответственно 

dS3 =dX,=MdB, 

dSш = dХш = Rd<p = N." d<p. 

Отсюда 

,/Х3 = М dB ""l 
dХш N",d<p 

и 

r, = с/В = N., = V2 = 1 + 2 
. - d<p М т '1m . (3.30) 

Таким образом, установлены все необходимые соотношения для 

перехода с эллипсоида на шар и обратно. Из формул (3.29) и (3.30) 
получим 

д Л.= М= L1 - Li' 

!!,.8 ' 
д<р = v2 , д8 = v"; д<р, 

"' 
А=а, М=да, 

S = N." cr. 

(3.31) 

Здесь следует отметить, что формулами (3.29) по сушеству зада
ются три правые части дифференuиальных уравнений (3. 18). Это яв
ляется нарушением обшей теории изображения эллипсоида на шаре 

(см. параграф 3.2) и, следовательно, данный способ является прибли
женным с ограниченной областью применения. 

Решение сферического треугольника по формулам Гаусса - Деламбра 

Для решения сферического треугольника АВС (на рис. 3.5 углы и 
стороны этого треугольника показаны в скобках) в данном способе 

используются формулы Гаусса- Деламбра. 

Рис. 3. 5. Сферический треугольник 
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. а-Ь С . А-В . с 
SШ-- COS-=SШ-- SШ-

2 2 2 2' 
. а+Ь . С А-В . с 
sш-- sш-=cos-- sш-

2 2 2 2' 
а-Ь С . А+В с 

COS-- COS- = SШ-- COS-
2 2 2 2' 

(3.32) 

а+Ь . С А+В с 
cos-- sш-=cos-- cos-. 

2 2 2 2 
Применим эти формулы для решения треугольника Q1Q2P: 

для сторон 

a=90°-q> 2 , b=90°-q> 1 , с= а, 

а+ Ь = 90о- q>~ + q>l = 90о- а- Ь = q>l - q>2 д q> 
2 2 q>", • 2 2 -т · 

для углов 

А = а 1 , В = 180° -а 2 , С = д Л , 

A+B=90o_a~-al =90о_да A-B=al+a~-90o=-(90o-a ). 
2 2 2' 2 2 111 

С учетом этих обозначений формулы (3.32) запишутся 

. дq> д л . (j 
sш2 cos2 = cosa"' sш 2 , 

Дq> . дА. . . (j 
cos-~~~ s1n- = sma sm-

2 2 т 2' 
дq> д Л да а 

cos- cos- = cos- cos-
2 2 2 2' 

(3.33) 

. . д Л . да а 
sшq>", sш-=sш- cos-. 

2 2 2 
В выражения (3.33) входят средняя широта <р111 и средний азимут 

а111 • Поэтому они получили название (довольно условное) формул со 

средними аргументами. 

Для упрошения дальнейших вычислений синусы и косинусы ма

лых аргументов д<р, да, а и дА. в формулах (3.33) разложим в ряды, ог-
раничившись двумя членами, т.е. 

. хз 
SIП Х = Х --+ · · ·, 

6 

Тогда формулы (3.33) примут вил 

х1 
cosx = 1--+··· 

2 
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( д<р _t.<p 3
) (1-t,f..})=(cr- cr3 ) cosa 

2 48 8 2 48 ., ' 

( t.л. ю!) (cr cr3
) . coscn ---- = --- sша 

'Ym 2 48 2 48 ., ' 

( t. <pz ) ( t./.} ) ( t.a 2 ) ( cr2 ) 1-48 1--8- = 1--8- 1-8 ' 

(3.34) 

sincn (M .. _t.A.3 )=(t.a_t.a3
) (1-_i_). 

'Ym 2 48 2 48 8 

Величины в круглых скобках называют сферическими аддита

ментами. В дальнейшем будем отбрасывать малые члены в четвертой 

степени и выше, кроме того, используем разложение (1 + х 2 )- 1 "'1- х 2 • 
После этих замечаний применим формулы (3.34) для решения 

геодезических задач. 

Обратная геодезическая задача 

По условиям этой задачи необходимо найти S, А 12 и А21 • Для это

го несколько преобразуем формулы (3.34), например, для первой из 
них получим 

cr cosa =L!.<n (1-L!.<p') (1-L!.'A.') (1-cr')-' .,дсn (t-L!.q>' _L!.'A.' +cr') .(335) 
т 'У 24 8 24 'У 24 8 24 . 

Из третьей формулы (3.34) будем иметь 

crz д<рz t.Л.z t.a 2 
1--=1-----+--

8 8 8 8 

или 

Подставим полученное значение для cr2 в (3.35), тогда 

cr cosa = Дсn 1------ . ( t.Л} t.a 2) 
т 'У 24 24 (3.36) 

Аналогично получим 

( д<р2 t.az) 
cr sin am = t.Л. cos <р., 1 + ----- , 

24 24 
(3.37) 

t.a =дА sшcn 1+-------- . . ( t.<pz t.Л.2 даz) 
'Ym 8 12 24 

.(3.38) 

Если теперь от элементов на шаре перейти к соответствующим 

элементам на эллипсоиде по формулам (3.30) и (3.31) и, кроме того, 
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учесть, что при вычислении аддитамента да2 можно использовать 

первый член выражения (3.38), т.е. да ::::: дЛ. siп<p111 = дL 8 111 , то полу-

чим 

[\ - 2(М)2 +(М sinB"}] ScosA"' =д/3 М111 24 , 

. N [\ + дВ 2 
- (дL sin В", )2

]. S sш А", = М cos В", "' 24 (3.39) 

М=М [l+ З(дВ)" +2(М)~~2(М sinB",)2
] 

Введем обозначения: S cosA111 = Q, S siпAm = Р. 

Отсюда 

S = ~ Р2 + Q2 , tgA", = ~ (3.40) 

1 
Далее вспомним, что А", = "2(А1 + А2 ), М= А2 - А 1 , тогда 

А12 = А т - ~ , А2 = Am + ~ , А21 = А2 ± 180°. (3.41) 

Формулы (3.39) - (3.41) решают поставленную задачу. Точность 
определения длины линии и азимутов по этим формулам зависит от 

величины самой линии и характеризуется предельными ошибками, 

представление о которых дает табл. 3.3. 

Таблица 3.3 

S.км оs.м О А" 

80 0.01 0,02 
200 0.1 0.1 
400 1 0,5 
600 5 1 
800 10 2 

Пример решения обратной геодезической задачи по формулам со средни.ми 

аргу.ментами (табл.З.4). 

1. По заданным координатам В 1 , L 1, В2 , L2 вычисляют 

Ь= В~ -BI 
р. , 

1 = L: -LI 
р" , V.,. =.JI+e'~ cos' В, 

2. Вычисляют величины Q = S cos А.,. Р = S sin А.,. А.,, М . 

3. Находят S, А" А21 • 
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Таблица 3.4 
Обо1начення Значен11я Обозначен11я Значения 

в, 60" /·sinB,, 0,011647553 

в, 60°22'42,886' Q 42178,607 

L, 10° р 42672,768 

L, 1 0°46'08,8792' !1.4 2402.502 

ь 0,006607325 А. 45°20'0 1,241' 

1 0.013423905 А, 445959.991 

N. 6394376.55 А" 2254002.492 

М., 6383745.14 s 60000.000 .11 

Прямая геодезическая задача 

В этой задаче необходимо найти В2 , L2 и А2 или дВ, дL и М. Ре

шая уравнения (3.34) относительно дq>, дЛ. и М, получим 

( д Л.? да 2 ) 
д<р= cr cosam 1+--+--, 

12 24 

дЛ.= cr sina .. ( 1 _дq> 2 +да 2 ) ( 3.42) 
cos<pm 24 24 ' 

да=дЛ. sin<p 1+--+----- . ( д<р2 дЛ} да2) 
т 8 12 12 

Переходя на эллипсоид по формулам (3.31), будем иметь 

М= S cos А.. [ 1 + 2Ы} + (ы sin Вт У] 
Mm 24 ' 

Ы = S sin А"' [ 1- М2 
- (дL sin В"' )2

], ( 3.43) 
N111 cosBm 24 

М=дL sinB"' [1+3М2+2Ы2;:(ы sinB.}]. 

Заметим, что формулы (3.43) можно получить непосредственно 
по выражениям (3.39), если последние решить относительно величин 
дВ, дL и учесть, что ( 1 + х)-1 о: 1 - х. Естественно, что для вычисления 

М формула не изменится. 

Исходными величинами в прямой задаче являются В 1 , L1, А 1 и S, 
поскольку средняя широта В111 и средний азимут А111 в число заданных 

величин не входят, то решение задачи приходится выполнять после

довательными приближениями. 

В первом приближении полагают В111 = В1 , А111 = А 1 В, далее, ис

пользуя первые члены формул (3.43), находят разности дВ', !J.L' и М'. 
Во втором приближении принимают 
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(3.44) 

и т.д. Обычно достаточно ограничиться тремя приближениями. Точ

ность решения прямой задачи по формулам (3.43) соответствует точ-

ности, приведеиной в табл.3.2 (с/В" ::::: dL" = cr 5 р •) . 
R 

Пример реtuения прямой геодезической задачи по фор-"'tула~<t со средними ад
дитаментами (табл.3.5). 

Исходные данные: 8 1 = 60°, L 1 = 10°, S = 60 000,000 м, А 1 = 45°. 

1. Первое nриближение 

М'=М' sinB,, 

М'= S sinA, 
N, cosB, 

s f' 
- --1 - cosA1, 
с cosB, 

V 1 ,, , а 

1 = v 1 +е cos В, , с = .J , . 
\-е· 

!18' L1A' 
В., = В, + 2 , А.,. =А, + 2 

2. Все nоследующие nриближения выполняют по формулам (3.43). 

Таблица 3.5 

1 приближение 11 приближение lll приближение 
!'.В' 0.006646006 м· 0.006607185 м· 0.006607188 
ы.: о.о 13269912 м· 0,013423863 м· 0,013423853 

!'.А' 0.011492080 м· 0.011647517 м· 0,011647509 

в;" 60°11'25.40" в: 60°11'21,429 в, 60°22'42.859" 

А: 45 19 45.21 А,: 45 20 01.252 L, 10 46 08,879 

А" 225 40 02,50 

3.5. Решение геодезических задач по способу Бесселя 

Переход с эллипсоида на шар 

В основе способа Бесселя лежат следующие условия. 

1. Геодезическая линия изображается на шаре дугой большого 
круга. 

2. В соответствующих точках геодезической линии и дуги 

большого круга азимуты равны. 

3. Широта любой точки на шаре равна приведеиной широте 
соответствуюшей точки на эллипсоиде. 
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Первое условие означает, что используется геодезическое изоб

ражение на шаре. При этом Бесселем принято, что uентр шара совпа

дает с uентром эллипсоида, а его радиус равен единиuе. 

Второе условие задает одно из дифференuиальных уравнений 
dA 

(3.18), а именно из А =а следует, что f. =- = 1. 
da 

С помошью третьего условия определяется постоянная интегри

рования, но формально его можно использовать для определения 

еше одного из уравнений (3.18), как это будет показано ниже. 
Таким образом, условия перехода с эллипсоида на шар по Бессе

лю полностью согласуются с обшей теорией изображения эллипсои

да на шаре. Следовательно, по самой своей постановке данный спо

соб относится к строгим методам. 

Теперь установим конкретный вил дифференuиальных уравне

ний (3.18). С учетом условий Бесселя (А =а, И= <р, R = 1) система 
(3.21) примет вил 

Учитывая далее, что 

dS =М dB 
dcr dU' 

dS -N cosB dL 
dcr - cosU dЛ.' 

dA = sin В dL = 1 . 
da sinU dЛ. 

(3.45) 

cosB = W cosU, 
р а 

sinB=V sinU, dB=W V dU, M=wз=w v~, 

найдем 

dB = dB =W V. 
d<p dU 

Из первого уравнения (3.45) получим 

dS = м ~v v = !!_ . 
dcr V · 

из третьего уравнения будем иметь 

dL 
-=-
dЛ. v 

Таким образом, получены все дифференuиальные соотношения 

между элементами эллипсоида и шара в способе Бесселя 

r = dS = !!_ f = dВ = W r7 f = dL = J_ f = dA = 1 
11 dcr v' 2 d<p ' .J dЛ. v' 4 da. · 

Интегрируя эти выражения в~оль дуги большою круга между ее 

точками Q1 и Q2 и учитывая, что V = .JI- е 2 cos" И , получим 

А=а, (3.46) 
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~ 
И = q>, tgB = -.JI +е - tgИ, 

Q, 

S=af.JI-e~ cos 2 Иda, 
Q, 

Q, 

1 = L2 - L1 = f .JI- е2 cos 2 И dЛ. . 
Q, 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

Выражениями (3.46) - (3.49) устанавливаются связи между эле
ментами эллипсоида и шара при любых величинах этих элементов. 

Интегрирование уравнений Бесселя 

Интегралы (3.48) и (3.49) являются эллиптическими и в элемен
тарных функциях не выражаются. Поэтому будем искать их прибли

женные выражения, но такие, которые были бы пригодны для вы

числений с любой необходимой для практики точностью. 

Вначале займемся интегралом (3.48). Прежде всего, преобразуем 
его подынтегральную функцию, выразив ее аргумент- приведеиную 

широту- через переменную интегрирования cr. 
р 

Рис.3.6. Решение прямой геодезической задачи по способу Бесселя 

На рис.3. 6 по казан треугольник Q1 Q2P, изображенный на шаре по 
способу Бесселя. Q0 - точка пересечения геодезической линии с эк

ватором, А0 - прямой азимут геодезической линии в точке Q0. Ос

тальные обозначения ясны из рис 3.6. Для треугольника Q0Q1Q1' по те

ореме синусов будем иметь 

sin и1 = cos А0 sin а 1 

или для текушей точки с координатами U, cr 

Далее 

siп и= cos А0 siп а, 

cos 1 и=\- cos 2 А0 sin 2 а 

(3.50) 

(3.51) 
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Подставляя (3.52) в (3.48) и учитывая, что а .J1- е~ = Ь, получим 
Q, 

S=b J~1+e' 2 cos 2 A0 sin~a da. (3.53) 
Q, 

Для данной геодезической линии cos2A0 величина постоянная, 

поэтому обозначим k2 = е'2 cos2A0, тогда 
Q. 

s = ь f (1 + е sin 2 О" )У, da . (3.54) 
Q, 

Разложим подынтегральную функuию в (3.54) в ряд 

(1 k , . , \)1, 1 е . , е . 4 е . б 
+ . - sш· О" J . = + - SШ- О" -- SШ О" +- SШ О" + · · · 

2 8 16 ' 

который быстро сходится, поскольку е'2"' 0.007. Подставляя получен
ный ряд в (3.54) и интегрируя его почленно, получим 

Q, 1 Q, 1 (!, 

S=b fda+-b k 2 fsin 2 ada--b k 4 fsin 4 ada+··· (3.55) 
Q, 2 Q 8 Q, 

В правой части выражения (3.55) все интегралы табличные. Для 
облегчения последуюшего интегрирования степенные функuии за

меним функuиями кратного аргумента, например, 

. ' 1 1 2 
SШ- О" = - --COS О" 

2 2 ' 
• 4 3 1 1 
sш O"=---cos2a+-cos4a ит.д., 

8 2 8 

интегралы лля которых имеют вид 

J cos2ado = ~sin2a, 

Jcos4oda=~sin2o cos2a. 

Выполнив все эти операции и сгруппировав коэффициенты при 

каждой функции с одинаковым аргументом, получим 

S=A о -2В sina cos(2a1 +о)-С siп2o cos(4a1 +2а), (3.56) 

где 

66 



( е 34 s6) 
А = Ь 1 + 4- 64 k + 256 k -... ' 

( k" е 1s 6 ) 
В=Ь В- 32 + 1024k _". ' (3.57) 

( е 3 6 ) С=Ь \28- 512k +··· . 

Если взять численные значения Ь и е'2 для эллипсоида Красов

ского, то получим 

А= 6356863,020 + (10708,949 -13,474cos 2 А0 ) cos 2 А0 , 
В= (5354,469- 8,978cos: А0 ) cos 2 А0 , (3.58) 

C=0,006+(2,238cos 2 Ао) cos 2 А0 • 
При использовании формул (3.56) - (3.58) ошибка в определе

нии S не превышает 0,005 м, что удовлетворяет самым высоким прак
тическим требованиям. 

Формула (3.36) решает задачу перехода от длины дуги большого 
круга cr на шаре к длине геодезической линии S на эллипсоиде. 

Рассмотрим теперь обратную задачу. 

Для перехода с эллипсоида на шар уравнение (3.56) нужно ре-
шить относительно cr, т.е. 

cr=P S+Q sincr cos(2cr1 +cr)+T sin2cr cos(4cr1 +2cr), (3.59) 

где 

р = _!_ 
А' 

Q= 28 т= с . 
А' А 

(3.60) 

Ясно, что по этой формуле сферическое расстояние cr определя
ется последовательными приближениями: 

cr' = Р S (3.61) 
cr;-1 =Р ~+Q sincr; cos(2cr1 +cr;)+T sin2cr; cos(4cr1 +2cr;). (3.62) 

Эта же задача в учебнике В.П. Морозова <<Курс сфераидической 

геодезии•} (М., Недра, 1979) решена методом обращения тригономет
рического ряда (3.56). В результате была получена формула, при ис
пользовании которой нет необходимости прибегать к последователь

ным приближениям 

cr= cr0 +_!_ [В+5С cos2(cr, +cr 0 )] sin2(cr, +cr 0 ), (3.63) 
А 

где 

(3.64) 
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Точность этой формулы соответствует точности выражения (3.56). 
Q, 

Теперь займемся интегралом (3.49), 1 = f -J1- е~ cos 2 И с/Л.. 
Q, 

Перед интегрированием необходимо преобразовать подынтег

ральное выражение таким образом, чтобы аргумент подынтеграль

ной функuии и переменная интегрирования зависели бы от одной и 

той же величины. 

Разложим подынтегральную функuию в ряд 
' 4 6 

(1 - е2 cos 2 И(' = 1 - :.:._ cos 2 И - ~ cos 4 И - ~ cos 6 И - · · · = 
2 8 16 

=l-(e
2 +~ соs~И+~ cos 4 U+ .. ·J соs 2 И. 

2 8 16 

(3.65) 

Ранее мы имели формулу (3.51) cos2U = 1 - cos А0 sin2cr. Кроме то
го, используя уравнение Клеро для геодезической линии в форме 

( 1.95) cos2U siпA = siпA0 и уравнение dcr sinA = cosUdЛ., получим 

sin А0 dcr = cos 2 И dЛ.. (3.66) 

Подставляя (3.66), (3.51) и (3.65) в интеграл (3.49), найдем 

l=дЛ.-sшА0 J -+-+-- -+- cos-A,,+ -+-Jcos-A0 --cos .40 cos2o do. . "{(е' е' е') (е' е'' . [re• е'\ . е' , J } 
!.!о 2 8 16 16 lбj ,16 16 1 32 

(3.67) 

Проинтегрировав (3.67), найдем следуюшие выражения для оп
ределения разности долгот: 

где 

1 =~Л.- sin А0 [а cr + р (sin 2cr2 - sin 2 cr1 )], 

~Л. = 1 + sin А0 [а cr + Р (sin 2 cr2 - sin 2 cr1 )], 

( е4 е 6 J 2 е 6 4 р = - +- cos А0 -- cos А0 • 
32 32 64 

(3.68) 

(3.69) 

(3. 70) 

Если взять численные значения эксuентриситета для эллипсои-

да Красовского, то для коэффиuиентов а и ~ получим 

a=[33523299-(28189-70cos 2 А0 ) cos 2 А0 ] 10-10 , 

a=691,46768-(0,58143-0,00144cos 2 А.0 ) cos 2 А0 , (3.71) 

р = (0,2907 -O,OO!Ocos~ А0 ) cos2 А0 • 
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Первая формула для а используется тогда, когда величина а в ра

венствах (3.68) выражается в секундах дуги, вторая- если а выража

ется в радианах. В обоих случаях разность долгот, вычисленная по 

формулам (3.68), получается в градусной мере. 
По грешиость определения долготы с данными коэффициентами 

не превосходит 0,0002". 
Подведем итог. Нами получены в замкнутом виде все необходи

мые формулы для перехода с эллипсоида на шар и обратно в способе 

Бесселя. Применим их для решения главных геодезических задач. 

Алгоритм решения прямой геодезической 

задачи по способу Бесселя 

Исходные данные: широта В1 , долгота L1, длина геодезической 

линии S и азимут А 1 в ее начальной точке. 

Определяемые величины: В2 , долгота L2 и обратный азимут А2 • 

Первый этап решения - переход с эллипсоида на шар. 

l. Вычисление приведеиной широты начальной точки 

tgи=.JI-e1 tgB, sinи, = tgи, 
~1 + tg 2 и, 

2. Вычисление вспомогательных величин 
. А и . А cosA-1 
sш 0 = cos , sш , , ctg cr, = --, 

tgи, 

. 2 2 ctgcr, ctg 2 cr1 -1 
sш cr, = , , cos 2 cr, = ----"":-,~-

ctg-cr1 + 1 ctg-cr, + 1 
3. Вычисление коэффициентов А, В, С, а и~ по формулам (3.58) и 
(3. 71) по аргументу cos2A0 = 1 - sin2A0. 

4. Вычисление сферического расстояния 

cr0 = [s- (в+ С cos cr,) sin 2cr1] _!_, 
А 

sin2(cr1 +cr0 )= sin2cr, cos2cr0 +cos2cr1· sin2cr0 , 

cos2(cr, +cr0 )=cos2cr1 cos2cr0 -sin2cr1 sin2cr<" 

[ ( )] sin 2 (а + а, ) 
а = cr0 В+ 5 С cos 2 cr1 + cr2 ~ - • 

5. Вычисление поправок в разность долгот 

дЛ.-/=8={а cr+~[sin2(cr, +cr0 )-sin2cr,]} sinA0 • 

Второй этап -решение прямой задачи на шаре. 

1. Вычисление приведеиной широты конечной точки по формуле (3.11) 

sin и 2 = sin и, cos а+ cos и, cos А1 sin а . 

69 



2. Вычисление разности долгот конечной и начальной точек на шаре 
по формуле (3.12) 

sin А1 sin cr 
tgд л.=-------'--------

cos И, cos cr - sin И, sin cr cos А, 

При вычислении величины дА.= arctg(tg.1Л.) следует руководствовать

ся табл.3.6. 

Знак sin А 1 + + -
Знак tgt.A. + - -

t.Л.= lt>~ 180°-lt.~ -IЫ-1 

3. Вычисление азимута А 2 = а2 по формуле (3.13) 

соsИ, sin А1 
tgA,=----------~--~-------

• соsИ1 coscr cosA1 -sinИ, sincr 

Таблица 3.6 

-
+ 

jt.ЛI- 1 soo 

При выборе квадранта для величины А2 можно использовать 

табл.3.7. 

Знак sin А 1 - - + 
ЗвакtgА, - + 
А,= jA,I t80°-IA:I 180°+jA,' 

Третий этап - переход с шара на эллипсоид. 

!.Вычисление широты конечной точки 

1 
tgB2 = ~ tgИ2 , В2 = arctg(tgВ2 ). 

1-е 

2. Вычисление долгот конечной точки 
L2 = L, +дА.-~. 

3. Вычисление обратного азимута 

А21 = А2 + 180°. 

Пример решения прямой геодезической задачи 

по способу Бесселя (табл.З.8). 

Таблица 3.7 
-

-
збоо -IA,I 

Исходные данные:В 1 = 45°, L1 = 0°, S = 19 500 000,000, А 1 = 265°. 
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Таблица 3.8 

Обозначения 

sinL", 

cosU, 

sin А, 

cosA1 

cos 2 .40 

ctg cr. 

sjn 201 

cos 2cr, 

А 

в 

с 

а 

Значення Обозначения 

о. 705918568 р 

о. 708293000 (Jo 

-0.996\94698 sin2(cr, + cr,,) 

-О,ОЮ\55743 cos2(cr, + cru) 

0,5021318 (J 

-0,087448901 о 

-0,173570454 sin cr 

-0,984821455 cos (J 

6362236.927 л 

26~6.386 в, 

0,570 L, 
691.1761 А, 

АлгориmАt обратной геодезической 

задачи по способу Бесселя 

Значення 

0.1457 

3.065033007 

-0,021333 

-0.999772 

3,065024008 

- 1494,8042" 

0.076493850 

-0.997070053 

-\73°48'01,6753" 

-45°\2 '54,26~0· 

-173°23'06,8711" 

90°36'47.711" 

Исходные данные: широты В1 , В2 и долготы L1, L2 начальной и 

конечной точек геодезической линии. 

Определяемые величины: длина геодезической линии S и азиму
ты А 1 , А2 в ее начальной и конечной точках. 

Особенность решения обратной задачи по способу Бесселя со

стоит в том, что по исходным данным В1 , В2 , 1 = L2 - L 1 можно вычис

лить непосредственно приведеиные широты. Для определения раз

ности долгот на шаре !!.Л, как это видно из формул (3.69), необходи
мо найти А0 , cr и cr2 = cr 1 + cr, которые зависят от определяемых вели
чин S и А 1 • Поэтому приходится прибегать к последовательным при

ближениям. 

Первый этап - переход с эллипсоида на шар: 

tgU1 =~ tgB~' tgU2 =~ tgB2 , 

Второй этап- совместное вычисление величин А, cr, !!.Л= 1 + 8 на 
шаре методом приближений. 

Первое приближение выполняют, полагая 8= О, !!.Л'= /. 
1. Вычисляют начальный азимут А 1' по формуле (3.14) 

sin!!.Л' cosU2 Е_ 

q' 
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Выбор квадранта А 1 ' выполняется в соответствии с табл.3.9. 

Таблица 3.9 

Знак р' - -
Знак q' - - + 
А, = IA,I 1&0'-IA,I I&0°+1A,I з6оо -IA,I 

2. Вычисляют сферическое расстояние по формуле (3. 7) 

coscr'=sinU1 sinU2 +cosU1 cosU 2 соsдЛ.', 

в которой cr' = lcr'l, если правая часть имеет знак <<ПЛЮС>>, и cr' = 180° -lcr'l, 
если правая часть имеет знак <<минус>>. 

3. Вычисляют вспомогательные величины 
, cos А; . , И . , , , , , 

ctgcr1 =--, sшA0 =cos 1 sшА1 , cos'A0 =1-sin-A0 • tgu; 
4. По формулам (3. 71) вычисляют коэффиuиенты а и ~по аргументу 
cos2A'0. Находят поправку в разность долгот в первом приближении 

о'={а' cr'+P' [sin2(cr;+cr')-sin2cr;]} siпA~ 

и саму разность долгот на шаре для второго приближения дА."= 1 + 8'. 
С полученным значением дА." все вычисления данного этапа по

вторяют до тех пор, пока не будет выполняться неравенство loi+ 1 - 8il ~Е, 
где i - номер приближения, Е- заданная точность определения гео

дезических координат. 

Значения дА., А 1 , cr 1, cr и sin А0 , полученные в последнем прибли

жении, принимают за окончательные. Исследования показали, что 

для выполнения всего этого uикла вычислений достаточно четырех 

приближений. 

Третий этап - переход с шара на эллипсоид. 

1. Вычисляют коэффиuиенты А, В, С по формулам (3.58) по аргу
менту cos2A0. 

2. Находят длину геодезической линии на эллипсоиде по формуле 

<3·56) S=Acr -28 sincr cos(2cr 1 +cr)-C sin2cr cos(4cr 1 +2cr). 

3. Вычисляют обратный азимут А21 (напомним, что прямой азимут А 1 
уже получен на предыдушем этапе) по формуле (3.15) 

cosU1 sinдЛ. 
tgA, = --------''--------

• cosU1 sinU2 cosдЛ.-sinU 1 cosU2 

pl 
А 2 = arctg-, А21 = А2 ± \80°. 

ql 

pl 

q 1' 

Квадрант для А 2 определяется по тем же правилам, что и для А 1 
(см. табл. 3.9). 
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В.П.Морозовым предложено несколько упростить формулы для 

вычисления о и S. 
Введем обозначения: 

x=2sinU 1 sinU2 -cos 2 A0 coscr, 

y=(cos 4 А0 -2х 2 ) coscr, 

тогда выражение для о примет вид 

8 = (а cr - ~' х sin cr) sin А0 , 

где р· = (28189 - 94cos2A0) · 10-10, а- вычисляется по формулам (3. 71). 
Для расстояния S получим 

S=A cr +(В' х+С' у) sincr, 

гдеА-вычисляется по формуле (3.58), В'= 10708,938- 17,956cos2A0, 

С'= 4,487. 

При.мер решения обратной геодезической задачи по способу Бесселя 

(таб.1.З. 10). 

Исходные данные: В1 = 45°, В2 = -45°12'54,2680", L2 - L 1 = 1 = 
173"23'06,8711 ". 

Таблица 3.10 
Обозпачепия Приближепия 

1 11 111 
sin~Л. -0,115193016 -0,108002976 -0.1 07991 300 
cos~A -0.998343128 -0,994150571 -0,994151839 
р -0.081284586 -0.076211020 -0,076202781 
q -0.007069717 -0.00666751 о -0.006666879 
А, 265'01'45.175" 265 00 00.242 265 00 00.002 

sin А, -0,996239010 -0.996194800 -0.996194699 

со~ А, -0,08664 7767 -0.087154578 -0,087155735 

sin cr 0,081591451 0,076502126 0,076493863 
cos cr -0,996665859 -0,997069418 0,997070052 

cr 3,059910402 3.065015707 3 065023995 
sin.40 -0,7056291 71 -0,705597803 -0,705597732 

х -0,4999753 -0,4997286 -0,4997282 
/) -1492,3777" -1494.8002 -1494,8041 

А 6362236,926 ~· 0,000002814 

В' 10699.922 у 0,247 
с· 4.487 s 19500000.00 м 
а 0.003350916 А, 90°36'47,710" 

Коэффиuиенты а и р• выражены в радианной мере. 

На основе общей теории изображения эллипсоида на шаре мож

но предложить иные способы решения главных геодезических задач, 

задавая тем или иным образом условия перехода (3.18). Например, 
если положить, что длины меридианов изображаются без искажений, 

а разности долгот на шаре пропорuиональны разности долгот на эл

липсоиде, т.е. принять 
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dX 3 =М dB = l . dB R dL 
dX ш R d~ ' j 2 = d~ = М ' dЛ. = р' 

то будет получено равнопромежуточное по меридианам изображение 

эллипсоида на шаре по Бауману. Если условия перехода задать в виде 

<р = В, Л. = L, то придем к сферическому изображению эллипсоида на 
шаре по В.П. Морозову. Однако ни эти, ни другие предложенные 

способы решения геодезических задач не имеют каких-либо преиму

шеств перед способом Бесселя. Более того, как правило, решение с 

их по~юшью получается либо менее точным, либо в них усложняется 

вид используемых формул. Поэтому мы ограничились подробным 

рассмотрением только способа Бесселя как классического предста

вителя строгих и универсальных методов решения главных геодези

ческих задач. 

3. 6. Геодезические задачи в дифференциальной форме (дифференциаль
ные формулы 11ервого рода) 

Прямая геодезическая задача в дифференциальной форме 

Пусть по заданным величинам В 1 , L1, S и А были получены ши

рота В2 , долгота L2 и обратный азимут А 21 . Пусть далее исходные ве

личины получили малые изменения dB 1, dL 1, dS, dA. По этим данным 
требуется найти дифференuиальные поправки к определяемым вели

чинам прямой геодезической задачи- dB2, dL2, dA 21 • 

Обшее выражение для решения этой задачи имеет вид 

[ ] [
dB1

] dB, ( ) 
dL: = д B2,L2,A2t . dLt . 

dA:1 д(BpL1 ,B2 ,L1 ) ~~: 
(3. 72) 

Обратная геодезическая задача в дифференциальной фор.111е 

По исходным данным В1 , L1 и В2 , L2 были вычислены значения 

S, А 1 и А21 • По малым изменениям исходных величин dB 1, dL 1, dB2, 

dL 2• требуется найти дифференuиальные поправки к определяемым 

величинам обратной геодезической задачи dS, dA 1, dA 21 • 

(3. 73) 
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или в развернутом виде 

дS дS дS дS 
c!S=-~-d81 +-dL1 +-~-d82 +-::~-dL2 , 

с81 дL1 сВ2 cL2 

dA = дА1 dB + дА 1 dL + дА 1 d8, + дА 1 dL 
1 881 1 дLI 1 882 - дL2 2' 

(J. 74) 

dA21 = дА21 d81 + дAzl dLI + дAzl d8, + дА21 dL,. 
д81 oL1 882 - дL2 -

В геодезической практике решение прямой задачи в дифферен

uиальной форме встречается крайне редко. Поэтому подробно рас

смотрим только решение обратной задачи, которая в описанной вы

ше постановке сводится к определению частных производных в вы

ражениях (3. 74). Эти производные можно найти, дифференuируя по 
соответствуюшим переменным весьма сложные уравнения, получен

ные для решения главных геодезических задач. Поэтому при выводе 

формул проше использовать более наглядные геометрические пред

ставления для частных дифференuиалов, входящих в правые части 

выражений (J. 74). 
Прежде всего установим связи между дифференuиальными из

менениями геодезических и полярных координат точки Q2(т.е. на 

данном этапе положим d81 = dL 1 = 0). 

Рис.З. 7. Изменения геодезических и полярных координат точки 

Из рис.З. 7 видно, что мы имеем дело с двумя системами прямо
угольных координат dX2Q2d У2 и dSQ2d Р с общим началом в точке Q2 и 

углом поворота осей, равным А2 • Таким образом, это типичная зада

ча на преобразование прямоугольных координат из одной системы в 

другую. Связь двух систем координат устанавливается известной 

формулой 

[dX,] [cos А, 
dY: = siп А: 

-siпA2 ]·[dS]· cosA2 dP 
(J. 75) 
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Учитывая, что 

dX2 = М2 dB2 , dY2 = N 2 cosB2 dL 2 , dP =т dA, А2 = А21 -\80°, 

для (3.75) получим 

sin А11 ] [ dS ] 
-cosA21 • т dA1 • 

(J. 76) 

Обратный переход задается выражением (матрица преобразова

ния в (J. 76) - ортогональна, поэтому ее обрашение сводится к транс

понированию): 

[ dS ] [- cosA21 

т dA - sin А21 
(J. 77) 

Отсюда находим 

(/S = -•-1. А m , COS 21 , 
d82 -

dA1 М2 • 
--=- sшА, 1 , 
d82 111 -

dS 
--=-N, cosB, sinA_, 1 , 
dL2 - -

N, cosB, А 
- - cos 21 о 

т 

(J. 78) 

Осталось найти изменения обратного азимута А21 , возникаюшие 
dA, 1 dA, 1 

вследствие изменений 8 2 и L 2, т.е. найти производные dB-
2 

и dL: · 

Вначале определим влияние изменения широты 82. Пусть точка 

Q2 переместится по меридиану в точку Q'2 (рис.З.8). 

Рис.З.8. Влияние изменения и1ироты точки Q2 на азимут 

Это перемешение вызовет изменения длины геодезической линии 

на dS, начального азимута на dA 1 и обратного азимута на dА21 (нарис.З.8 

показана величина dA 2, но поскольку А 2 = А21 - 180°, то dA 2 = dA 21 ). Из

менится также дифференциал дуги геодезической окружности. Для 

величин dP и dP' можно записать 

dP = 111 dA 1 , dP' = (т + dm) dA1 , (J. 79) 
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где т - приведеиная длина геодезической линии. 

Учитывая, что т есть функuия длины геодезической линии S, 
последнюю формулу представим в виде 

dP'=m dA1 +(dm) c/S dA 1 • 
c/S 1 

Теперь найдем величину dA 1• Из рис.3.8 имеем 

dA, = dP'-dP 
- dS 

Отсюда, с учетом (3. 79) и (3.80), найдем 

dA~ = ( ~; J dA1 

(3.80) 

(3.81) 

Используя далее третью формулу из (3. 78), окончательно получим 

dA~ 1 _ (dm) dA1 _М~ (dm) . А --- - ---- - Sl11 '1" 
с/В~ c/S . dB2 т c!S 1 -

(3.82) 

Перейдем теперь к определению влияния изменения долготы L2• 

Рис. 3.9. Влияние изменения долготы точки Q2 на азимут 

Переместим точку Q2 вдоль параллели В2 = const в точку Q'2 на 

расстояние r2 dL2 = N2 cosB2dL 2, а точку Q1 вдоль параллели В 1 = const 
в точку на Q'1 расстояние,., dL2 = N1 cosB1dL2 (напомним, что смеща

ется только Q2 по долготе на величину dL2). 

Непосредственно из puc.3. 9 получим 

т dA2 = 'i dL 2 cos А1 = N1 cos В1 cos А 1 dL~, 

отсюда 

(3.83) 
1/1 
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Таким образом получены все частные производные, связанные с 

перемешением точки Q20 

Приведенные выше рассуждения можно повторитьдля точки Q1o 

Однако в этом нет необходимости, поскольку в полученных форму

лах достаточно поменять местами индексы 1 и 20 В результате такой 
замены найдем 

dS =-М А 1 cos 1 , 
dB1 

dA2 = М J sin А1 , 
dB1 т 

dA1 _ М1 (dm) --- - sinA1 , 

dB1 m dS 2 

dS 
-- = -N1 cos В1 sin А1 , 
dL1 

dA2 N 1 
-- = -- cosB1 cosA1 , 
dL1 111 

dA1 = N 2 cosB2 cosA21 o 

dL 1 111 

(3084) 

Подставим теперь в (30 74) значения всех частных производных, 
представленных равенствами (30 78), (3082) - (3084)0 В результате 

получим формулы для решения обратной геодезической задачи в 

дифференuиальной форме 

dS=-M 1 cosA,tiB,-M, cosA"dB,-N, cosB, sinA,<IL,-,Y, cosB, cosA,.dL,, (3085) 

М, (d111\ . ,\4 2 о d N, dA, =- -1. SIП А, dB, +- SIП А" в,+- cos в, cos А,, dL,-
т dS ;, 111 т (3о86) 

N. 
-~ cosB, cosA,. dL, о 

111 

d -,н, · dB М, (d111 ) . d N, d Л', dL А,-- sшА, . +- - sшА,. В,-- cosB, cosA, L, +-n
1 

cosB1 cosA, , . (3087) 
111 т dS , 111 

Для решения прямой задачи в дифференuиальной форме нужно 

найти частные производные, составляюшие матриuу Якоби в 

выражении (30 72)о Однако проше для этих uелей решить уравнения 
(3о85) - (3087) относительно неизвестных дифференuиальной 

прямой задачи- dB2, dL2, dA21 0 

В результате будут получены следуюшие формулы: 

м, [ (dm) . . ] cosA., 111 о (3 88) dB, =- cos А, cos А,. + - SIП А, SIП А,. tiB, - ---dS +- SIП А,. dA,' о 
т dS , М, м, 

dL, = dL, - М [cos А. sin А,. - (ddnSI ';·, sin А, cos А,. ]d81 - N, cos В, · 
sin А21 dS 

N, cos В, - (3089) 

111 cos AZI 
- dA, о 

N, cosB, 
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dA, = -М 1 tgA, 1 {tgB1 + tgB2 [cos А 1 cos А, 1 +(с/т) 
" - - N 1 N 2 - dS 1 

_ tg82 • А dS [(dm) _т tgB2 А ]d'A SIП , 1 + COS , 1 1 . 
N 2 - dS 1 N 2 -

Все полученные формулы можно применять при любой длине 

геодезической линии и при любом расположении начальной и ко

нечной точек на поверхности земного эллипсоида. 

Для вычисления приведеиной длины геодезической линии и ее 

производной в большинстве случаев достаточно применять следую-

шие простые выражения: 

R . s 
т= sш

R' 
dm S 
-=cos-
dS R' 

где R = .J М N вычисляется по широте В = _!_ (В1 +В,). 
111 2 -

3. 7. Решение геодезических задач в пространстве 

Сформулируем сушиость решения главных геодезических задач 

в пространстве трех измерений. 

Прямая геодезическая задача 

Даны геодезические координаты В1 , L 1 некоторой точки Q1 и ее 

геодезическая высота Н1 (отрезок нормали между данной точкой и ее 

проекuией на поверхность эллипсоида). Измерены полярные топо

uентрические координаты второй точки - расстояние в пространст

ве D12 , азимут А 12 и зенитное расстояние z12. По этим данным требу

ется найти геодезические координаты точки Q2 - В2 , L2 и Н2 • 

Обратная геодезическая задача 

Даны геодезические координаты В1 , В2 , L1, L2, Н1 , Н2 двух точек 

Q1 и Q2• Требуется найти полярные топоuентрические координаты 

D12 , А 12 , z12 точки Q2 относительно точки Q1• 

Краткие сведения о системах координат 

Положение точки в пространстве задается координатами В, L, Н 
или прямоугольными декартовыми координатами х, у, z. Связь меж
ду ними задается формулами: 
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x=(N+H) cosB cosL, 
y=(N+H) cosB sinL, 

z=[N(1-e 2 )+H] sinB, 

(3.90) 

которые легко получить из выражений (1.43) простой заменой вели
чины N на N + Н. 

Установим теперь формулы обратного перехода от х, у, z к В, L, Н. 
Разделим второе равенство из (3.90) на первое, тогда 

tgL = L. (3.91) 
х 

Возводя в квадрат первое и второе выражение из (3.90) и складывая 
их, найдем 

R=~x 2 +y 2 =х cosL+y sinL=(N+H) cosB. 

Разделив третье равенство (3.90) на (3.92), получим 

t в z е 2 N sin В 
g =-+-----
~ R R 

(3.92) 

(3.93) 

Структура формулы (3.93) показывает, что широта В определя
ется по ней только методом приближений. В первом приближении 

принимают В = arctg z , вычисляют sinB ' и N '. Затем с этими значе
ниями ВНОВЬ ВХОДЯТ В $ормулу (3.93) И Т.Д. 

Среди не итеративных методов определения широты наибольшее 

распространение получил способ Боуринга. Его сушиость заключа

ется в следуюшем. В равенстве (3.93) перейдем к приведеиной широ-
те, в результате получим 

и г:---:;-1 2 ( z е 2 с sin и J tg =vl-e- -+ . 
~ R R 

Введем вспомогательную функцию 

z а z 
tg8 =- - = ---=== 

R Ь R .JI-e2 ' 
тогда (3.94) можно представить в виде 

2 

tg и = (1- е 2 ) tg е + ~ sin и о 
R 

Разложим siп и в ряд по разностям тангенсов (tgU- tg8): 

(3.94) 

(3.95) 

(3.96) 

sin и= sine + ~ 51i~1: (tgU- tge )+ ... = sine + (tgU -tg е) cos 3 е+ .... (3.97) 

Подставим (3.97) в (3.96), тогда после ряда преобразований, по
дробности которых мы опускаем, и, переходя к геодезической широ

те, окончательно получим 
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в z +е' е а sin 3 (} 

tg = ' ' 
~ R- е" а cos 3 (} 

Н = ( R - N cos В) sec В . 

(3.98) 

(3.99) 

Максимальная погрешность. которая возникает при использова

нии формулы (3.98) взамен строгого равенства (3.93), составляет 
0,00\7" (на высоте Н:::: 2а), т.е. не является существенной при реше
нии большинства практических задач. 

Весьма частое применение находит так называемая горизонтная 

система координат (puc.3. 10 и рис.3.11). 

z z 
Q, 

х' 

у' 

L 

Рис.3. 10. Горизонтноя 

систе.ма координат 

Рис.3.11. Связь горизонтной и геоде

зической систелt координат 

Начало системы находится в некоторой точке поверхности эл

липсоида. Ось z' расположена на продолжении нормали к поверхно
сти эллипсоида в данной точке и направлена в сторону увеличения 

высот. Ось х' совпадает с касательной к меридиану в данной точке и 

направлена в сторону оси вращения эллипсоида. Ось у' направлена в 

сторону увеличения долгот. Таким образом, тройка осей х' у' z' обра
зуют левую систему координат. 

Связь прямоугольных и полярных сферических координат 

(см.рис.З. 10) устанавливается очевидными формулами 

х' = D sin Z cos А = D /', 
у'= D sin Z siп А = D т', 

z' = D cosZ = D n'. 

tgA = у' = !!i_ 
~ х' 1' ' 

_, 
CH!Z = "' 
~ ~ ' ' х'- +у'-

n' 

~ ' ' ' D = х'- +у'- + z'- , 

(3. 100) 

(3. 101) 
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в которыхА-геодезический азимут; Z- зенитное расстояние; Г, т', 

n'- направляющие косинусы прямой Q1Q2 в горизонтной системе 
координат. 

Связь между горизонтными и геодезическими координатами за

дается известными формулами 

(3.102) 

[
- sin В cos L - sin L cos В cos L] 

А= -sinB siпL cosL cosB siпL , 

cosB О sin В 

(3.103) 

в которых х0 , у0 , z0 - координаты начала горизонтной системы в гео-

дезической; АТ- транспонированная матриuа А. 

Последовательность решения прямой геодезической задачи в 

пространстве 

Исходные данные: 81, L 1, Н1 , D12 , А12· Z12· 
Требуется найти: 82, L2, Н2 . 

1. Вычисление горизонтных координат х', у', z' точки Q2 по формулам 
(3.100). 
2. Вычисление разностей прямоугольных координат~. Lly, Llz в гео
дезической системе по формулам (3.102) и (3.103). 
3. Вычисление прямоугольных координат точки: х2 = х 1 + ~. 
У2 = У1 +Lly, Z2 = Z1 +Llz. 
4. Вычисление геодезических координат 82, L2, Н2 по прямоугольным 

по формулам (3,91), (3.98), (3.99). 

Последовательность решения обратной геодезической здачи в 

пространстве 

Исходные данные: 81, L 1, Н1 , 82, L2, Н2 . 

Требуется найти: D 12 , А 12 . z12· 
1. Переход от геодезических координат В, L, Н к прямоугольным х, у, z. 
для точек Q1 и Q2 по формулам (3.90). 

2. Образование разностей координат~ = х2 - х 1 , Lly = у2 - у 1 , 

Llz=z2-z1, 
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3. Переход к горизонтным координатам х', у', z' по формулам ( 3. 102) 
и (3. 103). 
4. Вычисление полярных топоuентрических координат D12 , А 12 , z1 по 

формулам (3. 101). 

3.8. Редукция хорды космической сети к геодезической 
системе координат 

При обработке пространствеиных сетей используют еше одну 

систему топоuентрических координат, которая определяется следую

шим образом. Начало системы находится в некоторой точке земной 

поверхности, ее оси параллельны осям геодезической системы коор

динат. Полярными координатами в этой системе являются (рис.3.12): 

угол Л - аналог долготы, Ф - аналог широты, D- расстояние меж

ду точками по прямой. 
z 

D 2 

х 

Рис. 3.12. Сферические координаты хорды 

Связь между прямоугольными и полярными координатами осу

шествляется по формулам, аналогичным (3. 100) и (3. 10/) 
х2 -х1 =~x=D соsФ cosЛ=D L, 

)'2 - У1 =~у= D cos Ф siп Л= D М, 

z 2 -z1 =&=D siпФ=D N, 

м м 
tgЛ =-·-=-, 

~х L 
& м 

tgФ= = , 
~~х2+~у2 .JL2+M2 

~ , ' ' D = Ll.л·- +М·-+&-. ' 
где L, М, N- направляюшие косинусы отрезка прямой Q1Q2• 

(3.104) 

(3. 105) 

В этой системе обрабатываются сети, построенные способом хорд*, 

базисы, полученные методом РСДБ, наконеu, замыкаюшие, вычислен

ные по материалам обработки звеньев или участков сушествуюшей АГС. 

*Об эmом подробнее с.м.: Бойко Е. Г., К1еницкиii Б. М., Ландис И. М., Усmи

нов Г. А. Использование искусственных спуmников Зе,нли для построения геодези

ческих сетей. - М.: Недра, 1977. 
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Во всех случаях полярные топоuентрические координаты Л, Ф, 

D прямолинейного отрезка (хорды) рассматриваются как измерен
ные и в проuессе уравнивания к ним отыскиваются поправки !:!.Л, 

!:!.Ф, t:!.D. Однако при совместной обработке спутниковых и наземных 
сетей все уравнения должны быть записаны в одной системе. Как 

правило, это будет система геодезических координат. Установим 

дифференuиальные связи между величинами Л, Ф, D и В, L, Н. 
Проше всего такие связи определяются через прямоугольные де

картавые координаты. 

Обозначим: Х - вектор поправок к прямоугольным координа

там, Q- вектор поправок к геодезическим координатам, К- вектор 

поправок к сферическим координатам хорды, т.е. 

х = [~~] ' Q = [ :~] ' к = [:~] о 
d:: dH lfD 

Обозначим далее матриuы перехода из одной системы· в другую: 

Rкх• Rхк• RQX• RxQ и т.д., гле индекс обозначает порядок перехода, на
пример, Rхк является матриuей перехода от сферических координат к 

прямоугольным декартовым координатам. 

В соответствии с введенными обозначениями можно записать: 

Х = Rкх К, К = R хк Х = R :.~ Х , 

Х = RQx Q, Q = RxQ Х = RQ.~ Х . 
(3. 106) 

Из (3. 106) видно, что для установления необходимых связей 

нужно найти всего две матриuы преобразования координат. Осталь

ные будут получены операиней обрашения 1\Штриu. 

Найдем матриuу 
ot'-,.x дt1х дD.х 

- -
дА дФ cD 

RkX 
д(D.х, D.y, 11::} cD.y дD.у дДl' 

с(А,Ф,D) дА дФ дD (3. 107) 
ct1:: 811:: дt1:: 

дА дФ дD 

Для определения частных производных в (3. 107) используем вы
ражения (3. 104). Покажем, например, как получается первый стол
беu матриuы Rкх: 

И Т.Д. 
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-=-D соsФ sinA=-DM 
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д!:!.у - = D cos Ф cos Л = D L , 
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Выполнив операцию дифференцирования, получим матрицу Rкх 
в следующем виде: 

[
-DM DL' 

Rкх = DL DM' 

О DN' 

(3. 108) 

где L'=-sinФ cosA, M'=-sinФ siпA, N'=cosф. 

Обращая (3.108), найдем 

М L 

D соs 2Ф D соs 2 Ф 
о 

L' М' N' 
(3.109) 

D D D 

L м N 

В справедливости полученного выражения (3.109) предоставля
ем читателю убедиться самому, используя известное соотнощение, 

где Rкх Rхк= Е, гдеЕ-единичная матрица. 

Теперь займемся матрицей RQx: 
дх дх дх 

- -
а в дL д Н 

R _ д(х,у,z) ду ду С:1' 
(3.110) 

Qx- д(В,L,Н) а в дL д Н 
дz 8z дz 

а в дL ан 

Формулы (3.90) запищем в несколько измененном виде (напом-
ним, что r = N cosB): 

х = г cos L + Н cos В cos L , 
у= г siп L +Н cos В sin L, (3.lll) 

z= [N (l-e2 )+HI sinB. 
Выполнив дифференцирование выражений (3.///) по перемен-

ным В, L, Н, учтя, что, согласно puc./.3, 
dг . dz 
-=-М sшВ, -=М cosB, 
t/B dB 

получим 

дх (м н) · -=- + sшBcosL, 
д В 

ду = -(М + Н) sin В sin L, 
г в 

дх 
-=cosB cosL, 
д Н 

ду =(N+H)cosBcosL, (3.112) 
дL 

дх =-(N+H)cosB siпL, 
ИТ.д. дL 

0}' -·- = cosB sinL 
ан 
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Таким образом, все элементы матриuы RQx будут определены 

R(J,= -(M+H)sinBsiпL (N+H)cosBcosL cosBsinL .(3.113) [-(М+Н) sinB cosL -(N+H) cosB sinL cosB cosL] 

(M+H)cosB О sinB 

Для выражения из (3.106) х = RQx Q более удобна следуюшая форма 

[dx] [ (м+ H)dB ] 
~ =Асн (N+H~;osBdL, (J.l/4) 

где матриuа AQx• как это следует из (3.113) имеет вид 

r
-sin В cos L - sin L cos В cosL1 

AQx = - sin В sin L cos L cos В siп L 

cosB О sin В 

(3.l/5) 

Нетрудно убедиться, что элементы матриuы AQx точно совпада
ют с элементами матриuы преобразования геодезических координат 

в горизонтные, вычисляемыми по формулам (3. 103). Но из принuи
пиальных соображений так и должно быть, поскольку по определе

нию горизонтных координат малые изменения координат их начала 

связаны с изменениями геодезических координат очевидными соот

ношениями 

clx' =(М +Н)с!В, dy' = (N +Н) cosBdL, clz' = dH. 

Поскольку матриuа AQx ортогональная (в этом и состоит выгода 
перехода от матриuы RQx к матриuе AQx), то ее обрашение сводится к 
операuии транспонирования. Тогда 

A,,.Q = А;~- = А~х (3.ll6) 

Таким образом, все связи, необходимые для обработки хорды 

(или вообше прямолинейного отрезка в пространстве) в различных 

системах координат установлены. Последовательность применения 

формул (3.106) будет диктоваться конкретной постановкой задач на 
обработку. 

Эти вопросы изучаются в других разделах геодезии. 



Глава 4 

РЕШЕНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ЗАСЕЧЕК НА ПОВЕРХНОСТИ 

ЭЛЛИПСОИДА И В ПРОСТРАНСТВЕ 

4.1. Виды геодезических засечек 

В настояшее время широкое распространение, особенно при ге

одезическом обеспечении морских работ, получили навигаиионные и 

радиогеодезические системы, с поl\юшью которых определяют коор

динаты любой точки земной поверхности. Все применяемые системы 

(подробно они описаны в других курсах геодезии) можно классифи

uировать по измеряемому навигаиионному параметру на азимуталь

ные (угловые), дальномерные (линейные) и разностно-дальномер

ные (гиперболические). При использовании этих систем предполага

ют, что радиоволны распространяются по геодезическим линиям. 

При построении пространствеиных наземных и спутниковых се

тей могут измеряться полярные топоuентрические координаты в го

ризонтной системе и сферические координаты в Гринвичской систе

ме. В этом случае будем полагать, что сигналы (после введения соот

ветствуюших поправок) распространяются прямолинейно. 

После этих замечаний рассмотрим основные виды геодезичес

ких построений, используемых при определении координат объектов 

на поверхности эллипсоида и в пространстве. 

Угловая засечка 

Даны геодезические координаты двух точек Q1 и Q2, измерены 

азимуты А 1 и А 2 на точку Q(рис.4.1) или углы ~ 1 , ~ 2 • По этим данным 

необходимо найти геодезические координаты точки Q. 
р 

Рис. 4.1. Угловая и линейная засечки 

Линейная засечка 

Даны геодезические координаты точек Q1 и Q2, измерены длины 

геодезических линий 5 1 и S2 (см. рис.4.1). Найти геодезические коор

динаты точки Q. 
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Гиперболическая засечка 

Данное построение может быть реализовано в двух вариантах: 

гиперболическая засечка с совмешенными базами (рис.4.2) и засечка 

с разнесенными базами (рис.4.3). 

Q 

Q, 
Q2 

Рис.4.2. Гиперболическая засечка с 

совмещенными базами 

Q, Q.j 

Рис.4.3. Гиперболическая засечка с 

разнесенными базами 

В первом случае исходными данными являются геодезические 

координаты трех точек и две измеренные разности длин геодезичес

ких линий дS1 = S1 - S2, дS2 = S2 - Sз. 

Во втором - геодезические координаты четырех точек и две раз

ности дS1 = S1 - S2, дS2 = S3 - S4• 

По этим данным необходимо найти геодезические координаты 

точки Q. 

Полярная засечка в пространстве 

Даны геодезические координаты точки Q1, измерены топоuент

рические координаты р 1 , z1 и А 1 (рис.4.4). Найти геодезические коор

динаты точки Q. 

Рис.4.4. Полярная и угловая засеч- Рис.4.5. Линейная засечка в про-

ки в пространстве странстве 
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Угловая засечка в пространстве 

Даны геодезические координаты двух точек (см. puc.4.4), измере
ны полярные топоuентрические координаты z1, А 1 и z2, А2 • Требуется 

найти геодезические координаты точки Q. 

Линейная засечка в пространстве 

Даны геодезические координаты трех точек, измерены в прост

ранстве расстояния р 1 , р 2 и р3 от этих точек до точки Q(см. puc.4.5). 

Требуется найти геодезические координаты этой точки. 

4.2. Выбор поверхности относимости 

В зависимости от точности и дальности действия навигаиион

ных и радиогеодезических систем, в качестве поверхности, на кото

рой выполняется обработка измерений (поверхности относимости), 

можно использовать плоскость, сферу и, в строгой постановке, по

верхность эллипсоида. 

Рассмотрим этот вопрос подробнее. 

Методы сфераидической геодезии обеспечивают возможность 

вести вычисления с любой точностью. Однако, чем выше точность, 

тем сложнее применяемые алгоритмы, поэтому более правильно ста

вить вопрос о вычислениях с практически необходимой точностью и 

соответствуютем выборе поверхности относимости. 

На конечные результаты геодезических определений влияют 

следуюшие факторы: ошибки исходных данных, ошибки измерений, 

приближенность наших представлений о физических явлениях, вли

яюших на измеренные величины (неадекватность моделей физичес

ких явлений), методические ошибки (нестрогость формул, неверный 

выбор поверхности относимости и т.д.). 

Определяюшиl\ш являются ошибки измерений. Их величины 

диктуют требования к точности вычислений и нормам учета осталь

ных факторов. Здесь будут рассмотрены только ошибки, зависяшие 

от выбора поверхности относимости. При их оuенке потребуем, что

бы величина не превышала 5% от ошибки измерений (в принuипе 
можно поставить и другие ограничения, суть подхода от этого не из

менится), тогда приходим к известному соотношению 
111 

то::;;-. 
3 

Возникаюшие искажения будем изучать в следуюшей последова

тельности. В качестве исходной используем ллину геодезической ли

нии S на поверхности эллипсоида, далее перейдем к длине нормаль
ного сечения S", затем- к геоuентрическому сечению и дуге большо

го круга cr, наконеu, к проекuии на касательную плоскость- D. 
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Разность длин S" и S очень мала и выражается известной формулой 

4 (s)4 

S" -S = _!___ - cosB1 sin2A1S . 
360 а 

( 4.1) 

Простые расчеты показывают, что даже при самых неблагапри

ятных условиях (В 1 =О, А 1 = 45°, S =а), разность S"- S составит ме

нее 0,8 м. Следовательно, во всех случаях практики длину геодезиче
ской линии можно заменить длиной нормального сечения. 

у 

Рис. 4.6. Сравнение длин дуг нормального сечения и окружности 

Для дальнейших исследований введем систему координат как по

казана на рис 4.6. Начало координат располагается в точке Q1, осьх ле

жит в пересечении касательной и нормальной плоскостей, R- ради

ус нормального сечения. 

Из точки О опишем дугу окружности cr с радиусом R. Точка Q'2 

на этой окружности является иентральной проекuией точки Q2. Из 

рис. 4.6. имеем 

А (J Х tg 1--' = tg- = -- = --:---:-
R R-y R (~-;) ' 

х 
(4.2) 

где х и у - координаты точки . 
Используя формулы (1.5) и (2.9), для х и у в выбранной системе 

координат можно написать: 

,. = 5 _ ~ + 3 е 2 cos 8 1 sin 8 1 cos А1 4 
л ' J s + ... ' 

бR· 8 Ni 

, _ ~ _ е 2 cos 8 1 sin 8 1 cos А 1 s-' 
\- ' 1 + ... 
. 2 R' 2 NI-

(4.3) 

Разложим тангенс малого угла р в ряд tg ~ = ~ + _[__ + ... , 
умножив ( 4.2) на R, получим 3 

тогда, 
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Подставляя в (4.4) выражения (4.3) для х и у и образуя разность 
да= S- cr, после некоторых преобразований (не удерживая члены 

порядка (~)4 ) получим: 
Д = S _ cr =е- SШ 2В1 cosA1 ~ S . N 1 , • ( )3 

cr 16 N1 

(4.5) 

Максимальной величины да достигает при В1 = 45°, А 1 = 0° или 

А 1 = 180°, эту оuенку можно приближенно представить формулой 

(д) =16·1o- 1"s~. 
С1 IПд ' (4.6) 

Расчеты, выполненные по формулам (4.5) и (4.6), показывают, 
что при S = 880 км дсr = l м, далее эта величина начнет быстро расти. 

В любом случае, при заданном уровне ошибок измерений, по фор

мулам ( 4.5) и ( 4.6) легко установить размеры области, в пределах кото
рой эллипсоид можно аппроксимировать сферой с радиусом R = N. 

При переходе на касательную плоскость из рис 4.6 и формул (4.3) 
легко найти 

53 
D=x. S-D;::;--, 

. б R1 

где S- D = дD- ошибка в плане; dH- ошибка по высоте. 

Для приближенных оuенок получим 

ДD =4,1•10-65 3 , 

dH = 7,8 ·1 о-" s" , 

( 4. 7) 

(4.8) 

(4.9) 

где дD и dH выражены в метрах, S- в километрах. Величина дD до

стигает 1 м при 60 км, далее быстро растет, dH (по сушеству, поправ
ка за кривизну Земли) уже при l О км составляет 8 м, далее растет еше 
быстрее, чем дD. 

Подведем итог. При замене всей поверхности эллипсоида по

верхностью шара (R = а) линейные искажения будут достигать не

скольких километров. Если размеры области замены ограничить до 

S = 880 км, то практически все задачи по местоопределению с помо
шью радиогеодезических систем можно решать на шаре с радиусом 

N0, вычисляемым для uентра области. 

Таким образом, поверхность шара может быть использована: 

1) для решения задач на самой поверхности, когда это позволяет 
точность измерений; 2) для вычисления предварительных коорди
нат с uелью последуюшего их уточнения уже на поверхности эл

липсоида; 3) для априорной оuенки точности задач местоопреде
ления и оптимизаuии измерений на этапе их планирования. 

91 



Строгую обработку при современной точности измерений необ

ходимо выполнять на поверхности эллипсоида. 

4.3. Решение геодезических засечек на шаре 

Азимутальная засечка 

Исходными данными для решения азимутальной засечки явля

ются координаты точек Q1 и Q2 (q>, Л.) и измеренные азимуты а 1 ,а2 • Ре

шение выполняется в два этапа. 

р 

Q 

Рис. 4. 7. Решение линейной и угловой засечек на шаре 

Вначале в сферическом треугольнике Q1Q2Q (рис.4. 7), в котором 

известны два угла 13 1 =а 12 - а 1 и 132 = 360°- (а21 - а2) определяют сто
роны cr 1 и cr2• На втором этапе решают прямую геодезическую задачу 

по линии Q,Q. 

Приведем алгоритм решения азимутальной засечки. 

1. Решают обратную геодезическую задачу между точками Q 1 и Q2 и 

получают cr 12, а21 , а 12 • 

2. Вычисляют углы 13 1 и /32• 

3. Находят угол 13 при вершине засечки (теорема косинусов для углов 
сферического треугольника) 

cos ~ = -cos ~ 1 cos ~ 2 + sin ~~ sin ~ 2 cos cr12 • 

4. Вычисляют стороны cr 1 и cr2 (теорема синусов для сферического 

треугольника) 

. . sin ~ 2 
SШ(J1 =SШ<J12 -. -, 

sш ~ 

5. Используя заданное значение а 1 и вычисленное значение cr 1, реша

ют прямую геодезическую задачу по линии Q1Q по формулам (3./J), 

(3.12). Контрольные вычисления можно выполнить для линии Q2Q. 
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Линейная засечка 

В линейной засечке заданными величинами являются координа

ты точек Q1 и Q2 и сферические расстояния cr 1 и cr2• Здесь также вна

чале решается треугольник Q1Q2Q по трем известным сторонам cr1, cr2 

и cr 12 (cлt. puc.4. 7), затем- прямая геодезическая задача. 

Алгоритм решения линейной засечки приводится ниже. 

1. Из решения обратной геодезической задачи между точками Q1 и Q2 

находят cr 12, а 12 • 

2. Вычисляют угол ~,(теорема косинусов для сторон сферического 
треугольника) 

3. Вычисляют азимут а 1 линии Q1Q. 
4. По заланному значению cr 1 и вычисленному а 1 решают прямую ге

одезическую задачу по линии Q1Q. В uелях контроля вычисления 
можно повторить для линии Q2Q. 

4.4. Решение геодезических засечек на эллипсоиде 

Решение геодезических засечек на эллипсоиде по своей поста

новке (набор заданных и определяемых величин) остается точно та

ким же, как и на шаре. Изменяется только поверхность относимости. 

Поскольку поверхность эллипсоида является более сложной, то не

сколько усложняется и алгоритм вычислений. 

На эллипсоиде все засечки, как правило, решают методом 

приближений. Здесь возможны два подхода. Профессор В.П. Мо

розов* предлагает вести решение в такой последовательности. В 

первом приближении решают засечку на шаре методами, описан

ными в параграфе 4.3, принимая геодезические координаты и из
меренные на эллипсоиде величины как сферические. Получив 

приближенные координаты определяемой точки, релуuируют из

меренные величины на шар по способу сферического изображе

ния эллипсоида на шаре (т.е. пол условием В = <р, L = Л.). Затем 

вновь решают засечку на шаре и вычисляют новые значения коор

динат определяемой точки. Так как прельщушее релуuирование на 

шар было осушествлено пока с недостаточной точностью, то его 

необходимо выполнить еше раз, но уже с новыми, более точными 

значениями координат, после чего решить засечку на шаре в тре-

*Морозов В.П. Курс сфероидическоii геодезии.- М.: Недра, 1979. 

93 



тий раз и вычислить окончательные значения координат опреде

ляемого пункта. 

Более простым в вычислительном плане представляется подход, в 

котором координаты определяемой точки, полученные после первого 

решения засечки на шаре, рассматриваются как предварительные ко

ординаты этой же точки на эллипсоиде. Далее устанавливают функ

uии связи измеренных величин ~с геодезическими координатами 

T=f,(B,L) 1 • 1 
(4. /0) 

и по ним составляют параметрические уравнения поправок 

ат [dв] 
д(В,L) dL +lr =~'т. (4.11) 

Первый член уравнения ( 4.11) полностью совпадает с выражени
ем (3. 75), описывающим дифференuиальные связи полярных коор
динат с геодезическими при решении обратной геодезической задачи 

(дифференuиальные формулы первого рода);/т = То- "[lпм- свобод

ный член, в котором T0 i = .h (В0 , L0 )- значение функuии, вычислен

ное по предварительным координатам; 7113~ 1 - значение измеренной 

величины;vт- поправка к измеренной величине (если в засечке уча

ствуют только необходимые измерения, то, естественно, Vт = 0). 
Далее система ( 4.11) решается по правилам М Н К. Поскольку 

первое решение засечки на шаре может быть получено с недостаточ

ной точностью, то вычисления приходится вести методом приближе

ний, организуя итераuионный проuесс ньютоновского типа. 

Установим теперь конкретный вид уравнений поправок для из

меренных на эллипсоиде азимутов А, длин S геодезических линий и 
их разностей !:!.S. 

Для прямо го азимута с исходной точкой Qi на определяемую точ

ку Q согласно выражению (3.86), в котором нужно положить dB1 = 

dL 1 =О, получим 

м~ . " N~ 
-----"-s=- sш AQQ, dB - . S 
R siп- R sш-

cos B~Q, cos A~Q, clL + (A~,Q - А~:~)= vA, , ( 4.12) 

R R 

rдeR=~M~ N6. 
Для измеренной длины S геодезической линии из (3.85) найдем 

м" А" dB ни В" . А" dL (S" S'""') - Q COS QQ, -,vQ COS Q Sln QQ, + ; - ; =\'s, · ( 4.13) 

Образуя разность двух уравнений вида ( 4. 13), получим уравнение 
поправок для разности длин двух геодезических линий !:!.S, измерен
ной в точке Q относительно исходных пунктов Q1 и Q2: 
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- M'Q (cos A'QQ - cos A'QQ.)aв- N'Q 

+ (t>.S"- f'..S"ш )= ~· 

cos В,~ (sin AQ''0 - sin A~n, )t!L + 
" _, "'- (4.14) 

/}..'i , 

где 115" = S" - S" QQ, QQ, о 

В формулах ( 4.12) - ( 4.14) индекс <•О•> обозначает, что соответст
~уюшие элементы вычисляют по предварительным координатам. 

После этих замечаний приведем алгоритмы решения геодезиче

ских засечек на эллипсоиде, основанные на использовании уравне

ний (4.12)- (4.14). 

Азu.~vtутальная засечка 

Исходными данными являются геодезические координаты двух 

или более базисных станuий Q; (B;,L;) и измеренные азимуты геодези
ческих линий с этих станuий на определяемую точку Q. 

Вычисления выполняются в два этапа. 

1. На первом этапе вычисляют сферические координаты точки Q 
на шаре по алгоритму, приведеиному в параграфе 4.3, для угловой за
сечки на шаре. В дальнейшем эти координаты принимают за предва

рительные координаты этой же точки на эллипсоиде. 

2. Второй этап начинают с составления уравнений поправок ви
да (4.12). Геодезические азимуты А0 , входяшие в коэффиuиенты урав

нений ( 4.12), получают из решения обратной геодезической задачи 
на эллипсоиде по способу Бесселя. В результате будет получена сис

тема из двух или более уравнений поправок 

С Q+I=V, ( 4.15) 

где С- матриuа коэффиuиентов уравнений поправок, Q = (dB,dL]T 
- вектор поправок в координаты, 1- вектор свободных членов. 

Для придания обшности алгоритму по уравнениям поправок 

( 4.15) рекомендуется всегда составлять нормальные уравнения 

Cr Р С Q+Ст Р 1=0. (4.16) 

В такой постановке алгоритм будет одинаков как для случая 

только необходимых, так и при наличии избыточных измерений. 

3. Решают нормальные уравнения ( 4.16) 

Q" =[~~.:]=-(ст р с)- 1 С Р 1 ( 4.17) 

и получают поправки к предварительным координатам определяе

мой точки, а затем и сами координаты в первом приближении 

В' =В" + dB", L' = L" + dE' . ( 4.18) 
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4. Полученные координаты В', L' определяемой точки принима
ют как предварительные для второго приближения и возврашаются 

ко второму пункту данного алгоритма. 

5. Находят новые значения элементов S' и А', соответствуюшие 
новым предварительным координатам В' и L' по дифференциальным 
формулам, вьпекаюшим из (3.85) и (3.87) 

ds, М" А" dB" N" В" . А" d 1 " =- Q COS QQ. - Q COS Q SIП QQ, L , 

dA' Q· = _Q_ ....!!!_ sin А" dB" + __g_ cos BQ" cos AQ" Q,. dL", М" (d ·) N" 
Q ' 111 dS QQ, 111 -

где S' = S" + dS', A~Q, = AgQ, + dA~Q, , 
. s 

т = R SJП- , 
R 

с/т S 
-=cos-
dS R 

( 4.19) 

(4.20) 

6. Далее составляют уравнения поправок ( 4.12), по ним - нор

мальные уравнения ( 4.16), из решения которых находят новые значе
ния поправок dB', dL' и координаты определяемой точки во втором 
приближении 

В"= В'+ dB', L" = L' + dL' . 

Затем процесс повторяют, начиная со второго пункта, до тех пор, 

пока не будет выполнена система неравенств 

где е - заданная точность вычислений, обусловленная целью кон

кретной задачи. 

Линейная и гиперболическая засечки 

На первом этапе вычисляют координаты определяемой точки на 

шаре по алгоритмам, приведеиным в 4.3. На втором - составляют 

уравнения поправок вида ( 4.13)- для линейной засечки и вида ( 4.14) 
-для гиперболической, далее весь ход решения полностью совпада

ет с алгоритмом вычисления координат вершины азимутальной за

сечки, описанным выше. 

Таким образом, рассмотренный подход к решению геодезичес

ких засечек на эллипсоиде является достаточно универсальным. 

В заключение приведем несколько замечаний. 

Если имеется возможность получить предварительные коорди

наты с поrvюшью каких-либо других технических средств (например, 

на море так называемые счислимые координаты), то первый этап вы

числений можно опустить. Правда, при этом может увеличиться чис

ло итераций на втором этапе вычислений. 

Исследования, выполненные на кафедре высшей геодезии 

МИИГАиК, показали, что если использовать рассмотренные в дан-
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ном nараграфе алгоритмы, то для достижения точности вычисле

ния геодезических координат О, 1" (3 м) при расстояниях до 600 км 
в интервале широт -45°::;; В::;; 45° достаточно одного приближения, 
в интервале -85°::;; В::;; 85°- двух nриближений и только в nолярных 
областях nотребуется большее количество приближений. 

Решения линейной засечки на поверхности эллипсоида 

Эллиnсоид Красовского: с= 6399698,9; е'2 = 0,00673852. 
Исходные данные приведены в табл.4.1. 

Таблица 4.1 
Пункты в L s., .... ll 

Ql 60° 30° 156498.Я 

Q, 61 34 148 649.2 

Q 61 32 

Примечание: точные координаты точки Q приведены для кон
троля решения. 

1 этап. Решение засечки на шаре 

Вт =.!.(в,+ В 2 ) = 60,5°, R =_с_' = 6389260 м, '7,;, =е':. cos2 Вт . 
2 1 + '7:,-

1. Вычисление сферических расстояний 

cr, = ~ = 0,02449404. cr, = 52 = 0,02326548 . 
R . - R 

2. Решение обратной задачи между исходными пунктами для вычис-

ления ( ) - s,2 
a,z A,z • cr,2 -R. 

Здесь возможны два варианта: 

а) решение задачи на шаре 

0 _ sin !:lЛ. cos q>2 
t., a,z- . . ' 

cos q>, sш q>2 - sш q>, cos q>2 cos llll. 

cos cr12 = sin q>1 sin q>2 + cos q>1 cos q>2 cos !:lЛ. . 

В nоследних формулах принято q> =В, !:lЛ. = L2 - L, . 
б) решение задачи на эллипсоиде (принuиnиально более точное) 

no формулам со средними аргументами (S::;; !ОООкм) или no сnособу 
Бесселя. В нашем примере (табл.4.2) исnользуются формулы со сред

ними аргументами. 

L-L I( ) /. =-1 --', В =-В. +В. , 
у ро т 2 • J 

2 12 .:! с 
11 ." = е cos В.., , N т = Г.::Т , 

"'+'Г\;, 

Nт 
мт =-,--,, 

+'Г\,;, 
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[ 2/ 2 +(1 sinB"J] ( ) Q = s cos А111 = ь м/11 1 - 24 = ь м"' 1 - t1 • 

р - S . А -1 . В н [1 + Ь2 - (1 sin В", )2] - 1 . В N' (1 ) - SШ "'- COS ", lv", 24 - SШ 111 • 111 +12 , 

M-l . В [ 1 3b~+2l~-2(1 sinB"J] "-/ . В (1 ) " - sш 111 + р - sш tn + t' р ' 24 . 

1 ' ' р м м S=...;P-+Q-, tgA."=Q, А1 =А",-2, А21 =А",+2±180°. 

Таблица 4.2 

ь" 0.00174533 1 sinB. 0.00365951 

h"·M,, 11141,5 (1- t,) 1,00010157 

(1-r,) 0.9994-'110 t>.A' 12479" 

Q 11135.3 ДАв 1,733198° 

2 
1 0.00487388 Ао", 87.141447° 

l·cosB_, ·N,, 223040.6 А, 86.408249° 

(1+1,) 0.99984764 s 0,0349-1683 
а" =л 

р 223006.6 
s 223284,4 .11 

3. Вычисление угла j3 1 (рис.4.1) 
R cos cr, - cos cr1 cos cr1, 

cos \-'1 = -. . -
SШ 0'1 SШ 0'12 

~ 1 =arccos ~ 1 =41,618481°. 

4. Вычисление азимута а 1 (линия Q1Q) 

al = А12 - ~~ = 43,789768°. 

Контроль: cosa1 = cos А12 cos ~~ + sin А12 sin ~~ 

а 1 = arccos а1 = 43,789768° . 
5. Решение прямой задачи на шаре по линии Q1Q 

sin <р = sin <р 1 cos cr1 + cos <р1 sin cr1 cos а1 , 

<р = arcsin <р = 60,9983341 оо = 60°59' 54,00", 

1 siп cr1 • sin а1 
tgд/1, = . . 

cos<p1 cos cr1 - sш <р1 sш cr1 cos 1 

дА.= arctgдЛ. = 2,00333095°, 

л.= л.1 + д Л.= 32,00333095° = 32°00' 11,99". 

11 этап. Решение засечки на эллипсоиде 
Предварительные координаты точки Q на эллипсоиде берут из 

(1 u 
решения засечки на шаре, т.е. В = <р, L = Л.. 
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1. Вычисление коэффиuиентов и свободных членов уравнений по-
право к 

где 

а1 dB" + Ь1 dL" + 11 = r~ , 
а2 dB" + Ь2 dL" + 12 = V2 , 

М~ о Ь - N~ В" . А" 
ai = ---р;- cos A{l{l, ' i - -р- cos {! Slll (!{!, ' 1; = s,:'- s;"" . 

Для этого решают обратные задачи на эллипсоиде (табл.4.3) с 

использованием предварительных координат точки Q. 

Таблица 4.3 

Q,9 
ь 0.01742420 

h Mm 111 236,6 м 

(1- t,) 0.99986 

Q 111 221.2 

1 0.03496647 

1 cosB", N", 110 096,6 м 

(1 +t,) 0.99997423 
р 110 093,8 м 
s 156 495.3 м 

1 sin Вт 0.03043327 

(1 + r,) 1.00006262 

м· 6277,7" 
м о 0.871807" 
-

2 
А,. 44.708236° 

Aw. 225,580043° 

2. Составление системы уравнений 
А X+L=V 

Q,Q 
0.01567887 

100 095.3 

0,99986 

100 081.6 

0.03484845 
100561.5 

0.999971778 

-109 558.4 
148 389,3 

0.03034450 

1,00005539 

-6260,0" 

-0.869385" 

- 4 7.588300° 

131,542315° 

[ 21,664412 10,374921] [dB"] [ -3,5.н ] [V1 ] 

20,527194 -11,249522 · dL • + - 259,9.н = V2 • 

Примечание: для придания обшности алгоритму рекомендуется 

во всех случаях переходить от системы уравнений поправок к нор

мальной системе независимо от наличия избыточных измерений 

Ат А Х+Ат L=O, Х=-(Ат А)- 1 А 1 L. 

В результате получим вектор решения системы 

dB" = 6,09", dL" = -1 1,98" 

и координаты точки Q в первом приближении 

В= 61 °00'00,09", L = 32°00'00,0 1" . 
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Сравнение с точными координатаl\ш точки Q (см. табл. 4. /) по
казывает, что перехолить ко второму nриближению нет необходимо

сти. Однако на практике, когда точные координаты точки Q неизве
стны, нужно выnолнять nоследующие приближения до соблюдения 

условий 

где i- номер приближения, Е- заданная точность. При выnолнении 

последующих приближений в исходной системе можно перевычис

лять только свободные члены 1 = SU- SJшt. 

4.5. Решение геодезических засечек в 11ространстве 

Состав исходных данных и определяемых величин в полярной 

засечке (слr. таб.1.4.1) полностью совпадает с составом прямой геоде

зической задачи в пространстве, решение которой было оnисано в 

параграфе 3. 7. 

Угловая засечка 

Особенность угловой засечки в пространстве состоит в том, что 

измеренные на исходных пунктах Q1 и Q2 величины - Z; и А; относят

ся к разным системам топоuентрических горизонтных координат. 

Для определения положения точки Q (см. puc.4.4) они должны быть 
приведены к одной системе. Как правило, это будет референuная ге

одезическая система. 

Для nерехода к этой системе необходимо вначале вычислить на

правляющие косинусы линий Q1Q и Q2Q в горизонтной системе. Из 
формулы (3. 100) получим 

l/ = sin z; cosA;. 

т; = sin z; siп А;, 
1 

11; = COSZ;. 

( 4.21) 

Далее с помощью матриuы перехода (3. 103) от горизонтных ко-
ординат к nрямоугольным геодезическим координатам nолучим 

[ 1 ] [ 1'] n;; = А · п;! . 
11; 11; 

( 4.22) 

Теnерь вернемся к угловой засечке. Пусть на пунктах Q1 и Q2 из

мерены наnравления на точку Q (puc.4.8) и по формулам (4.21) и 
(4.22) nолучены их направляющие косинусы. Выражения для коор
динат точки Q имеют вид 

\00 

х = xl + Pl /1 = х~ + Р~ '~, 
у= r; + pl 1111 = у~ + р~ 111~, 

::. = zl + Pl nl = z" + Р~ п,. 

(4.23) 



Q" Q' 
. d . '',,d' 

Q -

Q, D 

Puc.4.8. Угловая засечка в пространстве 

Система (4.23) имеет некоторые особенности. Для ее решения 
необходимо знать расстояния р 1 и р2 от исходных пунктов до точки Q. 
Запись системы верна только в том случае, если прямые Q1Q и Q2Q в 

пространстве пересекаются. В обшем случае, вследствие ошибок из

мерений, эти прямые будут скрешиваюшимися, поэтому система 

( 4.23) примет вид 
х' = Х1 + Р 1 / 1 , х" = Х2 + р 2 / 2 , 

(4.24) 

z' = Z1 + р 1 n1 , z" = Z~ + р~ 112 , 

гдех',у', z' и х",у", z"- координаты точек встречи прямых Q1Q' и Q2Q". 
Для определения величин р 1 и р2 , которые входят в выражения 

( 4.24), используем то обстоятельство, что расстояние d между точка
ми встречи (см. puc.4.8) 

d~ = (х"- х'У +(у"- _~;у + (z"- z')2 ( 4.25) 
является кратчайшим между прямыми Q1Q' и Q2Q". Условие миниму
ма запишется в виде системы уравнений 

дd' =0, дd 2 =0. (4.26) 
др, др2 

Для решения системы ( 4.26) величину d2 необходимо предста
вить в функuии расстояний р 1 и р2 • Для этого найдем разности коор

динат точек встречи из формул ( 4.24) и подставим их в ( 4.25). Тогда 

d 2 =[(Xz-X,)+p2 /2-р, :,] 2 +[(У2-У,)+р, m,-p, m,]'+ (4.27) 

+[(Z2 -Z1)+p2 n2 -P 1 nJ-. 
Введем обозначения: 

и учтем, что 

F;=(X,-XJ l,+(Y,-J;) m,+(Z2 -Z1) n1 , 

F2 =(Х2 -Х1 ) 12 +(У2 -У1 ) m2 +(Z2 -Z1 ) n2 

12 + m 2 + 11 2 = 1 ' 
/ 1 / 2 + m1 m2 + 111 n2 = cos а, 

(Х2 -х,)' +(У, -r;Y + (Z2 -z, )' = D'. 

( 4.28) 
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Теперь выражение ( 4.27) примет вид 

d 2 = D2 + р 12 + р~- 2F1 Р, + 2F2 Р 2 - 2 р, Р 2 cos а. 

С учетом ( 4.29) для системы ( 4.26) получим 
де( 
-- = р 1 - р2 cos а-;:; = О, 
др, 

дd' 
-=р, -p,cosa+F,=O. 
др, - -

Из решения системы ( 4.30) найдем искомые расстояния 

_ F; - F2 cos а _ F; cos а- F2 
р,- . ' р 2- . ' 

sш-а sш-а 

(4.29) 

( 4.30) 

подставив которые в формулы ( 4.24), получим координаты точек 
встречи, а затем и координаты вершины пространствеиной угловой 

засечки 
1 ( " ') х=-х+х, 

2 
1 ( • ') ~· =- \' +)' ' 2 ' • 

Линейная засечка 

z = _!_(z" + z'). 
2 

Измеренные расстояния инвариантны по отношению к коорди

натным преобразованиям, поэтому предлагаемый ниже алгоритм бу

дет пригоден в любой системе пространствеиных прямоугольных ко

ординат. 

Пусть с трех исходных пунктов, заданных пространствеиными 

координатами xi, Yi· zi, измерены расстояния р 1 , р 2 , р 3 до точки Q 

(см. puc.4.5). По этим данным требуется определить пространствеи
ные координаты х, у, z точки Q. 

Искомые и определяемые величины связаны известными соот-

ношениями: х-Х ~·-У z-Z 
1. = --' 111 = -' _, /1. = __ i 
, Р,. ' , Р,- ' , Р,- , 

р, = ~(х- xJ +(у- rJ + (z- zJ , 
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(4.31) 

( 4.32) 

(4.33) 

( 4.34) 

( 4.35) 

( 4.36) 



Смысл всех обозначений должен быть понятен из puc.4.5. 
Из выражений ( 4.36) видно, что в данной постановке (в принuи

пе возможны и другие подходы) задача сводится к определению на

правляюших косинусов по измеренным расстояниям (в угловой за

сечке- наоборот). 

Используя формулу ( 4.34) и известное условие для направляю
ших косинусов, получим систему уравнений 

L12 1 + М12 т+ N12 n = cos ~~, 
(4.37) 

/ 2 + 111 2 + 11 2 = 1 ' 
где L, М, N- направляюшие косинусы исходных направлений (сто

рон D12 и D13); 1, т, n- искомые направляюшие косинусы линии Q1Q. 

или 

Запишем первые два уравнения системы (4.37) в виде 

Отсюда найдем 

L, 2 1 + М12 т= cos ~~- N12 n = ~ , 
L13 /+А/13 m=cos~ 2 -N13 n=~ 

[LI2 М,2] [/] [~] 
L13 М13 • 111 = f>:. • 

[ 1] [L12 A112 ]-l [~] [q11 q12 ] [~] 
т = L, 3 М, 3 • ?.:. = q" qп · ?.:. · 

Раскрывая (4.40), получим 
/=q11 соs~ 1 +ц12 cos~2 -ll (q11 N12 +ц12 N13 )=A-n 81 , 

( 4.38) 

( 4.39) 

(4.40) 

111 = (/21 cos ~ 1 + q22 cos~2 -n (q21 N12 + q22 N13 ) =С- 11 В2 • ( 4.4 /) 

Смысл обозначений А, В 1 , В2 , Св выражениях (4.41) ясен из срав

нения их средних и правых частей, а элементы qiJ вычисляют по пра-

вилам обрашения матриu _ М13 _ М12 q,, -~, (/12 --~, 

L,, 
п ---
'"11~ - д ' 

д= L12 Л11 _1 - L13 М12 • 

Возводя ( 4. 41) в квадрат, складывая и учитывая третье уравнение 
системы (4.37), получим квадратное уравнение относительно n 

Р n2 -2Q n+T=O, (4.42) 

где Р = 1 + В,2 +в;, Q =А в, +с В2 , т= А 2 + С2 -1 . 

Значение n находят по известной формуле 

Q±~Q2 -Р Т 
111.2 = (4.43) 

р 
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Для определения знака в выражении ( 4.43) необходимо распола
гать некоторой (весьма приближенной) информацией о взаимном 

расположении точек Q1 и Q. 
Остальные направляющие косинусы прямой Q1Q находят по фор

мулаr.t (4.41). Далее по равенствам (4.36) вычисляют координаты вер
шины линейной засечки в пространстве. Для контроля решение мож

но повторить для линии Q2Q (или QзQ) по рассмотренной выше схеме. 

Прилtер решения линейной засечки. 

Исходные данные приведены в табл.4.4. 

Таблица 4.4 

Номер х.м у,м :,м Р,.. 
nункта 

1 2193482,18 1 069 832,74 7 470 270,72 1631067 
2 1 745 583,90 777 184.02 7622157,12 1 617 367 
3 1 291 891,53 776 246.74 7 711 636.23 1 637 234 

\. Вычисление длин исходных сторон Dij и направляюших косинусов L, М, N 
по формулам ( 4.32). 

2. Вычисление углов Р 1, Р2 

cos р, = D,', + р,' - р~ 0,19502208. 
2D" Р, 

D' +Р'-р' 
cosp, = 13 ' 3 =0,29361913. 

- 2 D" Р, 

3. Вычисление коэффиuиентов qij 

. q" q,,] = [L" 
q" L,, 

]

·1 
Af" 
м,) 

D. = L" J'v/ 13 - L13 Af", 
м 

q" = _IJ = 1,2336975' 
D. 
L., 

q., = -~ = -3.7886364' - D. . 

м,. 
q,. =--· =-2,1631779, 

- D. 

q .. = L,, = 3,31110134. 
-- D. 

4. Вычисление коэффиuиентов А, В 1, В2, С 

А = q11 cos р, + q" cos р, = -0.394 62258, 

В, = 'f11 N" + ц12 N" = -0.196 77377, 

В, = ц21 N" + ц" N" = -0,217 84260, 

с= ц" cos р, + q,, cos р, = 0,23333493. 

5. Вычисление коэффиuиентов квадратного уравнения 
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P=i+B12 +B~=l,0861753, Q=A В1 +С В2 =0,02682108. 
Т= А~+ с~ -1 = -0,7R9R27R3. 

6. Определение корней квадратного уравнения, анализ и выбор соответству
ющего значения n : 

Q±~Q'-PT 
111.~ = р ' 

11 = -0,82840356 . 

7. Вычисление остальных направляющих косинусов 

1 =А -11 В, = -0,55763067, т= С -11 В, = 0,05287334. 

Контроль: /2 + m2 + n2 = 1 . 

8. Вычисление приращений координат по линии Q1Q 

!'J..-..:=1 Р,=-909532,87, !!..y=m Р,=86239,97, &=n Р,=-1351181,71. 

9. Вычисление координат точки Q 

х, + !'J..r = 1283949,31, у,+ !!..у= 1156072,71, ;:1 + !1z = 6119089,01 . 

Линейная засечка в местной системе координат 

х 

Рис.4.9. Пространственная линейная засечка в 

местной системе координат 

Пусть в пространствеиной фигуре, изображенной нарис.4.9, изме

рены шесть расстояний. Взаимное положение пунктов, образующих 

фигуру, можно определить следующим образом. Примем пункты 

Q1Q2Q3 за исходные, расстояния между ними обозначим DiJ. Введем да
лее местную систему координат: ее начало поместим в точку Q1, ось х 

направим по линии Q1Q2, ось z- перпендикулярно к плоскости треу

гольника Q1Q2Q3, ось у дополнит систему до правой. Координаты ис

ходных пунктов в этой системе будут иметь следующие значения: 
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Q1(0,0,0), Q"(D12 ,0,0), Q3(D13 cosa,D13 sina,O), 

D" + D 2 -D 2 

гдесоsа= 12 13 23 (4.44) 
2 Dl2 Dlз 

Тогда для направляюших косинусов линий Q1Q2 и Q1Q3 получим 

[.. 2 = 1 , М12 =О, N12 =О , 

L13 =cosa, M 13 =sina, N 13 =0. 

С учетом этих значений система ( 4.37) примет вид 

1 = cos ~1 ' 

cos а l + sin а т= cos ~ 2 , 

/2 + 1112 + 111 = 1 . 
(4.45) 

Отсюда получим выражения для направляюших косинусов линии 

l = cos ~2' 
cos ~ 2 - cos ~ 1 cos а 

111 = . ' (4.46) 
sш а 

n=~I-(( +m 2 ) 

и координат точки 

( 4.47) 

Засечка псевдодальностей 

Если измеренное расстояние содержит систематическую ошибку 

(например, в спутниковых наблюдениях она возникает при рассогла

совании временных шкал на спутниках и наземных пунктах), то урав

нение связи измеренной величины с координатами примет вид 

Р; +8; =~(x-xJ +(у- yJ +(z-zJ . 

Обычно полагают, что в одном сеансе наблюдений значение 8 
остается постоянным. Тогда для определения координат объекта по

требуется измерить четыре псевдодальности (иногда их называют 

квазидальности) с четырех исходных пунктов. Для этого случая полу

чим четыре уравнения следуюшего вида 

~(x-xJ +(у- yJ +(z -zJ- 8 = Р; , (4.48) 

где i = 1 ,2,3,4. 
Можно предложить следуюшее решение засечки псевдодально

стей. Для этого найдем предварительные координаты определяемой 

точки по любым трем дальностям, положив в первом приближении 

8 = О (желательно, конечно, использовать такие дальности, которые 

обеспечивают наилучшую геометрию засечки). Имея предваритель-

106 



ные координаты, составим уравнение поправок для измеренной 

псевдодальности, для чего приведем ( 4.48) к линейному виду* 

-8+11;dx+mk; d_1•+nk; dz+l" =f!P. (4.49) 

В результате получим систему уравнений 

_ 1 ~~ /lll ~~~ 

1 
r 8

1
/р, 

-1 /2 1112 п2 • dx + lp, 
=0, 

-1 13 m3 n1 dy lp, 

-1 /4 1114 114 dz lp, 

( 4.50) 

из решения которой находят поправки к предварительным коорди-

натам, а затем и сами координаты. 

Засечка с измерениыми зенитными расстояниями 

и НаКЛОННЫJIШ даЛЬНОСтЯ.!IШ 

Пусть в пространствеином треугольнике Q1Q2Q (см. puc.4.4) из

мерены зенитные расстояния z1, z2 и наклонные дальности р 1 , р2 • Q1 и 

Q2 - исходные пункты, Q- определяемый пункт. 

Для измеренных величин на пункте Q1 можно составить следую

щую систему уравнений: 

Ll2 /1 + м12 ml + Nl2 ll1 = cos ~~ · 

(1 /1 + 111 =1 111 1 + 11=1 111 = COS Zp (4.51) 
/12 +11112 + 1112 = 1. 

Для пункта Q2 система запишется в виде 

- L12 12 - М12 m2 - N 12 n2 =cos ~ 2 , 

{= 2 f2 +m: 2 m2 +n:2 11 2 =COSZ2 , ( 4.52) 

/~ +т; + п~ = 1. 

В выражениях (4.51) и (4.52) 

L = х2 - xl М = -"2 - J'l N = z2 - zl 
12 D , 12 D , 12 D ' 

D = ~(х2 -х~У + (у2- У1У + (z2 -z~)2 , 
'=i = cos В; cos L, , m=; = cos В; siп L;, n :i = siп В; - направляющие ко

синусы в пунктах Q1 и Q2• 

D2 + р2 _ р; D2 + р2 _ р; 
COS А = 1 - , COS А, = 1 - . l-'1 D pl ...,_ D р2 

*См.: Маркузе Ю.И., Бойко Е.Г., Голубев В.В. Геодезия. -М.: Картгео

центр- Геодезиздат, 1994. 
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Алгоритм решения (4.5/) и (4.52) uеликом повторяет алгоритм 
для решения снетемы ( 4.37). 

Координаты определяемой точки Q вычисляют дважды 

х' = Х1 + р 1 /1 ' 

у' = У1 + р 1 lll1 • 

z' = z1 + Р1 111 ' 

х"=х2 + Р2 /2, 

у"= )'2 + р2 f/12' 

z"=z~+p 2 11 2 . 

Окончательное значение координат определяют как среднее. 

Поскольку в фигуре, изображенной на puc.4.4, одно измерение 
является избыточным, то второе определение координат пункта Q 
имеет смысл не только вычислительного контроля, но и повышает 

точность его местоопределения. 

Выскажем теперь несколько заключительных замечаний по спо

собам решения геодезических засечек в пространстве. Обший подход 

состоит в следуюшем. 

1. Тем или иным способом находят предварительные координаты 
определяемого пункта (в том числе и методами, описанными выше). 

2. Измеренные величины Т; представляют в функuии координат 
и приводят последние к линейному виду, тем самым получая уравне

ния поправок вида 

a;dr:+b;dy+c;dz+lт; =l'r,, i=1,2, ... n, (4.53) 

где а, Ь, с- коэффиuиенты, [dx, dy, dz)T = Х- вектор поправок к 

предварительным координатам, !т= ТО- Т11щ- свободный член, ТО

предварительное значение измеренной величины . 
Например, для измеренного расстояния уравнение поправок за-

пишется 

1; dY +т; dy + n; dz + (Р;"- р;"" )=v Р,. 
Решение системы ( 4.53) ведется по обшим правилам М Н К неза-

висимо от числа измерений (даже если выполнены только необходи

мые измерения). Это предложение придает определенную универ

сальность предлагаемому подходу к решению засечек. В этом случае 

исходная система уравнений поправок (4.53) 
АХ+ L = V, Р 

всегда заменяется нормальной системой 

ATPAX+ATPL=O. 
Далее находят вектор поправок 

[dx] 
Х = ;~ = -(А 1 Р А )-1 А 1 Р L 

и уравненные координаты 

х = х0 + clx , у = у0 + c(l' , z = z0 + dz . 
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Глава 5 

ПЛОСКИЕ КООРДИНАТЫ 

5.1. Значение 11лоских координат 

Система геодезических координат В, L имеет ряд достоинств: 
1) она является наиболее полхоляшей для решения глобальных 
задач геодезии, поскольку эта система является единой для всей 

Земли; 

2) в ней ведется обработка обширных сетей, навигаиионных из
мерений; 

3) в ней решаются прямые и обратные геодезические задачи на 
большие расстояния. 

Однако при решении uелого ряда практических задач геодезии 

она неудобна, а при создании топографических карт просто неприем

лема. Действительно, взаимное положение пунктов в этой системе 

определяется в угловых единиuах, значение которых в линейной мере 

различно в зависимости от широты. Направления меридианов, от ко

торых отсчитываютел азимуты, непараллельны между собой. Вычис

ления - громоздки. Для сравнения приведем, например, формулы 

для решения прямой и обратной геодезических задач на плоскости. В 

прямой задаче будут заданы плоские координаты х 1 , у 1 первой точки, 

прямолинейное расстояние d и позиuионный угол а21 между осью х и 

данным направлением (так называемый дирекционный угол). Коорди

наты второй точки и угол а21 найдутся по очевидным формулам 

х2 =х1 +d cosa 12 , у2 =у, +d sina 12 , а 21 =а 12 ±180°. 

В обратной задаче по заданным координатам двух точек находят 

dиа: 
\'.,- \,' 

tga 12 = -· ---'-' 
х2 -х, 

Ясно, что эти формулы несравненно проше тех, которые приме-

няются при решении аналогичных задач на поверхности эллипсоида. 

Поэтому при решении многих задач геодезии поверхность эллипсои

да заменяют плоскостью и вместо геодезических координат исполь

зуют плоские координаты. 

С этой uелью поверхность эллипсоида изображают на плоскости 

по определенному закону. называемому проекuией, который в обшем 

случае описывается выражениями 

x=.f;(в,L), y=.f~(B,L). (5.1) 
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Формулы (5. /) устанавливают взаимно однозначное соответст
вие межлу точками на поверхности эллипсоида и их изображениями 

на плоскости. 

Таких проекций может быть бесконечное множество. Любая из 

них определяется конкретным видом функций (5. /). В связи с этим 
кратко рассмотрим обшие требования, которым должны удовлетво

рять проекции, используемые в геодезии. Прежле всего, выбранная 

проекция должна обеспечить единой системой координат террито

рию всей страны, создавая тем самым условия для единообразной об

работки всех топографо-геодезических работ. Далее желательно, что

бы линейные и угловые величины на поверхности эллипсоида воз

можно меньше отличались от соответствуюших величин на плоско

сти, т.е. величина линейных и угловых искажений должна быть срав

нительно небольшой. Строго говоря, при использовании любой про

екции можно вычислить все возникаюшие искажения. Однако при 

значительных размерах территорий был бы потерян практический 

смысл перехода на плоскость, так как вычисление больших искаже

ний во многих случаях представляет не менее сложную проблему, чем 

решение геодезических задач непосредственно на эллипсоиде. 

Изложенные требования в известной мере противоречивы. По

скольку поверхность эллипсоида относится к неразворачиваюшимся 

на плоскости, то системы плоских координат с единым началом, поз

воляюшей отобразить точки всей поверхности эллипсоида на плос

кости, практически быть не может. Отсюда вытекает неизбежность 

разделения земной поверхности на части или зоны, которые изобра

жаются одна независимо от другой, кажлая со своим началом коор

динат. Ясно, что чем больше размер зоны, тем больше величины ис

кажений, поэтому размер зоны будет определяться требованиями к 

допустимой величине искажений. 

На основе этих обших соображений профессор Ф. Н. Красовский 

разработал конкретный подход к выбору так называеl\1ЫХ геодезичес

ких проекций, сушность которого заключается в следуюшем. 

1. Система опорных пунктов переносится с поверхности эллип
соида на плоскость строго по определенному закону. 

2. Материалы топографических съемок должны укладываться в 
опорную сеть вовсе без редукций либо с помошью простейших 

формул. 

3. Проекция должна быть конформной, поскольку при построе
нии геодезических сетей основная роль принадлежит угловым изме

рениям. 

В связи с этим напомним главное свойство конформных проек

ций: бесконечно Аtалый контур на поверхности эллипсоида 

liЗобра.жается подобньш eAt)' бесконечно AtaJIЬIAt контуром на плоскости. 
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Отсюда вытекают два важных следствия. 

\. Угловые величины в конформных проекuиях изображаются 
без искажений. 

2. Искажения линейных величин не зависят от азимута. Иными 
словами, масштаб изображения является функuией только коорди

нат данной точки и не зависит от направления. 

Это свойство конформных проекuий позволяет гораздо проше, 

чем в других проекuиях, учитывать линейные искажения при выпол

нение геодезических и топографических работ. 

Из обшего числа конформных проекuий мы будем изучать толь

ко симметричные проекuии, т.е. такие, в которых имеется иентраль

ная (осевая) линия, деляшая весь изображаемый участок на две сим

метричные части. Главное внимание будут уделено проекuии Гаусса, 

как наиболее широко применяюшейся в практике геодезических и 

топографических работ раньше в СССР, теперь в РФ и большинстве 

других стран. 

5.2. Дифференциальные уравнения симметричных 
конформных 11роекций 

х х' 

А dX ..................... . 

t ..... cf..X, 

dY 
о O'~dY_) 

с 

Рис.5.1.Элементарная трапеция Рис.5.2. Э.1ементарная трапеция 

на поверхности эллипсоида на плоскости 

Изобразим элементарную трапеuию эллипсоида (рис.5.1) со сто

ронами dX= М dB, dY= rdL на плоскости, на которой получим фигу
РУ А В С D. На рис. 5.2 линия Ох- изображение осевого меридиана, 

О'х' параллельна Ох. Угол у представляет собой один и тот же угол по

ворота конформного изображения как меридиана, так и параллели 

относительно координатных линий на плоскости. Этот угол носит 

название сближение меридианов. 

Спроеuируем стороны трапеuии на оси координат. Из рис. 5.2 
получим 

,[.,. = ,fx8 + dxL , 

d\' = -d\' + d\' . . . в . 1. 

(5.2) 
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Перед частным дифференuиалом dу8 знак <<минус•> поставлен по

тому, что при увеличении широты точки А ее ордината уменьшается. 

С другой стороны, полные дифференuиалы можно записать в виде 

dx = сх dB + дх dL 
дВ cL ' 
т· д!· 

dy = -· с/В+ -'-dL. 
ав ar 

(5.3) 

Поскольку по условиям конформности масштаб не зависит от 

направления, то для сторон будем иметь следуюшие равенства: 

А D =В С= 111 Mt!B, А В= D С= 111 гdL . (5.4) 

Теперь, с учетом формул (5.2), (5.3) и (5.4), из рис. 5.2 легко найти 
дх 

dx 8 = -dB = 111 М dB cosr, 
д В 

d дxlL d · xL=-c =m1·Lstny, 
дL 

01' 
- dy в = ав dB = -т м dB siп r , 

д у 
dyL = -~-dL = 111 1·dL cos у. 

дL 

(5.5) 

Отсюда получим дифференuиальные уравнения в частных про-

ИЗ ВОДНЫХ 
1 дх 1 д1' 

или в другом виде 

- - =- -·- =т cos r, 
М дВ ,. дL 

1 81· 1 дх 
-·- = - - = 111 sin r 

М дВ ,. дL 

дх М д1• 
-=-......::..... 
дВ г cL' 
су М дх 
-=---
дВ ,. дL 

(5.6) 

(5. 7) 

При взаимно однозначном точечном соответствии между поверх

ностями эллипсоида и плоскостью должны сушествовать функuии 

(5.8) 

которые позволяют осушествлять переход от плоских координат к ге

одезическим. Эти функuии должны удовлетворять следуюшим диф

ференuиальным уравнениям, которые легко получить из (5. 7) 
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сВ ,. дL 

дх м CJ' , 
а в 

ду 

,. дL 

м дх 

(5.9) 



Дифференuиальные уравнения (5.6), (5. 7) и (5.9) описывают весь 
класс симметричных конформных проекuнй. 

Для того чтобы получить какую-то конкретную проекuию, необ

ходимо сформулировать характеризуюшие ее условия, в соответствии 

с которыми искать решение дифференuиальных уравнений (5. 7). 

5.3. Проекция Гаусса 

В СССР с 1930 [,а ныне в РФ и странах СНГ, применяется кон
формная проекuия Гаусса, разработанная им в 1830 г. для обработки 

ганнаверской съемки. Вычислительную сторону дела развил Крюгер 

в 1912 г. Поэтому часто данную проекuию называют проекuией Гаус

са - Крюгера. 

При использовании проекuии Гаусса земной эллипсоид разделя

ется на зоны меридианами. Каждая зона представляет собой сферои

дический двуугольник, ограниченный меридианами с постоянной 

разностью долгот (рис.5.3). 

х 

-у +у 

х 

Ll 

L" = COI/S( 
L~ 

Рис 5.3. Координатная зона на эл- Рис 5.4. Координатная зона на 

липеаиде (северное полушарие) плоскости 

При стандартном расположении зон эта разность составляет 6°. 
Средний меридиан в каждой зоне называется осевым, его изображе

ние принимается за ось абсuисс, изображение экватора - за ось ор

динат (рис.5.4). Эти кривые изображаются прямыми, их пересечение 

определяет начало плоских координат данной зоны. 

Такая проекuия является симметричной относительно оси аб

сuисс. Это означает, что две точки Q1 и Q2 на эллипсоиде (с.м. рис.5.3) 

с одинаковой широтой и с одинаковой по абсолютной величине раз

ностью долгот 1 = IL - L01 после их изображения на плоскости будут 

иметь одинаковую абсuиссу х и одинаковую по абсолютной величи

не ординату у (см. рис. 5.4). Заметим, что на практике, чтобы не иметь 
дело с отриuательными ординатами, к ним прибавляют 500 000 м, а 
перед ординатой указывают номер зоны. 
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Вычисление плоских координат по геодезическим 

Перейдем теперь к выводу формул, позволяюших по заданным 

геодезическим координатам точки на эллипсоиде В, L(l = L- L0) най

ти плоские координаты х, у ее изображения на плоскости. 

Уравнения всех симметричных проекций при малой величине 

разности долгот можно представить в виде следуюших степенных 

рядов х = а0 + а 2 / 2 + а4 / 4 + .. 

y=h1 l+b3 / 3 +Ь5 15 +. 
(5. /0) 

Характерным признаком уравнений симметричных проекций 

является то, что уравнение абсциссы состоит из членов в четной сте

пени разности долгот, а уравнение ординаты - из членов только не

четной степени этой разности. 

Уравнения (5./0) охватывают целый ряд проекций, в том числе и 
проекцию Гаусса. Все эти проекции весьма похожи друг на друга по 

виду изображения меридианов и параллелей. Они различаются лишь 

значениями коэффициентов а; и Ь; в уравнениях (5. /0). 

Для определения коэффициентов в уравнениях проекции Гаусса 

используется следуюшее дополнительное условие: масштаб изобра

жения осевого меридиана для всех его точек принимается равным 

единице, т.е. осевой меридиан изображается без искажений. 

Запишем с учетом этого условия уравнения (5./0) для осевого 
меридиана (1 = 0). 

х=а0 =Х, у=О. 
Отсюда получаем выражение для коэффициента 

/J 

а0 =Х= fмdB. 
о 

(5./J) 

Для определения остальных коэффициентов используем то об-

стоятельство, что проекция Гаусса относится к симметричным кон

формным проекциям и, следовательно, должна удовлетворять диф

ференциальным уравнениям (5. 7) 
Подставляя (5. /0) в уравнения (5. 7), получим 

дх = д(Х +а2 14 +а4 / 4 + ... )=М а(ь, l+b3 / 3 + ... ) 
дВ дВ ,. дl 

су =д(Ь, l+h3 l 3 + ... )=_M д(Х+а2 (+а4 / 4 + ... ) 
(5./2) 

дВ дВ ,. д/ 

или в развернутом виде 

dX + da, 1, + da 4 14 + ... = М (ь, + ЗЬ3 ( + ... ) , 
dB dB dB ,. 

db, l+dbз lз+ ... =-М (2а, 1+4а4 /з+ ... ). 
dB dB ,. 

(5./J) 
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Сравнивая в этих равенствах коэффициенты при одинаковых 

степенях /, находим 

Ь =_!_ dX 
1 М dB' 

Ь __ ,_· da2 
3 - 3М dB ' 

,. db 
а=-- _1 

2 М dB' 
,. db 

а =--- __ 3 
3 4М dB 

(5.14) 

и т.д. Покажем, например, как получаются первые два коэффициен

та . Сравнивая члены при 1 в нулевой степени, получаем 

dX = М Ь Ь = _!_ dX 
dB ,. 1 ' 1 М dB ' 

dX 
но dB = М , тогда Ь1 = ,. = N cos В. 

Сравнение коэффициентов при 1 в первой степени дает 

db 1 2М г db, 
-----а а ---- --
dB - ,. 2 ' 2 - 2 М dB , 

db dl· . 
Учитывая, что - 1 =-=-М sш В (эта производная уже встречалась: 

dB dB 1 
см. формулу (1.92)), получим а, = -N cosB sin В. 

- 2 
Таким образом, техника определения коэффициентов вполне 

проясняется: для получения каждого следующего коэффициента необ

ходимо найти производную предьшущего коэффициента по широте. 

Приведем коэффициенты рядов (5. 10) для вычисления плоских 
координат Гаусса в окончательном виде 

в 

а0 =Х= Jм dB, 
о 

1 
а, =-N sinB cosB, 
- 2 

а4 =_!_N sinB cos3 В (5-tg 2B+9ТJ 2 +4ТJ4 ), 
24 

а6 =-1-N sinB cos5 В (61-58tg 2B+tg 4B+270ТJ2 -330112 tg 2B), (5.15) 
720 

Ь1 = N cosB, 

b3 =_!_N cos3 8 (t-tg 2B+ТJ 2 ), 
6 

1 < ( ' 4 ' ' ') b5 =-N соs·в 5-18tg"B+tg В+14ТJ--5s'Г\- tg-в. 
120 
Ряды (5. 10) с коэффициентами (5.15) обеспечивают точность 

0,001 м в координатах х и у, если разность долгот 1 не превышает 4°, 
что обычно достаточно в большинстве случаев практики. 

Если численные значения коэффициентов вычислить по эле-
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ментам эллипсоида Красовского, то можно получить формулы более 

удобные для счета на ЭВМ* 
в· х =б 3б7 558,49б9-.- {а0 - [0,5 + (а 4 + а6 
р 

z1) ! 1 ] / 2 N} siпB cosB. 
(5./6) 

y=[l+(a3 +а5 12 ) 12 ] 1 NcosВ. 
" (L-L) 

В формулах (5./6) приняты следуюшие обозначения: 1 = р" 0 

- разность долгот данной точки и осевого меридиана зоны (в ради

анной мере), 
а с 

N = , , контроль N = , , , 
.,Jt- е- sin 2 В ..JI +е'- cos- В 

а0 =32140,404-[135,3302-(0,7092-0,0040cos 2 в) cos 2 в] cos 2 В, 
а4 = (0,25 + 0,00252 cos 2 В) cos 2 В- 0,04\бб, 
а6 = (О.lбб cos 2 В- 0,084) cos 2 В . 
а3 = (0,333 3333 + O,OOII23cos 2 в) cos 2 в- О,lбб ббб7. 
а~ =0,0083-[О,lбб7-(0.19б8+0.0040соs 2 в) cos 2 в] cos 2 В. 
При поиижеиных требованиях к точности формулы (5./6) мож

но значительно упростить: 

где 

х = [(а4 / 2 + 0,5) /2 N- а0 ] sin В cosB +б 3б7 558,5В, 
Y.,~,=[(J, (+аз) /2 +1] 1 N cosB+(10n+5) 10~, 

а0 = (0,7 cos 2 В -135,3) cos 2 В+ 32 140,4. 

а3 =(0.0011cos 2 В+О.З333) cos 2 В-0,1бб7, 
а4 = 0,25cos 2 В- 0,042, 

а5 =(0,2cos 2 В-0.!7) cos 2 В. 
Координаты В, 1- заданы в радианной мере, плоские координа

ты получаются в метрах, погрешность их определения не превышает 

0,1 м. 

Вычисление геодезических координат по плоским координатам 

Займемся теперь выводом формул для обратного перехода от 

плоских координат к геодезическим. Для этого функuии (5.8) пред
ставим в виде рядов по степеням ординаты, полагая ее малой вели

чиной. 

ДЛя симметричных проекuий эти ряды будут иметь вид 

*Об ЭIIIOJI1 подробнее с.м.: Практикум 110 высшей геодезии (вычислительные 

работы). - М.: Недра, 1982. 
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В= А0 +А~ у 1 + А4 у 4 + ... , 

1 = ~ у+ Р3 у 3 + Р, у 5 + ... . 
(5.17) 

Все коэффиuиенты в этих рядах представляют собой функuии 

только абсuиссы х. 

х 

у 

L0 L 

Рис.5.5. Вычисление геодезических координат по плоским 

Для точки, расположенной на осевом меридиане (рис.5.5), по

лучим 

Вх = А0 , 1=0, 

где Вх- широта точки Qx, являюшейся проекuией точки Q на осевой 

меридиан, ее плоские координаты х и у будут равны нулю. Для вы

числения Вх используем условие Гаусса относительно осевого мери

дианаХ= х. Тогда из формулы dX = MdB, используя это условие, по-
лучи м 

B.=JdX =fdt. 
·' о м ом 

(5./8) 

Следовательно, широту В,. можно найти как функuию длины ду-

ги меридианах по известным нам формулам (1.66), (1.67), положив в 
них Х = х, а все коэффиuиенты рядов (5./7) можно представить в ви
де функuий широты Вх, что облегчает последующие выводы. 

Перейдем к определению коэффиuиентов в рядах (5.17) для про
екuии Гаусса. По условиям конформ н ости они должны удовлетворять 

дифференuиальным уравнениям (5.9). 
Подставляя ряды (5./7) в (5. 9) и дифференuируя их почленно, 

получим 

dB dA, 2 dA4 4 ,. ( z ) 
dX + dX у + dX у + о о о = м ~ + ЗР3 у + о о о ' 

, ,. (d~ dP3 3 ) 
2А2 у+4А4 у+···=-- -у+- у +··· . 

М dx d< 

(5./9) 

Сравнивая межлу собой коэффиuиенты при одинаковых стеле-

нях у, найдем 
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Р. _М dB 
1 - ,. dx' 

А =--'·- d~ 
2 2М dx ' 

р =М dA1 А ___ ,_· dP3 

3 3г dX ' 4 - 4М dX 
и т.д. Покажем для примера, как получаются первые два коэффици

ента (Р1 и А2 ). Сравнивая члены при у в нулевой степени, получим 

dB = .!.._ Р. Р. = М dB 
dX М 1 ' 1 1·dX' 

dB 1 1 1 
но -=-,тогда~=-=----

dX М ,. Nx cosB, 
Сравнение коэффициентов при у в первой степени дает: 

2А - _.!.._ d~ А - __ ,._ d~ 
2 - М dX' 2 - 2М dX ' 

d~ dUJ 
-=--=-~ 
dX dX г 

dl· 

dX 
N 

Учитывая, что d1· =-М sin BdB, dX =М dB, г= N cosB, М=-, , 
v

получим 

А =- tgB, V2 
1 2N; ' . 

Из полученных формул видно, что правила определения коэф

фициентов в рядах (5.17) остаются такими же как и для рядов (5. 10). 
Приведем эти коэффициенты в окончательном виде: 

в = Jx d\ 
х м' 

о 

v} tgB, 

2N 2 
х 

А =-_6_ (5+3tg2B+ТJ 2 -9Т} 2 tg 2B 4ТJ4 ) 
4 12N , , , х- , ' 

2 

А, ( , 4 , ' ·'4 = 360:v: 61+90tg·в, +45tg в, +4611 ~ -25211~ 

1 
~=----

N_,. cosB,' 

~ ( 2 2) Р, = ---, 1 + 2te В, +Т}, , 
· 6N,~ ~ . 

P;= 12~V4 (5+28tg2B,+24tg4B,+6ТJ~+8ТJ; tg 2B,). 
, ' 

(5.20) 

Координаты В и 1 в формулах (5./7) получаются в радианах. Точ
ность вычислений по ним соответствует точности выражений (5./5). 
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Для вычислений на ЭВМ формулы (5./7) и (5.20) (с коэффиuи
ентами, вычисленными по элементам эллипсоида Красовского) 

можно преобразовать в следуюшие: 

(5.2/) 

где 

в, = р +{50 221 746 + [293 622 + (2 350 + 22 cos 2 р} cos~ р] cos~ р} 1 о- 10 sin р cos р , 

р = х ' 
6 367 558,4969 

-- у 
~- N, cosBx' 

а с 
N, = 1 , контро.1ь: Nx = 1 , 

· '1 1- е2 sin 2 В, '1 1 + е' 2 cos2 В, 

Ь2 = (0,5 + 0,003369 cos 2 в.) sin В, cos В,, 
Ь3 =0,333333-(0,166 667-0,001 123cos2 в.) cos 2 В,, 

Ь4 = 0,25 + (0,16161 + 0,00562cos 2 вJ cos 2 Вх, 
Ь, = 0,2- (0,1 667- 0,0088cos2 В,} cos2 В,. 

Величины В и 1 получаются в радианах. Точность этих формул со
ответствует точности выражений (5./6), т.е. геодезические координа
ты вычисляются до 0,0001 ". При по нижеиных требованиях к точнос
ти (не более 0,003") можно использовать следуюший алгоритм 

1' 1 0--6 = n +а , 
"lje.1 

L = n-0,5 
о 9,5492966 ' 

~ = б 367 558,5 ' 

Bx=[502217+(2936+24cos2 ~) cos2 ~] sin~ cos~ 10-8 +~, 
(а- 0,5) ~~ + 0,00673853cos2 В, 

z - -'-----'--'----'--------__::_ 

х 

- 6,3996989cos В, ' 

b2 =(0,00337cos2 B,+0,5) sinB, cosB,, 

Ь4 = 0,162 cos2 В, + 0,25 , 

Ь3 = (о,оо 11 cos2 В,- 0,1667) cos2 В, + 0,3333, 

ь5 = 0,17 cos2 вх - 0,2 ' 

в = (ь4 z2 -1) ь2 z2 + вх' 
L = [1 - (Ь5 z2 + ьз) z2 ) z + L0 • 

Координаты В и 1 получаются в радианах. 
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Прюtер вычисления n:юских nря,~юугольных координат по геодезически,н 

(табл. 5. 1). 

Исходные данные: В= 51"38'43,9023"; L = 24°02'13, 1360"; L0 = 21 ". 

Таблица 5.1 

В~,, 0.901384542 а, -0,03814988 

sinB 0,7841868 а, - 0,02648123 

cosB 0,6205248 sin В cosB 0,4866075 

cos' В 0,3850510 1' 0,002809566 

lprltJ 
0.053005341 N 1, 17957.096 

N 6 391412,451 6367558,497 в 5739618,7994 

а, 
32 088,400. 

х 57283 74,726 

а, 
0,05497637 l+(a3 +а~ 1') 1' 1 cosB 0,03288760 

а, 
-0.00773241 

у 
210198.193 

Пример вычисления геодезических координат по плоским прямоугольным 

(ma6.1. 5.2). 
Исходные данные: х = 5728374,726; Уuсл = 4710198,193; 
Унат = 210198,193; Lo = 21°. 

~, ... 
~о 

sin ~ 

cos ~ 

cos' ~ 

В_т'ра" 
sinB, 

cosB, 

cos' В, 

N . ·' 
ь, 

ь, 

Таблица 5.2 

0.899618704 ь, 0.31295066 

51 °32'39,6722' ь, 0.13722340 

0,7830898 N, cosB, 30962602,1527 

0.6219086 : 0.05304550 

0.3867703 -· 0.00281382 

0.902070 1 03 [t- (ь, - о.12:' )]. =' . ь, 0.00068556 

0.7846121 Вра,, 0,901384542 

0,6199871 во 51 °38'43,9024" 

0.3843840 1 "'"' 
0,053005342 

6391426,7776 10 3°02'13,1362' 

0,24385467 Lo=Lo +lo 24°02' 13,1 362" 

0.26943480 

5.4. Перенос геодезической линии с поверхности эллипсоида 
на моекость проекции Гаусса 

Пусть на эллипсоиде задана геодезическая линия между точками 

Q1 и Q2 своей длиной S и азимутом А (рис. 5.6). 

На плоскости геодезическая линия и меридиан точки Q1 изобра

зятся кривыми линиями (рис. 5. 7). На практике это приводит к суще
ственным неудобствам, поэтому кривую cr на плоскости заменяют 
прямолинейным отрезком -ее хордой d, направление которой зада-
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ют позиuионным углом а. Этот угол отсчитывается от линии, парал

лельной осевому меридиану до заданного хордой направления на 

плоскости и называется дирекционным углом. 

р 

L0 L 1 

Рис.5. 6. Геодезическая линия на эл
липсоиде 

х 

у 

о 

Рис 5. 7. Изображение геодезичес
кой линии на плоскости 

Таким образом, перенести геодезическую линию на плоскость 

проекuии Гаусса это значит: во-первых, от длины геодезической ли

нии S перейти к хорде ее изображения d, во-вторых, от геодезическо
го азимута А перейти к дирекuионному углу а. 

Наметим подходы к решению этой задачи. Вначале займемся 

изображением длин. Используем для этого обшее выражение для 

масштаба при изображении элементарных отрезков линий в любой 

проекuии dd 
m=-

dS' 
где dS- элементарный изображаемый отрезок (в данном случае это 

дифференuиал геодезической линии), dd - элементарный изобра

зившийся отрезок (дифференuиал хорды). Отсюда длина хорды най-

дется из выражения Q, 

d = f т dS. (5.22) 
Q, 

Перейдем теперь к угловым величинам, которые в конформных 

проекuиях изображаются без искажений, поэтому из рис. 5. 7 будем 
иметь (с учетом знаков) 

Отсюда 

а= А- у1 + б12 , (5.23) 

где у 1 -сближение меридианов в точке Q1; 812 - угол между кривой а 

и стягиваюшей ее хордой d. Этот угол называется поправкой за 
кривизну изображения геодезической линии. 

Условимся о знаках угловых величин, входящих в (5.23). Для уг
ла у направление считается положительным, если двигаться по часо-
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вой стрелке от меридиана данной точки до линии х. Для угла а- nри 

движении по часовой стрелке от линии х до хорды d. Для углао-nри 
движении по часовой стрелке от кривой cr к хорде d. 

Таким образом, для решения зал.ачи переноса геодезической ли

нии с поверхности эллипсоида на плоскость нужно знать три величины 

-т, у и о. Вывод формул для их вычисления рассматривается ниже. 

5.5. Масштаб проекции Гаусса 

Масштаб изображения является важнейшей характеристикой 

любой nроекции. Зная формулу масштаба, можно установить вели

чины и распределение линейных искажений в пределах изображае

мой области. 

При выводе формулы масштаба в качестве исходных используем 

дифференциальные уравнения (5.5) 
1 d\' 
-~=т cosy, 
,. dl 

1 dx 
- - = m siny 
,. dl 

и формулы проекции Гаусса 

х = Х + а2 / 2 + а4 14 + ... , 
у= Ь1 l + Ь3 / 3 +... . 

Возведем (5.24) в квадрат и сложим, тогда получим 

т'",.'' [(~), +(d;)']. 
Дифференцируя (5.25) по аргументу /, найлем 

dx 
-=2а, 1+4а. / 3 + ... , 
dl - ~ 

dy 
-=Ь1 +3Ь3 / 2 + .... 
dl 

Напомним, что в формулах (5.27) 
1 

Ь, = ,. = N cos В, а 2 = l N cos В sin В, 

Ь3 =_!_ N cos 3 В (-tg 2B+V 1 ). 
б 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 

В ходе дальнейших выкладок (в uелях их упрошения) будем удер

живать члены порядка 1 2. Подставляя (5.27) в (5.26) с учетом (5.28), 
получим 

(5.29) 
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( 1 dJ') 2 1 ( , )2 1 ( ' ' ) ---'-- ::::::~ \Ь1 +3Ь3 t· =~ Ь1- +6Ь1 Ь3 t· + ... = 
,. dl ,. ,. 

=1+[cos 2 B (v 2 -tg 2B)](=1+(cos 2 B V 1 -sin 1 B)l 2 • (5.30) 

Складывая (5.29) и (5.30), найлем 
m2 = 1 + V2 cos 2 в 12 • 

Для извлечения квадратного корня применим выражение 
г:---:1 х1 

vl + х" :::::: 1 +--... ,тогда будем иметь 
2 1 ' ' ' m=1+-V- cos·вt·. (5.31) 

2 
Выразим масштаб через плоские координаты, для этого восполь

зуемся приближенной формулой 

у :::::: Ь1 1 = N cos В 1, 

откуда .У2 
( = N 2 cos 2 В . 

Подставляя (5.32) в (5.31), получим 
У2 v2 

111 = 1 +--,- ' 
2N· 

с N2 = Rz 
но поскольку N = v, v2 , 

(5.32) 

(5.33) 

где R- средний радиус кривизны эллипсоида, то (5.33) запишется 
у2 

т= 1 +-, . (5.34) 
2R-

Если при выводе формулы для масштаба удерживать члены по

рядка /4, то вместо (5.3 1) будем иметь выражение 

1' ' '1 2 ( ')4 m=1+-V- cos·вt·+-cosB 5-4tg·B 1. 
2 24 ~ 

(5.35) 

Заменим в этом выражении разность долгот 1 на ординату у по 
второй формуле (5.25) 

3 ( , ) 13 
y=NcosBl+Ncos В 1 -tg·B -, 

б 
из которой можно найти, удерживая члены только порядкау4, 

у ( 2 ) уз cosB=-- 1-tg В -. 
N 6N 3 . 

(5.36) 
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Подставляя (5.36) в (5.35), после некоторых преобразований по-
лучи м 

2 4 
j. \' 

m=i+---, +-·--~. 
2R- 24R 

(5.37) 

Ниже для вывода формул редукuий потребуется выражение на

турального логарифма масштаба. Используем для этого разложение в 
\'2 

ряд In(l + х) = х- -· - + ... , тогда из формулы (5.37) получим 
2 

(5.38) 

Формулы (5.37) и (5.38) можно использовать для учета линейных 
искажений в nределах стандартной зоны при обработке геодезичес

ких сетей всех классов. 

Анализируя выражения (5.37), легко заметить, что линейные ис
кажения быстро возрастают !lРОПорuионально квадрату ординаты. 

с 
Поскольку с изменением широты величина R = -, изменяется не-v-
значительно, то постоянному значению ординаты у соответствует 

практически постоянная величина масштаба. Следовательно, можно 

утверЖдать, что изоколы (линии равных искажений длин) располага

ются практически параллельна оси абсuисс по всей полосе проек

uии. На этом основании проекuию Гаусса наиболее uелесообразно 

применять для изображения полосы, вытянутой на эллипсоиде с юга 

на север. 

5. 6. Сближение меридианов в 11роекции Гаусса 

По определению сближение меридианов на плоскости у (так на

зываемое гауссово сближение меридианов) есть угол меЖду касатель

ной к изображению меридиана в данной точке и линией, параллель

ной осевому меридиану. При выводе формулы для у в качестве исход

ных используем уравнения (5.24), из которых легко найти 

или с учетом (5.25) 

dx dy 
tgY= dl + dl 

d(x +а, 12 + ... ) d(b1 tgy = - + 
~ (// 

(5.39) 

Если теперь коэффиuиенты а;, Ь;, входяшие в выражение (5.40), 
выразить через геодезические координаты по формулам (5./4), выпол
нить деление одного ряда на другой и перейти к arctg(tgy), то после пре
образований, которые мы опускаем, получим следуюшее выражение: 
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y=sinB l+sinB cos'B (1+311~) 1; +sinB cos"'B (2-tg~B) ~:. (5.41) 

Угол у можно также выразить в функuии плоских координат, ис
пользуя лля этого формулы (5.36). Приведем окончательный вид та
кого представления 

tgB. tgB. ( , , ) , tgB. ( , 4 ) , 
у= N' y- 3~N; l+tg·B,-11; у+ 1 ;л,:; 2+5tg·B,+3tg В, У·(5.42) 

.\" х .\ 

Для вычислений на ЭВМ формулы (5.4/) и (5.42) преобразуют к 
виду (коэффиuиенты в формулах, которые приводятся ниже, получе

ны с использованием элементов Красовского): 

1) вычисление у по геодезическим координатам 

у = {1 + l(о,ззззз + 0,00674cos~ в)+ (0,2- 0,067 cos2 в )cos~ В 12 jl' }t sin в; (5. 43) 

2) вычисление у по плоским координатам 

у= {1- [(о,ззззз- 0,00225cos"' вJ+ (0,2- 0,067 cos2 в,)z' ]=' }z sin В, . (5.44) 

В формуле (5.44) значения Вх и z те же, что и в выражении (5.21). 
Сближение меридианов в формулах (5.41)- (5.44) получается в 

радианах. Логрешиость формул составляет менее 0,001" в пределах 
стандартной зоны проекuии Гаусса. 

Для приближенного определения сближения меридианов с точ

ностью до 1' достаточно ограничиться первым членом в формуле 
(5.41), т.е. 

у= 1 sin В. (5.45) 

Знак сближения меридианов совпадает со знаком разности дол

гот 1 = L- L0. 

5. 7. По11равка за кривизну изображения геодезической линии 
на IIЛоскости 11роекции Гаусса 

Q, 

Puc.5.8. Переход к углу на плоскости в проекциu Гаусса 

В проекuии Гаусса углы и направления nереносятся без искаже

ния, но это будут углы между кривыми линиями (рис. 5.8), лля того 
чтобы перейти к углам между хордами, в них нужно внести соответ-
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ствуюшие поправки. На puc.5.8 рэ.l = 13 - 12 - угол на эллипсоиде, 

pn,l = (13 - 813) - (12- 812)- угол на плоскости. Сравнивая эти выраже

ния, получаем P!L1 = рэл + 812 - 813• Найдем формулы для вычисления 8ii. 
В качестве исходного используем выражение (1.6) для угла меж

ду кривой и стягиваюшей ее хордой 

8 =_!_Г S+_!_(dГ) S~+··· 
12 2 б dS ' 

(5.46) 

где Г- кривизна кривой. 

По обшему определению кривизны любой линии 

Г=dа 
dS' 

(5.47) 

где da -угол смежности, dS- дифференциал дуги кривой, стягива

юшей этот угол. Но в данном случае Г- это кривизна конформного 

изображения геодезической линии. Для нее голландским ученым 

Схольсом было получено выражение 

Г= d lnm (5.48) 
dn ' 

которое читается так: кривизна конформного изображения геодези

ческой линии равна производной натурального логарифма масшта

ба по внешней нормали (т.е. нормали к кривой, направленной в сто

рону ее выпуклости). 

После этих замечаний переЙдем к выводу формул. Для этого преж

де всего найдем выражения для кривизны Г и ее производной dГ. 
dS 

Масштаб обычно выражается в функции плоских координат. 

Поэтому формулу (5.48) преобразуем, представив ее правую часть как 
полную производную функции двух переменных х и у: 

Г= дlnm dx + дlnm d.Y (5.49) 
дх dn ~~ dn 

х 

s 

------~~---L-------------- )' 
Рис.5.9. Нормаль к изображению геодезической линии 

Из рис.5.9 имеем 

отсюда 
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dx = dn sin а., dy = -dп cos а., 

dx . 
-- = SIП а., 
dп 

dy 
-= -cos а.. 
dп 

(5.50) 



Далее, дифференuируя формулу логарифма масштаба (5.38), 
) .2 v4 

ln т=-·---·- по переменной у, получим 
2R 2 12R4 , 

д!nm у у -;;;:-= R2 - 3R4 • 
(5.51) 

При дифференuировании по х учтем только пеRВЫЙ член, отбро-
2 

сив второй по малости, тогда, учитывая, что R2 = ~ получим v4 , 
дlnm _ у 2 d ( 1 ) _ у 2 dV 4 dB 
~- 2 dx R 2 - 2с 2 dB dx · 

(5.52) 

Далее 
4 .~{u2t' ' 

dV = ~ = 2V 2 dv- = -2V2 e'2 sin2B, 
dB dB dB 

dB dB 1 
dx,.,dx=м· 

С ошибкой не более порядка f4 можно положить с= М= R, V2 = 1, 
е'2 = е2, тогда, подставляя значения производных в выражение (5.52), 
будем иметь 

д!nm е' 2 sin 2 В 
- / (5.53) ~-- Rз 

С учетом формул (5.50)- (5.53) выражение (5.49) примет вид 

Г= ----+-·- cos а- v- sша. ( v J'3 J е2 sin 2В , . 
R2 3R4 R3 • 

(5.54) 

dГ 
Перейдем теперь к определению производных -. Из формулы 

dS 
(5.54) видно, что Г зависит от переменныху и а весьма в слабой сте-
пени от В, производной по которой можно пренебречь. Кроме того, 

при дифференuировании Г можно отбросить третий член, величина 

которого существенно меньше по сравнению с двумя первыми. Тогда 

dГ аг dy аг da 
-=--+--. 
dS ду dS да dS 

(5.55) 

Для производных, входящих в (5.55), будем иметь 

dГ cosa у 2 dy . 
-=-,-+- cosa, -=sша, 
dy R- R4 dS 

dГ v . / . 
- = -·- sша --- sша 
da R2 3R4 ' 

da у 
-=Г::.:-- cosa, 
dS R2 

(5.56) 

l 
Если ограничиться членами порядка - 4 , то для (5.55) получим 

R 
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dГ 

dS 

cosa siпa •· 2 • 1' 2 . cosa siпa 
+-"--;- cosa sma - -· - cosa sша = ------,:--- . (5.57) 

R2 R' R4 R 2 

Полученные выражения для Г и ее производной - (5.54) и (5.57) 
подставим в формулу (5.46), в которой все величины следует отнести 
к начальной точке Q1• Кроме того, введем обозначения 

S12 COS<X 12 ;:::: d12 COS<X12 = 6х = Х2 - Х1 , 

s12 sina12 ;:::: d12 sina12 = t.y = У2- У!. 

После этих замечаний выражение (5.46) запишется 

ь", = _ _.е:_ (х -х) (J' + Yz- Yl _ _x]__J_L е2 YJ2 ·t.y 
]_ 2Rz z 1 1 3 3R2 2Rz R sin2B1 . (5.58) 

1 1 1 1 

1 
Если использовать среднюю ординату У .. = 2cl'1 + yz), то легко получить 

t.y t.y 
У1 =у., -т, У2 =у"' +т, 

t.y t.y t.y t.y 
yl +з=у.,-6, .1·2 -з=у., +б· 

С учетом этих обозначений формулу (5.58) можно представить в 
виде, обычно используемом при обработке триангуляции 1 класса: 

б" =-f & (у -t.y- у;. J+ f е2 sin2Bт I,Zt"." (5.59) 
12 т 6 3R2 . R - "' "' , 
~ "' т 

где/=--2 • 
2R", 

Формулу для вычисления обратной поправки ь21 можно найти из 
(5.59), поменяв в ней местами индексы в приращениях 6х = х2 - х1 и 

t.y = у2 - у 1 или же изменив знаки перед этими прирашениями на об

ратные. Отсюда 

б" = f t..x (у + t.y- У~, J + f е2 У;, t.y sin2B . 
21 "' 6 3Rz R "' 

т т 

(5.60) 

В триангуляции 2 класса использ.Уются два члена формул (5.59) и 

(5.60) ( t.\') 1 ь· =-! & 1' --- =--! t.x (2v +)') 12 - 111 6 3 - 1 2 ' 

( t.y) 1 ь;l =! t.x У,., +б =зf t...,, (2yz + yJ 
(5.61) 

В геодезических сетях более низких классов учитывают только 

первый член, т.е. 

ь1"2 = -ь;1 =-J t...,". У", = -o,oo2s3 & у'" , 

где 6х и Ym выражены в КИ.)Jометрах. 
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5.8. По11равk·а в длину геодезической линии за масштаб 
ее изображения на 11лоскости 

Выше было выяснено, что для определения длины хорды нужно 
вычислить интеграл (5.22) 

где 

d = J5 mdS, 
1) 

,,2 )'4 

m=l+ i.R 2 + 24R4 • 

(5.63) 

(5.64) 

Интеграл (5.63) в элементарных функциях не выражается, поэто
му для вычисления используют приближенные методы, в частности 

формулу Симпсона: s 
d =б (m1 +4mm +m2 ), (5.65) 

согласно которой нужно вычислить масштаб в трех точках: началь-

ной, средней и конечной, т.е. 
,2 ,4 

т = 1 +....ь_+_)_l-
1 2R 2 24R 4 ' 1 1 

2 4 

=l+...Lш_+~ 
111"' 2R2 24R4 ' 

т т 

~~; \'~ 
т,=!+~+-·---. 

- 2Ri 24R; 
В формулах (5.66) перейдем к средней ординате 

откуда 

Д)! 
,. - 1' + . 
.-J2- .. m 2' 

' ' д,,2 
Yi =У~,- Ym ду+4, 

' ' д,,2 
У2" =у;, + Ym Ду + 4 · 

(5.66) 

(5.67) 

Кроме того, условимся радиус R вычислить только для средней 
точки, а в членах четвертого порядка при м ем у 14 = у24 = у1114 • Эти допу

шения вызовут пренебрегаемо малую ошибку в длине хорды, если ее 

величина не превышает 60 км. 
После подстановки (5.67) и (5.66) в выражение (5.65), получим 

( / д, .. " 1'4 ) 
d=S 1+...::...'!!.,;-+-·-, +~ 

2 R,;, 24 R,;, 24 R", 
или 

дS = d - S = S ..2дr_ + -·-' - + -·'_т- · ( 
.2 д,·" ,.4 ) 

2 R,~ 24 R,~, 24 R,~ 
(5.68) 
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Формула (5.68) применяется при обработке триангуляuии 1 клас
са. В геодезических сетях 2 класса используют выражение 

11S=d-S=S (У;,,+ ду~,J. (5.69) 
2R,;, 24R,~ 

Наконеu, в сетях низших классов применяют формулу 

дS = d - s = У,~, s = о 12з(L)~ s 
2R;, ' 100 ' 

(5. 70) 

в которой Ym и S выражаются в километрах, а поправка (d - S) - в 

метрах. 

Выражение (5. 70) весьма удобно для приближенной оuенки ли
нейных искажений, возникаюших при редукuии длины геодезичес

кой линии на плоскость проекuии Гаусса. Например, на краю шести

градусной зоны (у111 =300 км) получим величину относительного иска-
жения 

d- s =о 123. з" ·10-3 ""-1-s , 900, 

из которой в дальнейшем можно исходить при планировании карто

метрических работ. 

5. 9. Переход от одного осевого меридиана к другому в проекции Гаусса 

При использовании проекuии Гаусса поверхность эллипсоида 

делится на зоны. Изображение какой-либо зоны на плоскости 

представляет собой точную копию изображения любой другой зо

ны. Это означает, что для вычисления координат и редукuий в лю

бой зоне могут применяться одни и те же формулы, что составля

ет большое преимушество проекuии Гаусса перед другими проек

uиями. 

Таким образом, разделение на зоны стандартизует вычисле

ния, но вместе с тем оно вызывает затруднения, когда необходимо 

установить связи между точками, расположенными в разных зонах. 

Ясно, что при этом возникает необходимость перевычисления од

ного из пунктов в другую систему плоских координат с новым осе

вым меридианом. По сушеству, это означает, что одна из зон долж

на быть расширена. 

Рассмотрим сушность этой задачи. Некоторая точка эллипсои

да с координатами В и L после изображения ее на плоскости в пер
вой системе с осевым меридианом L0 будет иметь координаты х и у. 

Эта же точка в соседней зоне с осевым меридианом L'o будет иметь 
координаты х' и у' (puc.5.10). 
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х х' 

Q~ 

Puc.5.10. Переход от одного осевого Jotepuдuaнa к другоАtу 

Перевычисление плоских координат х и у в координаты х' и у' оз

начает переход от одного осевого меридиана к другому, эту операuию 

кратко называют <<Переход из зоны в зону>>. 

На практике применяются два способа перехода к другому осе

вому меридиану. 

Первый и основной способ состоит в следуюшем. 

1. Заданные плоские координаты в первой зоне х и у перевычис
ляют в геодезические по формулам (5. 16) 

В= В,+ А2 у2 + А4 у4 + ... ' 

1=~ у+Рз i+···, 
L=L0 +1. 

2. По вычисленным геодезическим координатам определяют 
разность долгот 1' по отношению к новому осевому меридиану 

Г=L-L0 . 

3. Вычисляют плоские координаты х' и у' в соседней зоне по 
формулам (5.9) с новой разностью долгот 

х' = Х + а2 /'2 + а4 /'4 + ... ' 

у' = Ь1 t' + Ь3 1'' + ... . 

Как видно, этот способ uеликом основан на использовании уже 

известных формул и удобен при счете на ЭВМ. 

Второй способ состоит в непосредственном преобразовании 

плоских координат в плоские же без промежуточного перехода к гео

дезическим координатам. 

Известно, что аналитическая функuия комплексного перемен

нога р + iq =/(и + iv) осушествляет конформное отображение одной 
поверхности на другой. Будем искать такую функuию 

х' + iy' = I(x + iy) , (5. 71) 

которая отображала бы точки плоскости одной зоны проекuии Гаус

са в соседнюю зону. Разложим функuию (5. 71) в ряд Тейлора в окре
стности точки Q0 с координатами х0 и у0 (эту точку называют узловой) 
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х' + iy' = /(.\"0 + iy,,)+f'(.\·0 + Z1'0 ) (~х + i~y)+ ~Г(х0 + iy0 ) (~х + it\y)' + ... , (5. 72) 

где 6х = х- х0 , 6у = J'- Уо. 

Введем обозначения 

(( • ) 1 • 1 
. Xl) +1)'0 = Х0 +ly0 , l /""( . ) D "D - . Хо + IJ'o = 111 + 1 ~~~, 

11 
тогда (5. 72) запишется 

х' + iy' =х~ +iy~ + (D11 +Щ2 ) (6х +i6y)+ (D21 +iD2J (~х +i6;J + ... 
Разделяя действительную и мни!\Iую части, получим 

х' = х~ + D11 ~'- D12 6у + D21 (<i.Y~- 6/ )- D22 (26.\" 6у)+ ... , 

y'=y~+D11 L'1y+D11 ~Y+D21 (2~У 6y)+D22 (6х2 -Ду2 )+ .. . 
(5. 73) 

Вычислительная схема ясна. Пусть известны координаты узло

вой точки Q0 в обеих зонах и значения коэффициентов D11;. Тогда, об

разовав разности координат некоторой точки Q и узловой точки 6.\", 
ду и подставив их в (5. 73), получим координаты этой точки в сосед
ней зоне. 

Несмотря на внешнюю простоту, данный способ не лишен недо

статков. Производные D11 ;, входящие в формулы (5. 73), определяют 
численными методами. Поскольку они являются функциями коор

динат, то рассматривать их в качестве постоянных величин можно 

лишь в ограниченной области. 

Укажем мет'Од определения величин D11 ;. 

Пусть в некоторой области необходимо преобразовать коорди

наты n пунктов в соседнюю зону. Выберем из массива четыре пункта, 
координаты которых определим в обеих зонах. Один из них примем 

за узловой Q0• Далее вычислим разности координат узлового и ос-

тальных совмещенных пунктов 6.\"; = Х; - х0 , ду; =У; - у0 и свободные 

члены уравнений (5. 73) lx; = х 0 - xj, /у;= у 0 - у';· Теперь систему (5. 73) 

можно записать 

дXD+L=V, 

где дХ- матрица коэффициентов уравнений, образованная по раз

ностям координат 6.\" и 6у; D = [D 11 , D12 ... D11;] т- переменный вектор 

неизвестных (размерность D, т.е. число D11 ;, устанавливает вычисли

тель); L = [/~ 1 , lu 1 ... 1y;]T- вектор свободных членов. 

Далее составляют и решают нормальную систему 

М 7 М D+M 1 L=O, D=-(M 1 м)- 1 M 1 L. 

Исследования, выполненные на кафедре высшей геодезии 

МИИГАиК, показали, что для достижения необходимой точности 
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(сравнимой с точностью первого способа) достаточно ограничиться 

четырьмя коэффиuиентамн D11i(D 11 , D12 , D21 , D22 ). Заметим также, что 

приращения дх и ~У следует выражать в километрах (если их выражать 

в метрах или сантиметрах, то ряды (5. 73) становятся расходящимися). 

Решение обратной геодезической задачи в плоских координатах 

В практике геодезических работ иногда возникает необходи

мость вычислить длину и азю.1уты геодезической линии (т.е. решить 

обратную задачу) между двумя точками, для которых даны плоские 

координаты Гаусса. 

Задача имеет несколько вариантов решения в зависимости от 

взаимного расположения точек Q1 и Q2• 

1. Точки Q1 и Q2 располагаются в пределах одной зоны проекuии 

Гаусса, 5 12 s 600 км. Для этого случая используют формулы 

Далее находят поправку д5 в длину геодезической линии, ис

пользуя выражение (5.68), в котором в правой части величину 5 заме
няют на d. Вычисляют сближение меридианов в Т()ЧКах Q1 и Q2 по 

формулам (5.4/) и поправки о 12 и о21 по формулам (5.59) и (5.60). 
В заключение находят длину геодезической линии 5 12 = d 12 - ~5 

и ее азимуты А 12 = а 12 +у 1 + о 12 , А21 = а21 +у2 + 021. 

2. Точки Q1 и Q2 располагаются в смежных зонах проекuии Гаус

са, 5 12 s 600 км. В этом случае необходимо предварительно привести 
координаты обоих пунктов к одному осевому меридиану, а затем ре

шить обратную задачу по приведеиным выше формулам. 

3. Если расстояние между точками превышает 600 км , то необ
ходимо от плоских координат перейти к геодезическим и решить об

ратную задачу одним из способов, описанных в главе 3. 

При.мер преобразования nюских координат Гаусса из одной зоны в другую. 

Исходные данные: х 1 = 5728374,726 м; у 1 = 210298,193 м; L01 = 21°. 

Требуется найти координаты этой же точки в смежной зоне с L011 = 27°. 

На первом этапе перехолят от х 1 , у 1 к В, L по формулам (5.2/) (maб.z. 5.3). 

На втором этапе вычисляют х11 , у 11 по формулам (5./6), но с новой разностью 

лолгот 1' = L- L011 = L - 27". 
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Таблица 5.3 

в,"т 0.901384542 а, -0.03814988 

sin В 0.7841868 а, -0,02648123 

cosB 0,6205248 siв В· cosB 0,4866073 

cos' В 0,3850510 1' 0.002674381 

IJ'<f" -0,051714418 N-1' 17093.072 

Л' 6391412.451 6367558.4969·8 5739618.800 

Uo 32088,400 Xu 5728164,728 

а, 0.05497637 l+(a,+a, 1')1; 1 cosB - 0.03208680 

и, 0,00773241 У и - 205079.963 

5.10. Ирактика применения проекции Гаусса в СНГ 

Область распространения системы плоских координат называют 

координатной зоной. 

В основу построения единой общегосударственной системы 

плоских координат в СНГ положено разделение поверхности север

ной половины эллипсоида на ряд совершенно одинаковых сферои

дических треугольников, ограниченных экватором и меридианами с 

разностью долгот 6°. Эти треугольники называют шестиградусными 
меридианными полосами. 

Изображение на плоскости каждой шестиградусной полосы в 

поликонической проекuии представляет собой колонку листов Меж

дународной карты мира в масштабе 1:1000 000. 
Изображение этой же полосы на плоскости в проекuии Гаусса 

представляет собой шестиградусную координатную зону. 

В пределах каждой такой зоны размешается uелое число трапе

uий топографических карт в масштабах от 1:500 000 до 1:10 000. 
Счет координатных зон ведется с запада на восток. Номер коор

динатной зоны отличается от номера соответствуюшей колонки лис

тов миллионной карты на 30. 
Номер зоны n и долгота осевого меридиана L0" этой же зоны свя

заны равенством L0" = бп - 3. Всего на территории СНГ создано 29 
шестиградусных зон с номерами от 4 до 32 и соответственно установ-
лено 29 осевых меридианов со стандартными долготами 21°, 

27° ... 183°, 189°. 
Как уже отмечалось выше, для исключения из обращения отри

uательных ординат принято добавлять к ним постоянную величину 

500 000 м и приписывать слева номер зоны. В результате получается 
число, представляюшее собой условную ординату. 

Важным является вопрос о выборе ширины координатных зон. 

При выполнении геодезических работ ширина зоны может быть 

произвольной, так как современные методы и средства вычислений 
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позволяют получать плоские координаты в проекции Гаусса при зна

чительном удалении точек от осевого меридиана. Например, плоские 

координаты с точностью до 0,01 м можно вычислять по формулам 
(5./5) при ширине координатных зон до 18°, а по другим формулам* 
и в более широких зонах. 

По-иному дело обстоит в топографии. Основное требование к 
любой проекции, применяемой при создании топографических карт, 

состоит в том, чтобы расстояния, измеренные по карте определенно

го масштаба, были бы практически равны соответствуюшим расстоя

ниям на местности. 

Точность расстояния, измеренного между двумя точечными объ

ектами на топографической карте, характеризуется средней квадра

тической ошибкой О, 7 мм, независимо от этого расстояния. 
Для различных масштабов карты ошибке О, 7 мм соответствуют 

величины, показанные во второй колонке табл. 5.4. 

Таблица 5.4 

Масштаб !!..d. м S,Юi !'.S,м 

карты 

1:10 000 7 7,5 7 
1:25 000 18 15 14 
1:50 000 35 30 28 
1:100 00 70 60 56 
1:200 000 140 120 112 

Максимальные расстояния S, которые можно измерить между 
двумя наиболее удаленными друт от друга точками в пределах одного 

листа карты, приведены в третьей колонке табл. 5.4. 
Максимальные линейны~ искажения t:.S, вызванные масштабом 

проекции, подсчитанные по формуле (5. 70) для широты 35°, приве
дены в четвертой колонке табл. 5.4. 

Относительное искажение длин линий для карт всех масштабов 

составляет 1:1070. 
Сравнивая между собой величины дd и t:.S, замечаем, что для 

карт всех масштабов эти величины примерно одного порядка (для 

территорий СНГ максимальные значения дS даже несколько мень

ше). Следовательно, при выполнении картаметрических работ на то

пографических картах всех масштабов в пределах одной шестигра

дусной зоны линейными искажениями, возникающими в проекции 

Гаусса, можно пренебречь. 

Изображение поверхности эллипсоида отдельными меридиан

ными полосами создает определенные трудности в тех случаях, когда 

необходимо установить геодезические связи между пунктами, коор

динаты которых заданы в разных координатных зонах. 

* Слt.: Морозов В.П. Курс сфераидической геодезии.- М.: Недра, 1979. 

135 



Для таких случаев необходимо, чтобы шестиградусная зона была 

расширена. Поэтому соответствуюшими инструкuиями предусмот

рено для всех пунктов, расположенных на 30' по долготе к востоку и 
западу от граничных меридианов шестиградусных полос, помешать в 

каталоги два значения плоских координат: вычисленные от осевого 

меридиана своей зоны и от осевого меридиана ближайшей соседней 

зоны. Это означает, что при геодезических работах фактически при

меняют координатные зоны шириной 7° по долготе, перекрываюшие 
друг друга на 1°. 

При выполнении крупномасштабных съемок (1:5000 и крупнее) 
требования к точности изображения положения объектов местности 

на картах повышаются. Поэтому для производства рекомендуется 

применять трехградусные зоны, осевые меридианы которых могут 

совпадать с осевыми и граничными меридианами стандартных зон 

или располагаться произвольно. Например, при съемках городов или 

крупных инженерных объектов в качестве осевого выбирают мериди

ан, проходяший поблизости от uентра съемки. 

Но во всех случаях применения местных систем координат, ор

ганизаuии, использующие эти системы для решения своих ведомст

венных задач, обязаны плоские координаты своих пунктов перевы

числить в общегосударственную систему плоских координат в шес

тиградусных зонах. 

Вычисление плоских координат в триангуляции 1 класса 

Плоские координаты пунктов триангуляuии 1 класса вычисля
ются после уравнивания триангуляuии, если уравнивание ведется в 

геодезических координатах, или в проuессе предварительных вычис

лений, если уравнивание ведется в плоских координатах. 

Рассмотрим последовательность вычислений плоских координат 

на примере редуuирования треугольника триангуляuии 1 класса с эл
липсоида на плоскость проекuии Гаусса. 

Независимо от того, окончательно уравнены углы в треугольни

ках или только предварительно (например, введением одной трети не

вязки в каждый угол треугольника) в каждом сферическом треуголь

нике сумма его углов будет равна 180° плюс сферический избыток. 
В треугольнике должны быть известны: геодезические коорди

наты В, L исходного пункта, длина одной стороны на эллипсоиде и ее 
геодезический азимут. 

Задачу редуuирования можно представить в виде алгоритма. 

1. Вычисление прямоугольных координат х 1 , у 1 исходного пунк

та 1 по геодезическим координатам В1 , L1 с точностью до 0,001 м по 
формулам (5. /5) или (5. /6). 
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2. Вычисление сближения меридианов у 1 в исходном пункте 1 по 
формулам (5.43), (5.44). 

3. Вычисление длин сторон треугольника в первом приближении 

sin А 5 = 5 sin В 
5~з =512 -. -, 13 12 . 

sшС sшС 

4. Построение схемы треугольника в масштабе, например, 1: 100 000 
по координатам исходного пункта х 1 , у 1 , исходной стороне 5 12 и из

меренным углам А, В, С. Снятие со схемы приближенных координат 

точек 2 и 3 с точностью до О, 1 км. 
5. Вычисление поправок cS за кривизну изображения геодезичес

кой линии и t!..S за переход к хорде ее изображения на плоскости в 
первом приближении 

l 

8; = -8;; = -0,00253у"' д.".ki, t!.S = 0,12(:~~) S~; , 

Заметим, что здесь у111 , t!.x, 5 выражены в километрах. 
6. Вычисление дирекuионного угла исходной стороны в первом 

приближении 

7. Вычисление поправок!!..; в углы в первом приближении и са
мих углов на плоскости 

6.1 = 812 -813' 6.2 = 823-821' 6..1 = 831-832' 

А' =А+ 6.1 , В' = В+ 6.2 , С' = С+ 6.3. 

8. Вычисление координат вершин 2 и 3 треугольника в первом 
приближении 

где 

Xz = х1 + L~ .. x12' 

Yz = У1 + 6.J'12 , 

t!..xlz = dl2 cosal~, 

L'1y1z = d1z sina1z' 

dl2 = 512 + д512 ' 

а1з =а12- А'. 

Х1 = Х1 + 6....:13 , 

Уз =У1 +L'1У1з• 

дх13 = d 13 cosa13 , 

ду13 = d 13 sina13 , 

d1з = 513 + !1513 • 

Здесь координаты вычисляются с точностью до l м, угловые ве
личины -ДО l ". 

9. Вычисление поправок cSk; в направления по строгим формулам 

(5.59) и поправки t!..S в исходную сторону S12 по формуле (5.68). 
1 О. Вычисление поправки !!..; в углы и самих углов на плоскости во 

втором приближении с точностью до 0,001". В результате введения 
поправок в сферические углы сумма углов в каждом треугольнике 
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должна равняться точно 180°, поскольку сумма поправок в сфери
ческие углы равняется сферическому избытку с обратным знаком 

(Д! + Д2 + дз = -Е). 

11. Вычисление длины исходной стороны на плоскости и ее ди
рекционного угла во втором приближении. Вычисления ведут с точ

ностьюдо0,001 ми0,001". 

12. Заключительные вычисления длин сторон треугольника и ко
ординат его вершин 2 и 3 на основании значений ak; и aik• получен

ных во втором приближении. 

ПриJ11ер редуцирования стороны триангуляции 1 класса на плоскость. 
Исходные данные: в, =51°38'43,9023'; L, =24°02'13.!360'; В1 =51°32'; 

S12 =25938,210м; А11 =118°49'32,702'. 

1. Вычисление плоских координат по геодезическим (см. пример в табл.5.1) 

Х1 = 5728374,726 М, Унат = 210198,193 М, .\',,._, =4710198,193 М. 

2. Контрольные вычисления геодезических координат по плоским (см. при
мер в табл. 5.2). 
3. Вычисление сближения меридианов по формуле (5.43) 

У! = 2°22'56, 737. 

4. Вычисление приращений плоских координат с точностью до О, 1 км 

6х12 = S12 cos(A, 2 -у,)= -11,6 км , 
6у12 = S12 sin(A, 2 -У,)= 23,2 км , 

6у 
у .. = у, + ___j]_ = 221,8 101 . 

2 

5. Вычисление приближенных редукuий 
о,;= 0,00253у., 6х" = 6', 

6S12 = 0,123(у,. 0,01)1 S, 2 = 16 м. 

6. Вычисление приращений плоских координат с точностью до 1 м 

0:12 = А, 2 -у,+ 012 = 116°26'42", 

d,, = s" + 6S,, = 25954 м, 

6х12 = d 12 coso:, 2 = -11558 м , 

6у, 2 = d 12 sino:12 = 23238 м , 

у т = 22181 7 м . 

7. Вычисление точных редукuий по формулам (5.59) и (5.68) 

о, 2 =6,371', о21 =-6,59Т, м" =15,677~1. 

8. Окончательное вычисление плоских координат второго пункта 

0: = 116°26' 42,336'' d" = 25953,887 м ' 
х2 =х1 +d12 coso:12 =5716816,42м, 

у, =у, +d12 sino:12 =4733436.305м. 
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5.11. Краткие сведения о других геодезицеских 11роекциях 

В большинстве стран мира в настояшее время используется про

екuия Гаусса, иногда под другим названием. В некоторых регионах, 

например, на Кубе, ряде штатов США применяется конформная ко

ническая проекuия Ламберта, в части африканских стран и отдель

ных департаментах Франuии встречаются проекuии Ламберта и Рус
силя. В связи с этим приведем краткие сведения об этих проекuиях и 

наметим общий подход к перевычислению координат точек из одной 

проекuии в другую. 

Поперечная проекция Меркатора 

Это другое название проекuии Гаусса, распространенное глав

ным образом в зарубежной литературе. В США ее называют The uni
versa\ transverse Mercator projection или сокращенно проекuия UTM. 

Единственное отличие данной проекuии от проекuии Гаусса, ис

пользуемой в России, состоит в том, что в ней масштаб изображения 

осевого меридиана принимается равным 0,9996. При таком выборе 
масштабного коэффиuиента появятся две изоколы с нулевыми ли

нейными искажениями, которые будуТ располагаться к западу и к 
востоку от осевого меридиана (в проекuии Гаусса такая изокола одна, 

она совпадает с осевым меридианом). Это естественно приводит к 

уменьшению линейных искажений на краю зоны в проекuии UTM. 
Переход от проекuии Гаусса к проекuии UTM (при одном и том 

же эллипсоиде) осуществляется следующим образом*. В нашей стра

не в геодезии применяется левая система плоских прямоугольных ко

ординат, в которой осьх направлена на север, ось у на восток. В США 

и некоторых других странах применяется правая система плоских ко

ординат, в которой ось х направлена на восток, ось у - на север. 

С учетом этого формулы связи проекuий Гаусса и UTM имеют вил. 
\. При определении проекuии UTM в левой системе 

XL'l:\1 = k Хг' J'ст.\1 = k J'г' mLTM = k т г' У LTH =у Г • 

2. При определении проекuии UTM в правой системе 
XUT.\1 = k J' Г ' J'cr.\1 = k Х Г' тUТ.\1 = k т Г ' у IЛ.\1 = У Г' 

где k = 0,9996. 

Конформная коническая проекция Ламберта 

Коническими проекuиями называются проекuии, у которых па

раллели изображаются конuентрическими окружностями, а мериди

аны - прямыми линиями-радиусами этих окружностей. <<Параллель 

касания•> с широтой В0 называют нормальной параллелью. 

*Об эmом подробнее с.м.: Бугаевекий Л. М. Математическая картография. 

- М.: Златоуст, 1998. 
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Рис.S./1. Коническая проекция Лалtберта 

Положение произвольной точки Q (рис.5.11) на плоскости опре
деляется декартовыми координатами х и у или полярными координа

тами р и у. Связь между ними легко устанавливается по рис. 5.11 
Х = Pu - р cos у , 

у= р siny. 
(5. 74) 

Уравнения всех конических проекuий в общем виде можно записать 

р = I(B), у=~ 1 , 
где ~ - постоянная величина, определяемая дополнительными усло

виями. Угол у есть сближение меридианов в конических проекuиях. 

Величина р вычисляется по формуле 

р = k е~~ , (5. 75) 
в которой k- постоянная интегрирования, е- основание натураль

ных логарифмов, l:!q = q- q0 - разность так называемых изометриче-

ских широт. 

Изометрическая широта вводится по определению 

м 8М 
dq=-dB, q= f-dB. (5.76) 

г о ,. 
После выполнения операuии интегрирования (5. 76) примет вид 

q=..!_ 111 t+sinB_~ 111 l+sinB. (5_77) 
2 1- siп В 2 1- sin В 

Для перехода от заданной разности геодезических широт !:!В к 

разности изометрических широт l:!q вместо использования довольно 
сложной для вычислений формулы (5. 77) применяют следуюший ряд: 

или 

l'.ц=('/q) I'.B+(d'q) М'+··· 
dB 0 dB' 0 2 

(5. 78) 
где 

tgBu ( 2) 
/ 1 = , , f, = 4 1 + 3 n 11 • 

,. . cos в - ? j/ cos в . 1 
u u - u u 

В проекuии Лаl\lберта постоянные параметры имеют значения: 

~ = siпB11 , k =р0 = N ctgB0• 

140 



Текущие полярные координаты вычисляют по формулам 
у= siпB 1, 

р=ро-~Р. 

где 1 =L- L0. 

~Р =Ро [~ ~q-~(~ ~qY]. 
Плоские прямоугольные координаты находят из выражений (5. 74). 

Формула для масщтаба в проекции Ламберта имеет вид 
f/2 

m=l+-0- ~х 2 +··· . (5.79) 
2Ng 

Из выражения (5. 79) видно, что в этой проекции линейные иска
жения растут пропорционально квадрату абсциссы, т.е. изоколы рас

полагаются практически параллельна оси ординат. Отсюда следует, 

что проекцию Ламберта целесообразно применять для территорий, 

вытянутых с запада на восток. 

Стереографическая проекция Руссиля 

О' 

Рис. 5.12. Стереографическая проекция Руссиля 

Стереографическая проекция представляет собой перспектину 

шара на плоскость, причем центр перспектины находится на поверх

ности шара - в точке, наиболее удаленной от плоскости проекции 

(точка О' на рис. 5.12). 
Пусть в точке О с координатами В0 , L0 плоскость касается шара. 

Эта же точка принимается за начало плоских координат, ось абсцисс 

направлена по касательной к осевому меридиану ОР в сторону Север

ного полюса. Ось ординат направлена к востоку. Точки шара проеци

руются на плоскость прямолинейными лучами из точки О', диамет

рально противоположной точке О. 

Французский инженер Руссиль предложил способ непосредст

венного изображения эллипсоида на плоскости в стереографической 

проекции. В качестве исходного уравнения проекции Руссиль взял 

уравнение изображения осевого меридиана в виде 
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х" = Llx + kJ fl.x 3 + k5 L1x5 , 

'" 14 JМ:N: Llx = х- х0 , k - R- k R" /) 'vf N з-J2''()• s=l20''()• "()='о о• 
(5.80) 

где х0 -длина дуги меридиана от экватора до начальной точки про

екuии с широтой В0 . 

Используя (5.80), выражения для плоских координат можно по-
лучить в виде следуюших рядов: 

где 

х = с/: + С2~ + С3~ + · · · 

у= CIQI + СД2 + C3QJ + ... 

С1 = N0 cos80 , С2 = -~N0 sin80 cos80 , 

C3 =-_!_N0 cos3 B (l+Т)~-2tg 280 ), 
12 

~=Llq, Ql =1' 

Ре_ = ~2 - Q\2 ' Q~ = 2~Ql' 

Рз = ~ ~ - Q\Q2' Q) = ~Q2 + Q/~ 

(5.81) 

Здесь 1 = L - L0, Llq = q - q0 - разность изометрических широт, вычис

ляемая по разности заданных геодезических широт L1B = В - В0 по 
формуле (5. 78)_ 

Формула для масштаба в проекuии Руссиля имеет вид 
' , 

:с+\'-
т= 1 + --~- . (5.82) 

4R0 
Анализ выражения (5.82) приводит к выводу, что линейные иска

жения в этой проекuии возрастают равномерно по всем направлени

ям от начала координат. Изоколы представляют собой конuентричес
кие окружности. Следовательно, проекuию Руссиля выгодно приме

нять для территорий с округлыми очертаниями. 

В заключение рассмотрим способы перевычисления координат 

точек из одной проекuии в другую. 

Существует много способов такого перевычисления, основанных 

на теории отображений с помощью аналитических функuий ком

плексного переменного. Однако при этом все вычислительные проuе
дуры предполагают, что изображается один и тот же эллипсоид в раз

ных проекuиях, что, конечно, ограничивает общность такого подхода. 

Поэтому более естественным и удобным будет следующий путь. 

1. По плоским координатам в исходной проекuии вычисляют ге
одезические координаты на некотором эллипсоиде. 

2. Геодезические координаты исправляют поправками, если это 
необходимо, за переход на новый эллипсоид. 

3. По найденным таКИi\1 образом геодезическим координатам на
ходят плоские координаты в нужной проекuии. 
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