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Эта книга посвящается памяти

Weikko Aleksanteri Hciskanen
(1895-1971)

первопроходца, инициатора и соавтора учеб­
ника "Физическая геодезия", чьи мечты ста­
ли явью и превзошли все наши ожидания.



Предисловие к русскому изданию

Физическая геодезия -  наука о фигуре Земли и ее иоле силы тяжести -  бы­
ла значительно продвинута вперед -  и теоретически, и практически -  трудами 
российских ученых. Важнейшие достижения в области физической геодезии 
неразрывно связаны во всем мире с именем М.С. Молоденского (1909-1991). 
"Задача Молоденского’1 является основной краевой задачей геодезии; а в ма­
тематике это одна из "трудных" обратных задач нелинейного функциональ­
ного анализа.

Теория прогнозирования случайных процессов, развитая примерно в 1940 
году независимо друг от друга двумя величайшими математиками, Андре­
ем Колмогоровым в России и Норбертом Винером в США, была применена к 
аномальному полю силы тяжести Земли. Прогнозирование силы тяжести мето­
дом наименьших квадратов было обобщено и превратилось в другой мощный 
инструмент физической геодезии -  среднеквадратическую коллокацию. Пио­
нером этого метода в России стал Юрий Нейман, автор первой монографии 
(1979 г), трактующей эту задачу с позиций функционального анализа.

Возможно другое совпадение: 1957 год был Международным Геофизиче­
ским Годом. Все мы знаем, что в этом году был запущен первый Спутник. В 
настоящее время без искусственных спутников уже немыслимо определение 
глобальных свойств Земли и ее поля силы тяжести, достаточно вспомнить о 
глобальных системах позиционирования, таких как GPS и ГЛОНАСС...

Может быть, эта вводная книга станет маленьким "спасибо", крошечным 
даром в ответ на то, что мы и целое поколение геодезистов во всем мире 
получили от наших российских коллег.

Переводчик Лейла Сугаипова и редактор Юрий Нейман не только проде­
лали большую и бескорыстную работу но переводу нашей книги, но они также 
исправили погрешности и улучшили текст. Профессор Нейман также редак­
тировал русский перевод ("Современная физическая геодезия", 1983 г) книги 
Г. Морица "Advanced Physical Geodesy", 1980 г. Им, и всем, кто внес вклад в 
это издание, мы выражаем свою сердечную благодарность.

Грац, март 2007 Бернхард Гофмапн-Велленгоф, Гельмут Мориц



От редактора перевода

Университетский учебник по физической геодезии Physical Geodesy by Weikko 
A. Heiskanen and Helmut Moritz, вышедший в свет в 1967 году, очень быстро 
и надолго завоевал признание геодезистов -  от студентов до крупных учёных 

буквально во всём мире. И хотя на русский язык эта книга так и не была 
переведена, она сыграла заметную роль в развитии и отечественной геодезии. 
В знак признания этого факта профессору Гельмуту Морицу в 1999 году при­
своено звание почётного доктора Московского государственного университета 
геодезии и картографии.

Новый учебник Physical Geodesy by Bernhard Hofmann Wellenhof and Helmut 
Moritz, перевод которого предлагается русскоязычным читателям, построен 
на базе упомянутого учебника Physical Geodesy by Weikko A. Heiskanen and 
Helmut Moritz 1967-го года, но, по существу, является совсем новой работой, 
отражающей все те революционные события, которые неузнаваемо изменили 
облик геодезии за прошедшие почти четыре десятилетия. Авторы не стреми­
лись "объять необъятное", и некоторые интересные вопросы, например, раз­
ного рода спектральные методы, обойдены молчанием. Но основные разделы 
университетского курса физической геодезии изложены очень подробно и до­
ступно. Современная трактовка теории М.С.Молоденского 1, редукция силы 
тяжести в свете этой теории, средняя квадратическая коллокация и многое 
другое представляет интерес не только для студентов, но и для специалистов.

Я благодарю декана ФЭУТ МИИГАиК профессора В.В.Голубева за фи­
нансовую поддержку работы над переводом. Особая благодарность авторам 
переведенного учебника профессору Гельмуту Морицу и профессору Берн­
харду Гофману-Велленгофу. бесплатно предоставившим в моё распоряжение 
английскую электронную версию книги в формате LXI£X2e, что существенно 
облегчило работу по подготовке вёрстки перевода.

Я также благодарен издательству Springer Publishing Company за благо­
желательное сотрудничество.

Москва, август 2006 Ю.М.Нейман

1 Подробную биографическую и научную информацию о Михаиле Сергеевиче Молоден- 
ском можно найти в работе "М. S. Molodensky In Мешопаш", Н. Moritz and М.I. Yurkina 
(ods.). Publ. Good. Inst.of TU Graz, vol. 88, Graz 2000, 85 pp., доступную для свободной 
чагружи в PDF формате с домашней странна http:/ / www.helmut-moritz.at.

http://www.helmut-moritz.at


Предисловие
Почти целое поколение успело смениться с 1967 года, с того года, когда 

впервые вышла в свег Physical Geodesy by Weikko A. Heiskanen and Helmut 
Moritz2. Вскоре эта книга стала бестселлером. Может показаться удивитель­
ным, что и сегодня, изучая работы, имеющие отношение к физической геоде­
зии, мы но-прежнему часто встречаем ссылки на эту книгу. Разве с тех пор 
время остановилось? Ничуть, время летело с той же скоростью, что и прежде, 
а может быть даже и быстрее -  по крайней мере, в чьем то представлении. 
Дело в том, что продолжительность жизни работы коррелирует с её превос­
ходным качеством. Вот та причина, но которой "эта книга" все еще играет 
важную роль в геодезической науке и не только в геодезической.

Но, конечно, в последние десятилетия геодезия непрерывно развивалась 
далее -  с одной стороны, посредством новых идей и новых вычислительных 
методов, а с другой стороны, за счёт современных методов измерений. Здесь 
и начинается история этой книги.

Несколько лет назад я пытался убедить Гельмута Морица в необходимо­
сти нового издания "Физической геодезии". Мои попытки не имели успеха, 
хотя мне и удалось вызвать некоторый интерес с его стороны. "Steter Tropfen 
hohlt den Stein"3 решил я и стал повторять свои попытки регулярно. Истоки 
моего в некотором смысле упрямства лежали в прошлом. В 1993 году я имел 
шанс помогать Гельмуту Морину в написании книги иод названием "Geometry, 
Relativity, and Geodesy"4. Для меня это было чрезвычайно захватывающим 
временем, временем всестороннего сотрудничества. После этого опыта я неза­
медлительно проявил желание заполучить другой шанс для сотрудничества. В 
эти дни назревала идея относительно нового издания "Физической геодезии".

Наконец, упорные капли проточили камень. Я не могу сказать. Почему 
и Когда это случилось; но неожиданно мы получили контракт с издатель­
ством Springer Publishing Company. Мне казалось, что колесо времени повер­
нуло вспять -  спасибо, Гельмут!

Многие люди заслуживают похвалы и благодарности. Профессор доктор 
Klaus-Peter Schwarz, работавший на кафедре инженеров геоматики Универси­
тета Калгари, оказал сильное влияние на баланс между сохранением, устра­
нением, обновлением и добавлением тем.

Профессор доктор Herbert Lichtenegger, работавший в Институте Косми­
ческой Геодезии и Навигации Технологического Университета города Грац, 
был рецензентом книги. Он критически прочитал и исправил весь объем кни­
ги. Многие из его указаний и усовершенствований, критических замечаний и 
предложений с благодарностью приняты.

2На русский язык "Физическая 1'содезия" Вейкко А. Хейсканена и Гельмута Морица, к 
сожалению, не переводилась (прим. ред.)

3Вода камень точит (прим. ред.)
4Геометрия, Относительность и Геодезия (прим. ред.)



Профессор доктор Norbert Kiihtreiber из Института Космической Геодезии 
и Навигации Технологического Университета города Грац помог конструктив­
ным критическим анализом и ценными предложениями. Кроме того, он сильно 
помог в формировании главы 11, снабжая нас численными примерами и своим 
ценным опытом в практических аспектах вычисления геоида.

В нескольких плодотворных дискуссиях профессор доктор Roland Pail 
из Института Космической Геодезии и Навигации Технологического Универ­
ситета города Грац поделился своим богатым опытом участия в космических 
проектах изучения силы тяжести. В соответствующем разделе отражены неко­
торые положения из конспекта его лекций. Он также заслуживает благодар­
ности за тщательную корректуру этого раздела.

Иллюстрация обложки была разработана и создана инженером Elmar 
Wasle из TcleConsult Austria GmbH (www.teleconsult-austria.at). Реакция при 
представлении этой иллюстрации издательству Springer Publishing Company 
была чрезвычайно положительной благодаря ее бросающемуся в глаза высо­
кому качеству.

Предметный указатель книги был создан с помощью компьютерной про­
граммы, написанной доктором Walter Klostius из Института Геоинформаци- 
оиных систем Технологического Университета города Грац. Кроме того, его 
программа помогла обнаружить некоторые орфографические ошибки.

Вёрстка книги создана с помощью издательской системы 1Я^Х2г. Один 
из включенных рисунков также создан в 2е, остальные с помощью 
графического редактора CorelDRAW 11. За создание рисунков прежде всего 
следует поблагодарить доктора Klaus begat из Института Космической Гео­
дезии и Навигации Технологического Университета города Грац. Ему оказал 
поддержку профессор доктор Norbert Kiihtreiber. Высокий научный уровень 
создателей является гарантией высокого качества. Многие из этих рисунков 
представляют собой изменения оригиналов из Heiskanen and Moritz (1967).

Я также благодарен издательству Springer Publishing Company за их реко­
мендации и сотрудничество.

Названия коммерческих компаний или коммерческой продукции мы ста­
рались не включать всюду, где это было возможно.

Наконец, ваши идеи и рекомендации для будущего издания этой книги 
являются желательными и будут приветствоваться.

Выбор тем, конечно же, иной, чем в первоначальной книге, написанной 
Хейсканеном и Морицем. Однако, мы пытались не только сохранить общую 
структуру везде, где это было возможно, но также и оставлять текст неизмен­
ным. Первостепенными критериями отбора тем были значимость, обучающее 
содержание, а также интересы и компетентность авторов. Детальное описание 
содержания дается в Предисловии.

Март 2005 Б. Гофман-Велленгоф

http://www.teleconsult-austria.at


Эта книга представляет собой университетский учебник. Физическая гео­
дезия это наука о фигуре Земли и ее гравитационном иоле. Основной упор 
делается на взаимодействие между геометрическими (связанными с GPS) и 
современными гравитационными методами. Математическим инструментом 
служит теория потенциала. Подробнее о назначении и применении физиче­
ской геодезии сказано в последующем введении. Для удобства чтения в тексте 
намеренно допускаются некоторые повторы. Математические выкладки, но 
мере возможности, даются в максимально простом виде.

Книга включает в себя 11 глав, список использованной литературы и по­
дробный предметный указатель5, который должен помочь читателю быстро 
находить интересующие его темы.

Первая глава -  это введение в математическую теорию потенциала в объе­
ме, необходимом для понимания данной книги. Точнее, это "классическая" 
теория потенциала в том виде, в каком она изложена, например, в книге 
Kellogg (1929). (Мы обычно будем ссылаться на источники по фамилии ав­
тора и году публикации). Математики сразу отметят неформальный стиль из­
ложение материала, как в большинстве учебников по теоретической физике: 
доказательства часто опущены или заменены "эвристическими" рассуждени­
ями.

Во второй главе вводятся понятия, относящиеся к гравитационному по­
лю Земли, такие как сила тяжести, уровенные поверхности, отвесные линии, 
геоид, а также связанные с ними координаты: астрономические широта и дол­
гота и высоты над геоидом. При изложении используется мощный математи­
ческий аппарат -  ряды по шаровым и сферическим функциям. Естественной 
отсчетной поверхностью служит эллипсоид вращения, связанный с "нормаль­
ным" гравитационным полем. Это дает нам "геодезическую систему отсче­
та” (Geodetic Reference System, GRS) или общеземную геодезическую систему 
(World Geodetic System, WGS). Отклонения количественных характеристик 
реального гравитационного поля от соответствующих характеристик отсчет- 
ного поля малы и могут быть линеаризованы. Широко известным классиче­
ским решением этой задачи является интегральная формула Стокса.

Третья глава посвящена редукциям силы тяжести, в частности, редукци­
ям с использованием теории изостазии. Так впервые устанавливается связь с 
геофизикой.

В четвертой главе рассматривается проблема высот, которая на самом де­
ле сложнее, чем может показаться на первый взгляд. Первые четыре главы 
представляют собой обновленный материал из старой книги Heiskanen and

5 В русском издании предметный указатель несколько сокращён (прим. ред.).



Moritz (1967), послужившей основой для данной книги.
Пятая глава -  центральная во многих отношениях. По сравнению с преды­

дущей книгой, она значительно расширена и имеет совершенно другую струк­
туру. В этой главе обсуждается проблема взаимосвязи геометрии и физики 
но всей ее сложности, от общих (часть I) до классических частных аспек­
тов (часть III). Связующим звеном является "трехмерная геодезия" в её "до- 
снутпиковом" понимании (часть II)..Можно сказать, что часть I -  интеграль­
ная, а часть III -  дифференциальная. Часть I, геоцентрические и глобальные 
системы отсчета, обязана своим существованием высокоточным геометриче­
ским спутниковым методам. Проблема третьего измерения, одна из самых 
( ложных задач геодезии, формулируется и решается в этой главе наиболее 
прямым и естественным способом. Часть II -  попытка решить эту задачу 
классически, без использования дифференциальных уравнений, однако сла­
бым звеном здесь является измерение зенитных расстояний, слишком неточное 
из-за атмосферной рефракции. Классическое решение этой дилеммы, эффек­
тивное и но сей день астрономо-геодезическое интегрирование уклонений 
отвеса, рассматриваемое в части III.

В шестой главе сравнительно кратко описывается вычисление гравитаци­
онного поля до высот около 10 км, применительно к авиационной гравиметрии. 
Это обновленный материал главы 6 из старой книги.

Седьмая глава соответствует старой главе 9, однако, она значительно рас­
ширена, чтобы отразить огромный прогресс в развитии спутниковых мето­
дов определения глобального гравитационного поля. До настоящего време­
ни основной проблемой было наличие некоторого пробела между полученным 
на больших высотах глобальным полем и детальными, но неравномерными 
наземными измерениями силы тяжести. В данной главе описываются новые 
спутниковые проекты, призванные ликвидировать этот недостаток.

Восьмая глава, посвященная теории Молоденского и др., также значитель­
но расширена, поскольку она очень важна концептуально. Молоденский пер­
вым заложил в основу физической геодезии краевые задачи на физической 
поверхности Земли, а не на геоиде. Его теория также включает астрономо­
геодезические методы. Хотя эта теория задумывалась Молоденским как ме­
тод, позволяющий избежать использование редукции силы тяжести к уровню 
моря, в горных районах она дает наилучшие результаты при совмещении с изо- 
сгатическими и подобными редукциями силы тяжести, которые в настоящее 
время более известны как методы "удаления-восстановленияп. Существенным 
отличием от предыдущей книги является тот факт, что сейчас мы понимаем 
теорию Молоденского гораздо лучше и можем пользоваться при её описании 
только сравнительно простой математикой, не прибегая к интегральным урав­
нениям.

Девятая глава практически полностью повторяет старую главу 7. Стати­
стический подход к изучению силы тяжести неожиданно обрел большую зна­



чимость, как в теоретическом, так и в практическом плане, поэтому ему от­
водится отдельная новая глава.

Десятая глава посвящена среднеквадратической коллокации. Это синтез 
обобщенного среднеквадратического прогноза силы тяжести, описанного в гла­
ве 9, теории бесконечномерного гильбертова пространства с воспроизводящим 
ядром и представлений о редукции силы тяжести в свете теории Молоденско­
го. Этот метод появился в результате публикации небольшой статьи Krarup 
(1969). Среднеквадратическая коллокация обладает чрезвычайно простой ма­
тематической структурой и задействует только матричные методы, хорошо 
приспособленные для автоматизированных вычислений. Тем не менее, предо­
ставляется возможность комбинировать практически любые типы геодезиче­
ских данных. Это сделало коллокацию очень популярным методом численных 
расчетов.

Одиннадцатая глава иллюстрирует различные методы на примере вычис­
лений в Австрии, в которой сочетаются сложная тоиография и доступность 
данных.

В ссылках на интернет-источники часть "http://" опущена, если адрес на­
чинается с "www"; то есть "www.esa.int" означает "http://www.esa.int". Как 
правило, интернет-адреса, указанные в тексте, не повторяются в списке источ­
ников. Таким образом, список источников не является исчерпывающим переч­
нем использованных нами ресурсов.

Использование интернет-источников вызвало некоторые трудности. В про­
цессе поиска точного и краткого определения или объяснения мы часто встре­
чали идентичные определения в разных источниках. Установить наиболее ран­
ний, оригинальный источник -  задача практически невыполнимая. Поэтому в 
ряде случаев, чтобы избежать конфликта интересов, мы приняли решение во­
обще не давать ссылку па источник. Это означает, что основой для некоторых 
фраз и предложений в книге послужили материалы сети интернет. С другой 
стороны, когда эта книга будет издана, она сама, возможно, будет использо­
вана в качестве какого-нибудь интернет-источника.

Для библиографических ссылок использованы наиболее легко доступные 
или наиболее полные публикации (а не первые но времени). Список источников 
не претендует па полноту; если какие-то важные публикации были пропуще­
ны, то это было сделано ненамеренно.

Символы, обозначающие векторы и матрицы, выделены жирным шриф­
том. Скалярное произведение двух векторов обозначено точкой Норма 
вектора, т.е. его длина, обозначена двумя двойными черточками "||". Век­
торы, не относящиеся к матрицам, могут быть записаны в виде столбца или 
строки, смотря что удобнее в каждом конкретном случае.

Март 2005 Б. Гофман-Велленгоф, Г. Мориц
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Как уже было отмечено во вступлении, предметом физической геодезии яв­
ляется изучение гравитационного поля и фигуры Земли. В прошлом в науке 
в качестве фигуры Земли использовали геоид, определяемый как одна из эк­
випотенциальных поверхностей гравитационного поля Земли, частью которой 
является (усредненная) поверхность океанов. Таким образом, понятие грави­
тационного поля сразу же появляется в определении фигуры Земли. Высоты 
над уровнем моря -  это высоты над геоидом, следовательно, они определяются 
как геометрически, так и физически.

Гравитация, вызванная силой земного притяжения, всегда играла опреде­
ляющую роль в жизни человечества, от походов по холмистой местности, до 
путешествий на кораблях и самолетах. Она также определила форму нашей 
планеты.

Геодезия как наука возникла тогда, когда ведущие ученые, такие как Нью­
тон, пришли к выводу, что Земля не может иметь форму шара, а должна быть 
сплющена, благодаря вращению. Не слишком сильно, но, вероятно, существен­
но. Это была одна из величайших научных проблем того времени.

Поэтому около 1740 г. Французская Академия Наук организовала две экс­
педиции -  одну в район Бугер, Перу, и другую -  под Моперти, Лапландия. 
Их целью было измерение дуги меридиана, к примеру, 1 “ широты, вблизи эк­
ватора и вблизи Северного полюса. Расхождение между двумя измерениями 
является мерой сжатия, т.е. отклонения земного эллипсоида от сферы. Эти из­
мерения ясно показали, что фигура Земли приближённо представляет собой 
эллипсоид вращения.

Следующий век был отмечен попытками определить фигуру Земли более 
точно. К.Ф. Гаусс (1777-1855), "король математики", поднял геодезию до уров­
ня науки. Он сделал это с помощью своей теории поверхностей, которая в итого 
привела к общей теории относительности (см. Moritz and Hofmann-Wellenhof 
(1993)), а также уравнивания методом наименьших квадратов -  первым из 
всех статистических методов оценивания. Он любил практическую геодези­
ческую работу и создал триангуляционную сеть. Гаусс также ввел понятие 
геоида как "математической фигуры Земли” , определив его как уровенную 
поверхность гравитационного поля.

Геоид отличается от удачно выбранного эллипсоида (например, GRS 1980) 
менее, чем на 100 м. Геоцентрические положения сегодня могут быть опреде­
лены с помощью GPS с точностью лучше 1 дм чисто геометрическим путем. 
Мы можем определить эти положения либо в системе геоцентрических декар­
товых координатах, либо в системе эллипсоидальных координатах 0 , Л, /г.

Таким образом, геометрия Земли в основном может быть определена неза­
висимо от гравитационного поля, благодаря GPS и другим спутниковым ме­
тодам. Однако, гравитационное поле все равно нужно, например, для ощ>еде-



леиия орбиты самих спутников.
Вероятно, со временем вместо аномалий силы тяжести Д</ под влиянием 

GPS будут использоваться возмущения силы тяжести 6у. Мы приняли это во 
внимание при написании этой книги.

Данные по гравитации постепенно становились наиболее востребованными 
и широко используемыми в геофизике, и любое увеличение точности неза­
медлительно создавало новые потребности. К примеру, поверхность океана, 
определяемая спутниковой альтиметрией -  это не точная эквипотенциальная 
поверхность из-за небольших уклонов, вызванных океаническими течениями. 
Таким образом, эта "топография океана", измеряемая путем сравнения ре­
зультатов спутниковой альтиметрии с точным гравиметрическим геоидом, по­
лученным путём комбинирования различных методов, дает важные краевые 
условия для задач океанографии.

Еще Клеро связывал плотность масс внутри Земли с внутренним тяготени­
ем в условиях гидростатического равновесия, и этот вопрос под классическим 
названием "фигура Земли" теперь может быть пересмотрен в свете спутнико­
вых данных; см. Moritz (1990).

Изучение геологических феноменов земной коры и верхней мантии, таких 
как изостазия и тектоника плит, требуют взаимодействия геодезии, геофизики 
и геологии.

Движение полюсов и аномалии вращения Земли вызваны главным образом 
непрерывной циркуляцией воздушных масс, определяющих погоду. Наблюде­
ния за вращением Земли в настоящее время ведутся с помощью лазеров и GPS, 
выявляя неожиданную связь между геодезией и метеорологией; см. Moritz and 
Mueller (1987).

Новые способы измерения, связанные с инерциальными навигационными 
системами (Inertial Navigational Systems, INS) требуют совместного исполь­
зования геометрии и гравитационного поля. Это дает существенные практи­
ческие результаты, например, при работе в туннелях. GPS не пригодна для 
работы внутри туннеля, a INS или традиционные методы наблюдения справ­
ляются с этой задачей. Однако, и тс и другие зависят от гравитационного 
поля.

Наземные измерения силы тяжести занимают очень много времени. Аэро­
гравиметрия (авиационная гравиметрия) стала возможной только после того, 
как взаимодействие с GPS позволило разделить гравитационные и инерциаль- 
ные силы.

Не все отмеченные вопросы могут быть рассмотдоны в данной работе во 
всех деталях. Эта книга задумывалась как целостный, математически ориен­
тированный и не слишком сложный курс ВУЗовского уровня, который должен 
помочь читателю перейти к собственным диссертационным исследованиям.

Книга Heiskanen and Moritz (1967) была переходной от классической к спут­
никовой геодезии. Также и эта книга отмечает начало новой эры, для которой 
характерны "интеграция датчиков", комбинирование данных, кинематиче­
ские и навигационные методы.



Глава 1 

Основы теории потенциала

1.1 Притяжение и потенциал
Цель этой вводной главы -  представить основы теории потенциала, включая 
сферические и эллипсоидальные функции, в объеме, достаточном для пони­
мания последующих глав. Мы намерены объяснить значение теорем и фор­
мул, избегая длинных выводов, которые при желании можно найти в любом 
учебнике по классической (до 1950 г. ) теории потенциала; мы рекомендуем 
Kellogg (1929). В этой книге дано скорее упрощенное, чем исчерпывающее из­
ложение.

Том не менее, читателю эта глава может показаться более сложной и от­
влеченной. чем другие части книги. Поскольку последующие практические 
примеры придадут более конкретное значение темам, затронутым в данной 
главе, читатель может сначала лишь бегло ознакомиться с изложенным здесь 
материалом и возвращаться к нему по мере необходимости.

Согласно закону всемирного тяготения Ньютона, две материальные точки 
с массами ттц и т/г2, разделенные расстоянием /, притягиваются друг к другу 
с силой

F = G ^ .  ( Ы )

Эта сила направлена вдоль линии, соединяющей эти точки; G -  гравитацион­
ная постоянная Ньютона. В системе СИ, основанной на метрах [м], килограм­
мах [кг] и секундах [с], гравитационная постоянная имеет значение

G =  6.6742 • 10” 11 м3 кг” 1 с ' 2 . (1- 2)

С гравитационной постоянной Ньютона G в экспериментальной физике связа­
ны некоторые проблемы. С одной стороны, это одна из самых важных физи­
ческих констант, с другой -  одна из наименее точно определенных. Междуна­
родной организацией, наделенной полномочиями в данном вопросе, является 
Committee on Data for Science and Technology (CODATA), c m . www.coclata.org.

http://www.coclata.org


В июле 2002 г. CODATA рекомендовал к использованию приведенное выше 
значение G, точнее G =  (б.6742±0.0010)-10-11 м3 кг-1 с 2. Символ ±  обознача­
ет стандартную неопределенность, также называемую среднеквадратическим 
отклонением или среднеквадратической погрешностью. Э го соответствует от­
носительной стандартной неопределенности 1.5 • 10-4  . что является весьма 
большой погрешностью для такой важной константы;
см. http://physics.nist.gov/cuu/constaiits. (Другие константы определены с от­
носительной точностью 10“ 7 или выше.) Для сравнения результатов экспери­
ментов рекомендуем обратиться к Internet.

Хотя массы mi и m2 притягиваются друг к другу абсолютно симметрич­
ным образом, удобнее одну из них считать притягивающей массой, а другую
-  притягиваемой массой. Для простоты примем притягиваемую массу равной 
единице и обозначим притягивающую массу как га. Формула

выражает силу, с которой масса га действует на единичную массу, располо­
женную в точке Р на расстоянии I от массы га.

Далее, введем прямоугольную систему координат и обозначим в ней коор­
динаты материальной точки с массой га как £, rj, С, а координаты притягивае­
мой точки Р  -  как х , у, z. Сила притяжения может быть обозначена вектором 
F с модулем F  (Рис. 1.1).

Компонентами вектора F являются:

(1-3)

(1-4)

„  Gm  z — С _ г - С
Z = - F  сов-у =  й------ j— =  - G  m — -I

где
I =  \ / {х - о 2 + ( y - v ) ‘2 +  ( z -  О 2 ■ (1-5)

Определим скалярную функцию

(1 6)

называемую потенциалом силы притяжения. Компоненты X , Y , Z силы при­
тяжения F могут быть представлены в виде

http://physics.nist.gov/cuu/constaiits


\ У

Рис. 1.1: Компоненты силы притяжения; 
вверху показана у-компонента

В э том нетрудно убедиться, продифференцировав (1- 6), так как 

д / 1\ 1 dl l i - { _  х - ( ,
a i - l j /  i2 дх ~  р  I ~  I3 ..........

В векторной записи уравнение (1-7) принимает вид

F =  [X , Y, Z] =  grad V ; 

то ость, вектор силы -  эго градиент скалярной функции V.

(1 8 )

(1-9)



Важно уяснить, что. в соответствии с (1-7). три компоненты вектора F 
могут быть заменены одной функцией V. При этом гораздо легче оперировать 
с потенциалом, чем с тремя компонен тами вектора силы, особенно, когда мы 
имеем дело с притяжением системы материальных точек или твердых тел, 
как эго часто бывает в геодезии. Даже в таких сложных случаях соотношения 
(1-7) остаются справедливыми; функция V  будет просто суммой потенциалов 
частиц, (‘оставляющих сисгему.

Таким образом, если мы имеем систему из нескольких материальных то­
чек с массами Ш], . . . ,  т „ ,  то потенциал системы есть сумма отдельных
составляющих (16 ):

V  =  +  +  (Ы О )
/1 /2 чу Н

1.2 Потенциал твердого тела
Допустим, что точечные массы распределены непрерывно в некоторой области 
объема v (рис. 1.2 ) с плотностью

(1- 11)
CLV

где dv -  элементарный объем, a dm -  элементарная масса. Тогда сумма (1-10) 
становится интегралом (интегралом Ныотоиа),

v v

где / - расстояние между элементарной массой dm — gdv и притягиваемой 
точкой Р. Обозначив координаты притягиваемой точки Р  как j\ у . £, а ко­
ординаты элемента массы т как £, г/, £; видим, что I вновь определяется 
соотношением (1-5). Поэтому мы можем записать (1-12) и явном виде:

,1"в )
V

здесь мы воспользовались тем, что дифференциал объема dv может быть пред­
ставлен в виде

dv = d£drid£, (1-14)

что и объясняет использование тройных интегралов в (1- 12).



*)

X

Рис. 1.2: Потенциал твердого тела

Компоненты силы притяжения определяются соотношением (1-7). Напри­
мер.

(1-15)

Заметьте, что мы поменяли порядок дифференцирования и интегрирования. 
Подставив (1 8 ) в данное соотношение, получим

'~ ^ g d v .  (1-1G)

Аналогичным образом могут быть получены выражения для Y и Z.
Потенциал V непрерывен во веем пространстве и стремится к нулю на 

бесконечности, как I/ /  при I -»  оо. Это можно объяснить тем, что на очень 
больших расстояниях / твердое тело ведет себя приближенно как материаль­
ная точка. В результате его притяжение может быть приближенно описано 
соотношением (1-6). Так, в небесной механике планеты обычно считаются ма­
териальными точками.

Первые производные V , то есть компоненты вектора силы, также непре­
рывны во всем пространстве в то время, как некоторые из вторых производных



терпят разрыв в точках, где плотность меняется скачкообразно. Это очевидно, 
поскольку потенциал V  удовлетворяет уравнению Пуассона

ДК = -4 тг6 > , (1-17)

где
А„  d2v  o2v  d2v  /t 10.

“ Ox2 + Oy2 + dz2 ' ^
Символ Д, называемый оператором Лапласа, имеет форму

9'2 02 92 /1 -I Л\
дх2 +  ду2 + dz2 '  ̂ ^

Из (1 17) и (1-18) мы видим, что но крайней мере одна из вторых произ­
водных V должна иметь разрыв там же, где и д.

В пустом пространстве, окружающем притягивающие тела, плотность д 
равна нулю, и выражение (1-17) принимает вид

A V  =  0 . (120)

Это - уравнение Лапласа. Его решения называются гармоническими функ­
циями. Таким образом, гравитационный потенциал является гармонической 
функцией вне притягивающих тел, но не внутри них: внутри он удовлетворя­
ет уравнению Пуассона.

1.3 Гармонические функции
Ранее мы определили гармонические функции как решения уравнения Лапла­
са

AV  =  0. (1-21)

Точнее, функция называется гармонической в области если она удовлетво­
ряет уравнению Лапласа в каждой точке, принадлежащей v. Кроме того, если 
область V является внешней по отношению к некоторой замкнутой поверхно­
сти S , 'го гармоническая функция должна стремится к нулю на бесконечности, 
как 1 /I при / —► оо. Можно показать, что любая гармоническая функция явля­
ется аналитической (в области, где она удовлетворяет уравнению Лапласа), 
то есть она непрерывна, имеет непрерывные производные любого порядка и 
может быть разложена в сходящийся ряд Тейлора.

Простейшая гармоническая функция -  обратное расстояние

7 = 1- =  (1 22)
1 V (x ~  О 2 +  (У~  »?)2 +  (г -  С)2



между двумя точками Ро(£,?7 ,0  и Р {х ,Учг )‘ Это потенциал материальной 
точки с массой rn = \/G, расположенной в точке P(£,rj,Q', сравните (1-5) и 
( i -б).

Можно легко показать, что функция 1/1 является гармонической. Запишем 
следующие частные производные но х, у, z в виде (1- 8):

9 ГМ ^  = 1 =
d x \ l )  I3 ’ d y \ l )  ' I3 ! d z \ l )  I3 ’

&  (1 \  - / 2 +  3 ( s - Q »  d* —P +  3(y -  7])2
d x * \ l )  I3 ’ dy2 \ l )  I3 ’ ( }

-P + 3 ( z - Q 2
- C - )  =dz2 \ l ) I3

Сложив вторые производные и вспомнив определение оператора Л, получим

<0 - (1-24)

то есть фуикция 1 / /  -  гармоническая.
Точка Р0(£,г/,О, в которой I равно нулю и lim/_>o 1/1 =  оо, единственная 

точка, где дифференцирование не применимо; фуикция 1/1 в этой точке не 
является гармонической.

Понятно, что потенциал (1- 6 ) произвольной материальной точки с массой 
т - также гармоническая функция во всех точках, кроме Pq(£,t}, £), гак как 
равенство (1-24) сохраняется, если обе его части умножить на Gm.

Не только потенциал материальной точки, но и любой другой гравитаци­
онный потенциал представляет собой гармоническую функцию вне притяги­
вающих тел. Рассмотрим потенциал твердого тела (1-12). Поменяв порядок 
дифференцирования и интегрирования, получим

[ / / / ? * ]  = с / / / Ц  1 ) * ,  =  °. (,-25)AV  =  G А

Таким образом, потенциал твердого тела -  гармоническая фуикция в любой 
точке P(x<y,z), находящейся вне притягивающих тел.

Если Р находится внутри притягивающих тел, то производная не суще­
ствует, поскольку 1/1 стремится к бесконечности для элементарной массы 
dm(£, // ,0 -  совпадающей с точкой P (x ,y ,z ), и равенство (1-24) неприменимо. 
По этой причине потенциал твердого тела не является гармоническим внутри 
этого тела, а удовлетворяет дифференциальному уравнению Пуассона (1 17).



1.4 Уравнение Лапласа в сферических коорди­
натах

Самые важные гармоиичсскис функции - это сферические гармоники. Для их 
определения введем сферические координаты: г (радиус-вектор; заметим, что 
эго стандартный термин, хотя г и не соответствует общепринятому понятию 
вектора), д (полярное расстояние), Л (геоцентрическая долгота), см. рисунок

Рис. 1.3: Сферические и прямоугольные координаты 

Сферические координаты связаны с прямоугольными х, у , г соотношени-

1.3.

Р

У

х

х = r sin i) cos Л, 

у =  r sin д sin Л, 

z — г cos -д;

(1 26)

и обратно
г = у/х2 + у2 +  z2 .

(1 27)



Чтобы получить уравнение Лапласа в сферических координатах, мы опре­
делим сначала дифференциал дуги ds в этих координатах. С этой целью вве­
дем

, дх дх дх
dx = — dr + — dti + — d\,

Or дд дХ

+ (l28)

. dz . dz dz
dz =  —  dr + —  d'd + —  dX.

Or av OX
Продифференцировав (1 26) и подставив в формулу элементарного расстоя­
ния

ds2 =  dx2 + dy2 + dz2 , (1- 29)

получим
ds2 = dr2 + r2 di)2 + r2 sin2tf dX2 . (1 30)

Мы могли бы получить эту известную формулу проще, нутом геометри­
ческих выкладок, но использованный здесь подход более общий и применим 
также к эллипсоидальным координатам.

В (1 30) не входят выражения dr d'd, drdX и di) dX. Это отражает очевид­
ный факт, что сферические координаты являются ортогональными: сферы 
г = const., конусы — const и плоскости Л = const пересекают друг друга под 
прямым углом.

В общем виде дифференциал дуги в произвольных ортогональных коорди­
натах <7ь<72̂ :з определяется соотношением

ds2 =  h2 dq\ + h?2 dq2 + dq\ . (131)

Можно показать, что оператор Лапласа в этих координатах выглядит следу­
ющим обратом:

Д 1/ -  1
h \ tty hs

д_(Ы Н 3 0V\ д  / M l  W \  д  / М а  DV\ 1
dqi\ hx d q j  dq2 \ h2 dq2)  Dq3 \ h3 dq3J

Для сферических координат имеем — г, q2 =  <?з = Л. Сравнив (1 30) и
(1 31), мы увидим, что

/*1 =  1. h2 — r , fo3 =  rsintf. (1-33)

Подставив эти соотношения в (1 32), получим

л _, 1 0 (  2 dV\ 1 д ( .  0с)V\ 1 d2V „  _
~ г2 Or V д г )  + г2 sin 1? Oi) v "  дд )  + r2 sin2i? OX2 ' ( *



Проведя дифференцирование, найдем

A V = —  1 д2У
~ Qr2 г Qr + г2 + r2 ^  +  r2 sin2̂  #Д2

Это и есть уравнение Лапласа в сферических координатах. Другое выражение 
можно получить, умножив обе части уравнения на г2:

2 o2v Л av d2v av i а2к Л
г  -7ГТ  +  2г —  +  - г -  +  Ctgtf +  - г - 5 -  — у  =  0 . (1 -36)dr2 дг д№ од  snr?y ОХ2

Эта форма несколько удобнее для последующего изложения.

1.5 Сферические и шаровые функции
Попытаемся решить уравнение Лапласа (1- 35) или (1-36), разделяя перемен­
ные 7*, , Л и используя замену

V (г, А) =  / ( г ) У (tf, А), (1 -3 7 )

где /  -  некоторая функция от г, а У зависит только от д и Л. Подставив это 
в (1-36) и поделив затем на /У ,  получим

} < r V  + *• л  ■= н.,« g o § £  ■+ g )  , (1-38)

где штрихи обозначаю т дифференцирование но аргументу функции (в данном 
случае по г). Поскольку левая часть зависит только от г, а правая часть -  
только от д и Л, то обе части должны быть постоянными. Поэтому мы можем 
разбить данное уравнение на два:

r2f"(r )  + 2 г f* (г) — n(n 4- 1) /( г )  = 0 (1“ 39)

и
д2У дУ  1 д  2У
^ + с М м  +  5 Л № + " ("  + 1|5'  = 0 ' (1' 40)

здесь п(п + 1) является константой.
Решениями (1-39) служат функции

Д г ) =  г "  и / ( г )  =  г - (п+1>, (1 -4 1 )

что можно проверить подстановкой. Обозначив все еще неизвестные решения 
(1-40) как Уп($, А), мы увидим, что решениями уравнения Лапласа (1-35) яв­
ляются функции вида

У  =  г "К п(0, А) и У  =  ( ! -4 2 )



Эти функции называются пространственными сферическими , или шаро­
выми, функциями. а функции Уп(г9,Л) известны как поверхностные сфериче­
ские функции (Лапласа). И те и другие часто называют просто сферическими 
функциями: о каких именно сферических функциях идет речь, обычно бывает 
ясно из контекста.

Заметим, что п -  не произвольная константа. Как мы увидим позднее,
п должно быть целым числом 0 ,1 ,2 ,__  Если мы имеем дело с линейным
дифференциальным уравнением, и мы знаем некоторые его решения, то. как 
известно, сумма этих решений также является решением данного уравнения 
(эго справедливо для всех систем линейных уравнений!). Поэтому можно 
утверждать, что

также являются решениями уравнения Лапласа AV  — 0, то сеть являются 
гармоническими функциями. Важно, что любая гармоническая функция с 
некоторыми ограничениями -  может бы ть выражена в одной из форм (1 43).

1.6 Поверхностные сферические функции
Теперь мы должны определить сферические функции Лапласа Yn(i?,A). По­
пытаемся решить уравнение (1-40) с помощью замены

где каждая из функций д и h зависит только от одной переменной. Осуществив 
подстановку в (1 40) и умножив на sin2,d/gh, найдем

где штрихи обозначают дифференцирование по аргументу: по $ для д и по Л 
для h. Левая часть уравнения -  функция правая часть -  функция А. По­
этому опять обе части уравнения должны быть константами; обозначим эту 
константу как т2. Таким образом, уравнение в частных производных (1 40) 
распадается на два обыкновенных дифференциальных уравнения для функ­
ций д{$) и h(А):

(1 43)

Vnifl, А) = д{0) h( А), (1 44)

(1 45)

т.
sini)g"(i)) + cos$#'(#) + и(п +  1) sintf — -j—̂  g(fl) = 0 ; (1 46)

h"(\) + m2h(\) =  0 . (1 47)



Решениями уравнения (1 47) являются функции

Л(А) =  cosraA и /*(А) =  sin гаА, (1 -48)

в чем можно убедиться путем подстановки. Уравнение (1 46) дифференци­
альное уравнение Лежандра -  более сложное. Можно показать, что его реше­
ния имеют физический смысл, только если п и m -  целые числа 0 , 1, 2 , . . .  , и 
при этом m меньше или равно п. Решением (1 46) служит функция Лежандра 
Pmn(cos$), которая будет подробнее рассмотрена в следующем разделе. Сле­
довательно,

y{fl) =  P„m( COS0 ), (149)
и функции

Yn(d, А) =  Pnm(castf) cosmA и Yn{d, А) =  Pnm(eostf) sin т\ (1 50)

являются решениями дифференциального уравнения (1 40) для сферических 
функций Лапласа.

Поскольку это уравнение линейно, любая линейная комбинация решений 
(1 50) также будет решением. Такая линейная комбинация в общем виде за­
писывается как

п
Yn(i), А) =  ^ [ « nmPnm(costf) cosmA + bnmPnm(costf) sin mA], (1 51)

m=0

где anm и bnm -  произвольные константы. Это и есть общее выражение для 
сферических функций А).

Подставив это соотношение в уравнения (1 43), обнаружим, что функции 
вида

ос п
И (г-, г?, А) =  гп У^[д„тРпт(соя 0) сок тХ +  ЬптРшп(с os i)) sin mA], (1 52)

n--0 т—0 
ос  ̂ п

v;(r, i5>, A) =  ^ 2  Т м  5 Z  Km-Pnm(cosi^) cosmA +  bnmPnm(coai)) sin mA] (1 53)
n=0 m—0

являются решениями уравнения Лапласа ДV =  0, то есть являются функция­
ми гармоническими. Более того, эти решения весьма общие: любая функция, 
являющаяся гармонической внутри некоторой сферы, может быть разложена 
в ряд (1 52), где индекс i означает ’'внутренний", а любая функция, являю­
щаяся гармонической снаружи искотодой сферы (например, гравитационный 
потенциал Земли), может быть разложена в ряд (1 53), где индекс с означает 
"внешний". Это показывает, как сферические функции могут использоваться 
в геодезии.



1.7 Функции Лежандра
В предыдущем разделе мы ввели функции Лежандра Pnin(cosi)) как решения 
дифференциального уравнения Лежандра (1 46). Индекс, п обозначает сте­
пень. а индекс т -  порядок функции Рпт.

Удобно преобразовать дифференциальное уравнение Лежандра (1 46) с по­
мощью замены

Чтобы избежать путаницы, мы будем использовать черчу над g для обо­
значения ее как функции t. Тогда

Подставив эти соотношения в (1 46), поделив на sin и затем, произведя 
замену sin2i) =  1 -  f2, получим

Функция Лежандра g(t) =  Pmn{t), которая определяется выражением

удовлетворяет условию (1 56). Не считая множителя (1 — f.2)w/2 =  и
константы, функция Рпт -  это производная порядка (п+т ) полинома (/2- 1)п, 
и может быть соответственно вычислена. Например,

Особенно важен случай, когда т =  0. Функции Рпo(t) часто обозначаю! 
просто как Pn(t). Тогда (1 57) дает нам

Поскольку 777 = 0, квадратный корень отсутствует, то есть отсутствует sin D. 
Следовательно. Pn(t) представляют собой простые полиномы от переменной

t =  cos д . (1 54)

=  —д'(<) sin i?, (1 55)

g"(d) =  g"{t) sin2!? — g'(t) cos-д.

7 tl2
(1 - t 2)g " ( l ) -2 tg '( t )  + n ( n + \ ) - j —p  g\t) =  0 . (156)

dn+"‘
(t2 ~ 1)’ (1 57)

dtn+m

(t2 -  1) =  ^\/1 - t 2 - 2 =  Vi — t2 =  s i n . (158)

(1 59)



t. Их называют полиномами Лежандра. Приведем выражении полиномов Ле­
жандра для степеней от п =  0 до п =  5:

Л>(0 =  1 . =

Л « )  =  *. =  2 +  ^ , (160)

Напомним, что
t =  costi. (1-61)

Полиномы могут быть получены с помощью (1 59) или проще -- но рекур­
рентной формуле

Pn(t) =  Pn-2(t) + ^ — I tP n -d t )  . (1 62)п п

Таким образом, Р2 можно вычислить, зная Pq и Р\] Р3 можно вычислить, знал 
Р\ и Р2, и т.д. Графики полиномов Лежандра показаны на рисунке 1.4.

Известно, 410 степени costf могут быть выражены через косинусы кратных 
г), к примеру,

eos2̂  =  -  cos 2d + \ , cos:*tf =  7  cos 3 д + -  cos д . (1 63)2 2 4 4

Следовательно, мы можем так же выразить Pn(costf) . получив и]>и этом

3 1Po(cos^) =  7  cos 2$ + -  ,4 4
5 3 

P3(cos $) =  -  cos 3$ +  -  cos ,
8 8
35 5 „ 9 (1 64)

P4(cost?) =  —  cos4tf +  —  cos 2d + —  ,

63 35 15
P&(c o s =  ] 2 8 СО'ч5г;+ 128 COS3,? + g4 cos^ '

Если порядок m не равен нулю ( т.е. т =  1 ,2 ,... ,п ), то функции Лежандра 
Pnm(cosO) называются присоединенными функциями Лежандра. Они могут 
бы ть сведены к полиномам Лежандра с помощью уравнения

Pnm(t) =  ( l - t 2)m/2^ ^ .  (165 )



которое следует из (1 57) и (1 59). Таким образом, присоединенные функции 
Лежандра выражаются через полиномы Лежандра той же степени п. Приве­
дем некоторые /^т , полагая t =  cos г? и \/1 — t2 =  sin D:

Pi! (cos ) =  sin , *̂3i(cos d) =  sin d cos2t? -  ^  ,

/21 (cos d) — 3sin$cos$ , ^ (co s t f)  =  15sin2̂ cos^ ,

P22(cos tf) =  3sin2tf , ^33(cost9) =  15sin3?9.

(1 66)

Рис. 1.4: Полиномы Лежандра как функции 
t =  costf: при четном п (вверху) и при нечетном 

п (внизу)

Приведем также явную формулу для любой функции Лежандра (полино­
миальной или присоединенной ):

(2п -  2к)\

к=О к\ (п -  к)\ (п - т  -  2к)\
(п-т-гк (Ь67)



Здесь г наибольшее целое < (п—тп)/2 , то есть г принимает значение (п—тп) /2 
или (п — 7п — 1)/2  в зависимости от того, какое из чисел целое. Эта формула 
удобна для написания программ.

Так как эта полезная формула редко встречается в литературе, мы приво­
дим ее довольно простой вывод. Необходимые сведения по факториалам мож­
но найти в любом математическом справочнике. Вином Ньютона дает нам

u- -  D" -  Ё ( - 1 ) * ( " У п = £ ( - * ) *  t2n'2k • (168)
А-0  '  ' к-0 ' '*

Поэтому (1 57) принимает вид

1 _п _ 1 fin+m
P...W  -  ? (1 -  В - ч *  ■ <• «•)

п! сокращается. Производная порядка г от Is имеет вид:

= + = 0 70)

Полагая г =  п + тп и s = 2п — 2к, получаем

^ l (t2n-2k) =  (2п -  2к)\ 2к
Л»*™' J (n-m-2k)\  ' ( '

Подставив этот результат в приведенное выше выражение для Pmn(t) и учиты­
вая. что наименьшая возможная степень t -  это либо I. либо /° =  1. получим 
(1 67).

Сферические функции -  это функции Лежандра, помноженные па cosmA 
или на sinmA:

степень 0 Pq(cos д ): 

степень! P\(cosi)),

(1 72)
Pn(cos$) cos A, Pn(cosiy) sin А;

степень 2 ЯДcostf),
Р-21 (c:os д ) cos А , Р> 1 (cos д ) si 11А ;
Po2(cosi?) cos2A, /^(cosi^) sin 2А :

и гак далее.
Полезно геометрическое представление сферических функций. Функции 

порядка 7п. — 0 , то есть полиномы Лежандра, являются многочленами степени 
п переменной t и. следовательно, имеют п корней. Все эти п корней действи­
тельны и расположены на отрезке — 1 < t < + 1, го есть. О < 0 < тг (рис. 1.4 ).



Таким образом, сферические функции порядка га =  0 меняют свой знак п раз 
на чч’ом промежутке; кроме того, они не зависят от Л. Их геометрическое пред­
ставление дано на рис. 1.5 а (на примере полинома 6-ой степени). Так
как они делят сферу на зоны, то их еще называют зональными сферическими 
гармотшши.

Присоединенные функции Лежандра меняют свой знак п — т раз на про­
межутке 0 < д < тг. Функции cosтХ и sinmA имеют 2т корней в интерва­
ле 0 < А < 2тг. Таким образом, геометрическое представление сферических 
функций порядка т ф 0 имеет вид, подобный приведенному на рис. 1.5 Ь. 
Они делят сферу на сферические четырехугольники и треугольники, в кото­
рых тюперемепно меняют знак ( нечто вроде шахматной доски), и называются 
тссссщлъиыми сферическими гармониками ("тсессра” означает квадрат или 
прямоугольник, или черепица). В частном случае, при п — тон и  превращают­
ся в функции, делящие сферу на положительные и отрицательные секторы, 
и в этом случае носят название сскториалгтых сферических гармоник (см. 
рис. 1.5 с).

1.8 Функции Лежандра второго рода
Функция Лежандра Pnm(t) -  не единственное решение дифференциального 
уравнения Лежандра (1 56). Существует полностью отличная от нее функция, 
которая гак же удовлетворяет этому уравнению. Она называется функцией 
Лежандра второго рода степени п и порядка т и обозначается Qnm(t).

Хотя функции Qnm(t) обладают совсем иной природой, чем Pnm{t), они 
удовлетворяют весьма схожим соотношениям.

"Зональные” функции
Qn(t) =  Qno(t) (1 73)

определиются формулой

= (1 74)
k— 1

а остальные - формулой

QnmU) =  (1 ~ t2)" '*  СГ̂ * ) . (175)

Соотношение (1 75) полностью аналогично (1 65); более того, функции Qn{t). 
так же как и Pn(t). удовлетворяют рекуррентной формуле (1 62).



Pa( cos ’д )

Р i2,g(cos г?)сов 6Л P(j,6(cOS1^)cOS 6Л

(Ь) (с)

Рис. 1.5: Типы сферических гармоник: (а) зональ­
ная, (Ь) теесеральная, (с) (‘.екториальная

Из формулы (1 74) найдем несколько первых степеней функции Qu(t)

QoU ) =--\ 1п у“г |  = arth / '

CMO -  ~ in —— - — i -  t nr th t -  i .< ' 2 l - t

/ 3  , I V  l + <  3
< Ы 0 = --Ы - 4 ) l“ T 3 7 - 2 f =

( I 76)

H ) ar th t — - t .

Эти формулы и рис. l.C показываю!, что функции Qnm действительно со­
вершенно отличны от функций Рт„. При / — ± 1 (т.е. г) — 0 или тг) Qnm обраща-



стся в ±оо; из этого видно, что Pnm(cosi9) невозможно заменить на QumU-os#) 
( i) означает полярное расстояние), поскольку гармонические функции долж­
ны быть рег улярными.

Рис. 1.6: Функции Лежандра второго рода: п четное (вверху) и п
нечетное (внизу)

Тем не менее, мы еще встретим их в теории эллипсоидальных функций 
(раздел 1.16), которые находят применение в теории нормального гравита­
ционного поля Земли (раздел 2.7). Для этой цели нам понадобятся функции 
Лежандра вто!юго рода от комплексной переменной. Если -г -  комплексная 
переменная, то соотношение (1 74) принимает вид

<2п(2) =  ^ Я . . ( г ) 1 п ^ - Х ) ^ Р * . . , ( г ) Р „ . .* ( г ) ,  (1 77)
* А-—1

где полиномы Лежандра Рп(г) определяются теми же формулами, что и в 
случае действительной переменной t. Таким образом, в формуле (1 74) заме­
няется только

^ In * =  ar th t (1 78)
2 1 - /  v



на
(1 79)

В частности, имеем

(1 80)

1.9 Разложение по сферическим функциям и по­
нятие ортогональности

В (1 52) и (1 53) мы разложили гармонические функции в пространство в ряд 
по шаровым функциям. Таким же образом, произвольная (в очень широком 
смысле) функция /(# , А) на поверхности сферы может быть разложена в ряд 
но сферическим функциям:

m  А) =  Y ,  А> =  А) +  Ьп„Лг„,(0- А)]; (1 81)

Символами апт и Ьшп обозначены постоянные коэффициенты, которые мы 
сейчас определим. Существенным для этой цели является свойство ортого­
нальности. Это замечательное свойство заключается в том. что интеграл по 
единичной сфере от произведения двух различных функций Ипт и Snm равен 
нулю:

ОС оо п

/1=0 n=0 т —0

здесь мы ввели обозначения

Р rir/i(^OS l9 ) COS ГПХ ,

A) =  Pnm(costf) sinmA.
(1 82)

Jf fi-nmW, А) Т1,г(<К A) da =  0
a если хотя бы s ^  n или г ф m ;
f f S nm( » A )S sr(0.A)d<T = 0 (1 83)
a

f f  — 0 в любом случае.



Если функции 7£ПП1 и Snm совпадают, то 

4тг
2п -Ь 1

(1 84)

J j [ K ,M(i)A )?d a  =
<Т

jj\nmn(d< A)]2rf<r =  J J [ S ^ A ) ? d a  =  ^ ^ ± 1 ^  (m ^ O ).
<7 0

Заметим, что ST,о отсутствует, так как sin ОЛ = 0. В этих формулах мы 
использовали обозначение

/» Г pZIt /»7Г

J J Ул=о J tf=0
(1 85)

для интеграла по единичной сфере. Выражение

da =  sin dddd\ (1 86)

представляет собой дифференциал площади поверхности сферы.
Теперь мы обратимся к определению коэффициентов anm и Ъптп из (1 81). 

Умножая обе части равенства на некоторую сферическую функцию Hsr{0,\) 
и интегрируя по поверхности единичной сферы, получим

J j  / (0 , А) П „{в , A) da = asr J  j [Каг(#г A)]2 da , (1 87)
<т a

так как в двойном интеграле в правой части все члены, кроме одного с п =
77? = г. исчезнут в силу свойства ортогональности (1 83). Интеграл в правой 
части имеет значение, указанное в (1 84), так что а9Г определен. Аналогично, 
умножая (1-81) на <Snm(tf,A) и интегрируя по единичной сфере, найдем Ь8Г. 
Результаты таковы:

2 п + 1
ап0 - ----

47Г
J J  A) Pn(cos (У) da ;

= %Т~ (n + т)! IIm А) Ппт(-д'А) da  ̂88)
= [ [ п о *) « . .« •  ч *  <m?i0b27Г (п +  ш )! J J

Таким образом, коэффициенты апт и Ьпт могут быть найдены путем ин­
тегрирования.



Заметим, что сферические функции Лапласа Yn(ihX) в (1 81) могут быть 
найдены непосредственно но формуле*

YnUK А) =  H ! i ± i  [  [  J(i)\ У ) Pn(cos V>) sin 1)' dt)' d\ ': (1 89)
4тг Jx>=о Jt'=о

здесь V’ — сферическое расстояние между точкой Р, представленной коорди­
натами $,А, и точкой Р' с координатами i)\ А' (рис. 1.7)), такое, что

cos -ф — cos i) cos O' +  sin i) sin i)' cos( A' — A ). (1 -90)

После ознакомления с разделом 1.11 формула (1 89) может быть проверена 
непосредственным вычислением с использованием формулы сложения (1 105).

Рис. 1.7: Сферическое расстояние ф

1.10 Полностью нормированные сферические 
функции

Формулы предыдущего параграфа для разложения функции в ряд по сфе­
рическим функциям не очень удобны в использовании. Взглянем на (1 84) и 
(1 88): они различны для ш = 0 и ш ^ 0  и. кроме того, довольно громоздки и 
трудны для запоминания.

В связи с этим было предложено обычные сферические функции Rnm и 
Snm, определяемые формулами (1 82) и (1 57). заменить другими, отличаю­
щимися постоянным коэффициентом и более удобными в использовании. В



дальнейшем мы будем рассматривать только полностью нормированные сфе­
рические функции, которые, по видимому, являются наиболее удобными и 
ILI ироКО и СПОЛ1*WOM ы м и.

"Полностью нормированные” сферические функции являются просто "нор­
мированными" в смысле теории действительных функций; мы вынуждены ис­
пользовать эго громоздкое выражение, потому что термин "нормированные 
сферические функции" уже был, к сожалению, применен к другим функци­
ям. часто не являющимся "нормированными" в математическом смысле.

Мы обо значим полностью нормированные сферические функции чере:з 7 
и <Sni„: они определяются следующим образом:

Свойство ортогональности (1 83) остается верным для полностью норми­
рованных функций, в то время, как формула (1 84) значительно упрощается 
и выглядит так:

Эго значит, что средний квадрат любой полностью нормированной сфериче­
ской функции равен единице; среднее значение берегся по поверхности сферы, 
то есть интеграл делится на площадь сферы 47г. Эта формула теперь верпа 
для любого т, в том числе и для т =  0.

Если мы разложим произвольную функцию /($ , Л) в ряд по полностью 
нормированным сферическим функциям, аналогично (1 81),

Й„о(0, А) = х/2гГТТ 1Z„o('d, X ) = у /2 п  + 1 P„(costf);

(т ф 0).
(1 91)

(1 92)

ОО п
/(if, =  Л) +  bnmSnm(il Л)], (1 93)

п -0 m-О

то коэффициенты ап,п и Ьпт определяются просто:

(1 94)



то есть коэффициенты суть среднее но сфере значение щюизведеиия функции 
/(?У, А) на соответствующею сферическую функцию 7Znm или Snm-

Простота формул (1 92) и (1 94) составляет главное преимущество полно­
стью нормированных сферических функций и делает их полезными во многих 
отношениях, хотя функции Hnm и Snm в (1 91) более сложны, чем обычные 
R'-nm и &nni’ Имеем ^

А) =  Pnm(cos tf) cos га А ,

где
Г̂7тп( ,̂ А) =  Pnw(costf) sill гаА,

j.n~2k

к=О к) (п -  ку. (п -  2к)\

(1 95) 

(1 96)

для m — 0, и

P«m{t) =  \12(271. + 1) 5”  , mi? 2 -” (1 -  /2г /2 •(п + 7п)!

(2n -  2А;)!
(1 97)

Ат=0 A:! (n — А;)! (п — m — 2к)\
u-m-2k

для га Ф 0. Это соответствует (1 67); здесь, как и в (1 67), г наибольшее целое 
< (п — т)/2.

Ниже указаны соотношения между коэффициентами anm и Ьпт для полно­
стью нормированных сферических функций и коэффициентами a nm и Ьнт для 
обычных сферических функций, являющиеся обратными к тем. что приведены 
в (1 91):

п̂О
А,1.0 ~ \j2xi -f- 1

1 (п + га)! 
2(2п + 1) (гг — га)! *

Ьпт —
1 (п +  га)! 

2(2тг -h 1) (п — га)!1

(1 98)
(га ф 0).

1.11 Разложение обратного расстояния в ряд по 
зональным гармоникам и формула сложе­
ния сферических функций

Расстояние I между двумя точками со сферическими координатами

P(r, i9, A), (1 99)



задается формулой
/2 = г2 + г'2 — 2г г' cos ф , (1 100)

где ф -  угол между радиус векторами г и г '  (рис. 1.8), так что из (1 90) 
получим

cos^ =  cost? cos#' + sin# sin#'cos (А' — Л). (1 101)

Рис. 1.8: Пространственное расстояние I

Полагая г' < г, можем записать 

1 1
I yjг1 — Ъ' г' cos ф +  г'2 г\/1 — 2a м + а2 ’

(1 102)

где мы приняли a =  г'/г и и =  созф. Если г ' < г, то приведенная выше функ­
ция может быть разложена в степенной ряд относительно а. Примечательно, 
что коэффициентами при ап служат обычные зональные гармоники, то есть 
полиномы Лежандра Рп(и) =  Рп(сояф):

/, « = Т а пРп(и) = Р о (и )+ а Р 1(и) + с*2Р2(и )+  •••■ (1 103)
V 1 -  2а и + а2

Отсюда получаем следующую важную формулу

7 = E ^ ttp"(cos^ -  О 1(М)
л=О

В этой формуле было бы желательно выразить Рп(cos ф) через функции сфе­
рических координат А и #',А', с которыми ф связано соотношением (1 90).



Этого можно добиться с помощью формулы сложения.

Рn(cos jj>) =  Pn(costf) Pn(COSl9') +

2 J 2  S--7 " 'l ,  [Я»т(<!». А)7гпп1(^ , A') +  S„m(0, A)5nm(#\ A')].
(71 “Г Tfl).m=l

(1105)
Подставив (1 105) и (1 104). получим

/ \ ^-J(ra + ra)!// 0 4 m— 1 '

r"1 n uin(0'. A') + r'" S„m{‘9', A')] }  •

Использование полностью нормированных сферических функций упроща­
ет эти формулы. Заменяя обычные сферические функции в (1 105) и (1-106) 
полностью нормированными (1 91), найдем

1 п
Pn(cos ф) =  [Й»т(0, A)7£nm(t/, А') +  Snm(if, А ')]; (1 107)

m=О

1 " 1 
-  = F F —  •l ' 2n +  1

П m _ (1 Ю8)

n " " :^ :X) r'nKn,„(>r a ')+ ^ 4 f ; A) r"‘ 5nm(^ . a') .

Последняя формула будет играть фундаментальную роль при разложении 
гравитационного поля Земли в ряд по сферическим функциям.

1.12 Решение задачи Дирихле с помощью сфе­
рических функций и интеграл Пуассона

Определим задачу Дирихле, или первую краевую задачу теории потенциала, 
следующим образом: по произвольной функции, заданной на некоторой за­
мкнутой поверхности 5, требуется найти функцию V . гармоническую внутри 
или вне S и совпадающую с заданной функцией на поверхности S.

Если поверхность S -  сфера, то задача Дирихле может быть решена с 
помощью сферических функций. Возьмем для начала сферу радиуса г =  1 
и разложим функцию, заданную на поверхности этой сферы и обозначенную



V(l.tf, Л), в ряд но сферическим функциям (1 81):
ос

V(l,t?,A) = ^ У „ (А А ) ,  (1109)
п— О

где УП(#.А) определены в (1 89). (Этот ряд сходится для широкого класса 
функций V.) Функции

ос
И(г,0,А) =  £ V l y„(tf,A) (1110)

71—0

= (М П)
П= 0

совпадают с функцией 1/(1, г?. Л) на единичной сфере. Ряд (1 109) сходится, и 
мы имеем при г < 1

гпУ „< У „, (1 112)

при ?' > 1

^ f r < yn. (1113)

Следовательно, ряд (1 110) сходится при 7* < 1. а ряд (1 111) при г > 1:
кроме того, оба ряда, как указывалось выше, представляют собой гармони­
ческие функции. Таким образом, мы видим, что решением задачи Дирихле 
являются функция Ц(г, 1?, Л) внутри единичной сферы и функция Ve(r, ?9,А) 
вне единичной сферы.

Для сферы произвольного радиуса г = Я. решение схожее. Разложим за­
данную функцию в ряд

ос
V(R,#.\)  =  ^ У п(гУ,А). ( 11 14 )

п=0
Сферические функции Уп определяются формулой

К О М )  =  f  [  V (R ,0 ',\ ')P n(cos4i)sm d'dtfd\ '. (1115)
4тг Jy- о Jw=X)

Тогда ряд ос
VKr,t?,A) =  ^ ( J ) " y „ ( t f , A )  (1116)

п=0
является решением внутренней задачи Дирихле, а ряд



решает внешнюю задачу Дирихле для сферы радиуса г = R.
Таким образом, мы видим, что задача Дирихле всегда может быть реше­

на для сферы. Очевидно, что эго тесно связано с возможностью разложения 
произвольной функции на сфере в ряд по сферическим функциям, а гармони­
ческой функции в пространстве -  в ряд по шаровьим функциям.

Краевая задача Дирихле может быть решена не только для сферы, но и для 
любой достаточно гладкой граничной поверхности. Соответствующий пример 
приведен в разделе 1.16.

Разрешимость задачи Дирихле существенна для решения задачи Молоден- 
ского (раздел 8.3). См. также Kellog (1929: Chap. XI).

Интеграл Пуассона

Укажем сейчас непосредственное решение задачи Дирихле. Мы рассмот­
рим только внешнюю задачу, поскольку она представляет больший интерес 
для в геодезии. Подставляя Уп($, А) из (1 89) в (1 117), получим

K(r,tf,A) =
/ / ? \ пН 1 2rj + 1 Г2п Г* (1118)

У  [ - )  /  /  V( Л, \ A') Pn(cos ф) sin д' d&' d\'.
^ 0 \ r J  4тг А '= о  Jd '.o

Это выражение можно преобразовать к виду

V.MX) = Г Г А')-
47Г Jy=0

[  / т>\ п̂ 1
]Г(2п + 1) ( -  J P„(costf>)

71=0 '  '

(1 119)
sin O' dtf d\'.

Сумму в скобках легко вычислить. Обозначим пространственное расстоя­
ние между точками Р(г, А) и Р'(/2, А') через /. Тогда, используя (1 104),
получим

1 1 1 00 //?\n + l
-  =  ■ - =  -  У "  ( -  1 Рп(со*ф). (1 120)
I yjr2 +  К1 -  2R г cos ф )

Дифференцируя но г, имеем

_ > -  R iO b i>  =  _  ^ > (п +  рп(сок</, ) . (1 Ш )

71 "0

Умножая это соотношение на - 2 Яг, а выражение для 1/1 - на — и затем 
складывая их, приходим к



Правая часть представляет собой выражение, стоящее в скобках в (1 119). 
Подставляя её в (1 119), окончательно получаем, что

Это - интеграл Пуассона. Он представляет собой явное решение внешней за­
дачи Дирихле для сферы и имеет много приложений в физической геодезии.

1.13 Другие краевые задачи
Имеются и другие подобные краевые задачи. В задаче Неймана, или второй 
краевой задаче теории потенциала, вместо функции V задается ее нормальная 
производная OV/dn на поверхности S. Нормальная производная -  это про­
изводная по направлению внешней нормали п к поверхности S. В третьей 
краевой задаче задается линейная комбинация функции V и ее нормальной 
производной

на поверхности S.
Решения этих краевых задач легко находятся с помощью сферических 

функций. Мы рассмотрим только внешние задачи, так как они представля­
ют наибольший интерес для геодезии.

В задаче Неймана мы разложим данные значения dV/dn на сфере радиуса 
г =  Я в  ряд по сферическим функциям

Тогда гармоническая функция, являющаяся решением внешней задачи Ней­
мана для сферы, имеет следующий вид

где
I =  у/г2 +  R2 — 2R rcosip. (1-124)

(1 125)

(1 126)

(1 127)

Чтобы проверить это, продифференцируем (1 127) по г:



Так как для сферы нормаль совпадает с радиус вектором, то

( Э . . - S L .
откуда видно, что (1 126) удовлетворяется.

Третья краевая задача представляет наибольший интерес для физической 
геодезии, поскольку определение высот геоида по аномалиям силы тяжести 
представляет собой как раз такую задачу. Чтобы решить эту задачу в общем 
случае, опять разложим функцию, определенную заданными краевыми зна­
чениями, в ряд по сферическим функциям

AV + f c ^  = y V n(tf,A). (1 130)
Oil п̂-0

Гармоническая функция

11 ш>

решает внешнюю третью краевую задачу для сферы г =  R. Непосредственная 
проверка проводится аналогично случаю второй краевой задачи (1 127).

При определении высот геоида константы h и к имею т следующие значения

Л = —| , к = - 1: (1132)н
таким образом, функция

УЛгЛХ) =  н £ ( * ) ' +1Ш 1 >  (1133)
П - 1

решает краевую задачу физической геодезии.
В предыдущем параграфе мы видели, что первая краевая задача может 

быть решена непосредственно с помощью интеграла Пуассона. Подобные ин­
тегральные формулы существуют и для второй и третьей краевых задач. Ин­
тегральная формула, соответствующая решению (1 133) краевой задачи фи­
зической геодезии, называется интегралом Стокса и будет нами подробно 
рассмотрена в главе 2.

Замечание об обратных задачах

Краевые задачи определяют внешний потенциал Земли, где нет масс и 
потенциал, удовлетворяя уравнению Лапласа, является гармонической функ­
цией. Задача определения потенциала внутри Земли носит совершенно иной



характер, так как Земля наполнена массами и внутренний потенциал удовле­
творяет уравнению Пуассона, а не уравнению Лапласа, как мы видели в раз­
деле 1.2. К сожалению, плотность g внутри Земли в общем случае неизвестна.

Чтобы оценить трудность этой задачи, рассмотрим интеграл Ньютона (1 
12). Если бы внутренние массы были известны, мы с помощью этой формулы 
легко и непосредственно посчитали бы внутренний (и внешний) потенциал 
Земли. Определение потенциала по массам является "прямой” задачей. "Об­
ратная" задача заключается в определении масс но потенциалу, то есть в ре­
шении интегрального уравнения Ньютона относительно плотности. Эта задача 
существенно труднее.

В действительности, невозможно однозначно определить по внешнему по­
тенциалу порождающие его массы. Эта обратная задача теории потенциала 
не имеет единственного решения. Подобные обратные задачи часто возника­
ют в геофизической разведке посредством гравитационных измерений: под­
земные массы предполагается определить но возмущениям гравитационного 
поля. Чтобы решить эту задачу, требуется дополнительная информация, ко­
торая может быть получена, например, на основании геологических изысканий 
или с помощью сейсмических измерений.

В настоящее время известно, что многие задачи геофизики и других на­
ук, включая медицину (например, сейсмическая и медицинская томография), 
являются обратными. Мы не можем здесь заниматься этой интересной пробле­
мой и лишь сошлемся на обширную литературу по этому вопросу, например, 
на книги Moritz (1995), Anger and Moritz (2003) или на интернет страницу 
www. iiicLS. t ugraz. at /  forschung /  InverseProblems/ A nger Mori tz .lit ini.

1.14 Радиальная производная гармонической 
функции

Для применения в дальнейшем к задачам, связанным с нахождением верти­
кального градиента силы тяжести, мы выведем интегральную формулу для 
производной вдоль радиус-вектора г произвольной гармонической функции. 
Такая функция (обозначим ее V) удовлетворяет интегралу Пуассона (1 123):

У W ) -  ^ -  В У '  Г  ( ,  ,34)
4тг Л'=оЛ>'=о 1

При нахождении радиальной производной dV/dr заметим, что V(R, Л') не 
зависит от г. Таким образом, достаточно продифференцировать (г2 — Л2) / /3, 
что даст

dV(r\ Л) 
дг [  [  М(т\ ф) V(R, A') sin O' di)' d\'. (1135)

4тг Jx'^oJi)'=Q



где

М(г,ф) =  | - ( Г — JE^R2r -  г3 -  /? г2cosф -  ЗЯг соя ф). (1-136)

Составим соотношение (1 135) для гармонической функции вида

V,(r,t»,A) = - ;  ^  = - 4 -  V'i№</,A') = |  = 1- (1137)г or г£ И

В результате имеем

П 11 Г2п Г*
-1 1  =  —  /  М(/\ ф) sin 0' <№ d\ '. (1 -138)

Г2 47Г yv -о У ^ =0

Умножая обе части последнего равенства на V(r< tf,A) и вычитая затем из 
(1 135), получим

(X\f R /? Гп
11L +  I I  v P =  - р  /  /  М (г , V») (V  -  V,.) s in tf'd tf'dA ', (1 1 3 9 )

г2 4тг уА,.,0 у о '-о
где

Vp =  V (г, А ) , V =  К (Л ,0 '.А ') .  (1-140)

Рис. 1.9: Пространствсннос расстояние между двумя точками на
сфере

Для того, чтобы найти радиальную производную на поверхности сферы 
радиуса R. мы должны положить г =  R. Тогда I примет c-:ic, дующий вид

■ф
1о =  2 R  sill — , (1 141)



а функция М запишется в более простой форме

1 2/?
М(Л,ф) = ----------- -  =  - 3-. (1142)

4H2sin3— 02
Если ф —> 0, то М (Л1гр) —> оо, и мы не можем применить непосредственно 
формулу (1-135) на поверхности сферы г =  R. Однако, в преобразованном 
выражении (1 139) (V — Vp) —У 0 при ф —> 0, и сингулярность М  при ф —> О 
будет нейтрализована ( при условии, что V дважды дифференцируема по Р ). 
В результате мы получаем следующую формулу для производной:

dV  1 R2 f 2n Г  V -  Vp^ -  =  - - К р +  £ -  /  /  l — JZsintf'cW'dA'. (1 143)
dr R 2n Jx~oJ\r=o %

Это соотношение выражает dV/dr на сфере г =  R через значения V на этой 
сфере; то есть, теперь мы имеем

VP =  V (R ,ti,\ ), V =  V(R,i)'.\’ ). (1144)

Решение в терминах сферических функций

Мы можем записать Vp как

п+1

п=0

Дифференцирование дает

00 / /?\
УР = Е ( - )  У«(^А)- (1145)п=11 \ Г /

dV ^  /?"+!_  = _ ^ (n+l ) _ _ W A). (1 146)
п=0

Для г =  R это выглядит так:

=  ~ б Х >  +  1 )У „(0 ,Л ). (1 1 4 7 )
9V
dr R п=О

Полученная формула эквивалентна (1 143), но выражена через сферические 
функции. Из нее можно получить интересное следствие. Переписывая (1 147) 
в виде

dV 1 „  1 °°



и сравнивая с (1 143), заметим, что

Г  Г ^  sin «?' dr)' d\' =  - I  f  >  YJi), A ). (1 149)
J\'= 0 Jv= 0 ‘o ”  n=0

Д2 /-2-r

2tt

Это соотношение полностью сформулировано в терминах величин, относящих­
ся только к сферической поверхности. Более того, для любой функции, задан­
ной на поверхности сферы, можно найти функцию, определенную во веем про­
странстве, гармоническую вне сферы и совпадающую с заданной функцией на 
поверхности сферы. Это - то, что получается при решении внешней краевой 
задачи Дирихле. Из перечисленных фактов заключаем, что (1 149) верно 
для любой (произвольной в разумных пределах) функции К, определенной на 
поверхности сферы. Эти результаты будут использованы нами в разделе 2.20.

1.15 Уравнение Лапласа в эллипсоидально­
гармонических координатах

Сферические функции используются в геодезии чаще других благодаря тому. 
410 они сравнительно просты и Земля но форме близка к сфере. Но Земля 
больше похожа на эллипсоид вращения, и можно ожидать, что эллипсоидаль­
ные функции, которые определяются тем же способом, что и сферические, 
больше соответствуют нашим целям. В действительности, это лишь вопрос 
удобства, поскольку и сферические и эллипсоидальные функции могут быть 
использованы для любого притягивающего тела независимо от его формы. 
Так как эллипсоидальные функции имеют более сложную структуру, то они 
используются лишь в некоторых специальных случаях, которые, тем не мсисс, 
важны, например, в задачах, связанных с точным вычислением нормальной 
силы тяжести.

Введем эллипсо-идольно -гармоиичсскис координаты и, д, А (рис. 1.10). Рас­
смотрим точку Р  с координатами х,т/, z в прямоугольной системе. Проведем 
эллипсоид вращения так, чтобы точка Р  лежала на его поверхности, центр на­
ходился в начале координат О, ось вращения совпадала с осью Oz, а линейный 
эксцентриситет имел постоянное значение Е. Координата и малая полуось 
эллипсоида, $ дополнение до редуцированной широты [3 точки Р  относитель­
но этого эллипсоида (см. рис. 1.10 ), то есть д =  90е —/3, а А -  геоцентрическая 
долгота в обычном смысле. Следует заметить, что в сферических координатах 
д эго полярное расстояние, которое является ничем иным, как дополнением 
до геоцентрической широты, в то время как в эллипсоидально гармонических 
координатах д -  это дополнение до редуцированной широты, обозначаемой 
4Cjx̂ 3 [3.



Z

Рис.. 1.10: Эллипсоидально-гармоничсскис координаты: вид спере­
ди (вверху) и вид сверху (внизу)

Эллипсоидально гармонические координаты it, д , А связаны с декартовыми



x ,y ,z  следующими соотношениями

х = у/u2 +  Е2 sin & cos Л,

у — у/п2 -f- Е2 sin i) sin Л, (1 150)

z =  u cos $ ,

что можно увидеть из рис. 1.10, если учесть, что большая полуось эллипсоида, 
проходящего через точку Р, равна y/u2 +  Е2. Так как $ =  90° — #, то мы можем 
записать и так:

х =  у/и2 +  Е2 cos р cos Л,

у = у/и2 +  Е2 cos /3 sin Л, (1 151)

z = и sin f3.
Принимая и =  const, получим уравнение

~гН2 + Г2=1- f1 152)tr -h ir

описывающее эллипсоид вращеиия. При d = const получим однополостиый 
гиперболоид

X2 У2 ’у2
У ~ = 1 ,  (1 153)

Е2 sin2$ Е2 cos2# 
а при Л =  const -  меридиональную плоскость

у =  х tgA. (1 154)

Постоянное фокусное расстояние Е (то есть расстояние от начала координат О 
до одного из фокусов Fi или F2) -  одно и то же для всех эллипсоидов и = const* 
и характеризует рассматриваемую систему координат. При Е =  0 получаем 
обычные сферические координаты и =  г, А как предельный случай.

Для нахождения дифференциала дуги ds в эллипсоидально гармоничес­
ких координатах действуем так же, как и в сферических (формула (1 30)):

ds2 =  + ^   ̂rfw2 +  (и2 + Е2 cos2tf) dd2 +  (и2 +  Е2) sin2tf dX2 . (1 155)uz -f-
Координатная система u, I?, Л ортогональна: произведения dudd и т.н. отсут­
ствуют в формуле.

Полагая в (1 31) и = д = q2y А =  д3, приходим к соотношениям

= Ц2ц Д 2д?~~ ’ /|Ь « 2 + £ 2® ^ ,  /I* = («2 +  Е2) sin2»?. (1156)



Подставляя их в (1 32), имеем 

1
и < - + Е2) sill'd

clV
Ou +(u2 + E2 cos2г?) sin d

° ( ' 4dV\ ° \ u2 + E2cos2V avl l
di9 V  d ti)  +  dX [ > 2 +  £ 2)sintf c?A J /

После дифференцирования и сокращения на sin г?, получаем 

1

(1 157)

AV =
u2 +  Е2 cos2$

/ 2 r,2,d2V  „ dV d2V
{u + E ) M +2u d ^ + d¥ +

OV u2 + E2 cos2# d2V 
Ctg’ M  +  (ifi +  E2) sin2t? OX2

(1 158)
= 0.

Это -  уравнение Лапласа в эллипсоидально-гармонических координатах. 
Опуская (и2 -1- Е2 cos2̂ )-1, приходим к другой записи этого уравнения

, о Л 9V d2V BV и2 4- Е2 cos2i) d2V п . 1ГЛЧ
(м + * да2 + ‘ ди + дд2 +  6 дв + (и2 + Е 2) sin2tf ОХ2 ( *

Предельный случай (Е —> 0) дает выражения (I 35) и (I 36) в сферических
координатах.

1.16 Эллипсоидальные функции
Чтобы решить уравнение (1-158) (или (1 159)), мы воспользуемся методом, 
аналогичным тому, который применялся для решения соответствующего урав­
нения (1 36) в сферических координатах. Коротко напомним его.

С помощью подстановки

V(r,#,\) =  f(r)g (fl)h (  А), (1 160)

мы разделяли переменные 7-, $,А. В результате исходное дифференциальное 
уравнение в частных производных (1 36) распадалось на три обыкновенных 
дифференциальных уравнения (1 39) , (1 46) и (1-47).

Чтобы решить уравнение Лапласа в эллипсоидальных координатах (1 159). 
восиользуемся соответствующей подстановкой

V(u,d,\) = f(u )g (d )h (\ ). (1 161)

Подставив (1 161) и разделив на /  g h, получим

1 1 а 2 -I- Е2 гоч2?9 h"
i [ ( « 2 + Е2) / "  + 2и Л  + V  + g> cfcgtf) + , » , Т  =  0 • (1 162)/  g (u2 + E2)su iv  h



Переменна*! Л присутствует только в частном /&"//&, которое, следовательно, 
должно быть константой. Чтобы это стало очевидным, перепишем уравнение 
в таком виде

-v r f r a r  О 1*”' +Е’>'" + 2”' i + j' »"+ * т • <> 1<в>

Левая часть зависит только от и и правая - только от А. Эти две части 
могут быть тождественно равны друг другу только в том случае, когда они 
равны одной и той же константе. Следовательно,

к" 2—  =  —т

Множитель, стоящий при h "/ h , можно разложить так:

u2 +  E2cos2i9 _  1 _  Е2
(и2 + Е2) sin2tf sin2# и2 + Е2

(1 164)

(1-165)

Подставляя (1 164) и (1 165) в (1 -163) и собирая вместе функции одной и 
той же переменной, получим

7 « ”2 + Е! > г  +  2 . Л  + ”>’ »  -  J W  + »'<*<’> + ^  1в6>

В правой и левой частях этого равенства стоят функции различных незави­
симых переменных: следовательно, они должны быть равны одной и той же 
константе. Наконец, обозначая упомянутую константу через тг(п +  1), полу­
чим три обыкновенных дифференциальных уравнения, на которые распада­
ется исходное уравнение в частных щюизводных (1-159) при использовании 
подстановки (1-161):

(и2 +  E '-)f"(u) + 2u / ' ( « ) - f(u ) =  0; (1-167)

2 1mrn(ii +  1) sin D ---- : ,
smv

g( t ? )= 0 ; (1168)

/i"(A ) +  m 2/t(A) =  0 . (1 169)

Второе и третье уравнения -  тс же, что и в случае сферических координат 
(1 159) и (1 161); отличается только первое. Подстановки

т = г (где г =  V -̂Г) и t — cos# (1 170)



прсобр<азуют первое и второе уравнении к виду

(1 -  г2) /" (т )  -  2т / '( т )  + [ „ ( „  +  1) -  - ^ 1  / »  =  .1 — т*
171~

( l - t 2)g " ( l) -2 tg '( t )  +  n(7i+l)-y—— <?(<) = О,
(1 171)

где черта сверху указывает на то, что функции /  и g выражены через новые 
переменные т и t. Мы уже встречались с подстановкой t =  eostf и соотвстству- 
10пщм уравнением для g(t) при изучении сферических функций.

Заметим, что /( т )  формально удовлетворяет тому же уравнению, что и 
g(t), а именно, уравнению Лежандра (1 56). Мы уже видели, что это уравне­
ние имеет два решения: функцию Лежандра Pnm и функцию Лежандра вто­
рого рода Qnm. Для g(t), где t. = cos'd, функции Qnm(t) была исключена из 
рассмотрения по очевидным причинам (см. раздел 1.8). Однако для /(т )  оба 
множества функций Pnw(T) и Qnm(T) являются возможными решениями; они 
соответствуют двум различным решениям f  =  г п и /  =  в случае сфе­
рических функций. И, наконец, решениями уравнения (1 169) являются, как 
и прежде, функции cosmA и sinmA.

Итак, уравнения (1 167), (1 168) и (1 169) имеют следующие решения:

Здесь л и m < п, как и прежде, целые числа 0,1,2......  Следовательно,
функции

g(t)) =  Pm„(cos0 );

h(А) =  cos mX или sin гаA.

(1 172)

V(u,i),\) -  P„m(i E )  Pnm(costf) { siumA}  

У (u, , A) = Qmn (г - )  P„TO(cos >9) | ^  j
(1 173)

являются решениями уравнения Лапласа AV =  0, то есть гармоническими 
функциями.



Используя линейные комбинации этих функций, мы можем составить ряды

- ЕЕ—Нгт,.=0 m-o pnm ( г — J
[anr)lPnin (cos $) cos 7и\ “f- bnm Рта ((‘os $) sin /At A],

(1-174)

К(«,ЛЛ) = £ £ ------ i - f i .
n=° m=0 Q nm —j

[dnmPnm(W)S $) CO« +  n̂m̂ nm(C0S #) sill ?uA] .

Здесь b -  малая полуось произвольного, но фиксированного эллипсоида, 
который можно назвать реферепц эллипсоидом (рис. 1.11).

Деление на Pnin(ib/E) и Qnm(ib/E) допустимо, так как они являются кон­
стантами; это позволяет упростить вид рассматриваемых выражений и сде­
лать коэффициенты anm и Ьптп действительными.

Рис. 1.11: Рсфсрснц-эллиисоид и эллипсоидально-гармонические
координаты

Если эксцентриситет Е вырождается в ноль, то эллипсоидально гармони­
ческие координаты и, Л становятся сферическими г, Л; эллипсоид и =  b 
превращается в сферу /• =  R, так как полуоси а и b равны радиусу 72. При



этом

( Г  «™>
так что первый ряд в (1 174) превращается в (1 116), а второй -  в (1 117). Та­
ким образом, мы видим, что функция Рп,п(*и/Е) соответствует г” , a Qnrn(iu/E) 
соответствует функции г“ п̂+1̂  сферического случая.

Следовательно, первый ряд в (1-174) является гармонической функцией 
внутри эллипсоида и = Ь, а второй -  вне нет. Э т о т  случай имеет приложения 
в геодезии. При п = Ь оба ряда совпадают:

Vj(M,A) = К(Ьл9,А) =
~ " (1 176)

= 2 ^  2 ^  (cos 0) cos т\ + bn7nРпт(cos tf) sin mA].
и—0 m—О

Таким образом, задача Дирихле для эллипсоида вращения решается легко. 
Разложим функцию V(b, tf,A), заданную на поверхности эллипсоида и = 6, в 
ряд но сферическим функциям со следующими аргументами: $ =  дополнению 
до редуцированной широты, А =  геоцентрической долготе. Тогда первый ряд в 
(1 174) является решением внутренней задачи Дирихле, а втодой -  решением 
внешней задачи Дирихле.

Формула (1 176) показывает, что в ряд по сферическим функциям можно 
разложить не только функции, заданные на сфере. Такое разложение допуска­
ет произвольная в широком смысле функция, '.заданная на выпуклой поверх­
ности.

Замечание о терминологии

Эллипсоидально гармонические координаты u j)  ( или /?), А, как обобще­
ние сферических координат, используются только для получения решений 
уравнения Лапласа в явном виде, в частности, для описания гравитацион­
ного ноля референц эллипсоида в разделе 2.7. Краткое название "эллипсои­
дальные координаты", часто используемое в отношении и./?, А, может приве­
сти к путанице с эллипсоидальными координатами у?, A, h. В настоящей книге 
эллипсоидальные координаты будут всегда называться "эллипсоидальными 
географическими" координатами (их также часто называют "геодезическими 
координатами" ) и обозначаться

iim̂ | )  = (  n= „ 
б-ю _ /. Ь\ \Ь/ \R/ е-> <) / .  Ь\

пт Г  ~Ё)  V ~Ё/



Глава 2

Поле силы тяжести Земли

2.1 Сила тяжести
Полная сила, действующая на тело, находящееся в покос на земной поверх­
ности, является равнодействующей силы притяжения и центробежной силы 
вращения Земли и называется силой тяжести.

Зададим прямоугольную систему координат с началом в центре тяжести 
Земли и осью Oz, совпадающей с осью вращения Земли (рис. 2.1). Выбор осей 
Ох и Оу соответствует правой системе координат; в остальном они произволь­
ны. Для удобства можно положить, что ось Ох "указывает" на гринвичский 
меридиан. Заметим, что в этой книге мы считаем Землю твердым телом, вра­
щающимся с постоянной скоростью вокруг фиксированной оси. Это довольно 
упрощенное представление, см. Moritz and Mueller (1987). Центробежная сила 
/ ,  действующая на единичную массу, описывается формулой

-  расстояние от оси вращения. Вектор f  этой силы сонаправлен с вектором

(2 1)

р  =  у / х 2 +  У 2 (2 2)

р = (я, у, 0]

и, следовательно, может быть представлен в виде

(2 3)

f  =  CJ2p =  [ и 2Х,  LJ2y,  0] . (2 4)

Цеит1юбежпая сила может быть также найдена путем дифференцирования 
потенциала

Ф = Х-ш 2(х2 + 1/2) , (2 5 )



так что
f  =  grad Ф = дФ дФ дФ

дх ' д у ’ dz
(2 6)

Подстановка (2 5) в (2 6) даст (2 4).
Сила тяжести, как уже укачано выше, является равнодействующей силы 

притяжения и центробежной силы. Соответственно, потенциал W  силы тяже­
сти является суммой потенциала V силы притяжения и потенциала Ф центро­
бежной силы:

W = W (x, у, z) =  V + b  =  G f j j  у i  ш2(х2 + у2), (2 7)
V

где интегрирование производится по всей Земле.
Дифференцируя (2 5), найдем

0 4  д 2Ф д 2Ф п 2
Дф = --------- 1--------- -|---------- =  2и  .

дх2 ду2 dz2
(2 8)

С учетом уравнения Пуассона (1-17) для V , мы получим обобщенное уравнение 
Пуассона для потенциала W  силы тяжести:

AW  = —An G g +  2а;2 . (2-9)

Так как Ф -  аналитическая функция, то разрывы функции W  унаследова­
ны от V: некоторые из вторых производных имеют скачки в местах разрыва 
плотности.



Градиент W

с координатами

g =  grad W = OW dW OW 
dx ’ dy ' dz

(2 10)

- u)2 x ,
d W  _ f f f  x - Z  ,

* = edv+‘
V

d W  „  f f f  V - * l  j  2gy =  - ^ -  =  ~ G JJJ — edv +  w y , (2 .Ц )

V

называется вектором силы тяжести’, эго полная сила (сила притяжсиия 
плюс центробежная сила), действующая на единичную массу. Как и всякий 
вектор, он имеет модуль и направление.

Модуль g называется силой тяжести в узком смысле. Он имеет физическую 
размерность ускорения и измеряется в галах ( 1 гал -  1 см с-2), названных 
так в честь Галилео Галилея. Численно g приближенно равно 978 галам на 
экваторе и 983 галам на полюсах. В геодезии удобнее пользоваться другой 
единицей -  миллигалом ( сокращенно мгал) (1 мгал — 10“ 3 гал).

В единицах СИ
1 гал =  0.01 м с" 2 ,

(2 12)
1 мгал =  10 /iMC 2 .

Направление вектора силы тяжести определяет собой направление отвесной 
линии; ее фундаментальное значение для геодезических и астрономических 
измерений хорошо известно.

Помимо центробежной силы, на движущееся тело воздействует гак называ­
емая сила Кориолиса. Она пропорциональна скорости движения относительно 
Земли и, следовательно, равна нулю для тел, пребывающих в покое на Земле. 
Так как в классической геодезии ( за исключением навигации ) обычно имеют 
дело с инструментами, находящимися в покое относительно Земли, то сила 
Кориолиса не играет роли, и мы не будем се здесь рассматривать.

Гравитационная и инерциальная массы

Возможно, читатель заметил, что масса т используется в двух концептуально 
различных смыслах: как инерциальная масса в ньютоновском законе инерции, 
сила — масса х ускорение, и как гравитационная масса в ньютоновском за­
коне всемирного тяготения (1 1 ). Масса т ,  участвующая в силе притяжения



(которая и в действительности является силой), представляет собой гравита­
ционную массу в то время, как масса га, участвующая в центробежной силе 
(которая в действительности является ускорением), представляет собой ипер- 
циальную массу. Уже около 1890 года венгерский физик Роланд Этвёш экс­
периментально показал, что оба вида масс равны с точностью до ДО"11, что 
является очень трудно достижимой точностью. Он использовал тот же тип 
инструментов, с помощью которых экспериментальные физики смогли опре­
делить численное значение гравитационной постоянной G лишь с малой точ­
ностью около 10 4, о чем говорилось в начале этой книги. Разность между 
гравитационной и инерциальной массами была слишком мала, чтобы стать 
событием в физике, но для классической механики это было необъяснимым 
чудом. И только в 1915 году Эйнштейн сделал се одной из основ общей теории 
относительности!

2.2 Уроненные поверхности и отвесные линии
Поверхности

W{Xj у< z) =  coast, (2 13)

на которых потенциал постоянен, называются эквипотенциальными поверх- 
тетями или уровениыми поверхностями.

Дифференцируя потенциал силы тяжести W  =  W(x,  у, z), найдем

9W J dW J OW J /ллл^
dW =  —— dx + ~~r dy + — -  dz . (2 14)

ox dy dz

Используя скалярное произведение векторов, это можно записать так

dW =  grad W  • dx = g • d x , (2 15)

где
dx = [dx% dy, dz]. (2 16)

Если вектор dx направлен вдоль эквипотенциальной поверхности W  =
const, то потенциал остается постоянным и d,W =  0; тогда (2 15) запишет­
ся так

g • dx =  0. (2 17)

Если скалярное произведение двух векторов равно нулю, то эти векторы ор­
тогональны друг другу. Тем самым выражение (2 17) описывает хорошо из­
вестный факт: вектор силы тяжести ортогонален эквипотенциальной по­
верхности, проходящей через данную точку.



Поверхность океанов, после некоторой идеализации, можно рассматривать 
как масть одной поверхности уровня. Эта особая эквипотенциальная поверх­
ность была предложена Гауссом, "королем математиков", в качестве "матема­
тической фигуры Земли" и позже названа геоидом. Это определение оказалось 
очень верным, и до сих пор многие считают геоид фундаментальной поверх­
ностью физической геодезии. Таким образом, геоид определяется уравнением

W  =  W0 =  const. (2 18)

Если взглянуть на уравнение (2 7) потенциала силы тяжести ИЛ то увидим,

что эквипотенциальные поверхности, описываемые уравнением W(x,y , z )  =  
const, имеют довольно сложный математический вид. Уровснные поверхности, 
целиком лежащие вне Земли, являются, но меньшей мере, аналитическими по­
верхностями ( хотя и не описываются простым аналитическим выражением), 
поскольку потенциал W  апалитичеп вне Земли. Но для уровенных поверх­
ностей, частично или целиком лежащих внутри Земли - таких, как геоид -  
это уже неверно. Они непрерывны и гладки (то есть не имеют изломов), но 
не являются аналитическими; в следующей главе мы увидим, что кривизна 
внутренних уровенных поверхностей имеет разрывы вместе с плотностью.

Линии, пересекающие ортогонально все эквипотенциальные поверхности, 
не являются прямыми, а слегка искривлены (рис. 2.2). Их называют силовы­
ми или отвесными линиями. Вектор силы тяжести к любой точке направлен



касательно к отвесной линии в этой точке, и в этом смысле выражения "на­
правление вектора силы тяжести", "вертикаль" и "направление отвесной ли­
нии" являются синонимами. Иногда само это направление кратко называют 
отвесной линией.

Так как уроненные поверхности, так сказать, горизонтальны всюду, то они 
соответствуют интуитивному и физическому смыслу горизонтали; для геоде­
зии они так же важны как и отвесные линии потому, ч то уровенные поверх­
ности и отвесные линии ортогональны. Теперь мы видим, почему так много 
внимания уделяется уроненным поверхностям.

Высота Я точки над уровнем моря ( называемая также ортпометприче- 
ской высотой ) измеряется от геоида вдоль искривленных отвесных линий
(рис. 2 .2). Если взять вектор с/х, направленный вдоль отвесной линии в сто­
рону возрастания высоты Я. то его длина будет

||с/х||=с/Я, (2 19)

а направление противоположно вектору силы тяжести g, который направ­
лен вниз, так что угол между с/х и g равен 180°. Используя определение 
скалярного произведения (для двух векторов а и b оно определяется так: 
a b = ||a||||b|| cosил где и; угол между этими двумя векторами), мы получим

g dx = gdH  cos 180° =  - д  dH, (2 20)

и формула (2 15) принимает такой вид :

dW = - g d H .  (2 21)

Это уравнение связывает высоту Я  с потенциалом W и будет основным 
в теории определения высот (глава 4). Оно ясно показывает неразделимую 
взаимосвязь между геометрическими (Я) и динамическими (W)  понятиями, 
характерную для геодезии.

Уравнение (2 21) можно записать иначе:

Отсюда видно, что сила тяжести представляет собой вертикальную производ­
ную потенциала W , взятую с обратным знаком, или отрицательную верти­
кальную компоненту вектора grad W .

Так как геодезические измерения (измерения теодолитом, нивелирование, 
а также спу тниковые методы и т.н.) почти исключительно отнесены к систе­
ме уровенных поверхностей и отвесных линий, то геоид играет существенную 
роль. Из этого видно, почему целью физической геодезии является определение 
уровенных поверхностей гравитационного ноля Земли. В более абстрактной,



но эквивалентной формулировке цель физической геодезии звучит как опре­
деление потенциала W(x,y,z) .  На первый взгляд, такое определение (данное 
Брунсом в 1878 году), может озадачить, но его смысл легко понять: если по­
тенциал W  задан как функция координат x , y , z , то мы знаем все уровенные 
поверхности, включая геоид; они описываются уравнением

W(x, у, z) =  const. (2 23)

2.3 Кривизна у решенных поверхностей и отвес­
ных линий

Кривизна кривой у = f (x)  определяется выражением

_ 1 _ у"
Q (1 +  у'2)3/ 2 ’ 

где к -  кривизна, д - радиус кривизны, и

j  _  <1У  _  ( Р У
У dx' У dx2 '

(2 24)

(2 25)

Бели использовать локальную плоскую систему координат ху, в которой ка­
сательная к кривой в точке Р параллельна к оси Ох (рис. 2.3), то yf =  0, и мы 
получим, что

1 dPy
(2 26)

Рис. 2.3: Кривизна кривой



Уроненные поверхности

Рассмотрим теперь точку Р на уроненной поверхности S. Зададим локаль­
ную систему координат xyz с началом в точке Р  и вертикальной (то есть 
ортогональной к поверхности S) осью z (рис. 2.4). Рассечем эту уровенную 
поверхность

W(x,  //, z) =  const (2 27)

плоскостью XZ, положив
у =  0 . (2 28)

Рис. 2.4: Локальная система координат

Сравнивая рис. 2.4 с рис. 2.3, видим, что ось z гзаняла место оси у. Сле­
довательно, вместо (2 26) получим следующую формулу кривизны сечения 
уровенной поверхности плоскостью xz

к = — .
1 dx2

(2 29)

Если продифференцировать W(x,y ,z )  =  Wq по х с учетом того, что у равно 
нулю, а  ̂ есть функция я, то получим

WX + W - —  = Q.dx
2 (2 30)

где нижние индексы обозначают частное дифференци]юпаиие



Так как касательная в точке Р  параллельна оси х , то dz/dx =  0 в точке Р  и

(2 32)

Поскольку ось г вертикальна, то, с учетом (2 22), получим

d2z
dx2

W**
Ж.

OW 0W
w - =  -5 7  =  o h = - <’ -

Таким образом, (2 29) примет вид

Кг = iVr.

(2-33)

(2 34)

Кривизна сечения поверхности уровня плоскостью yz получается путем заме­
ны х на у

W
(2 35)

Wyv У [
9

Средняя кривизна J поверхности в точке Р  определяется как среднее ариф­
метическое кривизн кривых, но которым пересекают данную поверхность две 
взаимно перпендикулярные плоскости, проходящие через нормаль к этой по­
верхности (рис. 2.5) . Следовательно,

1 W  +  W
J=--(A-1+A-,) = - (2 36)

Здесь знак минуса - лишь условность. Это выражение описывает среднюю 
кривизну поверхности уровня.

Рис. 2.5: Определение средней кривизны 

Из обобщенного уравнения Пуассона

AW  =  W xx +  Wyy + W:: =  -4тг G о + 2ur (2 37)



найдем
—2</ J Ч- ИЛ2 — —47г Cr -|- 2cj2 . (2 38)

Учитывая, что

w“ -»- w“ - - r , - - W '  (2 39)
окончательно получим

^  =  ~ 2д J +  4nG() — 2ь? . (2 40)
ОН

Это важное уравнение, связывающее вертикальный градиент силы тяжести 
дд/ОН со средней кривизной уроненной поверхности, также получено Брун­
сом (1878). Это еще один красивый пример связи между геометрическими и 
динамическими понятиями в геодезии.

Отвесные линии

Кривизну отвесной линии необходимо знать для перенесения астрономических 
наблюдений на геоид. Отвесную линию можно определи ть как кривую, вектор 
дифференциала которой

dx =  [dx, d.y, dz] (2 41)
совпадает с направлением вектора силы тяжести

g = [Wx, W y, W z}< (2 42)

то есть векторы dx и g отличаются только коэффициентом пропорционально­
сти. Лучше всего это выражается следующим соотношением

dx dy dz
wrwrw,■ ‘2 43>

В координатной системе рисунка 2.4 кривизна проекции отвесной линии на 
плоскость xz дается формулой

сРх
= (2 44)

полученной в результате применения (2 26). Используя (2 43), получим

dx Wx , .
Ж - Ж -  12 451

Продифференцируем (2-45) но г, учитывая, что у = 0:

< Р х  1

dz2 W? W ;  ( V r; +  W „  ^ ) -  W x ( V ; ;  + W „ (2 46)



В рассматриваемой системе координат вектор силы тяжести совпадает с 
осью z, и поэтому его координаты х и у равны нулю:

Wx = Wy =  0. (2 47)

Из рисунка 2.4 видно, что
|  =  0. (2-48)

Таким образом.
<fx Wz Wxt Wxz Wzx
dz2 ~ W'i ~  Wz ~ Wz '

Полагая И’с = —у, окончательно получим

(2 49)

«1 =  -  ^  , (2 50)
9 Ох

и, аналогично,

«а =  -  ip  • (2--51)
9  ду

Это -  кривизны проекций отвесной линии на плоскости xz и yz при условии, 
что ось г совпадает с вектором силы тяжести. В соответствии с известной 
формулой дифференциальной геометрии, полная кривизна к отвесной линии 
находится так (в сущности, по теореме Пифагора)

* =  + *2 =  “ \jgl + si • (2 52)

Для того, чтобы перенести результаты астрономических наблюдений на 
геоид, достаточно знать кривизны проекций (2 50) и (2-51).

В заключение упомянем, что различные формулы для вычисления кривиз­
ны уроненных поверхностей и отвесных линий эквивалентны одному вектор­
ному уравнению

grad g =  (—2g J +  47г G q -  2u 2) n +  g к ni , (2 53)

где n - единичный вектор, касательный к отвесной линии, а щ -  единичный 
вектор ее главной нормали. Это можно легко проверить. Используя локальную 
систему координат xyz, получим

п = [0 , 0 , 1],
• П1 (2 54)П] =  [cos or, sm a, 0j ,

где а -  угол между главной нормалью и осью х (рис. 2.6). Координата z в 
(2 53) дает уравнение Брунса (2 40), а горизонтальные координаты приводит 
к уравнениям

дд Од—  = q к cos а , —  =  д к sin а . (2 55)
ох ау



I

Рис. 2.6: Обобщенное уравнение Брунса

Они идентичны формулам (2 50) и (2 51), поскольку k,i — ас cos с* и к,2 = 
к sin а, как известно из дифференциальной геометрии.

Уравнение (2 53) называется обобщенным уравнением Брунса.
Более подробную информацию о свойствах кривизны и "внутренней гео­

метрии" гравитационного ноля можно найти, например, в книгах Hotine (1969: 
гл. 4 -2 0 ) , Marussi (1985) и Moritz and Hofmann-Wellenhof (1993: гл. 3).

2.4 Естественная система координат
Система уроненных поверхностей и отвесных линий может быть использована 
как трехмерная криволинейная система координат, удобная для определенных 
целей; в отличие от локальных прямоугольных координат x , y , z , эти коорди­
наты могут быть измерены непосредственно. Заметим, однако, что глобальные 
прямоугольные координаты могут быть измерены непосредственно с помощью 
спутников, см. раздел 5.3.

Направление оси вращения Земли и положение плоскости экватора (пер­
пендикулярной к этой оси) могут быть определены астрономически. Астроно­
мической широтой Ф точки Р  является у т л  между вертикалью (направление' 
отвесной линии) в точке Р  и плоскостью экватора, см. рис. 2.7. Из этого ри­
сунка видно, что линия PN  параллельна оси вращения, плоскость GPF  liej)- 
пендикулярна к ней, то есть параллельна плоскости экватора; п -  единичный 
вектор, касательный к отвесной линии; NPF  -  меридиональная плоскость, 
проходящая через точку Р, а плоскость NPG  параллельна меридиональной



плоскости Гринвича.
Рассмотрим теперь прямую, проходящую через точку Р параллельно оси 

вращения Земли. Эта прямая и вертикаль в точке Р  вместе определяют ме­
ридиональную плоскость точки Р. Угол меж/!^ этой плоскостью и меридио­
нальной плоскостью Гринвича (или какой-либо другой фиксированной плос­
костью) является астрономической долготой Л точки Р. (Упражнение: опре­
делить Ф и Л без использования единичной сферы. Решение можно найти в 
разделе 5.9).

Рис. 2.7: Определение астрономических координат Ф и Л точки Р  
с помощью единичной сферы с центром в Р

Астрономические координаты -  широта Ф и долгота Л -  представляют со­
бой две из трех пространственных координат почки Р. В качестве третьей 
координаты мы можем взять ортометри ческу ю высоту Я точки Р или се по­
тенциал W. Эквивалентом W является геопотепциальпое число С = Wq — W У 
где Wq -  потенциал геоида. Определение ортометрической высоты Я было да­
но в разд. 2 .2 ; см. также рис. 2 .2 . Связь между ИЛ С и Н дается следующими 
формулами

W  =  W0 -  [  <jdH =  W0 - C \  
и

C = W a - W = [  g d H . (2 56)
Jo 

_  _  f w d W _  f c dC 
Jwo 9 Jo 9

которые получаются при интегрировании (2 21). Интеграл берется вдоль о т ­
весной линии в точке Р, начиная от геоида, где Я = 0 и W  =  W() (см. также



рис. 2 .8 ).

Рис. 2.8: Ортомстрическая высота Н

Величины
Ф, Л, W  или Ф, Л, Н (2 57)

называют естественными координатами. Для реальной Земли они являют­
ся аналогами эллипсоидальных координат. Они связаны сле;|ующим образом 
с геоцентрическими прямоугольными координатами x ,y ,z  раздела 2.1. Ось х 
соответствует среднему гринвичскому меридиану; из рис. 2.7 видим, что еди­
ничный вектор вертикали п имеет следующие координаты х , у н z

n = [cos Ф cos A, cos Ф sin A, sin Ф]; (2 58)

известно, что вектор силы тяжести g имеет вид

g = [WX, Wy, Wz}. (2 59)

С другой стороны, так как п является единичным векто]юм, соответствующим 
вектору g, но противоположно направленным, то его можно записать как

п = - Д  = - 5 ,  (2 60)
llgll я

так что
g = - 0 n .  (2 61)

Это соотношение вместе с (2 58) и (2 59) дает следующие уравнения

— W t =  9 cos Ф cos А ,
— Wy =  g cos Ф sin A , 
—Wz =  q sin Ф .

(2 62)



Решая эти уравнения относительно Ф и Л, получим

Л = a r c t g ^ ,

w =  W(x, у , z).

(2 63)

Эти три формулы связывают естественные координаты Ф, \ ,W  с прямо­
угольными a\y,z в предположении, что функция W  = W(x,y ,z )  известна.

Мы видим, что связь координат Ф,Л, Я с xyi/,2  значительно сложнее, чем 
сферических координат г, i), А в разделе 1.4. Следует также обратить внимание 
на принципиальную разницу между астрономической долготой Л и геоцентри­
ческой долготой Л.

2.5 Потенциал Земли в терминах сферических 
функций

Если посмотреть на выражение (2 7) для потенциала W  силы тяжести, то 
можно заметить, что наиболее сложной частью здесь является потенциал V 
силы притяжения, в то время как потенциал центробежной силы является 
простой аналитической функцией.

Потенциал V может быть приведен к более удобному для многих целей 
виду, если учесть, что вне притягивающих масс он является гармонической 
функцией и, следовательно, может быть разложен в ряд по сферическим функ­
циям.

Вычислим коэффициенты этих рядов.
Потенциал V силы притяжения дается основной формулой (1 12)

где мы теперь обозначили дифференциал массы через dM: интеграл берется 
по всему телу Земли. Подставим сюда выражение (1 104)

где Рп -  обычные полиномы Лежандра, г -  радиус вектор фиксированной 
точки Р, в которой определяется значение V , г1 -  радиус вектор переменного 
дифференциала массы dM, и ф -  угол между г и г '  (рис. 2 .9 ).

(2 64)

(2 65)



Рис. 2.9: Разложение в ряд по сферическим функциям

Так как при интегрировании по объему Земли переменная г является кон­
стантой, то ее можно вынести за знак интеграла. Таким образом, мы получим

V = E ^T T G/ / /  r'" P"(c o s dM- {2 66)
п=О Земля

Записывая это в виде ряда по шаровым функциям

<*■*)
п-О

и сравнивая, видим, что сферическая функция Лапласа Уп('1?,А) описывается 
формулой

У„(0 , А) =  G JJJ г'п Pn(v.os ip)dM , (2 G8 )
Земли

а зависимость от $ и А проявляется через угол ф, так как

cos ф =  cos д cos $  +  sin i) sin $  cos( A' — A). (2 69)

Сферические координаты 1?и А  были определены в разделе 1.4.
Более развернутый вид можно получить с помощью формулы сложения 

(1 108):
Л Оo n  1

t = 5Z Ё 2и+1n=0 т=О
г"‘Ппт(0\ А') + - Л- 4 ?1А) r,n5ro„(t>'. А')

(2 70)



Подставляя это выражение в интеграл (2 64), получим

П-0 7П-0
(2 71)

где постоянные коэффициенты Апш и Впт задаются так

(2 72)

Эти формулы полностью симметричны и легко запоминаются: коэффициент 
шаровой функции

умноженный на 2и + 1, равен интегралу шаровой функции

Аналогичное соотношение верно и для Snm.
Обратите внимание на красивую аналогию: V -  сумма, а коэффициенты -  

интегралы.
Так как дифференциал массы суть

то практическое вычисление интегралов требует, чтобы плотность была пред­
ставлена как функция переменных г', А'. Хотя на данный момент и не суще­
ствует такого представления, это не умаляет теоретического и практического 
значения сферических функций, поскольку коэффициенты Апт, Впт могут 
быть найдены из краевых значений силы тяжести на поверхности Земли. Это
- краевая задача (см. раздел 1.13), она будет детально изучена позднее.

Вспоминая соотношения (1 91) и (1 98) между обычными и полностью 
нормированными сферическими функциями, мы легко можем записать урав­
нения (2 71) и (2 72) в терминах обычных сферических функций:

r'n£ nm(t>',A'). (2 74)

dM =  д dx' dy' dz' =  g r '2 sin t)' dr' dr)1 d\ '. (2-75)

(2- 76)



где

Л „о = CJ f j  Г'П PAcosO') dM ,

\GJff гы ПптЬ'Г,\') dM
Земля

%GH! r'n s™ ^ ' 'x^ dM

_ ( n  -  m)\

A-nm ~ ^ (n + m)\

ГУ _  о (П ~  ™ )!*->пт —  ̂ t .(n +  m

(2 77)

(m Ф 0).

В приложении к динамике спутников потенциал V часто записывают в слсду- 
ющем виде

у*4! 1 / / ОО ^ 7 1  ^
V = J 1 + Y2 ( ; )  [с »»‘ я » » W  А> + А)] I ' (2 78)

 ̂г? — 1 т  0 '

где а -  экваториальный радиус Земли, так что

(п ф 0 ) .

Ппш =  GM ап Sn } (2 79)

Следует различать коэффициент Snm и функцию <Snm! Коэффициент Сп0 ранее 
был обозначен через — Jn. Обратите внимание на то, что С связан с косинусом, 
a S -  с синусом.

Также используют соответствующие полностью нормированные коэффи­
циенты

1 С„о.С71 у/ 2  п +  1

г  =пт —

^пт —

(п +  ш)!
2(2п +  1)(п — т)\

(п 4 - г а ) !

2(271 +  1)(п — т ) !

(2 80)
(т ф 0)

Если бы Земля обладала полной осевой симметрией, то, очевидно, все незо­
нальные члены (га Ф 0) в рассмотренных разложениях исчезли бы, так как 
они зависят от долготы Л, а в телах с осевой симметрией нет зависимости от 
долготы Л. поскольку все долготы эквивалентны. Так как у реальной Земли 
отклонение от осевой симметрии небольшое, гессеральные и секториальпые 
функции являются малыми.



В завершение, обсудим сходимость разложения потенциала Земли в ряд (2 
71). Этот ряд представляет собой разложение по степеням 1/г. Следовательно, 
чем больше г. тем лучше сходимость. Для малых г ряд не всегда сходится. 
Можно показать, что для произвольного тела разложение потенциала V в ряд 
но сферическим функциям всегда сходится вне сферы наименьшего радиуса 
г = г0, целиком охватывающей это тело (рис. 2 .10).

Рис. 2.10: Разложение в ряд по сферическим функциям потенциала 
V сходится вне сферы г — г о

Внутри этой сферы ряд обычно расходится. В некоторых случаях он мо­
жет частично сходиться внутри сферы г =  ?'0. Если бы Земля представляла 
собой однородный эллипсоид примерно тех же размс[юв, то ряд для V , конеч­
но, сходился бы и на поверхности Земли. Однако реальный потенциал Земли, 
вследствие неравномерного распределения масс, может как сходиться, так и 
расходиться. Теоретически это затрудняет использование разложения V но 
сферическим функциям на поверхности Земли. Практически его всегда с уве­
ренностью можно считать сходящимся. Для детального изучения см. Moritz 
(1980а: разделы G и 7) и раздел 8 .G здесь. Едва ли требуется указывать на 
то, что с помощью ряда но сферическим функциям, всегда представляющего 
собой гармоническую функцию, можно описать потенциал лишь вне притяги­
вающих масс, и никогда -  внутри.

2.6 Сферические функции низших степеней

Полезно найти в явном виде коэффициенты нескольких первых сферических 
функций . Для удобства, мы сначала установим вид нескольких сферических



функции 7Znm и <Snm, используя формулы (1 60) , (1 66) и (1 82):

тгоо — 1 , «5оо =  0 ,

71 ю =  co s# , £ 10 =  0,

7Z\\ = sin # cos Л, Su =  sin # sin Л,
3 1 <2 81>

К-20 -  2 cos2,? -  2 ’ 2̂0 =  0,
Я 21 =  3 sin# cos# cos Л, S2i — 3 sin # cos # sin Л ,

7̂ 22 =  3 sin2# cos 2A, S22 =  3 sin2# sin 2Л.

Соответствующие шаровые функции представляют собой просто однородные 
многочлены посменных х, ?/, z. Например,

t2S22 = 6r2 sin2# sin Л cos Л =  6(г sin # cos A)(r sin # sin A) =  6x y . (2 82)

Таким способом найдем

о с II ОIIо<0

г Кю  =  2 , rSio =  0,

r1Z\i =  x , r«Sil =  y.

r>K20 =  - \ x 2 - \ y 2 + z2, r252o =  0 ,

r2TZ2i =  3x z , r2«S2i =  3?y «

г2П22 =  3.x2 -  3y2, T2 $22 = 6:r ?/

(2 83)

Подстановка л их функций в выражение (2 77) для коэффициентов Апт и 
Впт даёт для нулевой степени

Аю =  G JJJ dM = G M , (2 84)
Земля

то есть, произведение массы Земли на гравитационную постоянную. Для ко­
эффициентов первой степени получим

A10 = gJJJ z’dM, Au=gJJJ x'dM, Bu=GjJJy'dM, (2 85)



и для коэффициентов второй степени

A™ = \GJ ff (-''2 -  у'2 + 22'2)ш  ■
Згмля

An = Gfff B2l y'z'dM . (2 86)
Земля

Атг = \G D '22 = \GJIj X' y' dM ’
Зс'мля Земля

Из механики известно, что

,.. =  ± / / / , ' , ш .  =  (2 87,

я в л я ю т с я  п р я м о у 1ч^ 1ьн ы м и  к о о р д и н а та м  и ц е н тр а  т я ж е с т и  (ц е н т р а  м а сс , ге о ­

ц е н тр а ). Е сли н а ча л о  к о о р д и н а т  с о в п а д а е т  с ц ен тр о м  т я ж е с т и , т о  к о о р д и н а ты  

э т о го  ц ен тр а , а  с л е д о в а те л ь н о , и и н те гр а л ы  (2  8 5 ) с у т ь  нули .

Если начало координат г =  0 расположено в центре тяжести Земли, то 
в разложении потенциала V в ряд по сферическим функциям не будет чле­
нов первой степени. Следовательно, это верно и для нашей геоцентрической 

системы координат.
Интегралы

y’z ' d M , / / /  z'x’ dM (2  8 8 )

являются моментами инерции. Они обращаются в нуль, если координатные 

оси совпадают с главными осями инерции. Если ось £ направить по сред­
ней оси вращения Земли, совпадающей с осью максимальной инерции, то, по 
меньшей мере, второй и третий из этих моментов инерции должны исчезнуть. 
Вследствие этого, А-п и В21 будут равны нулю, но не В22 -  он пропорционален 
первому моменту инерции. Коэффициент В22 оказался бы равным 0 только в 
том случае, если Земля обладала бы полной осевой симметрией или главная 
ось инерции совпадала бы с гринвичским меридианом.

Пять сферических функций Лц7£ц, Bn Sn, A2{R2i и ^ 21^21 - все
сферические функции первой степени, а также второй степени и первого по­
рядка -  которые должны, таким образом, отсутствовать в любом разложении 
потенциала Земли но сферическим функциям, называются запрещенными или 
недопустимыми сферическими функциями.

Вводя в рассмотрение моменты инерции относительно осей х ,у  \\ z следу­



ющим образом
.4 = JJJ (у12 +  z'2)d M ,

В = Щ (г '2 +  a:'2) dM , (2 89)

С =  JJJ (х '2 4- у12) d M ,

и обозначая ху-момент инерции, который не исчезает, через

D =  JJJ x'y'dM  , (2 90)

окончательно получим

Лю = G M .

Лю = j4ii =  Вц =  0 ,

A20^ G [ ( A  + B)/2 - C ] ,

An =  D2l = 0 ,  (2 91)

A22 =  \ g ( B - A ) ,

В22 =  ^ ^  D *

Пусть теперь оси .т и у совпадают с соответствующими главными осями 
инерции Земли. Это возможно только теоретически, поскольку главные оси
инерции Земли известны лишь приближённо. Тогда В22 =  0 ; учитывая (2 78)
и (2 79) . мы можем записать в явном виде

= ~  +  -  И  + В)/2](1 -  3cos2tf) +V- ................г гл [ I
(2 92)

— (В — i4)sm2$ со!$2а| 4- 0 ( l / r 4) .

В прямоугольных координатах это выражение имеет симметричный вид

у  =  —  + i l[ (B  + С -  2А)х2 + (С + А -  2В)у2 +
Г ~Г (2 93)

(A + B - 2C )z 2} + 0 {  1/г 4),

который получается с учетом связи (1 26) между прямоугольными и сфери­
ческими координатами.



Членами порядка выше, чем 1/г3, можно пренебречь для больших рассто­
яний (скажем, для расстояния до Луны), так что выражения (2 92) или (2 93) 
без учета членов 0 (1/г4) высших порядков достаточны для многих астроно­
мических целей, см. Moritz and Mueller (1987). Здесь через 0(1/г4) обозначены 
члены порядка 1/г4. Для планетарных расстояний даже члена первого поряд­
ка

(2 94)
Г

обычно достаточно; он выражает собой потенциал точечной массы. Таким об­
разом, при очень больших расстояниях любое тело действует как точечная 
масса.

Воспользуемся видом (2 78) разложения потенциала V по сферическим 
функциям; тогда коэффициенты низших степеней могут быть найдены из (2 
79) и (2 91). Получим

Сш — Сц =  5ц =  0 ,

^  _  С - ( А  + Б ) / 2
С т ~ — ш — ’

Сп =S-ii =  0 , (2 95)

В - А
@22 =  

S‘22 —

AM а2 

D
2 М а 2 ’

Первая из этих формул показывает, что суммирование в (2 78) в действитель­
ности начинается с п =  2: остальные устанавливают связь коэффициентов 
второй степени с массой и моментами инерции Земли.

2.7 Гравитационное поле уровенного эллипсои­
да

В первом приближении Земля - эго сфера; во втором приближении ее мож­
но рассматривать как эллипсоид вращения. Конечно, Земля не является в 
точности эллипсоидом; тем не менее, гравитационное поле эллипсоида имеет 
фундаментальную практическую значимость, потому что оно удобно с мате- 
маги ческой точки зрения, а отклонения реального гравитационного поля от 
"нормальною" эллипсоидального так малы, что их можно трактовать как ли­
нейные. Это разбиение гравитационного поля Земли па "нормальное" и оста­
точное малое "возмущающее" поля значительно упрощает задачу его опреде­
ления; едва ли эта задача могла быть решена иначе.



Итак, мы предполагаем, что нормальная фигура Земли представляет’ собой 
уровенный эллипсоид, то есть эллипсоид вращения, являющийся эквипотенци­
альной поверхностью нормального гравитационного поля. Это щхунюложепие 
необходимо, так как нормальной формой геоида, являющегося эквипотенци­
альной поверхностью реального гравитационного поля, должен быть эллипсо­
ид. Обозначая потенциал нормального гравитационного ноля чс1>сз

видим, что уровенный эллипсоид, представляющий собой поверхность U = 
const, в точности соответствует геоиду, определяемому как поверхность W  = 
const.

Основным здесь является то, что, постулируя данный эллипсоид как эк­
випотенциальную поверхность нормального гравитационного ноля и задавая 
общую массу Л/, мы тем самым полностью и однозначно определяем нор­
мальный потенциал U. Точное распределение плотности внутри эллипсоида, 
создающего потенциал U, не имеет значения, и знать его не требуется. В дей­
ствительности, нам неизвестно ни одного приемлемого распределения масс 
для уроненного эллипсоида (Moritz 1990: гл. 5). Pizzcti (1894) безуспешно ис­
пользовал однородное распределение плотности в сочетании с поверхностным 
слоем отрицательной плотности, что довольно "неестественно” .

Такое определение возможно в силу принципа Дирихле (разд. 1.12): потен­
циал силы притяжения вне поверхности S иолпостыо определяется геометри­
ческой формой S и значением потенциала на S. Первоначально эго было по­
казано только для потенциала V силы притяжения, однако может быть также 
применено и к потенциалу силы тяжести

если известна угловая скорость из . Доказательство, с соответствующими из­
менениями. дано в разделе 1.12. Итак, нормальный потенциал U(x,y,z)  пол­
ностью определяется

1. формой эллипсоида вращения, то есть полуосями а и Ь:

2 . общей массой М\

3 . угловой скоростью LJ.

Теперь все эти соображения обсудим детально. Данный эллипсоид So

U = U(x , у, z), (2 96)

t/ =  V + i a r V  + £,2) , (2 97)

(2 98)



по определению является эквипотенциальной поверхностью

£/(*, </, z) =  U0 . (2 99)

Здесь удобно ввести эллипсоидально гармонические координаты и, /3, Л раз­
дела 1.15. При этом в качестве рефереиц эллипсоида So возьмём эллипсоид 
и = Ъ.

Поскольку V(u,/3) -  гравитационная часть нормального потенциала U -  
гармонична вне эллипсоида 5о, мы воспользуемся второй формулой из (1 174). 
Поле V обладает осевой симметрией и, следовательно, не зависит от долготы 
Л. Поэтому все пезональные члены, зависящие от А, должны быть равны нулю, 
и остается

-  линейный эксцентриситет. Потенциал Ф(и, /3) центробежной силы имеет вид

Таким образом, полный нормальный гравитационный потенциал может быть 
записан так

Это уравнение верно для всех точек So, то есть для всех значений /?. Так как

(2 100)

где
Е =  у/а2 -  б2 (2- 101)

Ф(и, Р) = ^ш2(и2 + Е2) cos2/? . (2 102)

AnPn(sh\P) +  i c j 2(ir +  E2) cos2/? . (2 103)

На эллипсоиде Sq u  =  b и U =  Uq. Следовательно,

i4nPTI(sin fi) +  i w2(i/ 2 H- £ 2) cos2/3 = U0 .
n=0

(2-104)

b2 +  E2 =  a2 (2-105)

cos2/? = | [ 1 -  ^(sin/S)] , (2 106)
то получим

У "  i4„Pn(sin /5) +  ^ w2a2 -  ^ cj2a2P2(sin 0) -  U0 =  0 (2 107)
n=0



или
(Ло + -  « V  -  Uo) Pa(mnp) +  AJMsinP)

1 00
+ (Лз -  :w 2»2) P2(sin/?) + A ,Pn(sin/?) = 0 .

^  n- 3  V  1U8J

Этому уравнению удовлетворяю'!' все значения /3 только в том случае, если
коэффициенты при всех Pn(sm/3) равны нулю. Таким образом, имеем

А0 =  U0 -  ^ш2а2, А1 =  0,
(2 109)

— ~ LĴ Q? , A3 — А/[ — ... — 0.

Подстановка этих выражений в (2 100) даёт

V(u, /?) = {Uo -  \ U2a2) i  W2a2 ) f '  P2(sin /?). (2 110)

44) 3 4*)
По сущест ву, эта замкну тая формула представляет собой решение задачи Ди­
рихле для уровенного эллипсоида, но можно получить и более удобные формы 
этого решения.

Прежде всего, найдем функции Лежандра второго рода Qq и Q2. Так как

, /• ч 1 1ar cth (г х) =  т arcct.gx =  —г arctg — .
г х

(2 111)

т о  из (1 8 0 ) при с =  i u / Е  именам

Qo('l) = -'arctgf -
~ /.  и\ г Г / n и2\ Е п и
ЯАгЁ) = 2[\1 + * &) ™Щи-*Е

Вводя в (2-112) обозначении

(2 112)



и подставляя их в уравнение (2 110), получим

Е
2 arctg — {

V(u, f t  = { U 0 - ~  и>2а2) ----------- %  +  -  ш2а2 i -  P2(sin f t  . (2 114)
3 arctg ^  3 »

b

Теперь мы можем выразить Uo через массу М. Для больших значений и имеем

arctg — =  — + 0 (1 /и3) . (2 115)
и и

Из выражений (1 26) для сферических координат и формул (1 151) для эл­
липсоидально гармонических координат найдем

х 2 + у2 + z2 =  г2 =  и1 + Е 2 cos215, (2 116)

так что для больших значений г имеем

-  =  -  +  0 ( 1 / г3) (2 117)
и г

и
arctg -  =  -  +  0 ( 1/т-3) . (2 118)

и г
где 0 {х) означает "малая порядка х", го есть малая порядка 1/ г 3 в нашем 
случае. При очень больших значениях расстояния г первый член в (2 114) 
является главным, так что асимптотически

(2Ш )

Из разд. 2.6 нам известно, что

V  =  —  +  0 ( 1 / г 3) .  (2 120)
Г

Подставив эго выражение для V в левую часть (2 119), получим

Умножим теперь это выражение на г и перейдем к пределу при г —► 0. Ре­
зультат (точный!) таков

C M = ( U Q - \ М ) ^ {Е / Ь у  (2 122)



или в преобразованном виде

GM Е  1 9 9 /г, 1ГкОЧ
[ /0 =  —гг- arctg — + -  ш а2 . (2 123)tj О О

Это и есть искомое отношение между массой М и потенциалом Uq.
Подстановка в (2 114) выражения для Uq, полученного в (2 123) , упро­

щает вид V :
С \f F 1 а

V =  ——- arctg---- h -  ш2а2 — P2(sin (3). (2 124)
Ь  U о  Qq

Представив P2 в виде
P2(sin/3) =  | sin2/̂  -  I  (2 125)

и прибавив потенциал центробежной силы Ф = u 2(u2 + Е2) cos2 fi/2 из (2 102), 
получим следующий вид нормального гравитационного потенциала U :

U(и, /3) = arctg — 4- i  а;2а2— ( sin2/? -  i )  + i  u;2(u2 4- Е2) cos2ft . (2 126)
th и 2> (]q о 2

Константам и в этой формуле являются только а, 6, GM  и а;. Это полностью 
согласуется с теоремой Дирихле.

2.8 Нормальная сила тяжести
Обращаясь к линейному элементу в эллипсоидально-гармонических коорди­
натах (1 155) и заменяя i) его дополнением 90° — /3, получим

ds2 = w2 da2 4- w2(u2 4- Е 2) dfi2 4- (г/2 4* Ё 2) cos2/:? dA2 , (2 127)

где
I и2 4- Е 2 sin2 /3

“’ °V • |2128>
Таким образом, вдоль координатных линий имеем: 

и =  переменная, /? =  const, А =  const, dsu =  w d u ,

0 =  переменная, и =  const, А = const, ds/? = и; у/и2 + E2 d/3, (2 129)

A =  переменная, u =  const, (3 — const, ds\ = у/u2 4- E2 cos (3 dX. 

Компоненты вектора нормальной силы тяжести

7  =  grad U (2130)



вдоль этих координатных линий задаются соответственно 

0U 1 0U
1и л о 1asu w ой

dU 1 0U
Ъ  ~  dsp ~  wVu2 +  Е2 90  ’

л, dU 1 д и  Г.
0s\ y/u2 +  Е 2 cos р ОХ

Координата 7д равна нулю, так как U не содержит Л. Это также следует из 
осевой симметрии.

Выполняя частное дифференцирование, найдем

GM
7„ =

ura2E (i Л . 1Ч 2 .
*  +  7 J T W  Г  (о  -  « )  "  w м cos /i ’„2 +  £2  м2 +  Е2 go v 2

- w 7Д = С— а — + uV m 2 +  £ 2)  sin0  cos0 ,
\ vu  + Е2 Чо )

(2 132)

где мы положили

и2 +  Е2 dq
Ч =

( 2 ш )

Обратите внимание на то, что не означает dq/du; это обозначение перенято 
от Hirvonen (1960), где </' -  производная относительно другой независимой 
переменной, которую мы здесь не используем.

Для самого уровенного эллипсоида So имеем U =  Ь и

7 ,̂о =  0. (2 134)

(Обратите внимание: мы часто будем помечать величины, относящиеся к So, 
нижним индексом 0 ). Это очевидно, так как на So вектор силы тяжссти норма­
лен к уровенной поверхности So- Следовательно, в дополнение к Л компоненте, 
^-компонента также равна нулю на референц - эллипсоиде и = Ь. Заметим, что 
другие координатные эллипсоиды и =  const не являются эквипотенциальными 
поверхностями U =  const, и поэтому f3 компонента в общем случае не раина 
нулю.

Таким образом, полная сила тяжести на эллипсоиде So, которую мы просто 
обозначим через 7 , задается так

пу/а2 sin2/} +  № cos2/3 (9. 13П
ш2а2Е q'o ,1 . , , 1, ui2a2b 2 ,1
~GM~ go 2 slir^ — (j) GM~ c  ̂ •



поскольку па Sq имеют место соотношения

Vu2 +  Е2 =  ч/б2 + £2  =  a ,

w0 =  -  \/б2 +  i ?2 sin2/? =  -  \/a2 sin2/? 4- Ь2 cos2/?. а v а v
Введем теперь обозначение

uPa2b
m

GM
и второй эксцентриситет

, Е >/а2 -  Ь2

6 ~ b "  Ь

(2 136)

(2 137)

(2 138)

Штрих над с не является знаком дифференцирования, а лишь отличает второй 
эксцентриситет от первого, определяемого как е =  Е/а.

Избавляясь от постоянных членов с помощью тождества

1 =  cos2/? + sin2/? , (2 139)

получим

7  =
GM

cos2/?
(2140)

a \Ja2 sin2/? +  h2 cos2fl

Л ш е'Я()\ . \
■ [ , + T l ? r ll+{ 1- n - s f )

На экваторе (/? =  0) имеем

GM ( m. e'q'0\
7«  =  — Г  1 -  rn -  —  — -  ;(ib \ 6 (/o /

на полюсах (/3 =  ±90°) нормальная сила тяжести задается как

а V 3 д о /

Нормальная сила тяжести на экваторе 7П и нормальная сила тяжести на по­
люсах ть удовлетворяют соотношению

а - b  'Уь — 7« w2b

(2 141)

(2 142)

7а
(2 143)

что можно проверить непосредственной подстановкой. Это точная форма 
приближённой формулы, опубликованной Клеро в 1738 г. Она носит название 
теоремы Клеро. Ее значимость прояснится в разд. 2.10.



Сравнивая выражения (2 141) для уа и (2-142) для 'уь с величинами, заклю­
ченными в круглые скобки в формуле (2 140) , видим, что 7 можно записать 
в следующей симметричной форме

=  a 7 i, sin2/? +  ft 7„ cos2/? (2 144)

Наконец, введем на эллипсоиде эллипсоидальную широту (р, являющуюся уг- 
лом между но]>малью к эллипсоид и плоскостью экватора (рис. 2.11). Ис­
пользуя известную формулу из эллипсоидальной геометрии

tg/? =  -  tg tp, (2 145)
а

получим
а 7а cos V  +  b % sin2̂

7 =
у/а2 cos V  + Ь2 sin2 у?

(2 146)

Вывод этой формулы оставляется читателю в качестве упражнения. Это -  
точная формула для нормальной силы тяжести на эллипсоиде, полученная 
Somigliana в 1929 году.

Рис. 2.11: Эллипсоидальная широта у?, геоцентрическая широта (р и 
редуцированная (эллипсоидально-гармоническая) широта /? точки

Р  на эллипсоиде



Мы завершим этот параграф кратким замечанием о вертикальном гради­
енте # 7/0sv — dj/Oh силы тяжести на рсференц-эллипсоиде. Формула Брунса 
(2 40), примененная к нолю нормальной силы тяжести с соответствующей эл­
липсоидальной высотой h и q =  0 , дает

^  =  - 2 7 J - 2 w 2. (2147)

Здесь средняя криви зна эллипсоида имеет вид

•Ч(ж4)' <2148'
где М и N -  главные радиусы кривизны: М  -  радиус в направлении мери­
диана, а N -  нормальный радиус кривизны, взятый в направлении первого 
вертикала. Из эллипсоидальной геометрии известно, что

м  = _______ -_______  N = _______ -_______ (2
(1 + е'2 cosV )3/2 ' О + с* cosV )1/2 '

где
а2

c. =  j  (2 150)

-  радиус кривизны на полюсе. Нормальный радиус кривизны N допускает 
простую геометрическую интерпретацию (рис. 2.11). Вследствие этого он еще 
известен как "нормаль, ограниченная малой осыо” (Bomford, 1962, р. 497).

2.9 Разложение нормального потенциала в ряд 
по сферическим функциям

Мы нашли гравитационный потенциал нормальной фигуры Земли в терминах 
эллипсоидальных функций в (2 124) в виде

V = arctg — + ^ сu2a2 — P2(sin 0). (2 151)
Е u 6 qo

Теперь мы ставим целыо выразить эту формулу через сферические координа­
ты г, Л.

Сначала установим связь между эллипсоидально гармоническими и сфе­
рическими координатами. Сравнивая прямоугольные координаты в этих двух 
системах в соответствии с формулами (1 26) и (1 151) , получим

г sin ft cos Л = >/u2 -I- Е2 cos /3 cos Л ,

г sin д sin Л = y/u2 -I- Е2 cos 0 sin Л, (2 152)

г cos д =  и sin В .



Долгота Л одна и та же в обеих системах. Из этих формул легко найдем, что
иctgtf =

y/u2 +  Е2
tg0 ,

(2-153) 
Г =  у/и^Г'Ё 2 cos^/5.

Непосредственное преобразование (2 151) путем выражения и и /3 через г и # 
с помощью формул (2 153) -  крайне трудоемкое занятие. Одпако косвенным 
путем эта задача может быть решена довольно просто.

Разложим arctg(Е/и) в хорошо известный степенной ряд

Е Е  1 / £ \ 3 1 f E \ s
arctg — = ----- - I  — ) +  ё ( ~  ) - ••••  (2 154)и и 3 \ и )  5 \ и )

Подстановка этого ряда в первую из формул (2 113), то есть,
1 (  u2\ Е иЛ

Д1+3Ё5)
приведет после небольших преобразований к

q 9

q =  2 

Точнее, имеем

1 ( E V  _  _2_ / £ \ 5 _3_ /Е Х т _
! • 5 \ и /  _  5 • 7 \ и /  7^9 )

(2 155)

(2 156)

Е Е  V \  1чг. I / E \ 2n+l
5Гп(»)Tl—1 4 '

2 п
п=1 (2п +  1)(2п + 3)

Подставив эти соотношения в (2 151), получим
. 2т»+1

( I f
(2 157)

GM G M f  {_ 1)n_ J _ ( E Y  
и Е “  '  2n +  1 V и )П— 1 х '

2 2 00 ur<r —

3«°

2п
(!)“(2п + 1)(2п + 3)

(2 158)
Воспользовавшись обозначением тп, определенным в (2 137), и вторым экс­
центриситетом е' =  Е/b, найдем

GM  /£ >
\ и )

GM у ,
“  “ I (2п +  1) £

7\2n+1

me' 2п „ ,  ,,,
1 -  - —  ------   Р2(sin/?)

3<7о 2 ' ̂ “Ь 3 (2-159)



Итак, мы разложили нормальный потенциал V в ряд по сферическим 
функциям. Но в силу осевой симметрии здесь будут присутствовать только 
зональные члены; в силу симметрии относительно экваториальной плоско­
сти, здесь будут участвовать только четные сферические функции. Зональ­
ные функции нечетной степени меняют знак при отрицательных значениях 
широты и, следовательно, должны отсутствовать. С учетом сказанного, полу­
ченный ряд имеет вид

у  = ™  + а * ! Щ ^  + а 4Щ ^  + . . . .  (2 160)г И у
Далее мы должны найти коэффициенты A-i, __ С этой целыо рассмотрим
какую-нибудь точку на оси вращении, лежащую снаружи от эллипсоида. Для 
этой точки (j = 90°, =  0° и, согласно (2 153) , u — г. Поэтому (2 159)
выглядит 'так:

г ^  2п 4 1 \ 2п +  3 Зг/о /  ?%2и4'1

а (2 160) принимает следующий вид:

GM А ‘2 Ai GM  1 .
^ = — + 7 F + 75 + " •  = —  + Е ^ * ^ й т -  { 2 т ]

П-]

Здесь мы воспользовались чем фактом, ч то для всех значений и

Р»{1) =  1 (2 163)

(см. также рис. 1.4). Сравнивая коэффициенты в обоих выраженных для V ,
найдем, ч то

А2„ = ( -1 )"  . (2 164)
2 п  +1 \ 2 н  Н~ 3 3</о /

Формулы (2 160) и (2 164) дают искомое представление потенциала уровен- 
н от  эллипсоида в виде ряда по с(1)срическим функциям.

Коэффициент второй степени А2 выглядит так

A-, = G ( A - C ) .  (2 165)

Это cjityiycr из (2 91), если учесть, что А — В в силу симметрии. Здесь С
-  момен т инерции относительно оси вращения, а А -  момен т инерции отно­
сительно любой оси в экваториальной плоскости. Полагая n =  I в (2 164), 
получим

,2 ,66)



Сравнивая это с предыдущей формулой (2 165), найдем

G { C - A )  =  \ g m E 2 U - ^ — \ .  (2167)3 V 15 Яо )
Таким образом, разность между главными моментами инерции выражена че­
рез стоксовы постоянные а, 6, М  и и.

Можно исключить q0 из выражений (2 164) и (2 167) , что приведет к
, ЗСМЕ2"  |Г п и т

■4» - ° ( - 1) (2м +  1)(2п+  3) V ‘  Ж Ё * )  ’ (2168)
гь потенциал V  в виде

1+°2 (т)2 P2(cos ̂ +°4 (г У P4(cos ̂  + " ' ]
l + j t c 2n 0 2n p 2n(costf)| , 

н=1 J

Если записать потенциал V  в виде

Г

GM
г

(2 169)

то С‘2п задается следующим образом:

с* = -л. = (-1Г (2„ + ̂ „ + 3) " + w )  ' <2 170)
Здесь мы ииели иериый эксцентриситет е =  Е/а. При п =  1 ч то даёт иажную 
формулу

(2,п|
или, что эквивалентно,

■J2 = 1 ^ 4 ' (2 172)М а2
эго согласуется с соответствующим соотношением в (2 95) , если учесть, что 
осевая симметрия влечег А = В.

В заключение заметим, что, исключая =  (l/i)Q2^(b/E)) с помощью 
формулы (2 167) и Uo с помощью формулы (2 122) , мы можем переписать 
разложение V по эллипсоидальным функциям (2 110) в виде

V(u, 0 ) =  ± G M Q a ( i ± )

+ ш с (с~А~1МЕ2)я 2 О I)P2{sinfj) ■
4 (2 173)

Отсюда видно, что коэффициенты при эллипсоидальных функциях нуле­
вой и первой степеней являются функциями массы и разности между двумя 
главными моментами инерции. Аналогия с коэффициентами при соответству­
ющих сферических функциях (2 91) очевидна. Это -  замкнутая формула, а 
не урезанный ряд!



2.10 Разложения в ряд нормального гравитаци­
онного поля

Так как земной эллипсоид очень близок к сфере, то величины 

Е = у/а2 — Ь2 — линейный эксцентриситет,

с =  — — первый (числовой) эксцентриситет, 
а
Е (2 174)

е; =  — — второй (числовой) эксцентриситет,
о

r а —b
j  = ------- — сжатие,

а

и другие подобные параметры, характеризующие отклонение от сферы, малы. 
Вследствие этого, разложения в ряд но этим или подобным параметрам будут 
удобны для численных расчетов.

Линейная аппроксимация

Для того, чтобы читатели могли ориентироваться в последующих практиче­
ских формулах, мы сначала рассмотрим аппроксимацию, линейную относи­
тельно сжатия / .  Мы получим очень простые и симметричные формулы, ко­
торые, вместе с тем, выявляют структуру разложений высших порядков.

Известно, что радиус -вектор г эллипсоида приближенно выражается фор­
мулой

г =  а (1 — /s in V ) • (2 175)

Мы увидим впоследствии, что нормальная сила тяжести может быть записана 
с ггой же степенью приближения как

7  =  7« (1 + /*  sin V ). (2 176)

При <р =  ±90°, 'го есть на полюсах, имеем г = 6 и 7 =  7&. Следовательно, 
можно написать

6 = а (1 — / ) ,  7ь =  7«(1 + Л ,  (2 I77)
и, решая это относительно /  и /* , получим



где /  является сжатием, определенным в (2 174) , а /*  -  аналогичная вели­
чина, которую можно назначь гравптацпоишлм сжатием.

С тем же приближением, (2 143) можно записать в виде

/  +  / *  =  ! » » .  (2 1 7 9 )

где
и2а центробежная сила на экваторепI ~ ----- ------------------------------------------------ . (2 loU/
%  си л а  тя ж е с т и  па э к в а т о р

Это -  теорема Клеро в своем первоначальном виде. Это одна из самых пора­
зительных формул физической геодезии: (геометрическое) сжатие /  в (2 178) 
может быть выражено через ]'* и ш. которые являются чисто динамическими 

величинами, получаемыми с помощью гравитационных измерений; то есть, 
сжатие Земли, может быть найдено с помои^ыо /]хюитациоттх химере- 
пий.

Формула Клеро является лишь первым приближением и может быть улуч- 
шепа, во первых, включением в /  членов высших степеней, и, во вторых, уче­
том отклонения поля силы тяжести Земли от нормального гравитационного 
поля. Но су ть остается та же.

Разложение до членов второго порядка включительно

Теперь мы разложим замкну тые формулы двух нрсды;<ущих разделов в ряды 
по вюрому численному эксцентриситету с' и сжатию /  до членов е,Л или / 2 
включительно. Членами порядков е,ь или / 3 и выше мы будем пренебрегать. 

Начнем с рядов

Е Е 1 /  Е Y1 1 /Я \ г> 1 [ Е \ 7

‘Ш 4 71 = й ~ 3 \ й )  + 1 \ й )  ~ 7 \ й )  +  "  '

1 / £ у  _  _2_ / e V 1 _3_ /  Д V _
3 • 5 V w /  5 -7  \ и )  +  7 • 9 V «  /

1 / £ У* _  _J_ / E'Y’ J _  / Е \ 7 _
3 • 5 \ и )  5 • 7 \ «  /  7 • 9 \ и )

,1 = 2

г/ = С

(2 181)

Первые два ряда уже использовались в предыдущем разделе в (2 154) и (2 
156), соответственно: третий получен подстановкой разложения арктангенса 
в ряд в замкнутую формулу (2 133) для <{.

На рсференц эллипсоиде S0 имеем и = Ь и

и b (2 182)



так что
arctg е' =  е' -  е/3 +  \ е/5 • • • ,3 5

^ ° 4 е'3 (1 - 7 е'2 ” •)■

^ = 3 ( i  +  L '2 •••).
Qo 7 '

Нам также потребуется ряд

Ь =  — J L . = а ( 1 _ 1 е' 2 + 3  -4 ,
л /Т Т ? 5 v 2 8 ’

Потенциал и сила тяжести

Подставляя эти выражения в замкнутые формулы (2-123) , (2-141) , 
и (2-143) , мы получим следующие соотношения до членов порядка е' 
чительно. Потенциал:

GM ( 1#о 1 м\ l o o
0 =  Т "  ( 3 5 ^ +  3 '

Сила тяжести на экваторе и полюсе:

GM  3 3 2 \
=  " о б " ^  2 т — 1 4 е "*> ■

GM . 3 й ч
7ь =  — (1 +  m  +  -  e Jm ) .az 7

Теорема Клеро:

Отношение ш2а/7а может быть выражено как

w2a 3 -- = тп+ -mr ,
la 2

что является более точной версией (2-180). 
Из первой формулы в (2-186) найдем

(2-183)

(2-184)

(2-142) 
4 вклю-

(2-185)

(2-186)

(2-187)

(2-188)



что выражает массу через экваториальную силу тяжести. С помощью этого 
соотношения мы можем выразить GM  в (2 185) через 7а, что дает

=  я 7а (1 -  “  е'2 +  ~  m + i  е'4 -  \ е'2т +  ^  га2) . (2 190)о о о 7 4

Здесь мы исключили ш2а, подставив вместо него GMm/b.
Теперь мы можем вернуться к формуле (2 146) для нормальной силы 

тяжести. Простые преобразование дают

1 b^b-aia . 21 Н---------------- sinV
«7ь7 ~  7д -----------
а —Ь2 . 2

Знаменатель разлагается в биномиальный ряд

(2 191)

1 = i  +  i *  + i U 2 + •• • (2-192)2 8

Затем вводятся сокращенные ряды

Q2 -  62 =  е'2

а2 1 4-
6 7б  ̂7« /2 ^ 9  м 13 .п 15 9—    =  — е +  -  га:2 + е'4 -  — е/2га 4- — га2,

а 7а 2 7 4
и в результате мы получим

7 =  7а [l +  ( -  \ е'2 +  I ГП 4- \ е'4 — у  е'2т  4- ^  т 2 ) sin2 ¥> 

4- ( -  g е'4 4- | е^ш) sinVj .

(2-193)

(2-194)

Мы также можем выразить эти величины через сжатие / ,  подставив соотно­
шение

е,2= (Г=7)2~1=2/ + 3/2+ " • (2_195)
Сжатие /  используется чаще всего; оно имеет небольшое преимущество но 
сравнению со вторым эксцентриситетом в', гак как обладает тем же порядком 
малости, что и т ;  то, что величины га2, еат и е'4 имеют одинаковый порядок, 
видно не сразу. Получаем

3 3 9
GM  = a&7a(l 4- -  m 4- -  /m  +  + -  m2) , (2 -196)



ТТ ( х  2  1 1  1 Л  4  г  , 11  2^и0 =  0 7л(1 -  - f +  —  + —  m2) ,

7 = 7 « [ l +  ( - /  +  ^ ” » + ^ / 2 - y / " i + Y m2) sinV

+ ( ~ \ f 2 +  ^ f m )  sinV].

Последнюю формулу обычно записывают сокращенно 

7 =  7« (1 + f 2 sinV  + / 4 s in V ),

где
с r , 5 1 2 26 15 9
/2  =  - /  +  -  m +  -  / 2 -  у  / т  +  — т 2 ,

Подставив сюда 

окончательно получим

7  =  7а (1 -h Г  sin V  -  ^ /4 sin2 2у>),

где
/*  =  -

7а
-  "гравитационное сжатие” .

г  =  — -  =  / * + / «

Коэффициенты при сферических функциях

Из формулы (2-167) для главных моментов инерции сразу получим

С - Л  _  1 2 те'
M E 2 3 45 <70

Воспользовавшись разложением д0 в ряд (2-183), иайдем

С - А  1 1 Л 1 2 e v

Подставив это в (2-170) , получаем

(2-197) 

(2 198)

(2 199) 

(2-200)

(2-201)

(2- 202) 

(2 203)

(2 204) 

(2 205)



- с 40 =  J4 = - I  е'4 + % e'2m =  +  (2-207)
5 7 5 7

Коэффициенты С  или J более высоких степеней уже обладают тем поряд­
ком малости, которым мы пренебрегаем.

Сила тяжести над эллипсоидом

Под высотой над эллипсоидом будем понимать эллипсоидальную высоту h\ 
тогда нормальная сила тяжести 7  ̂ на малой высоте может быть разложена в 
ряд по h:

Здесь 7  и ее производные отнесены к эллипсоиду, где h =  0 .
Первую производную dy/dh можно получить, применив формулу Брунса 

(2 147) с учетом (2 148) к эллипсоидальной высоте h (вместо Я):

где М, ЛГ -  главные радиусы кривизны, определенные в (2-149) . Так как

Здесь мы ограничились членами, линейными относительно / ,  поскольку вы­
сота h имеет малую величину. Таким образом, из (2-209) после н е с л о ж н ы х  

преобразований найдем

Вторая производная d̂ 'y/dh2 может быть найдена с помощью сферической 
аппроксимации, достигаемой, если пренебречь е'2 или / :

(2-208)

(2-209)

^  =  — “  (1 +  /  +  т -  2/  sin2</?). 
oft а

(2-212)



Таким образом, мы получили
2

lh =  l 1 — - (1  +  /  +  7П -  2 / sin V )  /г Н— « /г2 (2-215)a a*

Используя формулу (2-198) для 7 , мы можем также записать разность 7ь — 7 
в виде

27а|\ . .or , О _\ 1. . 37аlh ~ 1 — ~  [l +  /  +  m + ( -  3 /  +  ^ га) sin2( )̂j h +  h2. (2-216)

Символом 7h обозначена нормальная сила тяжести в точке с широтой у?, рас­
положенной на высоте h над эллипсоидом; 7  -  сила тяжести на самом эллипсо­
иде для той же широты </?, что дается формулой (2- 202) или эквивалентными 
формулами.

Разложения в ряд до членов второго порядка включительно для внутрен­
него гравитационного поля найдены в работе Moritz (1990, гл. 4).

2.11 Референц-эллипсоид: численные значения
Немного истории

Референц эллипсоид и его гравитационное иоле полностью определяются 
четырьмя константами. До начала эры спутников брали следующие четыре 
параметра:

a . . .  большая полуось,
/  . . .  сжатие, (2-217)

7а . . .  экваториальная сила тяжести, 
ш .. .  угловая скорость.

Наиболее известными и широко используемыми были следующие значения 
этих параметров для Международного эллипсоида:

а =  6378388.000 м,
/ =  1/297.000,

7„ =  978.049 000 гал, ' '

Значения геометрических параметров а и /  были определены в США Хей- 
фордом в 1909 году по изостатически редуцированным астрономогеодезиче- 
ским данным. Они были приняты для Международного эллипсоида ассамбле­
ей Между народной Ассоциации Геодезии (IAG) в Мадриде в 1924 году. Значе­
ние экваториальной силы тяжести 7а было найдено Heiskanen (1924, 1928) но 
изостатически редуцированным значениям силы тяжести. Соответствующая 
международная формула силы тяясести

7 = 978.0490 (1 + 0.005 2884 sinV -  0.0000059 sin2 2<р) гал, (2-219)



была принята ассамблеей 1AG в Стокгольме в 1930 году; ее коэффициенты 
вычислил Cassinis (1930), исходя из указанных значений а ,/ ,  7а,о; с помощью 
формул (2-200), (2- 202), (2-203) .

Все параметры Международного эллипсоида и его гравитационного поля 
могут быть вычислены, исходя из (2 218) до любой желаемой степени точ­
ности, что ясно показывает внутреннюю непротиворечивость. В частности, 
найдем следующие (округленные) значения

6 = 6356912 м,
Е =  522 976 м , 

е/2 =  0.006 7682, 
тп =  0.003 4499.

Для коэффициентов в разложении нормального гравитационного поля в 
ряд по сферическим функциям имеем

- C” - ' 7! =  W = ( , '°010920' (2 - 221)
- С 40 =  J4 =  -0.00000243.

Изменение нормальной силы тяжести с высотой задается формулой (2-216), 
которая для Международного эллипсоида выглядит так:

7h =  7  -  (0.308 77 -  0.000 45 sinV) h +  0.000 072 h 2 ; (2 -222)

здесь 7  ̂ и 7  измеряются в галах, a h -  высота в километрах.
Хотя Международный эллипсоид уже не рассматривается как н а и л у ч ш ее  

приближение Земли эллипсоидом, он может быть использован как референц^ 
эллипсоид для геодезических целей. Всякое официальное изменение системы 
отсчета должно всегда быть тщательно обосновано, поскольку огромное коли­
чество данных может быть отнесено к этой системе.

В восточных странах использовался эллипсоид Красовского:

а =  6 378 245 м ,
/  =  1/298.3.

Современные данные

После запуска первого искусственного спутника в 1957 году М е ж д у н а р о д н ы й  
Астрономический Союз принял в 1964 году новый набор значений констант, 
среди них а = 6378160 ми /  =  1/298.25. Значение а, которое заметно меньше, 
чем соответствующая величина для Международного эллипсоида, получено, 
в частности, по астрономогеодезическим данным; изменение в значение J2 и, 
следовательно, / ,  внесено по результатам наблюдений искусственных спутни­
ков.

(2-223)

(2- 220)



Таблица 2.1: Параметры, определяющие
GRS 1980

Параметр и его значение Описание
а =6378137 м
GM = 3 986 005 • 108 м3 с-2

J2 =  108263 1 0 '8

ш = 7  292115-10"11 рад-с " 1

большая полуось эллипсоида 
геоцентрическая гравитационная 
постоянная Земли (включая атмо- 
сферу)
коэффициент динамического сжа­
тия Земли (исключая остаточную 
деформацию за счет приливов ) 
угловая скорость вращения Земли

В 1967 году эти значения были приняты Международным Союзом Геодезии 
и Геофизики (IUGG) как Геодезическая Система Отсчета 1967.

Вскоре стало ясно, что это решение ошибочно; особенно это касалось зна­
чения параметра а, которое, как выяснилось, было слишком велико. Сейчас 
считается, что он имеет значение порядка 6378137 м; оно принято в Геоде­
зической Системе Отсчета 1980 (GRS 1980) и основанной на ней Всемирной 
Геодезической Системе 1984 (WGS 84). Подробнее об этих системах будет ска­
зано ниже.

Геодезическая система отсчета 1980 (GRS 1980)

GRS 1980 была иринята XVII Генеральной Ассамблеей IUGG в Канберре в 
декабре 1979 года Резолюцией №7. По сути, эта резолюция, признающая, что 
Геодезическая Система Отсчета 1967, принятая на XIV Генеральной Ассам­
блее IUGG в Люцерне в 1967 году, больше не представляет размер, форму и 
гравитационное поле Земли с точностью, соответствующей многим геодезиче­
ским. геофизическим, астрономическим и гидрографическим приложениям, и 
считающая, что теперь доступны более подходящие значения, рекомендует 
заменить Геодезическую систему отсчета 1967 новой Геодезической Системой 
Отсчета 1980, которая также базируется на теории геоцентрического эквипо­
тенциального эллипсоида. Четыре параметра, определяющих GRS 1980, при­
ведены в табл. 2.1. Заметьте, что приведенные в таблице значения определя­
ются как точные! Обратите внимание также на то, что GM , "геоцентрическая 
гравитационная постоянная" Земли, определяется как "произведение (ньюто­
новской) гравитационной постоянной и массы Земли".

На основании этих определяющих параметров и с использованием фор­
мул, приведенных в Moritz (1980 b), можно найти значения геометрических



и физических параметров, указанных в табл. 2 .2. GRS 1980 все еще (2005) 

Таблица 2.2: Производные константы GRS 1980

Параметр и его значение Описание
Геометрические константы 
Ь =6356752.3141 м 
Е =  521 854.0097 м 
с = 6  399 593.6259 м
е2 =0.006694 38002290 

=  0.006 739496 77548 
=  0.003352810681 18

/2

1 / /  =  298.257 222101

Физические константы 
Uo =62636860.850 м2 с."2 

= -0.00000237091222 
=  0.00000000608347 
=  -0.00000000001427 
=  0.00344978600308 
=  9.7803267715 м с" 2 
= 9.8321863685 м с“ 2

Л
h
тп
1а
76

малая полуось эллипсоида 
линейный эксцентриситет 
полярный радиус кривизны 
квадрат первого эксцентриситета 
квадрат второго эксцентриситета 
сжатие
обратное сжатие

нормальный потенциал на эллипсоиде 
зональный коэффициент 4-ой степени 
зональный коэффициент 6-ой степени 
зональный коэффициент 8-ой степени 
m =  oj2a2b/(GM)
нормальная сила тяжести на экваторе 
нормальная сила тяжести на полюсе

действительна как официальная система отсчета IUGG и составляет основу 
WGS 84.

Всемирная Геодезическая Система 1984 (WGS 84)

Как уже упоминалось, WGS 84 может рассматриваться как своего рода пото­
мок GRS 1980. Важность WGS 84 продолжает возрастать, и потому уместно 
описать её несколько более детально.

Следуя National Imagery and Mapping Agency (2000) США, WGS 84 пред­
ставляет собой некоторую общепринятую наземную систему отсчета (Conven­
tional Terrestrial Reference System (CTRS)), построенную по следующим крите­
риям Международной службы вращения Земли (International Earth Rotation 
Service (IERS)):

• система геоцентрична, при этом центр масс определяется для всей Земли, 
включая океаны и атмосферу;

• её масштаб соответствует шкале наземной системе отсчета в смысле ре­
лятивистской теории гравитации;



• её исходная ориентация 1984.0 определена Международным бюро (Buereau 
International de ГНеиге (BIH));

• её временная эволюция в ориентации не создает никакого остаточного 
глобального вращения относительно земной коры.

WGS 84 является правой жестко связанной с Землей ортогональной систе­
мой координат. Её начало и оси определены следующим образом:

• начало совпадает с центром масс Земли;

• ось Z направлена па IERS отсчётиый полюс (IRS), что соответствует на­
правлению BIH на земной полюс (Conventional Terrestrial Pole (CTR)) 
эпохи 1984.0; другими словами, ось Z, но договоренности, идентична 
среднему положению оси вращения Земли;

• ось X представляет собой пересечение IERS отсчётпого меридиана (IERS 
Reference Meridian (IRM)) с плоскостью, проходящей через начало пер­
пендикулярно оси Z; международный отсчстный меридиан IRM совпа­
дает с пулевым меридианом BIH эпохи 1984.0; другими словами ось X 
связана со сродним гринвичским меридианом;

• ось У ортогонально дополняет центрированную с Землей и жестко свя­
занную с Землей (earth-centered-eartli-fixed (ECEF)) систему координат 
до правой.

Начало отсчёта WGS 84 является также геометрическим центром WGS 84 
эллипсоида, а ось Z служит осыо вращения этого эллипсоида.

На этом заканчивается описание WGS 84 в соответствии с National Imagery 
and Mapping Agency (2000). Замел им, что определение WGS 84 CTRS суще­
ственно не изменилось.

Отсчётные системы: W GS 84 и ITRF

Необходимо делать различие между определением и реализацией. Когда мы 
говорим "координатная система” или "отсчётная система” , то подразумеваем 
только определение; если мы имеем в виду реализацию, то следует говорить 
"координатная конструкция"(Mueller 1985). До сих пор мы говорили об опре­
делении WGS 84 и потому нам следовало пользоваться обозначением WGS 
84 CTRS. Теперь мы расс мотрим реализацию и будем пользоваться термином 
"координатная конструкция". Согласно National Imagery and Mapping Agency 
(2000) и Hofmann-Wellenhof et al(2001, scct.3.2.1), примером наземной огечёт- 
ной конструкции является на базе щ>едыдущего определения отсчётная 
конструкция WGS 84 (час то обозначаемая просто как WGS 84, и мы тоже так



будем делать). Соответствующий этой конструкции эллипсоид вращения из­
начально определен четырьмя параметрами: 1) большой полуосью а, 2) норми­
рованным зональным коэффициентом С2о> 3) округлённой угловой скоростью 
вращения Земли о; и 4) гравитационной постоянной Земли G. Эта конструкция 
используется для GRS с 1987 года.

Другой пример отсчётной конструкции построен IERS и называется Меж­
дународной земной отсчётной конструкцией (International Terrestrial Reference 
Frame, (ITRF)) (McCarthy 1996). Определение её осей аналогично WGS 84, 
то есть ось Z определяется IERS отсчётным полюсом (IRP), а ось X лежит 
в плоскости IERS отсчётного меридиана (IRM); однако, реализация отлича­
ется! ITRF реализуется определённым количеством наземных станций, где 
во внимание принимаются и временные эффекты (движение тектонических 
плит, приливные явления). Таким образом, ITRF регулярно обновляется (по­
чти каждый год) и акроним дополняется двумя цифрами последнего года 
обновления, например, ITRF89, ITRF90, ITRF91, ITRF92, ITRF93, ITRF94, 
ITRF95, ITRF96, ITRF97 или полным указанием года, например, ITRF2000.

Сравнение начал WGS 84 и ITRF обнаруживает примечательные различия 
(Malys and Slater 1994):

1. WGS 84 установлена посредством допплеровских наблюдений спутнико­
вой системой TRANSIT, тогда как ITRF основана на спутниковых ла­
зерных дальностях (SLR) и длиннобазисной интерферометрии (VLBI). 
Точность станций системы TRANSIT оценивается величиной порядка 1 
-- 2 метра, тогда как точность ITRF станций имеет сантиметровый уро­
вень.

2. Чиленные значения первоначально определённых параметров отличают­
ся от параметров ITRF. Однако, единственное значимое отличие было в 
гравитационной постоянной Земли G w g s  ~ G / t r f  =  0.582 • 108м3с-2  за 
счёт небольшой разности спутниковых орбит.

В связи со сказанным, бывшее Военное Картографическое Агенство США 
(U.S. Defence Mapping Agency (DMA)) предложило заменить значение G в 
WGS 84 стандартным IERS значением и уточнить координаты GPS станций 
слежения. Подправленная WGS 84, начиная с 2 января 1994 года, стала на­
зываться WGS 84 (G 730), где ’G’ указывает на то, что соответствующие ко­
ординаты получены с помощью GPS, а 730 есть номер GPS недели, когда 
DMA осуществило коррекцию системы. В 1996 году Национальное Картогра­
фическое Агенство США (U.S. National Imagery and Mapping Agency (NIMA))
-  преемник DMA -  выполнило новое уточнение, и с 29 сентября 1996 года 
конструкция стала называться WGS 84 (G 873). Она реализуется станциями 
наблюдений с уточненными координатами. Соответствующий эллипсоид и его



гравитационное поле теперь определяются четырьмя параметрами а, / ,  GM.u,  
которые очень мало отличаются от соответствующих ITRF значений, напри­
мер, современная WGS 84 (G 873) конструкция и ITRF97 имеют псзначш'сль- 
ные систематические различия (меньше 2 см). На практике обе конструкции 
считаются идептич11ы ми.

Заметим, что исправления отсчётной конструкции WGS 84 уменьшили неопре- 
делённости в её координатах, гравитационном поле и высотах геоида, но никак 
не изменили определения WGS 84 в смысле координатной системы!

В общем, соотношение между WGS 84 и 1TRF характеризуется двумя по­
ложениями: 1) WGS 84 и ITRF непротиворечивы; 2) различия между WGS 84 
и ITRF по всей Земле имеют сантиметровый уровень (National Imagery and 
Mapping Agency 2000).

Если, однако, требуется преобразование между отсчётными конструкция­
ми, то оно выполняется путём преобразования исходных дат (см. разд.5.7).

Численные значения для отсчетной конструкции WGS 84

Как отмечалось в самом начале раздела 2 .11. отсчётный эллипсоид и его гра­
витационное иоле полностью определяются четырьмя константами. Их значе­
ния для WGS 84 перечислены в таблице 2.3.

Таблица 2.3: Параметры, определяющие
WGS 84

Параметр и его значение Описание
а =6378137 м 
/  = 1/298.257223 563 
GM  = 3 986 004.418 • 108 м3 с” 2

и) =7292115- К Г11 р ад -сг1

большая полуось эллипсоида 
сжатие эллипсоида 
геоцентрическая гравитационная 
постоянная Земли (включая ат­
мосферу)
угловая скорость вращения Зем­
ли

Первоначально параметрами, определяющими рефедонц эллипсоид WGS 
84, служили большая полуось а, щюизведение массы Земли и гравитационной 
постоянной GM  (называемой также "геоцентрической гравитационной посто­
янной Земли"), нормированный гравитационный зональный коэффициент 2- 
ой степени С2о и угловая скорость вращения Земли ш. После тщательного 
анализа этих первоначально определяющих параметров DMA рекомендовала 
уточнённое значение GM. но значение полуоси а =  6378137м и значение ежа-



тия /  =  1.298.2572235G3 было решено оставить без изменения. В результате в 
качестве определяющих параметров были выбраны a,

Вследствие такого нового выбора определяющих параметров приходится 
различать два значения параметра (?20: одно выводится динамически, а дру­
гое геометрически по определяющим параметрам. Геометрический вывод по 
определяющим параметрам a , f .G M ,u  даёт С2о = —0.484166774985 • 10_3 и 
отличается от первоначального значения на 7.5015 • 10"11. Другие детали см. 
в National Imagery and Mapping Agency (2000).

В заключение приведём полезную таблицу геометрических и физических 
констант, связанных с реферепц-эллипсоидом WGS 84 и полученных по его 
четырем определяющим параметрам, см. табл. 2.4.

Таблица 2.4: Производные константы референц- 
эллипсоида WGS 84

Параметр и его значение Описание
Геометрические константы
С20 = -0.484 166 774985 • 10“ 3 нормир. зональный коэффициент 2-ой степени
Ь =6356752.3142 м малая полуось эллипсоида
с =8.1819190842622 10- 2 первый эксцентриситет
с2 = 6.69437999014 - ПГ3 квадрат первого эксцентриситета
с' =  8.209 443 794 9696 • 10“ 2 второй эксцентриситет
е'2 = 6.73949674228-10“3 квадрат второго эксцентриситета
Е = 5.2185400842339 • 105 линейный эксцентриситет
с =6399593.6258 м полярный радиус кривизны
Ь/а = 0.996 647189 335 отношение осей

Физические константы
Uo =62 636 851.7146 м2 с” 2 нормальный потенциал на эллипсоиде
7а =9.780 325 3359 м с ' 2 нормальная сила тяжести па экваторе
% =9.8321849378 м с ' 2 нормальная сила тяжести на полюсе
7  = 9.7976432222 м с" 2 среднее значение нормальной силы тяжести
М =  5.973 3328 • 1021 кг масса Земли (включая атмосферу)
m =0.00344978650684 m = u 2a2b/(GM)

Численное сравнение GRS 1980 и WGS 84
Как уже выше отмечалось, основой WGS 84 является GRS 1980. Однако, за 
счёт, с одной стороны, различных определяющих параметров, и с другой сто­
роны. уточнённого значения GM для WGS 84, возникают небольшие числен-



ные различия между GRS 1980 и WGS 84. Некоторые из этих различий при­
ведены в табл. 2.5.

Таблица 2.5: Численное сравнение GRS 1980 и 
WGS 84

Параметр GRS 1980 WGS 84
GM 3 986 005 -108 м 3 с" 2 3986004.418-108 м3с ' 2
1/ / 298.257222101 298.257223563
6 6356752.3141 м 6356752.3142 м
в2 0.006694 38002290 0.006694 37999014
е'2 0.00673949677548 0.00673949674228
Е 521 854.0097 м 521854.0084 м
с 6399593.6259 м 6399593.6258 м

Uo 62 636860.850 м 2 с " 2 62636851.7146 м 2 с ' 2

7а 9.7803267715 м с ' 2 9.7803253359 м с ' 2

76 9.8321863685 м с " 2 9.8321849378 м с " 2
т 0.003449 78600308 0.00344978650684

2.12 Аномальное поле силы тяжести, высоты гео­
ида и уклонения отвесных линий

Та небольшая разница, которая существует между реальным W  и нормальным 
U гравитационными потенциалами, обозначается буквой 7\ так что

W {x , у, z ) =  U(x , у, z) +  Т(х , у , z ) ; (2-224)

Т называется аномальным потенциалом, или возмущающим потенциалом. 
Сравним геоид

W (x y 7/, z) =  Wo (2-225)
с референц эллипсоидом

U(x, у, z) =  W0 (2 -226)
при одинаковых значениях потенциала: Uo =  W0. Точка Р  геоида проектирует­
ся в точку Q эллипсоида вдоль нормали к эллипсоиду (рис. 2.12). Расстояние 
PQ  между геоидом и эллипсоидом называется высотой геоида и обозначается 
буквой N. К сожалению, имеется некоторая накладка в системе обозначений. 
В геодезической литературе одинаково часто буквой N обозначаю!’ как нор­
мальный радиус кривизны, гак и высоту геоида. Мы будем следовать этой 
практике, гак как шанс возникновения путаницы невелик.



Рис. 2.12: Геоид и референц-эллипсоид

Рассмотрим теперь вектор силы тяжести g в точке Р  и вектор нормальной 
силы тяжести 7 в точке Q. Вектор аномалии сипы тяжести A g  определяется 
как разность:

Ag =  g г - Ч д -  (2 227)

Вектор, как известно, характеризуется длиной и направлением. Разность длин 
называется аномалией слит тяжести

^ 9  =  9p - 1 q ; (2 228)

разность направлений -  уклонением отвеса. Уклонение отвеса может быть со­
ставлено из двух компонент: северно-южной компоненты £ и восточно-западной 
компоненты 7) (рис. 2.13).

Поскольку направление отвеса напрямую определяется астрономическими 
координатами широтой Ф и долготой А то компоненты £ и могут быть 
просто выражены через них. Реальные астрономические координаты точки Р  
геоида, которые определяют направление отвеса п или вектора силы тяже­
сти g, могут быть найдены астрономическими измерениями. Эллипсоидаль­
ные координаты (или геодезические , рассматриваемые как географические 
координаты на эллипсоиде), задаваемые направлением нормали и' к эллип­
соиду, обозначаются как ^ и А -  по их не следует пу гать с эллипсоидально- 
гармоническими координатами разд. 1.15 ! Ясно, что это А идентично геоцен­
трической долготе (а также эллипсоидально-гармонической долготе). Таким 
образом,

нормаль и к 1ЧЮИДУ определяет 
астрономические координаты Ф, А :

(2-229)
нормаль н1 к эллипсоиду определяет 
эллипсоидальные координаты А.



Рис. 2.13: Уклонение отвеса иллюстрируется с помощью единичной 
сферы с центром в точке Р

Из рис. 2.13 видим, что
£ = ф - < л

(2 230)
rj =  (Л — Л) cos <р.

Можно также сравнить векторы g и 7  в той же точке Р. Тогда мы получим 
вектор возмущения силы тяжести

tig — gp — J p -  (2 231)

Соответствующая разность длин называется возмущением силы тяже­
сти1

= 9 р  ~  1 р  ■ (2 232)
Разность в направлении -  то есть уклонение отвеса -  остается той же, что

и прежде, так как направления 7р и 7q фактически совпадают.
Возмущение силы тяжести идейно проще, чем аномалия силы тяжести, 

но не так важно для наземной геодезии. Значимость аномалии силы тяжести 
состоит в том, что она задается непосредственно: сила тяжести д измеряется 
на геоиде (или редуцируется на него), см. главу 3, а нормальная сила тяжести
7 вычисляется для эллипсоида.

! В русскоязычпой литературе 6д обычно называют чистой <то.малисй силы тяжести, 
а Ад - смешанной аномалией силы тяжести  (прим. ред.)



Очень важное замечание
До сих пор, по историческим причинам, значения аномалии силы тяжести Ад 
были доступны и подвергались обработке гораздо чаще, чем возмущения силы 
тяжести Sg. Однако GPS определяет координаты точки Р, а не Q. Поэтому 
моэюно ожидать, что в будущем, Sg станет более ваэюпым понятием, чем 
Ад.

Однако, отражая существующее состояние дел в физической геодезии, мы 
продолжаем работать, главным образом, с Ад. Большинство утверждений, от­
носящихся к Ад, с очевидными изменениями (такими, как поправки Молодеп- 
ского (см. главу 8)) оказываются применимыми и к 6д, а формула Стокса 
заменяется формулой Коха (см. ниже в этой главе).

Соотношения
Между только что определенными понятиями существует несколько базовых 
математических соотношений. Так как

Up =  UQ +
/  (

N = U q  -  у N ,

'ГО

Поскольку

WP =  Up + ТР = UQ -  7 W + ТР . 

WP = U Q = W0 ,

T = i N

(где слева опущен нижний индекс Р), или

ТN = - .  
7

(2-233)

(2-234) 

(2 235) 

(2-236)

(2-237)

Это -  известная формула Брунса, связывающая высоту геоида с возмущающим 
потенциалом.

Далее рассмотрим возмущение силы тяжести. Так как

g = grad W ,
7  = grad U ,

то вектор возмущения силы тяжести (2-231) имеет вид 

<5g = grad (W - U )  =  grad T =
ОТ dT dT 
d x ’ d y ’ dz

(2-238)

(2-239)



При этом
0W (2 240)

так как направления нормалей п и п! почти совпадают. Поэтому возмущение 
силы тяжести задается как

Поскольку высота h отсчитывается вдоль нормали, можно также написать, 
что

Сравнивая (2 242) с (2- 239), видим, что возмущение силы тяжссти Sg, пред­
ставляющее собой разность длин реального и нормального векторов силы тя­
жести, является также нормальным компонентом вектора возмущения силы 
тяжести.

Обратимся теперь к аномалии силы тяжести Ад. Поскольку

Вспомнив определение (2 228) аномалии силы тяжести и принимая во внима­
ние формулу Брунса (2-237), мы получим следующие эквивалентные соотно-

связывающие различные количественные характеристики аномального поля 
силы тяжести.

или
(2 242)

(2-243)

7p =  7q +  ^ , (2-244)

то
(2-245)

шеиия:
(2 246)

(2-247)

(2 249)

(2 248)

(2 250)



Еще одно эквивалентное выражение:

| - 1 | 2 т + Д ,  =  ° .  (2-251)

Это выражение было названо фундаментальным уравнением физической гео­
дезии, потому что оно связывает измеряемую величину Ag с неизвестным ано­
мальным потенциалом Т. Возможно, что в будущем его заменит соотношение

(ГГ
^  + 6д = 0. (2 252)

Оно имеет вид дифференциального уравнения в частных производных. Если 
бы значение Ад было известно всюду в пространстве, то (2 251) можно бы­
ло бы рассматривать и решать как дифференциальное уравнение в частных 
производных. Однако, поскольку Ад известно только на поверхности (геоида), 
фундаментальное уравнение (2-251) может использоваться только как гранич­
ное условие, которого в отдельности недостаточно для вычисления Т. Поэтому 
название "дифференциальное уравнение физической геодезии", которое ино­
гда используется по отношению к (2-251), лишь вводит в заблуждение.

Обычно предполагается, что вне геоида нет никаких масс. На самом деле 
это не так. В то же время, мы не производим наблюдений непосредственно на 
геоиде; они производятся на физической поверхности Земли. При редуциро­
вании измеренной силы тяжести на геоид воздействие масс, расположенных 
вне геоида, удаляется вычислением, так что мы можем действительно пред­
полагать, что все массы заключены внутри геоида (см. гл. 3 и 8 ).

Так как плотность д равна нулю всюду вне геоида, то возмущающий по­
тенциал Т там гармоничен и удовлетворяет уравнению Лапласа

д2Т д2Т д2Т
AT^ h + w + ^ = ° -  <2-253>

Это -  настоящее дифференциальное уравнение в частных производных, до­
статочное (если его дополнить граничным условием (2-251)) для определения 
значений Т в каждой точке вне геоида. Если переписать граничное условие в 
виде

- § И й т = д*- <2-254>
где Ag предполагается известной в каждой точке геоида, го мы увидим, что 
линейная комбинация Т и дТ/дп задается на всей этой поверхности. Согласно 
разд. 1.13, нахождение Т в указанных условиях представляет’ собой третью 
краевую задачу теории потенциала. Если она решена для Т, то высота l'eon- 
да, которая является самой важной геометрической величиной в физической 
геодезии, может быть вычислена с помощью формулы Брунса (2 237).



Итак, мы можем сказать, что основная задача физической геодезии -  опре­
деление геоида с помощью гравиметрических измерений -  является, по суще­
ству, третьей краевой задачей теории потенциала.

2.13 Сферическая аппроксимация и разложение 
возмущающего потенциала в ряд по шаро­
вым функциям

Референц-эллипсоид отклоняется от сферы лишь на величины того же поряд­
ка, что и сжатие /  «  З10“ 3. Поэтому, если мы будем рассматривать референц- 
эллипсоид как сферу в формулах, связывающих количественные характери­
стики аномального поля, эго может вызвать относительную ошибку того же 
порядка. Такая погрешность обычно допустима для величин N, Т, Ад,
5д, и т.д. Например, абсолютное воздействие этой относительной ошибки на 
высоту геоида имеет порядок 3 Ю _3 N\ поскольку N едва превышает 100 м, 
то можно ожидать, что эта погрешность будет менее 1 м.

В сферической аппроксимации
GM d1 _ d 1 _  GM  1 9 7 _ _ 2

7  г2 ’ dh дг г3 ’ -у dh г '  ( 5°)

Введем средний радиус R Земли. Он часто определяется как радиус сферы, 
которая имеет тот же объем, что и земной эллипсоид; из условия

57гЯ3 =  - тго2 6 , (2-256)О о
получим

R = ^ 4 .  (2 257)
Подобным образом мы можем определить среднее значение силы тяжести 70, 
как нормальную силу тяжести на широте <р =  45° (Moritz 1980b: с. 403). Обыч­
но используются следующие численные значения этих величин:

R =  6371 км, 7о =  980.6 гал. (2 258)

Тогда
1 dj_ _ _ 2

7 9k =  ~ R ’ (2-259)
д7 =  _27о 
dh R '

Так как нормаль к сфере направлена по радиус-вектору г, то с той же степе­
нью точности имеем

д д д



В теореме Брунса (2-237) мы можем заменить 7 на 70, и формулы с (2-246) 
но (2-251) принимают вид

(2-261)

> II (2-262)

Еч
<n

|&5
11IIСТ>

<1 (2-263)

6g = Ag +  ^ N , (2-264)

6g = A g + ^ T , (2-265)

dT 2 ^  A 
~dr+ ~R

(2 266)

Последняя формула представляет собой сферическую аппроксимацию фун­
даментального граничного условия.

Замечание
Очень важно помнить о роли сферической аппроксимации. Она использует­
ся только в формулах, связывающих малые величины Т, N, Ад, 5д, и т.д. 
Референц-поверхность никогда не является сферой ни в каком геометриче­
ском смысле, она всегда является эллипсоидом. Поскольку сжатие /  очень 
мало, эллипсоидальные формулы могут быть разложены в степенной ряд по 
/ ,  где всеми членами, содержащими / ,  / 2, и т.д., можно пренебречь. Таким 
образом получаются формулы, точные для сферы, которые также могут быть 
использованы как приближенные для реального референц-эллипсоида. Одна­
ко нормальная сила тяжести 7  в аномалии силы тяжести A g =  g — 7  должна 
быть вычислена для эллипсоида с высокой степенью точности. Не следует го­
ворить о "референц сфере” в пространстве в любом геометрическом смысле, 
так как это только вводит в заблуждение.

Возмущающий потенциал Т =  W — U является гармонической функцией 
и потому он может быть разложен в ряд по шаровым функциям:

00 / R\n+1 
Т(г, * А )  =  5 Д - )  Щ А ) .

п=0 '  '
(2 267)



Tn(i9, Л) -  сферическая функция Лапласа степени тг. На геоиде, которому в 
сферической аппроксимации соответствует сфера г =  7?, формально мы имеем

оо

Т =  T(R, г?, А) =  А). (2-268)
п=0

Здесь нас не должны беспокоить вопросы сходимости. Дифференцируя ряд 
(2-267) по г, получим

f¥Т 1 00 / /?\п~*”̂
^ = ~ Э Г  =  ; 2 >  + 1 ) ( 7  а д * ) -  (2- 269)

п=0  ̂ '

На геоиде, где г =  R, это даст

сГГ 1 00
^ = - ^ = д Е (п + 1) W  А) • (2 27°)

п=0

Эти ряды выражают возмущение силы тяжести в терминах шаровых функций. 
Следующее выражение является эквивалентом формулы (2 263) вне Земли

о т  су

А д = - ~ --------Г . (2-271)иг г

Его точный смысл будет обсужден в конце следующего раздела. Подставив 
(2-269) и (2-267) в это выражение, получим

1 оо /  /?\
д я = ;  а д * ) -  (2 272)

п—0 ' '

На геоиде (2 272) принимает такой вид

д ^ Е ^ -^ а д А)- (2 273)
п=0

Это -  разложение аномалии силы тяжести в ряд по шаровым функциям.
Заметим, что, даже если возмущающий потенциал Т содержит сфериче­

скую функцию первой степени А), то в выражении для Ад она будет
умножена на коэффициент 1 — 1 =  0 ; таким образом, Ад никогда не может 
содержать сферическую функцию первой степени.



2.14 Аномалии силы тяжести вне Земли
Е сли гармоническая функция Н задана на поверхности Земли, то в сфериче­
ской аппроксимации значения Н вне Земли могут быть вычислены с помощью 
интегральной формулы Пуассона (1-123)

"<■-£ //-тА«<Ь (2-™)
а

Символ ffa представляет собой обычную запись интеграла, взятого по всей 
единичной сфере. Смысл других обозначений виден из рис. 2.14. Значение 
гармони1ческой функции на переменном элементе поверхности R2 da обозначе­
но просто как Я, тогда как символ Нр относится к фиксированной точке Р. 
Далее имеем

I =  \/г2 +  я 2 -  2R r  cosip. (2-275)

Гармоническая функция Я может быть разложена в ряд по шаровым функ­
циям:

Я =  (  г )  Яо +  ( 7 ) " 1 +  £  ( ?  Г ' * "  • (2 276)

Опуская члены нулевой и первой степеней, мы получим новую функцию

К'-»- (")«. - (|)и. = £  (*)”'*. <2 m
Согласно формуле (1 89), сферические функции задаются так:

я 0 =  ~  J J  Н da, Нх =  ^  J J  Н cosip da. (2-278)
а а

Подставив теперь Но и Нх из (2 278) в (2-277) и выражая там Н  с помощью 
интеграла Пуассона (2 -274), получим

H'p = ̂ II ; “ Scoŝ )Hda• (2~279)
о

Причиной такого преобразования интеграла Пуассона служит то, что фор­
мулы физической геодезии упрощаются, если участвующие в них члены не 
содержат сферических функций нулевой и первой степеней. Поэтому полезно 
выделять эти функции. В преобразованном интеграле Пуассона (2-279) это 
делается автомати чески.



Р

Рис. 2.14: Обозначения для интеграла Пуассона и формул, выве­
денных из него

Воспользуемся теперь этими формулами для нахождения аномалии силы 
тяжести вне Земли. Из формулы (2 272) сразу следует, что

гДр = £ ( * )  41(п -1)Г„(0,А).  (2-280)
п=0 '  '

Так как Tn(tf, Л) является сферической функцией Лапласа, то теми же свой­
ствами обладает и функция (п — 1) Тп. Следовательно, г Д</, рассматриваемая 
как пространственная функция, может быть разложена в ряд по шаровым 
функциям, а значит, сама является гармонической. Это позволяет нам при­
менить к функции г Ад формулу Пуассона, что даёт

R Гf ( r 2 - t i 2 1 3  R , \ n A J
9Р = 4̂  JJ \ Р --С0&Ф) RAd<T' (2_281)

а

ИЛИ

Адр = l b  / /  _ ; - т ? cos ф) As d« • {2_282)
а

Мы получили формулу, позволяющую вычислять аномалию силы тяже­
сти вне Земли, исходя из ее значений на поверхности, то есть осуществлять 
продолжение аномалии силы тяжести вверх.



В заключение обсудим точный смысл понятия аномалии силы тяжести бдр 
вне Земли. Начнем с удобного определения. Уровенные поверхности реального 
потенциала силы тяжести, то есть поверхности

W =  const, (2-283)

часто называют геопотепциальпыми поверхностями; уровенные поверхности 
нормальног о поля силы тяжссти, то есть поверхности

U =  const,

называют сферопотепциальными поверхностями. 
Рассмотрим теперь точку Р  вне Земли (рис. 2.15)

геопогенциальная 
поверхность W = Wp = const.

- сферопотенциальная
поверхность U = Wp = const.

- геоид W = Wo 

-эллипсоид U = Wo

(2-284)

Рис. 2.15: Геопотенциальная и сферопотенциальная поверхности 

и обозначим геопотенциальную поверхность, проходящую через нее, как

W =  Wp. (2-285)

Для константы Wp существует также и сферопотенциальная поверхность

U = WP. (2-286)

Линия отвеса нормального ноля, проходящая через точку Р, пересекает эту 
сферонотенциальную поверхность в точке Q , которая, как говорят, соответ­
ствует точке Р.

Мы видим, что уровенные поверхности W = Wp и U =  Wp связаны друг с 
другом так же, как и геоид W = Wo связан с референц-эллипсоидом U =  Wo- 
Поэтому, если аномалия силы тяжести определена, в соответствии с разд. 2.12, 
как

Адр = др -  , (2 287)
то все рассуждения и формулы того параграфа остаются верными и для дан­
ного случая; при этом геоид W = Wo заменяется геопотенциальной поверх­
ностью W = Wp, а эллипсоид U = WQ -  сфсрогютенциальной поверхностью



U = Wp. По этой же причине формула (2-271) применима к точке Р, так же 
как и к точкам геоида.

Заметим, что в разд. 2.12 точка Р  является точкой геоида, которая на 
рис. 2.15 обозначена как Р0.

Мы вернёмся к этим вопросам в главе 8 в связи с проблемой Молоденского.

2.15 Формула Стокса
Основное уравнение (2-271)

рассматривается как граничное условие, если аномалия силы тяжести Ад из­
вестна только на поверхности Земли. Однако, мы теперь в состоянии вычис­
лить аномалию силы тяжести вне Земли с помощью интеграла продолжения 
вверх (2-282). Таким образом, наше основное уравнение радикально изменя­
ет свое значение, действительно становясь дифференциальным уравнением, 
которое может быть проинтегрировано относительно г. Заметим, что это воз­
можно только благодаря тому, что Т, иомимо граничного условия, удовлетво­
ряет также уравнению Лапласа АТ = 0.

Умножая (2 288) на —г2, имеем

где обозначение Ag(r) указывает на то, что А д здесь является функцией г, 
найденной исходя из аномалии силы тяжести на поверхности посредством фор­
мулы (2 -282). Так как эта формула автоматически удаляет сферические функ­
ции нулевой и первой степеней из А<?(г), то возмущающий потенциал Т, вы­
численный таким образом, не может содержать этих функций. Таким образом, 
имеем

(2-288)

(2-289)

Интегрируя выражение

S -{r2 T) =  - r 2 Ag(r) (2-290)

в пределах от оо до г, получим

(2-291)

00 /Л \ " +1_  Я3 _  R4



Следовательно,

lim (г2 Т) =  lim ( — Т2 +  ^ Т 3 +  - Л  =  0, (2-293)
г-Ю О  Г -Ю О  V Г  Г  /

так что
г2 г Г  = г2 Т  -  Urn (г2 Т) =  г2 Т  (2-294)

1 1—>оо

г
г2 Т =  -  [  г2 Др(г) d r . (2-295)

« / ОО

Тот факт, что г здесь используется и как переменная интегрирования, и как 
верхний предел интегрирования, не должен вызывать каких- либо затрудне­
ний. Подставляя интеграл (2-282) продолжения вверх аномалии силы тяже­
сти, получим

^  Л2 Г  Г / 7 7  r3 - R 2r 3R Д  д ,T‘ toL JJK--- ---  + 1 + Т «0»*]д9Л, dr. (2-296)

Изменение порядка интегрирования даёт

Г’г = i  I I  [L + 1+т созф) dr]Ад da • (2'297)
а

Интеграл, стоящий в скобках, может быть вычислен стандартными методами. 
Неопределенный интеграл :

Г (  г3 — R2 г 3 R \ ,/ --------^------- h 1 Н------cosip dr
А  '  Г ^ (2-298)

2г2
= —-----31 — 3R cos ф 1п(г — #  cos ф +  /) + г + ЗЯ cos ф In г .

Читателю советуем выполнить это интегрирование, принимая во внимание (2 
275), или, по крайней мере, проверить результат, продифференцировав правую 
часть по г.

Для больших значений г имеем

/ = г ^1 — — cos ф • • - ^ = г — R cos ф • • • , (2 299)

и, следовательно, при г -> оо правая часть вышеупомянутого неопределенного
интеграла стремится к

5# cos ф — 3R cos ф In 2 . (2-300)



Если мы вычтем это выражение из неопределенного интеграла, то получим 
определенный интеграл, так как бесконечность -  его нижний предел интегри­
рования. Таким образом,

где

где

(2-301)

} (  г3 — R2 г 3 R \
у ^-р— +1 + —coŝ ) dr
ОС

2г2 о» г» , ( г  о! r -R c o s ip  + l\= —— h г — 3/ — R cos ф I 5 +  3 In----------------------  --j  .

В результате получаем формулу Пицетти

Т(г, 0 , А) =  £ :  JJ S(r, ф) Ад da , (2-302)

2R R Rl R? (  г -  R cos ip + 1\ олоЧ
S(r, ф) = —  + -  -  3 -JJ- -  cos ф \5 +  3 In---------------------J . (2-303)

На самом геоиде г =  Л; обозначив Т(/?,$, Л) просто как Т, получим

Т = ^  j j  A g S W d o ,  (2-304)

5(V>) =  ~  С sill ^  +  1 — 5cos ф — 3 cos V’ In (sin ^  + sin2^  (2-305)

получено из S(r,xp), положив

r =  R и i =  2 fls in | . (2 306)

По теореме Брунса, N  =  Т /70, и мы окончательно имеем

N =  JJ Ад 5(tр) da . (2-307)

Эта формула была опубликована Стоксом в 1849 году и поэтому называется 
формулой Стокса, или интегралом Стокса. Это, безусловно, самая важная 
формула физической геодезии, потому что она позволяет определить геоид 
по данным о силе тяжести. Выражение (2 304) также называют формулой 
Стокса, а Б(ф) известна как функция Стокса.



Используя формулу (2 302), которая была получена Pizzetti (1911) и позже 
Veiling Mcincsz (1928), мы можем вычислить возмущающий потенциал Т в лю­
бой точке вне Земли. Поделив Т  на нормальную силу тяжести в данной точке 
Р (теорема Брунса), мы определим расстояние Np между геопотенциальной 
W =  Wp и соответствующей сферопотенциальной U = WP поверхностями. 
Это расстояние Np вне Земли является высотой геоида N (см. рис. 2.15 и 
объяснения в конце предыдущего раздела).

Вновь напомним, что эти формулы основаны на сферической аппроксима­
ции, когда величинами порядка 3 • 10" 3 N  пренебрегают. В N это приводит к 
погрешности, вероятно, меньшей, чем 1 м, которой можно пренебречь при ре­
шении многих практических задач. Sagrebin (1956)2, Молодеиский и др. (1962: 
с. 53)3, Bjerhammar, и Lelgemann разработали приближения более высоких сте­
пеней, которые учитывают сжатие /  референц- эллипсоида; см. Moritz (1980а: 
Sect. 39).

Далее, мы видим, что преобразование формулы Стокса посредством ин­
теграла продолжения вверх (2 282) автоматически приводит к подавлению 
членов нулевой и первой степеней в величинах Т  и N. Значение этого факта 
будет обсуждено позже. Мы увидим, что формула Стокса в ее первоначальной 
форме (2-304) и (2-307) применима только к реферснц-эллипсоиду, который 
(1) имеет тот же потенциал U q =  W q , ч т о  и геоид, (2) ограничивает массу, чис­
ленно равную массе Земли, и (3) имеет своим центром центр тяжести Земли. 
Так как референц эллипсоиды, которые применяются на практике в настоя­
щий момент , не удовлетворяют в точности первым двум условиям (и вряд 
ли когда-нибудь будут удовлетворять им), то формула Стокса будет позже 
изменена на случай произвольного референц эллипсоида.

Наконец, как предполагают, функция Т является гармонической вне гео­
ида. Это означает, что влияние масс, расположенных над геоидом, должно 
быть устранено с помощью подходящей редукции силы тяжести. Это будет 
обсуждено в главах 3 и 8 .

Дополнительное приложение к спутниковой геодезии
В качестве несколько неожиданного приложения, не связанного с формулой 
Стокса, отметим то, что формула (2 280) может использоваться для вычисле­
ния аномалии силы тяжести Ад , исходя из полученного с помощью спутнико­
вых данных разложения в ряд но сферическим функциям внешнего гравита­
ционного потенциала VI

2Имеется ввиду перевод с русского издания: Загребин Д.В. Теория регуляризованного 
геоида. Тр. ИТА, J№1, 1952. (Прим. ред.)

3Имеется ввиду перевод с русского издания:Молодеиский М.С., Еремеев В.Ф., Юркина 
М.И. Методы изучепия внешнего гравитационного поля и фигуры Земли. Тр.ЦНИИГАиК, 
вып. 131, М., Геодезиздат, 1960. (Прим. ред.)



2.16 Явный вид интеграла Стокса и функции 
Стокса в терминах сферических функций

Поставим теперь целью записать формулу Стокса (2 307) в более развернутом 
виде, воспользовавшись для этого подходящей системой координат на сфере.

Преимущество использования сферических полярных координата с нача­
лом в точке Р  заключается в том, что угол ip, который является аргументом 
функции Стокса, представляет собой одну из координат, а именно, сферическое 
расстояние. Другая координата -  азимут а, отсчитываемый от направления 
на север. Их определения видны из рис. 2.16. Обозначать буквой Р как фик­
сированную точку на сфере г =  R (или в пространстве), так и се проекцию на 
единичную сферу -  общепринятая практика, не вызывающая затруднений.

Рис. 2.16: Полярные координаты на единичной сфере (Рдг -  север­
ный полюс)

Если точка Р  совпадает с северным полюсом, то координаты ф и а иден­
тичны $ и Л. Тогда, согласно разд. 1.9, дифференциал поверхности da примет 
вид

Так как все точки сферы эквивалентны, то это соотношение верно для произ­
вольного начала Р. Таким же образом, имеем

da =  sin гр dip da . (2-308)

(2 309)



Следовательно,

N = [  [  Ag(ip, a) S(?p) sin ф d-ф da , (2-310)
47Г7 о Л * = о . /^ = о

что представляет собой явный вид формулы (2-307). Выполняя интегрирова­
ние сначала относительно а, получим

8(ф) sin ф dф . (2 -311)

Выражение в скобках представляет собой среднее значение величины А д  на 
окружности радиуса ф. Обозначим это среднее как Ад(ф), то есть

&9(Ф) =  [  &9(Ф, <*) d a . (2-312)
t o  Ja—o

Таким образом, формула Стокса может быть записана в следующем виде

ЛГ = — Г  АЦ{ф) F{4>) dy>, (2-313)
70 J xp—Q

где введено обозначение
| sin ф -  F(ip). (2-314)

Графики функций S(ip) и F(ip) показаны на рис. 2.17.

Рис. 2.17: Функции Стокса S(ip) и F(tp)



В качестве альтернативы мы можем использовать эллипсоидальные коор­
динаты Л. В сферической аппроксимации # является дополнением эллип­
соидальной широты в том смысле, что

# = 90° — <р. (2-315)

Поэтому
/» /» /»2тг rir/2
/1 do =  /  I cos (pdipdX, (2 -316)

J J J\=0 J<p=—ir/2
a

так что формула Стокса принимает вид

N(<p, А) = - ^  f  [  Ag(<p', A') S(ip) соыр' dip d\ ', (2—317)
47Г70 JЛ' —0 У*У=-тг/2

где <р, \ -  эллипсоидальные координаты точки, в которой производятся вы­
числения, а </?', А' - координаты переменного дифференциала поверхности dcr. 
Сферическое расстояние ф может быть выражено в виде функции этих коор­
динат следующим образом:

cos ф =  sin <р sin у/ + cos tp cos </>' cos(A' -  A). (2-318)

Функция Стокса в терминах сферических функций
Согласно формуле (2-273) раздела 2.13 мы имеем

Д®(*, А) =  I  £  ("  “  D W  А). (2-319)
п=0

Можно также непосредственно представить Д</($, А) в виде ряда по сфериче­
ским функциям Лапласа:

оо

Д»(0,А) = £ Д л ( 0 ,А). (2-320)
п=0

Сравнение этих двух рядов показывает, что

Д<7п(0, А) =  Т„(0, А) или Т„ = Адп , (2 321)К п — 1
и потому

оо оо д
Т =  У г п =  Я V  — . {2 322)

"  77 — 1П=0 71—0
Эта формула вновь показывает нам, что в разложении Ад по сферическим 

функциям не должно быть члена первой степени, иначе выражение Адп/ (п -1)



обратилось бы в бесконечность при п — 1. Как обычно, будем предполагать,
ч го сферические функции нулевой и первой степеней отсутствуют; вследствие 
этого, суммирование начинается с п  =  2 .

Согласно формуле (1 -89), мы можем написать

Л<7п = J J  д<? Рп{cos ф) da ; (2-323)

тогда предыдущая формула принимает вид

Т=̂ £|1ГГ / / A9P n(cosi>)da.
n=2 а

Поменяв местами операции суммирования и интегрирования, получим

(2-324)

r-sff\±T±7* (-« d<7 . (2-325)

Сравнив этот результат с формулой Стокса (2-304), мы найдем выражение для 
функции Стокса в терминах полиномов Лежандра (зональных сферических 
функций):

S (t) =  ^ 2  2"  -+- 1 P„(cos V») • 
n ~ 1

(2-326)

В действительности, аналитическое выражение (2-305) для функции Сток­
са могло быть получено проще путем непосредственного суммирования этого 
ряда. Однако, мы полагаем, что вывод, данный в предыдущем разделе, более 
содержателен, поскольку дает дополнительные сведения по важным смежным 
вопросам (например, формулу (2 280)).

2.17 Обобщение на случай произвольного 
референц-эллипсоида

Как мы видели, формула Стокса в своем первоначальном виде аннулирует 
сферические функции нулевой и первой степеней в возмущающем потенциале 
Т и поэтому строго справедлива, только если эти члены отсутствуют. Этот 
факт, а также условие Uq = W0 налагают на рефереиц-эллипсоид и его нор­
мальное поле силы тяжести ограничения, которые трудно выполнимы на прак­
тике.

Поэтому мы обобщим формулу Стокса таким образом, что она будет приме­
нима к произвольному референц эллипсоиду, который должен удовлетворять



лишь одному условию, а именно: его отклонения от геоида так малы, что их 
можно трактовать как линейные.

Рассмотрим возмущающий потенциал Т  на поверхности Земли. Он выра­
жается через сферические функции следующим образом:

оо

Г(0,А) =  £ Г П(0,А). (2-327)
71=0

Выделяя члены нулевой и первой степеней, получим

T(tf, Л) =  Т0 +  71(0, Л) +  Л), (2 328)

где
оо

m А) =  5 ]  В Д А ) .  (2-329)
п = 2

В общем случае, результатом формулы Стокса является именно функция Г', а 
не Т. Функцию Т  мы получим, только если члены То и Т\ отсутствуют. Иначе 
для получения полной функции Т следует прибавить члены 7 q и 7\.

Нулевой член в разложении потенциала по сферическим функциям равен

(2-330)Г
где М  -  масса. Следовательно, нулевым членом возмущающего потенциала 
Т = W — U на поверхности Земли с г =  R является

=  (2 331)

где
6М =  М - М '  (2-332)

-  разность между массой М  Земли и массой М' эллипсоида. Эта разность
была бы равна нулю, если бы обе массы были равны между собой. Но как мы
можем добиться этого, не зная точной массы Земли?

Впоследствии мы увидим, что сферическую функцию первой степени все­
гда можно предполагать равной нулю. При таком допущении мы можем под­
ставить (2 331) в (2 328) и выразить V  с помощью обычной формулы Стокса
(2-304). Тогда получим

™ GSM  
т = — + ̂ j; JJ ДgS ty) do. (2 -333)

Это -  обобщение формулы Стокса для Т. Оно справедливо для произвольного 
референц эллипсоида, центр которого совпадает с центром тяжести Земли.



Члены первой степени
Коэффициенты при сферической функции первой степени в разложении по­
тенциала W ,  согласно (2  8 5 )  и ( 2 -8 7 ) ,  задаются так:

G M xc , G M yc , G M zc , ( 2 -3 3 4 )

где хс, ус, zc -  прямоугольные координаты центра тяжести Земли. Для нор­
мального потенциала U имеем аналогичные величины

GM'x'c , GM'y'c , GM'z'c . (2-335)

Так как х'с, у'с, z'c всегда очень малы, то (2 -335) практически равны

GM х’с , GM у'с , GMz'c . (2-336)

Таким образом, коэффициенты при сферической функции первой степени в 
возмущающем потенциале Т =  W  — U имеют вид

GM (хс — х 'с) , GM (уе — у'с) , GM{zc -z ' c). (2-337)

Они обращаются в нуль и, следовательно, сферическая функция первой сте­
пени Ti($, Л) отсутствует тогда и только тогда, когда центр референц- 
эллипсоида совпадает с центром тяжести Земли. Обычно это предполага­
ется.

В общем случае, полагая г =  R и используя выражения для коэффициен­
тов (2-85) и (2-87), мы найдем из (2-76)

T|(tf, Л) =  ^ - \{zc -  z'c) Pio(costf) +  (хс -  х'с) Рп (cosi?) cos А
Н 1 (2-338)

+  (Ус -  Ус) Pii(costf) sin а] .

Если за начало координат системы принять центр референц эллипсоида, то 
хс = Ус =  zc — 0. С учетом того, что Pio(costf) =  cost?, Pn(costf) =  sintf, и 
GM/R2 =  7o, мы получим следующее выражение для сферической функции 
первой степени в разложении Т :

Ti (#, Л) =  7о (хс sin # cos А +  ус sin д  sin Л + гс cos д ) . (2-339)

Поделив эго выражение на 7о, мы получим сферическую функцию первой 
степени в разложении высоты геоида:

Ni(tf, Л) = хс sin 'д cos Л ■+■ ус sin i? sin Л + ze cos $ . (2 -340)

Введем в рассмотрение вектор

Хс =  [яс . Ус, гс] ( 2 - 3 4 1 )



и единичный вектор направления ($, Л),

е =  [sin $ cos Л, sin sin A, cos i9].

Тогда (2 340) можно переписать в виде скалярного произведения

N itf, А) =  Хс • е,

(2-342)

(2 343)

что интерпретируется как проекция вектора хс на направление (#, А).
Следовательно, если два центра тяжести не совпадают, то для того, чтобы 

получить наиболее общее решение задачи Стокса, достаточно прибавить чле­
ны первой стспсни (2-339) и (2-340) к обобщенной формуле Стокса (2-333) 
и к ее аналогу для 7V, соответственно. Напомним, что проблема Стокса за­
ключается в вычислении значений Т и N но значениям Ад. Формула (2-273) 
показывает, что для заданного поля Ад допустимо любое значение величины 

А), так как при n =  1 выражение (n — l)T i обращается в нуль и, сле­
довательно, Ть независимо от его реального значения, никак не участвует в

Таким образом, наиболее общее решение для Т и N содержит три произ­
вольных постоянных яс, ус, ze, которые можно расценить как постоянные ин­
тегрирования в проблеме Стокса. На практике всегда полагают хс =  ус = zc =
О, размещая, таким образом, центр референц-эллипсоида в центре Земли. Это 
составляет существенное преимущество гравиметрического метода определе­
ния геоида по сравнению с методом астрономогеодезическим, где положение 
референц-эллипсоида относительно земного центра остается неизвестным.

Члены нулевой степени в разложениях N и A  g
Прежде всего обобщим формулу Брунса (2-237) на случай произвольного 
референц-эллипсоида. Пусть

-  уравнения геоида и эллипсоида, где, вообще говоря, константы Wq и  Uq 
отличны. Как и в разд. 2.12, имеем (см. рис. 2.12) WP = U q  — N + Т\ но 
здесь U q  = U q Ф Wq =  WV, так что

W(x,y,z) = Wo, 

U(x,ytz) = Uo
(2-344)

7  iV = Т — {W q — Uq) . (2 345)

Обозначив разность между потенциалами как



мы получим следующее простое обобщение формулы Брунса:

(2-347)
7

Нам также потребуются обобщения формул (2-246) -  (2-250). Эти формулы, 
содержащие N  вместо Т. подходят, как легко заметить, и для произвольного
референц' эллипсоида, но теперь переход от N  к Т будет произведен посред­
ством (2 347). Следовательно, формула (2 247), то есть,

дТ д'у
^  = -T h  + T hN ' <2- 348)

остается неизменной, а (2-248) принимает вид

Следовательно, фундаментальное граничное условие выглядит так

дТ  1 #7  1 $7  ч
-ж  + ^ т = д» + ;ж да- <2-350>

В сферической аппроксимации имеем:

N =  (2-351)

^ “ - f - 5 T + S w  (2“352)
"  &Г 2 2

- ^ - R T - ^ - R SW - <2- 353'

Соотношения между величинами Т, N п Ад
Согласно (2 351),

T =  1{>N +  8W . (2-354)
Подставив эго в (2 333) и поделив на 7о, получим

k l l A9Smd°- ^а

Это -  обобщение формулы Стокса для N. Оно справедливо при произвольном 
референц эллипсоиде, центр которого совпадает с центром тяжести Земли.

В то время как формула (2-333) для Т  содержит только влияние разности 
масс SM, формула (2 355) для N содержит также разность потенциалов SW.



Эти формулы ясно показывают, что обычные стоксовы интегралы (2-304) и 
(2-307) верны только, если 6М =  SW =  0 , то есть если референц-эллипсоид 
имеет тот же потенциал, что и геоид, и ту же массу, что и Земля. Иначе они 
дают значения N и Т лишь с точностью до аддитивных постоянных: полагая

G 6М SW 
N0 — ~~р: (2 356)

#7о 7о
и учитывая (2 331), имеем

Т  =  То +  ^  JJ Ад Б(ф) da . (2-357)
а

N = N0 + [ [  Ад S{4>) du . (2- 358)
4тг 7о JJ

а
Альтернативные формы выражения (2-355), которые иногда бывают полезны, 
можно получить следующим образом. Подставим ряды (2 -268) и (2 270) в (2 
352); тогда

Л.9(1?, А) = i  £ ;  (п -  1) Тп(д, А) + |  SW, (2 359)
п~0

что обобщает формулу (2-273). Разлагая функцию Д(/($, Л) в обычный ряд по 
сферическим функциям Лапласа,

оо

Д<?(0,А) =  ] Г  Адп(# ,\), (2 360)
п=0

и сравнивая постоянные члены (п =  0 ) этих двух выражений, получим

—£ Т о  + | < т ' = Д<*ь (2-361)

где, согласно (1 89),

Ад0 = 1 - J J  Ад da. (2-362)
<J

Выражая То с помощью формулы (2-331) в терминах 6М , получим

Ag0 = - ^ G 8 M  + ^ S W .  (2-363)

Два уравнения -  (2 356) для Nq и  (2 -363) для Ago -  могут быть теперь решены 
относительно 6М и SW:

G 6 M  = R(RAgo +  2'yQNo), 
(2-364) 

5 W  =  R A g o  +  ' l o N o .



Константа Nq может быть найдена с помощью любого из этих уравнений:

R л GSM
No =  — ~— Ад0 +  - — — ,

270 27о Я
(2-365)

R л SWNo —----- Ago Н--------.
7o 7o

Заключительное замечание
Прямым следствием формулы (2-356) является то, что Nq имеет очевидный 
геометрический смысл: если а -  экваториальный радиус (большая полуось) 
данного референц-эллипсоида, то

а,£ =  о, +  Nq (2 366)

- экваториальный радиус эллипсоида Е , нормальный потенциал Uq которо­
го равен реальному потенциалу Wo геоида, и который ограничивает массу, 
равную массе Земли; величина сжатия /  при этом сохраняется. Обосновани­
ем служит гот факт, что для такого нового эллипсоида Е , согласно (2 356), 
значение Nq — 0 при 6М =  0 и 8W =  0 .

Малая аддитивная константа Nq эквивалентна изменению масштаба по­
чти сферической Земли. Чтобы понять это, вообразите почти сферический 
апельсин. Увеличение толщины кожицы апельсина всюду, скажем, на 1 мм 
эквивалентно преобразованию подобия (однородное увеличение размера) по­
верхности апельсина.

Таким образом, обычная формула Стокса, без 7V0, дает глобальный геоид, 
который определен только с точностью до масштаба, неявно содержащегося 
в No. Однако, этот геоид является геоцентрическим, по крайней мере, теоре­
тически, так как не содержит сферической функции первой степени Ti(#,A). 
Он был бы в точности геоцентрическим, если бы Земля была равномерно по­
крыта гравиметрическими измерениями.

Раньше масштаб был определен астрономогеодезическим методом с помо­
щью градусных измерений, относящихся к 18-ому столетию (Клеро, Maupertuis 
см. Todhunter [1873]). Сегодня данные о масштабе доставляются спутниками 
(лазер, GPS).

2.18 Возмущения силы тяжести и формула Коха
Нетрудно получить формулу Коха, являющуюся аналогом формулы Стокса 
для возмущения силы тяжести Sg. Но мы укажем путь для э т о т  только в 
общих чертах, оставляя читателю возможность "прокладывать четырехполос­
ную магистраль".



Сравним формулы (2-269) и (2 270) с (2-272) и (2 273). Мы видим, что 
главное отличие между возмущением силы тяжести 6д и аномалией силы тя­
жести Ад заключается в коэффициентах п + 1  и п — 1 соответственно, стоящих 
перед сферическими функциями. Другое -  очень малое -  отличие заключается 
в том, что в Ад опущены члены нулевой и первой степеней (см. комментарий 
после (2 273)), чего не требуется делать в 6д.

Следуя почти буквально разделу 2.14, мы получим формулу для 6д, являю­
щуюся эквивалентом формулы (2 -282) для Ад. Интегрируя вслед за разд. 2.15, 
мы получим выражение вида (2-302)

а на сфере с г =  R -  выражение вида (2-304), которое назовем формулой Коха:

она очень схожа с функцией Стокса (2-305). Наконец, по теореме Брунса име­
ем

Совершенно аналогично с (2-326), имеем (просто заменяя п — 1 нап + 1 и 
оставляя п =  0 в качестве нижнего предела суммы)

то есть выражение функции Хотина - Коха в терминах многочленов Лежандра 
(зональных сферических функций). Действительно, так просто!

Историческое замечание
Это замечание имеет место благодаря М. И. Юркиной (Москва). С матема­
тической точки зрения, вышесказанное является решением задачи Неймана 
(второй краевой задачи теории потенциала) для сферы, сравните с разд. 1.13. 
Это -  классическая задача теории потенциала, но крайней мере, со 150 - лет­
ней историей, как и формула Стокса. "Задача Неймана" названа так в честь

(2-367)
о

(2-368)
<Т

Здесь К(ф) -  функция Хотина-Коха

(2-369)

(2 370)

(2 371)



математика Карла Неймана, отредактировавшего лекции 1850-х годов своего 
отца Франца Неймана (Neumann 1887: см. особенно с. 275). Внешняя задача 
Неймана для сферы также встречается у Kellogg (1929: с. 247) и вновь описана 
у Hotinc (19G9: сс. 311, 318).

Ее фундаментальное значение для современной физической геодезии при 
известной земной поверхности было осознано и разработано в работе Koch (1971). 
Таким образом, современную интегральную формулу, возможно, следовало бы 
назвать формулой Ф. Неймана- - К. Неймана Келлогга Хотина- Коха. Для 
краткости, мы будем называть ее формулой Коха.

2.19 Уклонения отвеса и формула Венинг-Мейнеса
Формула Стокса позволяет вычислить высоту геоида, исходя из аномалии си­
лы тяжести. Подобная формула для вычисления уклонения отвесной линии, 
исходя из значений аномалии силы тяжести, была получена Veiling Meinesz (1928).

На рисунке 2.18 показано сечение геоида и рсферснц-эллипсоида верти­
кальной плоскостью произвольно!'О азимута. Если е -  компонента уклонения 
отвеса в этой плоскости, то

(IN =  -Е ds , (2-372)

или

Рис. 2.18: Связь между высотой геоида и уклонением отвеса

dN
ds ’

(2-373)

знак ’’минус" является результатом соглашения, его смысл будет объяснен 
позже.

В северно-южном направлении

с = £ и ds — dsр — Rd(f \ 

в восточно западном направлении

(2 374)

6 = 1] и ds = ds\ = R cos <p dX. (2 375)



В формулах для ds  ̂ и ds\ мы вновь использовали сферическую аппроксима­
цию; согласно (1 30), дифференциал дуги на сфере г = R задается так:

ds2 =  R2 dip2 +  R2 cos2if dX2 . (2 376)

С помощью (2 373) найдем соотношения

c_ _ d N _
ds,# R dip ’ ,

* 2-377
dN _  1 ON

 ̂ ds\ R cos ip dX

связывающие между собой высоту геоида N и компоненты £ и т] уклонения 
отвеса.

Так как N дается интегралом Стокса, то наша задача сводится к диффе­
ренцированию этой формулы по переменным ip и Л. Для этого мы воспользу­
емся формулой Стокса в виде (2 317),

N(<p, А) = [  [  Ад(ч?', A') в(ф) cos <р'dip'dX', (2-378)
4ТГ70 J \f= o  У^'=-тг/2

где ф определено в (2-318) в виде функции А и ip’ , А'.
Зависимость интеграла в правой части этой формулы от и А выражается 

лишь через ф в в(ф). Дифференцируя под знаком интеграла, получим

f  - i k f T  («7 9 ,dv? 4тг7о Л '=о V = -* r /2

аналогично получас гея выражение для dN/DX. Здесь

dSQ/>) _  d S M  ^  dS(V>) дф
dp dip dip ' OX d^ дХ ’

Диффереицированис (2 -318) но переменным ip и А даёт 
£)ф

— sin V* 77-  =  cos у? sin ip' — sin </? cos ip' cos( A' — A),
dip

— sin ф ^  =  cos cos 4>* sin(A' — A ).
C/A

Теперь введем в рассмотрение азимут а, как показано на рис. 2.16.
Используя известные формулы сферической тригонометрии, получим для 

сферического треугольника на рис. 2.19

sin ф cos а =  cos <р sin ip' — sin ip cos ip' cos( A' — A),
(2—382)

sin гр sin a =  cos ip' sin(A' — A).

(2-380)

(2 381)



Рис. 2.19: Связь между географическими и полярными координат 
тами на сфере (п -  северный полюс)

Подставляя эти соотношения в предыдущие формулы, получаем простые вы­
ражения

дф дф—  = — cos а , -г-- =  — cos (р sin а ; (2-383)
о<р ол

поэтому

dSi-ф) <lS(v) dSi-ф) dS(i О
s r - 1 Г “ ' ~ s r  = - - 3F  <2-384»

Подставим эти выражения в (2-379) и соответствующую формулу для 0N/3А; 
наконец, из (2-377) получим

£(</>, А) = — —̂ Г  Г  Ag(<p', А') 'Щ р- cos a cos ip' d<p' d\ ',
4тг7о Jv=oV=-7r/2

fl(ip, A) = — —̂ Г  Г  Ag(y', A') sin a cos /  <V rfA'
4?r 7o Уа'=о ■ / * > ' = - * / 2

или, записывая это в обычной сокращенной форме,

(2-385)

е 1 гг. dsw£ = -----  1 1 Ад — —— cos a da ,4тг7о JJ y dip

1 /Y. dS(V’) . .V = ■;-----  11 Ag — —— sin a da .4w 7o JJ J dip

(2 386)

Это и есть формулы Венина-Мейнеса. Дифференцируя функцию Стокса S(ij>) (2- 
305) относительно ф. мы получим фумсцию Венинг- Мейнеса

dS(4>) cos(V’/ 2) , , /пч „ 1 -  ч Щ ф / 2 )
у. =  -■ . ъ , +  8 sm^ ~ 6 cos(i/v2) -  3 ------ :— ;------d-ф 2sm\ip/2) 1 sin^ (2-387)

+ 3 sin *0 In [sin(VV2) + sin^'0/2)] ■



Её легко проверить с помощью элементарных тригонометрических тождеств. 
Азимут а определяется формулой

___________cos у?' sin(A' -  Л)_______
S / t /\/ \\ 1 ' 388)cos ip sm <р' — sin <р cos ip cos(A — A)

что непосредственно следует из (2-382).
Формулы (2 385) - это выражения (2-386), записанные в эллипсоидальных 

координатах (р и А. Как и в формуле Стокса (разд. 2.15), мы можем восполь­
зоваться здесь сферическими полярными координатами ф и а:

1 Л  Г  Л <, \ dSW  ■£ = ------- / /  Ад(ф,а) c o sa — —— smфафаа,4?г 7о Ja=oĴ .=o dip
2 р2п /*7Г dS(ri)

т1 =  —— I  I Ад(ф, а) sin а ——— sin ф dф d a .
Jа=0Jф—0

(2-389)

47Г7о Л*=оЛ>=о ’ #
Читатель может легко убедиться, что эти формулы дают компоненты уклоне­
ния £ и г) с правильным знаком, соответствующим определению (2-230); см. 
также рис. 2.13. Это и есть та причина, по которой мы ввели знак "минус" в 
(2-373).

Заметим, что формула Венинг-Мсйнеса справедлива в таком виде и для 
произвольного референц-эллипсоида, тогда как формула Стокса должна была 
быть изменена путем прибавления константы Nq. Если мы продифференци­
руем относительно </? и А модифицированную формулу Стокса с целью полу­
чения формулы Венинг-Мейнеса, то константа Nq пропадет, и мы получим 
выражения (2-386).

Для ознакомления с практическими приложениями формул и задач Стокса 
и Венинг Мейнсса рекомендуются разд. 2.21 и глава 3.

2.20 Вертикальный градиент силы тяжести
Формула Брунса (2 40) при д =  О,

! |  = -2 < ? J -2 uA  (2-390)

не может быть непосредственно использована для определения значений гра­
диента дд/ЭН, поскольку средняя кривизна J уровенных поверхностей неиз­
вестна. Поэтому мы воспользуемся обычным приемом и разобьем дд/дН на 
нормальную и аномальную части:

дд #7  ЭАд .
Ш ~ д Н  + ~ЭН ' ( *

Нормальный градиент д'у/дН дается формулами (2-147) и (2 148). Рассмот­
рим сейчас аномальную часть дАд/дН  «  дАд/дг.



Выражение в терминах A g
Выражение (2-272) может быть записано как (заметим, что г Ад является 
гармонической функцией, и коэффициент при г = R должен быть равен 1)

оо

Д у(г, А) =  ^ 2
п=О

Дифференцируя это относительно г и полагая г = Р, мы получим на уровне 
моря:

I F  = -J i  Ё  + 2) Ё  п *9п -  f Ь д . (2-393)
п=0 п=О

Теперь можно применить (1 149), положив V =  Ад и Уп =  Адп. Результат 
таков:

а
В этой формуле Адр относится к фиксировашюй точке Р, в которой долж­
на быть вычислена производная дА gjdr\ lo -  пространственное расстояние 
между фиксированной точкой Р  и переменным дифференциалом поверхности 
R2 da, выраженное в терминах углового расстояния гр:

10 =  2R sin ^  . (2-395)

Сравните это с рис. 1.9 из разд. 1.14; элемент поверхности R2 da соответствует 
точке Р'.

Важная интегральная формула (2 394) выражает вертикальный градиент 
аномалии силы тяжести непосредственно в терминах аномалии силы тяжести. 
Так как подынтегральная функция очень быстро убывает с увеличением рас­
стояния /о, то в этой формуле достаточно интегрировать лишь но сравнитель­
но небольшой окрестности точки Р, в противоположность формулам Стокса и 
Венинг-Мейнеса, где для достижения необходимой точности интегрирование 
должно производиться но всей поверхности Земли.

Выражение в терминах N
Дифференцируя по г выражение (2-271)

дТ  2
д 0 =  —f r  ~ г Т> {2 396)

получим
дАд д2Т 2 дТ  2

Д.9п(»?, А ). (2-392)



К этой формуле мы прибавим уравнение Лапласа ДТ = 0 , которое в сфери­
ческих координатах имеет вид

Э2Т 2 дТ  tg <рдТ 1 д2Т  1 д2Т л
“Т Т  ------Т--------- 2~ Я----  ̂~~2 2 ~2-----  = ® ’ (2-398)игг г иг г* о<р Г1 Oipz r £COS“ip иХг

(в уравнении (1 35) V заменили на Т и воспользовались подстановкой # = 
90° — ip.) Теперь, полагая г = /?, иол.учим

д А д _  2 tgу д Т  1 д'Т  1 с?Г
<9г Я2 Я2 л 2 а<р2 л 2 cosV  <9А2 ' ' ’

Так как Т = 70 ЛГ, то мы можем также написать

& ± 9 _ h £ л, Т»> * 7о а2ЛГ 7о ^
dr Я2 Я2 gV? Я2 д<р2 Я2 cosV ЗА2 ’ ( J

где, как обычно, 7о -  глобальное среднее значение. Эта формула выражает вер­
тикальный градиент аномалии силы тяжести в терминах высоты геоида N и 
се первой и второй горизонтальных производных. Ею можно воспользоваться 
путем численного дифференцирования с помощью карты значений функции 
N. Однако, этот путь меньше подходит для практического приложения, чем 
(2 394), потому что требует чрезвычайно точной и детальной локальной кар­
ты геоида, которой мы вряд ли когда-либо будем располагать; неточности N 
значительно увеличиваются при вычислении производных.

Выражение в терминах £ и т]
Из формул (2 377) найдем

ON ON
=  - Я £ , =  - R t) costp-, (2  401)

и затем
d2N д£ &N дп

(2402)

Подстановка этих соотношений в (2-400) приводит к

ОАд _  27о , 7о „ . . .  7о Ч  7о dr) (о-лпч\
дг Я2 Я Я dtp Я сое <р д Х '

Вводя локальные прямоугольные координаты х, у в касательной плоскости, 
получим

Rd<p =  ds<n =  d x ,
(2-404)

R cos (f d\ =  ds\ =  dy ;



тогда (2- 403) принимает вид

дА 9 _  2то 
Or “  R2= -^ A T + | O g V>-70 \dx д у )

(2 405)

Можно показать, что первые два члена в правой части очень малы по сравне­
нию с третьим членом; следовательно, с достаточной точностью можно поль­
зоваться формулой

Эти красивые формулы выражают вертикальный градиент аномалии силы 
тяжести через горизонтальные производные уклонения отвеса. К ним тоже 
может быть применено численное дифференцирование, если в распоряжении 
имеется карта значений £ и г;.Они несколько лучше подходят для практиче­
ского применения, чем (2-400), так как здесь необходимы лишь первые про­
изводные.

2.21 Практическое использование интегральных 
формул

Интегральные формулы, такие как иптегралы Стокса и Венин г -  Мейнеса, 
практически приближенно заменяют суммированием. Для этого дифферен­
циалы поверхности da заменяют малыми, но конечными ячейками q, которые 
получают соответствующим разбиением поверхности Земли. Используется два 
различных метода разбиения:

1. Палетки (рис. 2.20).

(2-406)

-  а = cl -i

4-

Рис. 2.20: Палетка



Разбиение производится при помощи концентрических окружностей и 
их радиусов. Палетка накладывается на карту силы тяжести того же 
масштаба так, чтобы центр палетки совпал с точкой вычисления Р на 
карге. Для этой цели естественно использовать полярные координаты 
ф, а с началом в точке Р.

2. Сетка координатных линий (рис. 2.21).

А= 36*20' 30' 40г 36*50'

45*30'

20'

V>= 45*10’

Рис. 2.21: Блоки, образованные координатными линиями эллипсо­
идальной системы координат

Разбиение производится при помощи сетки координатных линий неко­
торой установленной системы координат, в частности, эллипсоидсишюй 
системы v?, Л. Они образуют прямоугольные блоки, например, 10' х 10' 
или 1° х 1°. Эти блоки также называют квадратами, хотя обычно они не 
являются квадратами в строгом смысле.

Использование палетки легко для понимания и для теоретических рассуж- 
дений, но полностью устарело. Только методу координатной сетки удалось 
выжить в компьютерном мире.

В качестве простого и поучительного примера, поясняющего правила чис­
ленного интегрирования, рассмотрим формулу Стокса

N = ^ I h 9SWd<T (2 407)а
в ее явных формах (2 310) и (2-317). К первой из них мы применим метод 
палетки, а ко второй -  метод, использующий фиксированные блоки.

Для каждой ячейки аномалия силы тяжести заменяется ее средним но 
этой ячейке значением Д<7*. При этом формула (2 407) принимает вид

Як к Я к



или
(2 409)

к

где коэффициенты

« - * k t t swd’ (2-410)
Чк

получены интегрированием но ячейке <7*; они не зависят от Ад.
Если подынтегральная функция -  в нашем случае, функция Стокса S(tp) -  

близка к постоянной в ячейке д*, то она может быть заменена своим значением 
S{ipk) в центре этой ячейки. Тогда имеем

Последний интеграл представляет собой просто площадь А  ̂рассматриваемой 
ячейки, и мы получаем

Преимущество метода палетки заключается в его большой гибкости. Влияние 
ячеек, расположенных вблизи точки вычисления Р, больше тех, которые рас­
положены дальше; кроме того, подынтегральная функция изменяется быстрее 
в окрестности точки Р. Вследствие этого, вблизи точки Р  необходимо более 
детальное разбиение. Этого легко достичь с помощью палетки . Тем не менее, 
этот метод полностью устарел и в настоящее время не используется.

Преимущество использования системы фиксированных блоков, образован­
ных сеткой эллипсоидальных координатных линий, основано на том. что сред­
ние значения аномалии силы тяжести в этих блоках используются также для 
многих других целей. Достаточно однажды определить средние значения ано­
малии в блоках стандартною размера, и в дальнейшем они могут легко хра­
ниться и обрабатываться с помощью компьютера. Но для всех точек вычисле­
ния используется одно и то же разбиение на блоки, тогда как ячейки, получен­
ные методом палетки, меняются вместе с точкой вычисления. В этом смысле 
гибкость метода стандартных блоков ограничена; однако, можно использо­
вать блоки меньших размеров (например, 5' х 5') вблизи точки Р  и больших 
(например, 1° х 1°) -  в отдаленных районах. При нынешних возможностях 
вычислительной техники на практике применяется только этот метод.

Покажем теперь удобство использования полярных координат в теорети­
ческих рассуждениях.



Эффект ближайшей зоны
Этот вопрос интересен и поучителен. Если подынтегральная функция обра­
щается в бесконечность при ф —> 0 , то в ближайшей внутренней зоне могут 
возникать трудности даже при использовании палетки. Именно такая ситуа­
ция имеет место при вычислениях с формулой Стокса, поскольку

S W  « у  (2 413)
Ф

для малых ф. Это следует из определения (2 305), так как первый член в этом 
выражении преобладает и, при малых ф, может быть представлен как

1 1 2  (2 414)sin(V-/2 ) (ф/2) ф '

Функция Венинг Мейнеса также стремится к бесконечности, поскольку с 
той же степенью приближения

Аналогично ведёт себя и градиентная формула (2 394), так как сё подынте­
гральная функция

if *  r 3ф3' 416*
Вследствие этого, бывает удобно выделить ближайшую внутреннюю зону. 

Будем полагать, что она представляет собой круг радиуса ф0 с центром в точке 
вычисления. Тогда, например, интеграл Стокса примет вид

N =  Ni + Ne , (2 417)

где
D г2п гфо

Ni =  -------  /  I AgSU ’)d<T
J or=0 J Ф—d

Ne =  j -----  /  /  A gS№ )<b.
47Г 7o Jq- o

(2 418)

Радиус Фо внутренней зоны соответствует линейному расстоянию в несколь­
ко километров. В пределах этого расстояния мы можем рассматривать сферу 
как плоскость и пользоваться полярными координатами s, а, где



тогда дифференциал площади примет вид

R2 da =  s ds da . (2-420)

При таком приближении допустимо использование формул (2-413) -  (2-416), 
если положить в них

2 R dS
dip

2 R2 1 1

lo s‘3 * (2-421)

Для функций Стокса и Венинг-Мейнсса относительная ошибка такой аппрок­
симации равна приблизительно 1% при s =  10 км и 3% при s =  30 км; для 
функции 1/Iq -  даже меньше. Итак, влияние внутренней зоны на наших инте­
гральных формулах отражается следующим образом:

1 Ггп Г*° Аа
Ni =  - -----  /  /  -Z -sd sd a ,

2?г 7о Jq—о J5—0 &

1 Г2" Г9* Ад
6  = ---------  /  /  ~т cos a s ds d a ,

2тг7о Уа=оУя=о в2

1 /*27Г Г30 Др .
r}i =  — ---------- /  /  —— sin а  5 a s  а а ,

2тг 7о Уа=оЛ=о

s dsda.

(2-422)

(2-423)

(2-424)у а я д  2тг
Чтобы найти эти интегралы, мы разложим Ад в ряд Тейлора в точке вы­

числения Р:

Ад =  АдР + хдх + y g v + ^  (х2дхх +  2худху + у2дуу) +■■■ . 

Прямоугольные координаты х , у задаются формулами 

х =  s cos а  , у =  5 sin а 

так, чтобы ось х при этом была направлена на север. Далее, имеем

( 8Ад\ ( д 2Ад\
= Ы ) Р' д**= { - м ) Р' итд-Гр \ /Р

Разложение Ад в ряд Тейлора можно также записать в виде 

Ад =  Адр + s (дх cos а +  ду sin а)

s2+ у  (Зхх cos2а +  2дху cos a sin а + gvy sin2a) Н-----

(2-425)

(2-426)

(2-427)

(2 428)



Подставляя это выражение в рассматриваемые интегралы, мы легко можем 
их вычислить. Интегрируя сначала по переменной а и замечая, что

f 0*da =  2ir,

/ 027Г sin a da =  / 027Г cos a da =  f  sin a cos a da =  0 , 

/ 027Г sin2a da =  J02jr cos2a da =  7r ,

мы найдем

i =  -  Г  [-7o Jo [
1 f 90

^ =  <* +  - > * ,

т = ~2To L  {9y + '"'>ds'

= \ l j 9xx+gvv+" )ds-

(2-429)

(2-430)

(2-431)

(2-432)

Теперь выполним интегрирование no s, сохраняя только не обращающиеся в 
нуль члены самых низких степеней. Тогда

ЛГ< =  — АдР , 
7о

с - S° л
270

/dAgX _  So 

\ 9 Н ) ,  4

rh =  - ^ o 9v'

(дхх +  9уу) •

(2-433)

(2-434)

(2-435)

Мы видим, что влияние внутренней круговой зоны на формулу Стокса зави­
сит, в первом приближении, от значения Ад в точке Р ; на формулу Венинг- 
Мейнеса -  от первых горизонтальных производных функции А д ; и на верти­
кальный градиент -  от вторых горизонтальных производных.

Заметим, что вклад внутренней зоны в полное уклонение отвеса имеет то 
же направление, что и линия наибольшей крутизны "поверхности аномалии 
силы тяжести” , потому что плоский вектор

#  =  [6 . Vi)

пропорционален горизонтальному градиенту функции Ад,

(2-436)



, ' линия наибольшей крутизны
gred Ад ЛГ

Ад =40 mgal 

Afl = 30 mgel 

Ад = 20 mgal

Рис. 2.22: Линии уровня Ад и линии наибольшей крутизны

Направление gradA# определяет линию самого крутого спуска (рис. 2.22).
Значения величин дх и ду могут быть найдены по карте силы тяжести. 

Они представляют собой уклоны севсрио южных и восточно-западных мери­
диональных сечений, проходящих через точку Р. Значения дхх и дуу можно 
найти путем полиномиальной аппроксимации второй степени по х и у функ­
ции аномалии силы тяжести в окрестности точки Р.

Замечание о точности
Уклонения отвесной линии £, 7/ в сочетании с астрономическими наблюде­
ниями астрономических широты Ф и долготы А определяют положение на 
референц эллипсоиде, выраженное эллипсоидальными координатами

в принципе так же, как вертикальное положение определяется формулой

К сожалению, достичь для горизонтального положения той же точности, что и 
для'вертикального, намного труднее, поскольку на земной поверхности имеет 
место соотношение 1" = 30 м. Так, для достижения точности в 1 м, которую не 
слишком трудно получить с помощью формулы Стокса, необходимо знать зна­
чения Ф и £ (аналогично, А и rj), с точность выше, чем 0.03", что практически 
невозможно.

<р =  Ф - £ ,

А =  Л — т) sec Iр ,
(2 438)

h =  H + N . (2 439)



Глава 3 

Редукция силы тяжести

3.1 Введение
Нужно различать силу тяжести д , измеренную на физической поверхности 
Земли, и нормальную силу тяжести 7 , отнесенную к поверхности эллипсоида. 
Для того, чтобы отнести д к уровню моря, необходима определённая редук­
ция. Так как выше уровня моря расположены массы, то методы редукции 
различаются в зависимости от способа обращения с этими топографическими 
массами. Редукция силы тяжести, по существу, одинакова как для аномалии 
силы тяжести А д , так и для возмущения силы тяжести 5д.

Редукция силы тяжести служит для трех главных целей:

• определение геоида,
• интерполяция и экстраполяция силы тяжести,
• исследование земной коры.

Геодезическую природу имеют только первые две цели. Третья представля­
ет интерес для геофизиков -теоретиков и геологов, изучающих общее строение 
коры, а также геофизиков исследователей.

При использовании формулы Стокса для определения геоида необходимо, 
чтобы аномалия силы тяжести Ад представляла граничные значения на геои­
де. Это требование накладывает два условия: первое -- сила тяжести д должна 
быть отнесена к геоиду; второе — вне геоида не должно быть никаких масс 
(разд. 2.12). Следовательно, редукция силы тяжести, образно говоря, состоит 
из следующих шагов:

1. топографические массы вне геоида полностью удаляются или сдвигаются 
ниже уровня моря;

2 . затем пункт измерения силы тяжести перемещается с земной поверхно­
сти (точка Р) на геоид (точка Pq, см. рис. 3.1).



Рис. 3.1: Редукция силы тяжести

Первый шаг требует знания плотности распределения топографических масс, 
что всегда проблематично.

С помощью такой процедуры редуцирования удается избавиться от опре­
деленной нерегулярности в значениях силы тяжести, возникающей из-за раз­
ности высот пунктов измерения. В результате, интерполяция и даже экстра­
поляция в ненаблюдаемые области становится проще (раздел 9.7).

3.2 Вспомогательные формулы

Вычислим потенциал U и вертикальное притяжение Л однородного кругового 
цилиндра радиуса а и высоты 6 в точке Р, расположенной на оси цилиндра на 
высоте с над его основанием (рис. 3.2).

Z Z

Рис. 3.2: Потенциал и притяжение кругового цилиндра во внешней
точке



Точка Р  вне цилиндра
Допустим сначала, что точка Р  расположена выше цилиндра, с > Ъ. Тогда 
потенциал вычисляется по общей формуле (1- 12),

U = cffJ f * .  (3-1)

Введем полярные координаты s, а на плоскости ху

х =  s cos a , у =  s sin a ; (3 -2)

имеем
/  =  V s 2 +  (С -  z ) 2 ( 3 -3 )

И

dv =  dx dy dz =  s ds da d z. (3 4)
Далее, с плотностью g =  const иолучим

r2n pa rb s j zu = gq[* Г f -JL____
Ja=0 J8=0 Jz= 0 y/s2 4  (c — z)2

=  2тгG q T  f  * dsdz
J s=0 J z—О у  S‘f s2 +  (c — z)2 

Интегрирование относительно s приводит к

s ds

L :=  V/S2 +  ( C - Z )2

(3 5)

s=o \Js2 + ( c -  z)2 lo (3-6)

=  \/a2 + ( c -  z)2 - c  +  z ,

так что ^

U =  27Г G g J   ̂-  с +  2 4  y/a2 4- (c -  z)2 J d z. (3-7)

Соответствующий неопределенный интеграл равен произведению 2ж G q на

i ( c - z ) 2 -  ^ (с — z) \/a2 +  (с — z)2 — ^ a2ln [с — z + \/a2 +  (с — z)2 J; (3 8)

это можно проверить дифференцированием. Наконец, {/ примет вид

Ue =  7г G д | (с — 6)2 — с2 — (с — Ь) у/a,2 + (с — b)2 -f с у/а2 4- с2
1 ,___________  _, (3-9)

-  a2 In [с -  b 4- у 'а2 +  (с -  &)2] +  a2 In [с 4  у/а2 4  с2] j  ,

где нижний индекс е означает, что точка Р  является внешней по отношению 
к цилиндру.



Вертикальное притяжение А представляет собой отрицательную производ­
ную потенциала U относительно высоты с [см. формулу (2-22)]:

А = - О̂с '
Дифференцируя (3 9), получаем

Ае =  2 x G е[б +  у/а2 +  (с -  Ь)2 -  л/а2 +  с2] .

Точка Р  на цилиндре
В этом случае имеем с = 6, и формулы (3-9), (3 11) принимают вид

(3 Ю) 

(3 11)

U0 = nG g —b2 +  b \/а2 4- Ь2 +  а2 In b + у/а2 +  Ь2

А$ =  2nG g^a + b — Vа2 +  b2 j .

(3 12) 

(3-13)

Точка P  внутри цилиндра
Предположим теперь, что точка Р  расположена внутри цилиндра, с < Ь. Плос­
костью z = с разделим цилиндр на две части, 1 и 2 (рис. 3.3), и вычислим U 
как сумму потенциалов этих двух частей:

<7i =  [ / i  +  £/2 , (3 14)

где нижний индекс i означает, что Р  теперь находится внутри цилиндра. Член 
U\ получается из формулы (3 12), если в ней b заменить на с, и ^  -  из той 
же формулы путем замены b на b — с. Их сумма равна

Ui = 7Г G Q 

+ a2 In

-  с2 — (Ь — с)2 +  с у/а2Т с 2 + {Ь — с) у/а2 +  (Ь — с)2

с+  \/а2 +  с2 2 b -  с +  у/а2 4- (Ь -  с)2------------------- Ь а In----------- -------------------а а

(3-15)

Легко заметить, что притяжение есть разность А\ — А2:

А\ = 27г G g ̂ 2с — Ь — у/а2 -I- с2 + у/а2 +  (Ь — с)2 j ; (3-16)

эту формулу, согласно (3-10), можно также получить дифференцированием 
(3 15).



b-c

Рис. 3.3: Потенциал и притяжение во внутренней точке 

Круговой диск
Пусть толщина Ь цилиндра стремится к нулю так, что произведение

к =  Ьд (3-17)

при этом остается конечным. Величину к можно тогда рассматривать как по­
верхностную плотность, с которой массы распределены на поверхности круга 
радиуса а. Нам нужны потенциал и притяжение для внешней точки. Полагая 
в(3 9) и (3-11)

f > = £  (3 18)

и затем устремляя b к 0 , мы получим, с помощью хорошо известных методов 
вычисления,

(7° = 2n G к |Va2 + с2 -  cj ,

/  С Л ,ГМ9>

Сектора и ячейки
Для сектора радиуса а и угла

2тг
(3 20)

нужно разделить полученные выше значения на п. Тогда для ячейки, стяги­
вающей тот же угол и ограниченной радиусами а\ и ач (рис. 3.4), получим (с 
очевидными обозначениями)

Р

а= а.\
а= 02

Рис. 3.4: Ячейка палетки



A U = - [U (a 2) - U ( a 1)] ,
”  (3- 21)

АА  = -  [Л(оа) -  Л(а,)] .п J
Поскольку Ле и Aj отличаются только константой, то эта константа исчезает 
но второй формуле (3-21), и мы получаем из (3-11) и (3 -16)

АА , =  ДА; = —  Gq \у/с4 + (с -  6)2 -  у/а* +  (с -  6)* 
n L у

-  v ^ f T ?  +  у Я Т ? ] .

С другой стороны, Д[/е ф ДС/i.
Заметим, что мы намеренно, в дидактических целях, использовали ячейки, 

соответствующие полярным координатам (рис. 3.4), потому что они столь про­
сты и поучительны. Кроме того, они все еще полезны для многих целей. Для 
практических вычислений почти исключительно используются прямоуголь­
ные блоки (см. рис. 2 .21). Однако, для концептуальных целей шаблоны по­
лярной системы координат неоценимы; сравните с разделом 2 .21.

3.3 Редукция в свободном воздухе
Для получения теоретически верной редукции силы тяжести на геоид нам 
необходим вертикальный градиент силы тяжести дд/дН. Если g -  наблюдае­
мое значение силы тяжести на поверхности Земли, то значение до силы тяже­
сти на геоиде может быть получено с помощью разложения в ряд Тейлора:

(3-23)

где Я -  высота между точкой Р  измерения силы тяжести над геоидом и соот­
ветствующей точкой Ро на геоиде (рис. 3.1). Предположим, что над геоидом 
нет никаких масс. Пренебрегая всеми нелинейными членами, получим

<7о =  9 +  F » (3-24)

где
F  =  Н (3-25)

представляет собой редукцию в свободном воздухе на геоид. Заметим, что 
предположение об отсутствии масс над геоидом может интерпретироваться 
в том смысле, что такие массы были математически удалены заранее, так, что 
эта редукция действительно была выношена "в свободном воздухе".

_ дд 
90 9 дН



Для многих прикладных целей достаточно использовать нормальный гра­
диент силы тяжести (соответствующий эллипсоидальной высоте h) d^/dh вме­
сто dg/dH. Тогда

F  и  Я  »  +0.3086Я  [мгал], (3 26)

где Н измеряется в метрах.

3.4 Редукция Буге
Цель редукции Буге силы тяжести состоит в полном удалении топографиче­
ских масс, то есть масс, расположенных вне геоида.

Пластина Буге
Предположим, что область вокруг точки Р, в которой измеряется сила тяже­
сти, полностью плоская и горизонтальная (рис. 3.5), а массы между геоидом

Р

Ро

Рис. 3.5: Пластина Буге

и земной поверхностью имеют постоянную плотность д. Тогда притяжение
А этой так называемой пластины Буге может быть получено из (3-13) при
а —> оо, поскольку плоская пластина может рассматриваться как круговой 
цилиндр толщины b =  Н и бесконечно большого радиуса. В соответствии с 
известными правилами вычисления, мы получаем

Ab =  2ttG qH (3-27)

как притяжение бесконечной пластины Буге. Со стандартной плотностью д — 
2.67 г см“ 3 это принимает вид

Ав =  0.1119 Я  [мгал), (3-28)

где Н измерено в метрах.
Удаление пластины эквивалентно вычитанию ее притяжения (3-27) из на­

блюдаемой силы тяжести. Это называется неполной редукцией Буге. Заметим, 
что это -  обычная "плоская" пластина Буге; для действительно "сфериче­
ской” пластины Буге мы имели бы коэффициент 4тт вместо 27т (Moritz 1990: 
с. 235).



414)61,1 продолжить и завершить обсуждаемую редукцию силы тяжести, 
мы должны теперь применить редукцию в свободном воздухе F , как указано 
в (3 26). Этот комбинированный процесс, состоящий из удаления топографи­
ческих масс и применения редукции в свободном воздухе, называется полной 
редукцией Буге. Ее результатом является сила тяжести Буге на геоиде:

9 в =  9 ~ Ав -+■ F . (3-29)

С принятыми численными значениями получим:

сила тяжести, измеренная в Р  g
минус пластина Буге — 0.1119 Н
плюс редукция в свободном воздухе +  0.3086 Н  (3-30)

сила тяжести Буге в Р0 9в — 9 +  0.1967 Я .

Так как дв теперь относится к геоиду, то, вычитая из нее нормальную силу 
тяжести 7 , относящуюся к эллипсоиду, мы получим истинную аномалию силы 
тяжести в смысле разд. 2.12,

Д</в =  <?в -  7  • (3-31)

Её называют аномалией Буге .

Поправка за рельеф
Указанная простая процедура может быть улучшена с помощью так называе­
мой поправки за рельеф или топографической пощмвки, то есть учета откло­
нения реальной топографии от пластины Буге точки Р  (рис. 3.6). Д»ш этою 
в точке А избыток масс Агп+. который притягивает вверх, удаляют, вызывая 
тем самым увеличение д в точке Р. В точке В недостаток масс Дтп_ восста­
навливают, вновь вызывая увеличение д в точке Р. Таким образом, поправка
за рельеф всегда положительна.

Практически поправки за рельеф At можно определять с помощью па­
летки (рис. 2.20), используя формулу (3-22); влияние индивидуальных ячеек 
суммируют:

At =  2 2  А А - (3-32)
Опять удобно использовать шаблоны с полярной системой координат (рис. 2.20) 
для теоретических рассуждений, а прямоугольную координатную сетку (рис. 2.21) 

для практических вычислений. Для избытка масс Д т +. Н > Нр .

Ъ= Н - Н р .  с =  0; (3-33)

и для недостатка масс Дm_, Н < Нр ,
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Рис. 3.6: Поправка за рельеф

Прибавляя поправку за рельеф At к (3-29), получим уточнённую силу тя­
жести Буге1

Редукция Буге и соответствующая аномалия Буге Адв называются уточнён­
ной или простой в зависимости от того, была введена поправка за рельеф или 
нет.

На практике удобно разбивать редукцию Буге на эффект пластины Буге и 
поправку за рельеф, потому что величина последней обычно намного меньше. 
Даже для гор высотой 3000 м поправка за рельеф достигает значения лишь 
порядка 50 мгал (Heiskancn and Vening Mcinesz 1958: с. 154).

Унифицированная процедура
Можно также вычислять полное влияние топографических масс

за один приём, используя столбики с основанием на уровне моря (рис. 3.7) и 
вновь разбивая местность на ячейки. При этом следует различать притяжение 
топографических масс Ат и поправку за рельеф At\

Как обычно,

где теперь b =  Я, с =  Нр.
Для внутреннего круга используется формула (3-13) при Ь = Нр.

1 Сумму поправки за рельеф и редукции в свободном воздухе обычно называю!' анома­
лией Фая (прим. ред.)

9в — д — Ав +  At Ч- F. (3-35)

Ат =  Ав — At (3-36)

(3-37)



Рис. 3.7: Редукция Буге

В результате вместо (3- 35) мы теперь имеем

9 в =  9 — Ат +  F . (3-38)

Дальнейшее уточнение редукции Буге может быть достигнуто с помощью 
использования аномалий плотности, аномалий градиента силы тяжести в сво­
бодном воздухе (разд. 2.20) и учета сферических эффектов. Необходимые фор­
мулы можно найти в работе Jung (1961: разд. 6.4).

3.5 Редукция Пуанкаре и Прея
Предположим, что нам нужно найти силу тяжести g' внутри Земли. Поскольку 
g' не может быть измерена, то она должна быть вычислена, исходя из значений 
силы тяжести на поверхности. Этого можно достичь, редуцируя измеренные 
значения силы тяжести но методу Пуанкаре и Прея.

Обозначим точку, в которой должна быть вычислена сила тяжести gf, как 
Q, так что g' =  9q. Пусть Р -  такая точка на поверхности, которая расположе­
на с точкой Q на одной и той же отвесной линии, см. рис. 3.8. Значение силы 
тяжести др в точке Р  измеряется.

Прямой способ вычисления gQ состоял бы в использовании формулы

при условии, что реальный градиент силы тяжести дд/ЗН внутри Земли из­
вестен. Его можно было бы найти по формуле Брунса (2 40),

(3-39)



Рис. 3.8: Редукция Прея

если бы были известны средняя кривизна J геопотенциалышх поверхностей 
и плотность q между точками Р  и Q.

Нормальный градиент в свободном воздухе дается формулой (2-147):

(3-41)

где J0 -  средняя кривизна сферопотенциальных поверхностей. Если аппрок­
симация

g J та 7  Jq (3—42)
является достаточной, то из (3-40) и (3-41) получим

dg d j  . ^  
dH =  dh +  ^ G e -

(3-43)

Практически, пренебрегая изменением d'f/dh с широтой, мы найдем для плот­
ности q =  2.67 г см~3 и (округлённой) гравитационной постоянной G =

^ -2

%  =  -0.3086 +  0.2238 =  -0.0848 гал км"1. 
оН

(3-44)

При этом (3-39) принимает вид

9 q  =  9 р  +  0.0848 ( Н р  — H q ) (3 45)
где g измеряется в гал ах, а Я  -  в километрах. Эта простая формула, хотя и 
довольно грубая, часто применяется на практике.

Точный способ вычисления gQ, как уже отмечалось, состоит в использова­
нии формул (3-39) и (3-40) с реальной средней кривизной J геопотенциалышх 
поверхностей. Но это потребовало бы такой точности детализации формы этих 
поверхностей, которая недостижима на сегодняшний день.

Существует другой, более реальный в настоящее время, способ вычисления 
gQ. Он подобен обычной редукции силы тяжести к уровню моря (см. разд. 3.4) 
и состоит из следующих трех шагов:



1. Численно удаляют все массы, расположенные над геопотеициальной по­
верхностью W  =  Wq , которая проходит через точку Q, и вычитают их 
притяжение из значения g в точке Р.

2. Поскольку пункт Р  вычисления силы тяжести теперь находится нв сво­
бодном воздухе1’ , то применяют редукцию в свободном воздухе, переме­
щал, таким образом, пункт вычисления силы тяжести из Р  в Q.

3. Восстанавливают удаленные массы на их прежнее место и добавляют 
(алгебраически) их притяжение к значению g в точке Q.

Целыо этой немного усложненной, но логически правильной, процедуры 
является возможность использования в шаге 2 градиента в свободном возду­
хе. Если мы здесь заменим реальный градиент в свободном воздухе нормаль­
ным градиентом dy/dh, то, по-видимому, погрешность будет меньше, чем при 
использовании (3-43).

Заметим, что градиент в свободном воздухе может также быть вычислен 
точно с помощью формулы (2-394). Под аномалией силы тяжести Ад в этой 
формуле следует понимать аномалию силы тяжести, полученную после выпол­
нения шага 2, то есть аномалию Буге, отнесенную к точке Q, расположенной 
ниже.

Эффект масс, расположенных над точкой Q (шаги 1 и 3), может быть вы­
числен, например, посредством некоторого шаблона или компьютерной проце­
дуры численного трехмерного интегрирования. Если пренебречь поправкой за 
рельеф и принимать во внимание только бесконечную пластину Буге между 
точками Р  и Q с нормальной плотностью д =  2.67 г см-3, то получим следу­
ющие шаги, пронумерованные как выше:

сила тяжести, измеренная в Р др
1. удаление пластины Буге — 0.1119 (Яр — H q )

2. редукция в свободном воздухе из Р  в Q +  0.3086 (Яр — H q )

3. восстановление пластины Буге — 0.1119 (Яр — H q )

вместе: сила тяжести в Q Qq — 9 р  +  0.0848 (Яр — H q) .

(3-46)
Это -  то же самое, что и (3 45). Таким образом, мы подтвердили эту формулу 
независимо. Мы видим теперь, что использование (3-43) или (3-45) равносиль­
но замене рельефа местности пластиной Буге. Наконец, заметим, что редукция 
Пуанкаре и Прея (сокращенно -  редукция Прея)у дает реальную силу тяже­
сти, которая была бы измерена внутри Земли, если бы это было возможно. 
Ее цель, таким образом, полностью отлична от целей других редукций силы 
тяжести, которые дают граничные значения на геоиде.

Редукция Прея не может использоваться непосредственно для определения 
геоида, но она необходима для получения ортометрических высот. Это будет



обсуждено в разд. 4.3. Реальная сила тяжести до в точке Ро геоида связана с 
силой тяжести Буге дв (3-38) следующим образом

9о =  9в ~ А т,рь' (3-47)

Эта формула получена вычитанием из дв притяжения Ат, р0 топографических 
масс в Ро, что соответствует восстановлению рельефа после редуцирования в 
свободном воздухе силы тяжести Буге из точки Р  в точку Р0.

3.6 Изостатическая редукция
3.6.1 Изостазия
Возможно, читатель склонен предполагать, что топографические массы про­
сто наложены на совершенно однородную земную кору. Если бы это имело 
место, редукция Буге удаляла главную нерегулярность поля силы тяжести 
так, что аномалии Буге были бы очень малы и колебались случайным обра­
зом около нуля. Однако верно как раз обратное. Аномалии Буге в гористой 
области представляют собой систематически отрицательные велижшны и мо­
гут достигать больших значений, увеличивающихся в среднем на 100 мгал на 
каждые 1000 м высоты. Единственно возможное объяснение этого состоит в 
том, что под горами наблюдается некоторый недостаток масс. Это означает, 
что топографические массы определённым образом компегхированы.

Подобный эффект имеет место и для уклонений отвеса. Реальные уклоне­
ния оказываются меньше, чем те, что должны были бы вызывать видимые то­
пографические массы . В середине девятнадцатого столетия Пратт наблюдал 
такой эффект в Гималаях. В одном месте этой области он получил значение 
28" для уклонения отвеса от притяжения видимых масс гор. Значение, полу­
ченное с помощью астрономогеодезических измерений, было равно всего лишь 
5". И вновь возникает необходимость в некоторой компенсации, объясняющей 
это несоответствие.

Две различные теории такой компенсации были разработаны почти одно­
временно Праттом в 1854 и 1859 годах и Эйри в 1855 году. Согласно Пратту, 
горы выпирают из-под земли как забродившее тесто. Согласно Эйри, горы 
плавают на жидкой лаве более высокой плотности (нечто вроде айсберга, пла­
вающего на воде), так что, чем выше гора, тем глубже ее погружение.

Система компенсации Пратта-Хейфорда
Эта система компенсации была предложена Праттом и облечена в аналитиче­
скую форму Дж.Ф.Хейфордом, систематически использовавшим ее в геодези­
ческих целях.

Ее принцип проиллюстрирован на рис. 3.9.



Рис. 3.9: Изостатическая модель Пратта-Хейфорда

Под уровнем компенсации расположена масса однородной плотности. Вы­
ше -  столбики с одинаковым поперечным сечением имеют равные массы. Пусть 
D -  глубина уровня компенсации, отсчитываемая от уровня моря, до ~ плот­
ность столбика высотой D. Тогда плотность g столбика высотой D +  Я  (Н 
представляет’ собой высоту рельефа) удовлетворяет уравнению

(D +  H )g =  D g0, (3-48)

выражающему условие равенства масс. Можно предположить, что

до =  2.67 г см-3 . (3-49)

Согласно (3 -48), реальная плотность д немного меньше, чем это нормальное 
значение до. Следовательно, имеет место недостаток масс, который, согласно 
(3- 48), дается формулой

А д =  д0 -  д =  р — ^  до . (3-50)

В океанах условие равенства масс принимает вид

(D -  Н ')д + Н ' gw =  D до, (3-51)

где



-  плотность, а Я ' -  глубина океана. Следовательно, наблюдается избыток масс 
для столбика, расположенного под океаном:

Я '
е - е о =  D _ j j i  (ft> -  в») ■ (3 53)

По существу, эта модель компенсации идеализирована и схематична. В при­
роде она может выполняться лишь приближённо. Предполагается, что значе­
ния глубины компенсации варьируют около

D =  100 км. (3 54)

Для сфероидальной Земли столбики будут немного сходиться к се цен­
тру, могут быть введены и другие усовершенствования. Мы можем постули­
ровать равенство масс либо равенство давления; каждый постулат приводит 
к несколько различным сферическим усовершенствованиям. Стоит отметить, 
что но численным соображениям Хейфорд использовал другую, немного от­
личающуюся, модель; например, он отсчитывал глубину компенсации D от 
поверхности Земли, а не от уровня моря.

Система компенсации Эйри-Хейсканена
Эйри предложил эту модель, а Хейсканен дал ее точную формулировку для
геодезических целей и широко использовал её на практике. Рисунок 3.10 ил­
люстрирует принцип этой модели. Горы постоянной плотности

до =  2.67 г см" 3 (3-55)

плавают на субстрате с большей постоянной плотностью

£>1 =  3.27 г см”*3 . (3 56)

Чем выше горы, тем глубже они погружаются. Таким образом, под горами 
существуют подножные формирования, а под океанами -  "антиподпожие".

Обозначим разность плотностей Q\ -  g0 как Ад. На основе принятых чис­
ленных значений имеем

&Q =  Qi — Qo = 0.6 г см” 3 . (3- 57)

Обозначим высоту рельефа как Я, а толщину подножного основания -  как 
t (рис. 3.10); тогда условие гидростатического равновесия имеет вид



Рис. 3.10: Изостатическая модель Эйри-Хейсканена

то есть
t =  -Q-H  =  4.45 Я. (3-59)

Для океанов соответствующее условие имеет вид

t' Ag =  Hf (до — gw) , (3-60)

где Я ' и gw определяются так же, как указано выше, a t! -  толщина "ан­
типодножия "(рис. 3.10); таким образом, для принятых численных значений
получим

?  =  e° ~ Qw я '  =  2.73 Я '. (3-61)
01 - в о

Для достижения большей точности к этим формулам также следует при­
менить поправки за сферичность. И вновь, формулировки в терминах равной 
массы и равного давления ведут к несколько различным результатам.

Нормальная толщина земной коры обозначается как Т  (рис. 3.10); ее ве­
личина принята около

Т =  30 км. (3-62)

Тогда толщина коры под горами равна

Т +  Я  + 1, (3-63)

а под океанами -



Система региональной компенсации Венинг-Мейнеса
Обе рассмотренные системы очень идеализированы, поскольку они предпола­
гают, что компенсация имеет строго локальный характер, то есть распределе­
на строго по вертикальным столбикам. Это предполагает слишком большую 
подвижность масс, что, по-видимому, нереально в такой строгой форме.

Поэтому Венинг Мейнес в 1931 году модифицировал теорию Эйри, заме­
нив локальную компенсацию региональной. Главная разница между этими 
двумя видами компенсации показана на рис. 3.11.

Рис. 3.11: Локальная и региональная компенсации

В теории Венинг Мейнеса рельеф рассматривается как груз на перазло- 
манной, но податливой упругой коре.

Можно описать это весьма неточным, но удобным для запоминания спо­
собом: встав на тонкий лед, Эйри проломит его, в то время как под Венинг- 
Мейнесом лед прочнее, и он лишь прогнется, но не сломается.

Хотя теория Венинг-Мейнеса более реалистична, она, вместе с тем, и более 
сложна и поэтому редко применяется геодезистами. Дело в том, что, как мы 
увидим в дальнейшем, любая изостатическая система, примененная последо­
вательно, служит для геодезических целей примерно одинаково.

Геофизические и геодезические данные показывают, что Земля прибли­
зительно на 90% изостатически компенсирована. Однако трудно решить, по 
крайней мере, исходя из гравиметрических данных, какая из моделей лучше 
всего описывает эту компенсацию. Хотя сейсмические результаты указывают 
на тип компенсации Эйри, в некоторых местах компенсация, по-видимому, 
следует модели Пратта. Конечно, природа никогда не будет соответствовать 
ни одной из этих моделей с той степенью точности, которую мы предположи­
ли выше. Тем не менее, четкий и последовательный математический алгоритм 
является необходимой предпосылкой приложения изостазии к геодезическим 
задачам.



Для детального ознакомления с несколькими типами изостазии, см.
Moritz (1990: Chap. 8 ). Модель Венина Мейнеса подробно описана в работе 
Abd -Elmotaal (1995); много информации имеется также в Интернете. Класси­
кой но изостазии и ее геофизическим приложениям является работа Heiskanen 
and Vening Meinesz (1958: Chap. 5 и 7).

3.6.2 Топографо-изостатические редукции
Целью топографо изостатической редукции силы тяжести является регуля­
ризация земной коры в соответствии с некоторой моделью изостазии. Регуля­
ризация здесь означает попытку сделать земную кору настолько однородной, 
насколько это возможно. Топографические массы не удаляются полностью, 
как при редукции Буге, а сдвигаются вовнутрь геоида, чтобы возместить недо­
статок масс, существующий под континентами. В топографо-изостатической 
модели Пратта-Хейфорда топографические массы распределены между уров­
нем компенсации и уровнем моря так, что плотность коры изменяется от ее 
первоначального значения до постоянной стандартной величины qq. В модели 
Эйри-Хейсканена топографические массы используются для заполнения под­
ножия континентов, изменяя тем самым значение плотности от до =  2.67 г/см3 
к Qt = 3.27 г/см3.

Иными словами, топографические массы удаляются вместе с их компенса­
цией, и конечным результатом является идеально однородная кора плотности 
до и постоянной толщины D (Пратт - Хейфорд) или Т  (Эйри-Хейсканен).

Таким образом, топографо-изостатическая редукция состоит из трех ша­
гов:

1. удаление рельефа,
2. удаление компенсации,
3. редукция в свободном воздухе к геоиду.

Шаги 1 и 3 известны нам из редукции Буге, так что к ним может быть при­
менена техника разд. 3.4. Шаг 2 является новым и мы обсудим его сейчас 
применительно к двум главным топографо-изостатическим системам.

Система Пратта- Хейфорда
Здесь применяется тот же метод, что и для нахождения поправки за рельеф 
(разд. 3.4, формула (3-32)). Притяжение (отрицательной) компенсации вычис­
ляется по формуле

где притяжение вертикального столбика, представляющего собой ячейку, да­
ется формулой (3 -22) при

(3-65)



а вместо g берёгся дефект плотности А д. Если бы предшествующая редукция 
Буге была выполнена с первоначальной плотностью д столбика, выраженной, 
согласно (3 -48), как

то Ад следовало бы вычислять по формуле (3 50).
Но обычно редукция Буге выполняется при постоянной плотности Ро- Тогда 

дефект плотности Ад  надо вычислять по формуле

что несколько отличается от (3-50), но восстанавливает равенство масс

Первый член в левой части представляет собой массу слоя между уровнем 
компенсации и уровнем моря, второй -  топографическую массу с предполага­
емой плотностью д0.

Система Эйри -  Хейсканена
Вновь воспользуемся формулой

Рис. 3.12: Топография и компенсация - модель Эйри - Хейсканена

D (3 67)в D + H 60’

(3 68)

(go -  Де) D +  во н  =  eoD . (3-69)

(3-70)

где, согласно рис. 3.12, величины b и сиз  (3-22) задаются так: 

b —- 1, с — Нр +  Т* + t , (3-71)

а д заменяется на Ад  =  qi ~  во — 0.6 г/см3.



Полная редукция
По аналогии с (3-38), сила тяжести, приведенная на геоид с помощью топографо- 
изостатической редукции, принимает вид

</Т1 ~ 9 — Ат “Ь Ас +  Р . (3-72)
Здесь —Ас притяжение компенсации, которая фактически является отри­
цательной величиной, так что ее удаление эквивалентно члену +Ас\ Ат - 
притяжение топографических масс, которое следует вычислять как эффект 
комбинирования пластины Буге с поправкой за рельеф, (3-36), или в один 
шаг, как описано в разд. 3.4; F  -  редукция в свободном воздухе, приближенно 
вычисляемая по (3-26).

Пункты измерения силы тяжести на океане
Здесь члены Ат и F  в формуле (3-72) равны нулю, так как пункт измерения 
силы тяжести расположен на геоиде, однако член Ас имеет более сложный 
вид.

В модели Пратта Хсйфорда процедура такова. Избыток массы (3-53) суб- 
океанического столбика высоты D — Н' (рис. 3.9) удаляется и используется 
для заполнения соответствующего океанического столбика высоты Н ' до по­
лучения требуемой плотности д0. В математических терминах это выглядит 
так:

Ас — —А\ -+■ А2 у (3-73)
где и j4i, и А2 имеют вид (3-32), а А А задается формулой (3- 22). Для А\ 
имеем

b =  D - H \  c =  D , (3 74)
и плотность д — д0: для А2 имеем

b =  с = Я ' (3-75)
и ПЛОТНОСТЬ 00 — Qw •

В модели Эйри Хейсканена для заполнения океанов до достижения тре­
буемой плотности до используется избыток массы 11 антиподножия" gi — до ■ 
Соответствующая величина Ас вычисляется по той же формуле (3-73), где 
теперь для А\ имеем

b = t! , с = Т (3-76)
и плотность — >̂о; дня А2, как и прежде,

Ь = с =  Н‘ (3 77)
и плотность до — gw.

В обеих моделях формула (3 72) для пунктов измерения силы тяжести, 
расположенных на океане, сводится к виду



Топографо-изостатические аномалии
Топографо-изостатические аномалии силы тяжести -  по аналогии с аномали­
ями Буге -  определяются так:

AtfTi =  9 t i  -  7  • (3- 79)

Если бы какая - либо из топографо-изостатических систем строго соответство­
вала истинному положению вещей,, то топографо изостатическая редукция 
выполнила бы свою цель полной регуляризации земной коры в совершенстве, 
то есть земная кора стала бы ровной и однородной. Тогда, с должным образом 
выбранной референц моделью для 7 , топографо -изостатические аномалии си­
лы тяжести (3 79) равнялись бы нулю.

Реальная топографо изостатическая компенсация, существующая в при­
роде, не может полностью соответствовать таким абстрактным моделям. По­
этому топографо изостатические аномалии силы тяжести отличны от нуля, 
но они оказываются величинами малыми и гладкими, более или менее слу­
чайным образом принимающими положительные и отрицательные значения. 
Из-за этой гладкости и в силу своей независимости от высоты, они лучше под­
ходят для интерполяции или экстраполяции, чем любой другой тип аномалий; 
см. гл. 9, в частности, разд. 9.7.

Подчеркнем еще раз, что топографо-изостатическая модель, используемая 
для геодезических целей, должна быть математически точной и самосогласо­
ванной; при этом всюду должна использоваться одна и та же модель. Усовер­
шенствование модели предполагает учёт нерегулярности плотности топогра­
фических масс и рассмотрение аномального градиента силы тяжести.

3.7 Косвенный эффект
Удаление или смещение масс, лежащее в основе редукций силы тяжести, из­
меняет потенциал силы тяжести, а, следовательно, и геоид. Это изменение 
геоида является косвенным эффектом редукций силы тяжести.

Таким образом, поверхность, вычисленная с помощью формулы Стокса, 
исходя из топографо-изостатических аномалий силы тяжести, представляет 
собой не геоид непосредственно, а немного отличную поверхность -  когеоид. 
Каждой редукции силы тяжести соответствует свой когеоид.

Пусть №  -  высота когеоида. Тогда высота N реальною геоида находится 
по формуле

N = N C +  6N, (3-80)
где косвенное влияние на N определяется величиной



здесь 6W -  изменение потенциала на геоиде. Формула (3-81) является резуль­
татом применения теоремы Брунса (2-237).

Изменение потенциала 6W  для редукции Буге имеет вид

SWB =  UT , (3 82)
а для топографо изостатической редукции

SWti =  Ut - U c . (3-83)
Здесь нижние индексы потенциала U имеют тот же смысл, что и нижние 
индексы притяжения Д  используемые в предыдущих разделах.

Для практического определения U t  и  U c  можно вновь, как и в (3-32), 
воспользоваться палеткой (по крайней мере, идейно):

U =  ^ A U ,  (3-84)

где уместно применение формул (3-9), (3 12), (3-15) и первой из (3-21). Точка, 
к которой относится U -  это всегда точка Ро, расположенная на уровне моря 
(рис. 3.1). Для вычисления Ut используем С/0, см. (3- 12), при Ь =  Я  и плот­
ности до (рис. 3.12). Для вычисления Uc в случае континента используем Uey 
см. (3-9), со следующими величинами: в случае системы Пратта -  Хейфорда

b = с =  d , плотность — go; (3-85)

в случае системы Эйри -  Хейсканена

Ь =  t , с =  t +  T , плотность gi — до- (3- 86)
Соответствующие рассмотрения для случая океана оставим читателю в каче­
стве упражнения.

Косвенный эффект аномалий Буге очень велик, примерно в десять раз 
больше собственно высоты геоида (см. карту в конце книги Helmert (1884: табл. 
I), где максимальная величина достигает 440 м!) Причиной этого является 
то, что Земля в целом топографо-изостатически компенсирована. Поэтому 
аномалии Буге не могут быть использованы для определения геоида.

С топографо изостатическими аномалиями силы тяжести косвенный эф­
фект имеет порядок 10 м и меньше, чем N, как и следовало ожидать. Тем не 
менее, необходимо очень аккуратно вычислять косвенный эффект SNj, исполь­
зуя при этом ту же топографо- изостатическую модель, что и для редукции 
силы тяжести.

Далее, прежде, чем применять формулу Стокса, нужно редуцировать топо­
графо- изостати ческие аномалии силы тяжести с геоида на когеоид. Это дела­
ется с помощью простой редукции в свободном воздухе, используя (3-26) для 
прибавления к Дgj поправки



Здесь SN измеряется в метрах. Эта поправка S представляет собой косвенный 
эффект на силу тяжести и по величине имеет порядок 3 мгал.

Теперь топографо-изостатические аномалии силы тяжести относятся стро­
го к когеоиду. Применение формулы Стокса дает значение Nc, которое, соглас­
но (3 80), должно быть откорректировано с помощью косвенного эффекта 6N, 
чтобы получить высоту N реального геоида.

Уклонения отвесной линии
Косвенное влияние на уклонения отвесной линии определяется, согласно (2- 
377), формулами

1 0SN 
R дч> '

1 ы »  (3-#8)
ОТ) = ----------------------- ------ .

R cos tp дХ

Этот косвенный эффект, по существу, идентичен так называемым топографо- 
изостатическим уклонениям отвеса (Heiskanen and Vening Meinesz 1958: cc. 252- 
255).

Итак, топографе-изостатическая редукция как таковая является доволь­
но действенной процедурой. Это -  практически единственная редукция силы 
тяжести, которая используется для определения геоида в настоящее время 
( за исключением, возможно, редукции в свободном воздухе, которая является 
отдельным случаем).

Последним чисто гравиметрическим геоидом перед появлением спутников 
был Columbus (Heiskanen 1957).

3.8 Инверсионная редукция Рудзкого
Можно найти такую редукцию силы тяжести , при которой косвенный эффект 
равен нулю. Для этого топографические массы перемещают во внутрь геоида 
таким образом, что при этом

UC =  UT . (3-89)

Тогда
SW = UT -  Uс  =  0. (3-90)

Эта процедура описана М. П. Рудзким (Rudzki) в 1905 году. При её рассмот­
рении можно полагать, что геоид является сферой радиуса R (рис. 3.13).

Пусть дифференциал массы dm в точке Q замещается дифференциалом 
массы dm' в некоторой точке Q' внутри геоида, расположенной на том же



Рис. 3.13: Редукция Рудзкого как инверсия в сферу

радиус-векторе. Потенциал в точке геоида Ро благодаря этим дифференциа­
лам масс имеет вид:

Это легко проверяется подстановкой во второе уравнение (3-91). Условие (3- 
94) означает, что точки Q' и Q связаны инверсией относительно сферы ради­
уса R (Kellogg 1929: с. 231). Поэтому этот метод редукции называют инверси­
онной редукцией, или редукцией Рудзкого.

Условие (3-93) выражает тот факт, что компенсирующая масса dm! не рав­
на в точности dm, а немного меньше. Поскольку это относительное уменьше­
ние массы имеет порядок 10“ 8, то им можно пренебречь, положив

G dm
y/r2 +  R2 — 2R г cos ф ’ 

G dm'
(3-91)

\Jrn +  R2 — 2 R r' cos ф

Мы получим равенство
dUc  =  dUT (3-92)

если
dm! =  — dm (3-93)

г
и

г
(3-94)

dm! =  dm . (3-95)

Обычно бывает достаточно заменить сферу плоскостью. Тогда Qf является 
обыкновенным зеркальным отображением Q (рис. 3.14).



Рис. 3.14: Плоская аппроксимация редукции Рудзкого.

Сила тяжести Рудзкого на геоиде, по аналогии с (3 72), имеет вид

9R — 9 — Ат +  А с  +  F , (3 96)

где Ас = Y1 ДА, b =  Н у с =  Я 4- Яр, а плотность равна плотности топогра­
фических масс.

Так как косвенный эффект равен нулю, то когеоид Рудзкого совпадает с 
реальным геоидом, но изменяется поле силы тяжести вне Земли, что сегодня 
находится в центре внимания. Кроме того, редукция Рудзкого не соответствует 
никакой геофизически значимой модели. Тем не менее, она интересна с кон­
цептуальной точки зрения. Расценивайте ее как интересный исторический 
факт, но никогда даже не пытайтесь её использовать!

3.9 Конденсационная редукция Гельмерта
Здесь топографические массы конденсируются так, что формируют поверх­
ностный слой на геоиде (что-то вроде стеклянной сферы, сделанной из очень 
тонкого, но очень тяжелого и крепкого стекла); при этом общая масса остает­
ся неизменной. И вновь, масса перемещается вдоль локальной отвесной линии
(рис. 3.15).

Рис. 3.15: Метод конденсации Гельмерта



Мы можем рассматривать конденсацию Гсльмсрта как предельный случай 
изостатической редукции по системе Пратта Хейфорда, если глубину компен­
сации D устремить к нулю. Иногда это полезно.

Опять имеем
дн =  д -  Ат +  Ас  +  F , (3 97)

где Ас =  X) АЛ теперь надо вычислять с помощью второго уравнения (3 19), 
полагая с =  Нр и к =  дН\ здесь НР -  высота пункта Р  и Я  -  высота ячейки. 

Косвенный эффект таков:

SW = UT — Uc . (3 98)

Потенциал Uc =  5Z АС/ должен быть вычислен, используя первое из уравне­
ний (3 19) при к = дН, как и прежде, и с =  0, так как эта величина относится 
к точке геоида Р0. Соответствующее значение SN очень мало, составляя при­
ближённо 1 м на каждые 3 км среднего возвышения. Таким изменением можно 
пренебречь и полагать, что когеоид конденсационной редукции практически 
совпадает с реальным геоидом.

Часто можно пренебречь даже "прямым эффектом", - А т + Ас , поскольку 
притяжение слоя Гельмсрта почти компенсирует притяжение топографиче­
ских масс. Остаётся

дн =  д +  F , (3 99)
14) есть, простая редукция в свободном воздухе. В этом смысле, простая редук­
ция в свободном воздухе может рассматриваться как процедура, предостав­
ляющая приближённые граничные значения па геоиде, которые используются 
затем в формуле Стокса. С той же степенью приближения "когеоид в свобод­
ном воздухе" совпадает с реальным геоидом.

Следовательно, аномалии в свободном воздухе

=  9 +  F  -  7  (3-100)

можно рассматривать как аппроксимацию "конденсационных аномалий"

Д0я =  0 я - 7 -  (3-101)

Многогранность редукции в свободном воздухе
Это -  одна из самых фундаментальных, самых трудных и самых привлека­
тельных тем физической геодезии. Фактически аномалия в свободном воздухе 
подразумевает несколько идейно различных, но связанных концепций.

1. Величина F, как мы могли заметить, была скорее частью каждой редук­
ции силы тяжести, чем полноценной самостоятельной редукцией силы 
тяжести.



2. Как мы видели выше, аномалии в свободном воздухе можно приближён­
но идентифицировать с конденсационными аномалиями Гельмерта.

3. Строго -  аномалии в свободном воздухе можно даже считать результа­
том переноса масс путём редукции силы тяжести, в том же смысле, что и 
изостатические аномалии. Только представьте, что Вы переносите массы, 
расположенные над геоидом, во внутрь него таким образом, что внешний 
потенциал остается неизменным,! Это напоминает редукцию Рудзкого 
(потенциал геоида остается неизменным), но довольно сильно отличает­
ся от нес. Самое важное преимущество состоит в том, что аномалия в 
свободном воздухе в нынешнем смысле оставляет неизменным внешний 
потенциал, что в настоящее время намного важнее, чем геоид. Самый 
большой недостаток заключается в том, что нельзя проделать точные 
вычисления: мы не знаем, как сдвинуть массы так, чтобы внешние массы 
остались неизменными. Иначе говоря, редукция Рудзкого конструктив­
на -  нам говорят, как это сделать, тогда как рассматриваемая редукции 
неконструктивна -  мы не знаем, как это сделать непосредственно. Боль­
ше об этом будет сказано в разделах 8.2, 8 .6 , 8.9 и 8.15. Таким образом 
мы попытаемся разрезать трудный пирог на более простые части.

Мы разобрали основные методы, которые были предложены для редукции 
силы тяжести. Их простой обзор иллюстрирует рис. 3.16.

Рис. 3.16: Топография и компенсация при различных типах редук­
ции силы тяжести



Глава 4 

Высоты

4.1 Геометрическое нивелирование
Принцип геометрического нивелирования хорошо известен. Для того, чтобы 
измерить превышение SHab между двумя точками А и В, в каждой из них 
устанавливаются вертикальные рейки, и нивелир (инструмент, задающий уро­
вень) -  где-нибудь между ними (рис. 4.1).

Рис. 4.1: Гсомстрическос нивелирование

Так как линия А В горизонтальна, то разность показаний реек =  АА и 
/2 =  ВБ и является превышением:

ЬНав =  h — h- (4 1)
Если мы измеряем замкнутый полигон, то есть, такую замкнутую линию ниве­
лирования, в которой мы, в конце концов, возвращаемся к исходному положе­
нию, то алгебраическая сумма всех измеренных превышений, вообще говоря, 
не будет строго равна нулю, как можно было бы ожидать, даже если бы мы 
были в состоянии производить наблюдения абсолютно точно. Эта невязка ука­
зывает, что нивелирование представляет собой более сложную процедуру, чем 
может показаться на первый взгляд.



геоид

Рис. 4.2: Нивелирование и ортометрическая высота

Изучим этот вопрос более детально. Рисунок 4.2 иллюстрирует соответ­
ствующий геометрический принцип. Пусть точки А и В находятся столь да­
леко друг от друга, что процедуру рисунка 4.1 требуется применить неодно­
кратно. Тогда сумма полученных превышений между А и В не будет равна 
разности их ортомстричсских высот На и НВ- Причина заключается в том, что 
нивелирное приращение 8п, как мы впредь будем его обозначать, отличается 
от соответствующего приращения 6НВ ортомстрической высоты Нв (рис. 4.2) 
из-за неиараллельности уровенных поверхностей. Обозначая соответствующее 
приращение потенциала W  как SW, имеем, согласно (2 -21),

где д -  сила тяжести на станции нивелирования, д' -  сила тяжссти на отвесной 
линии В на отрезке 6НВ- Следовательно,

Таким образом, не существует прямой геометрической связи между результа­
том нивелирования и ортометричсской высотой, поскольку соотношение (4 -3) 
выражает физическую связь этих величии. Что же тогда, если не высота, по­
лучается в результате нивелирования? Если сила тяжести д также измерена, 
то приращение потенциала

-6 W  =  д6п =  д'6Нв , (42)

(4-3)

SW =  —дбп (4-4)

определено, так что мы получим

в
(4-5)

А

Таким образом, нивелирование в сочетании с гравиметрическими измерения­
ми доставляет разность потенциалов, то есть физическую величину.



Мы получим более строгое в теоретическом смысле соотношение, если за­
меним сумму в (4-5) интегралом:

Заметим, что этот интеграл1 не зависит от формы пути интегрирования; то 
есть, интегрирование вдоль различных нивелирных ходов, соединяющих точ­
ки А и В (рис. 4.3), должно давать одинаковый результат.

Рис. 4.3: Два различных нивелирных хода, соединяющих точки А 

и В  (вместе они образуют замкнутую линию)

Это очевидно, потому что W  есть функция только местоположения и потому 
каждой точке соответствует единственное значение W. Если нивелирный ход 
возвращается в исходную точку А , те полный интеграл должен быть равен 
нулю:

Символом §  обозначен (криволинейный) интеграл но замкнутому контуру.
С другой стороны, измеренное превышение, то есть сумма нивелирных при­

ращений

зависит от пути интегрирования и, таким образом, в общем случае не равна 
нулю для замкнутой линии:

С математической точки зрения дело объясняется тем, что dn не является 
полным дифференциалом, тогда как dW = —gdn -  полный дифференциал: 
таким образом, dn становится полным дифференциалом только при умноже­
нии на интегрирующий мноэюитель (—</).

(4 6)

В

А

(4 7)

(4 8)

(4 9)

1Речь идёт о криволинейпом интеграле 2 - т  рода (прим. ред.).



Итак, результатом нивелирования в сочетании с гравиметрическими из­
мерениями является разность потенциалов. Это понятие является основным 
во всей теории высот; даже ортометрическис высоты следует рассматривать 
как величины, полученные из разности потенциалов. Хотя нивелирование при­
меняется на практике и без гравиметрических измерений, в таком виде оно, 
строго говоря, является бессмысленным, поскольку использование нивелир­
ных высот (4-8) как таковых приводит к противоречиям (невязкам); здесь 
такое нивелирование рассматриваться не будет.

4.2 Геопотенциальные числа и динамические вы­
соты

Пусть О -  точка, расположенная на уровне моря, то есть, проще говоря, на 
1чюидс; обычно берут подходящую точку на побережье. Пусть А -  другая точ­
ка, связанная с О нивелирным ходом. Тогда разность потенциалов между А и
О может быть определена по формуле (4 6 ). Интеграл

являющийся разностью между потенциалом на геоиде и потенциалом в точке 
А, рассмотрен в разд. 2.4 и определяет собой геопотенциальное число точки 
А. Оно определено таким образом, что всегда является положительным.

Геопотенциальное число С  как разность потенциалов не зависит от кон­
кретного нивелирного хода, используемого для соединения точки с уровнем 
моря. Оно одинаково для всех точек у ровен ной поверхности. Таким образом, 
геопотенциальное число можно рассматривать как естественную меру высо­
ты, хотя оно и не имеет соответствующей размерности.

Геопотенциальное число С  измеряется в геопотенциальных единицах (г.н.е.)

таким образом, геопотепциальиое число в г.п.е. почти равно высоте над уров­
нем моря в метрах.

Геопотенциальные числа были приняты на встрече Подкомиссии Между­
народной Ассоциации Геодезии во Флоренции в 1955 году. Раньше использо­
вались динамические высоты, определяемые как

(4 Ю)

(4 И)

(4 12)

С
НЛу" =  — , 

7о
(4 13)



где 7о -  нормальная сила тяжести для произвольной стандартной широты, 
обычно 45 °:

745о =  9.806199203 м с “ 2 =  980.6199203 гал (4 14)

для GRS 1980. Наномиим, что 1 гал — 10- 2мс-2  и, соответственно, 1 мгал -  
10~5мс“ 2.

Динамическая высота отличается от геопотеидиального числа только мас­
штабом, или единицей измерения: деление на константу 70 в (4 13) просто 
преобразовывает геопотенциальное число в длину. Однако динамическая вы­
сота совсем не имеет никакого геометрического смысла, так что деление на 
произвольное 70 лишь затеняет истинное физическое значение разности по­
тенциалов. Поэт ому геопотенциальиые числа предпочтительнее динамических 
высот как по теоретическим соображениям, так и с точки зрения практиче­
ского установления национальной или континентальной системы высот’.

Динамическая поправка
Иногда удобно преобразовать измеренное превышение А пАВ (4-8) в разность 
динамических высот путем прибавления малой поправки.

С помощью формул (4 13) и (4 10) получим

АНТв = Н ?  -  Н Т  =  - ( С в - С А) =  -  Г gdn (4 15)
7о 7о Ja

гв 

1а

что можно переписать как

Дн Тв =  — [  (9 ~ lo  + 7 o)d n =  Г  dn + Г  9— ^  dn. (4-16)
7о Ja Ja Ja 7о

Поэтому
АНТв =  Дплв + ОСдв , (4 17)

где

ОСдВ =  Г  ^ Z H d n tz  У 2^ — ^ 5п (4 18>
Ja 7о “  7о

-  динамическая поправка.
Фактически динамическая поправка может также использоваться и для 

вычисления разносгей геопотепциальных чисел. В самом деле,

С в  — С а  — 7о  А пав + 7о DC ав • (4 19)



Рис. 4.4: Редукция силы тяжести 

4.3 Ортометрические высоты
Обозначим пересечение геоида с отвесной линией, проходящей через точку Р, 
как Pq (рис. 4.4). Пусть С  -  геопотепциальное число точки Р, то есть,

С =  W0 -  W , (4-20)

и Я -  ее ортометрическая высота, то есть, длина отрезка отвесной линии, за­
ключенного между Р0 и Р. Выполним интегрирование в (4-10) вдоль этого 
отрезка PqP. Это допустимо, потому что результат не зависит от пути инте­
грирования. Получаем

'=  Г  д dH. (4- 21)
Jo

С
Jo

Эта формула содержит Я  неявно. Но можно получить выражение для Н и в  
явном виде. В самом деле, из

dW  НС
dC =  -d W  — д dH , dH =  = —  (4 22)

9 9
нмеем

Я = - Г ^ = / ^ .  (4-23)
JWq 9 Jo 9

Здесь, как и прежде, интегрирование производится вдоль отвесной линии.
Однако от явной формулы (4-23) мало пользы на практике. Лучше преоб­

разовать (4 21) тривиальным, на первый взгляд, образом:



является средним значением силы тяжести на отрезке отвесной линии между 
точкой Pq геоида и точкой Р  поверхности. Из (4 -25) следует, что

Я  = ? ;  (4 27)
9

это позволяет вычислить Я, если известна средняя сила тяжести д . Поскольку 
у зависит от Я  нестрого, то (4 -27) представляет собой практически полезную 
формулу, а не просто тавтологию. Для определения средней силы тяжести д 
формулу (4-26) можно переиисать так:

9(z) d z , (4-28)

где g(z) -  фактическая сила тяжести в переменной точке Q, имеющей высоту г 
(рис. 3.8). Самая простая аппроксимация получается с помощью упрощенной 
редукции Прея (3 45):

g(z) =  д +  0.0848 (Я  — z ) , (4-29)

где д -  сила тяжести, измеренная в точке Р  поверхности. Теперь можно легко 
проинтегрировать (4-28) и получить

1 Гн
9 = Ъ  [</ +  0.0848 (Я  — г)] dz

h J o (4 30)
0.0848 Г „  г2Ця-»+— [Лг-т]1.-

или
д =  д +  0.0424 Я  (д в гал, Я  в км ). (4--31)

3 riКоэффициент 0.0424 относится к нормальной плотности д =  2.67г/см . Со­
ответствующая формула для произвольной постоянной плотности, согласно 
(3-43), имеет вид

> - ° - { ш +2' Се) н - ( 4 - 3 2 )

Если мы воспользуемся выражениями (4-31) или (4-32) для д в основной фор­
муле (4 -27), то получим так называемую высоту Гельмерта:

Н =  д +  0.0424 Я  ’ ^

где С измеряется в г.п.е., д -  в галах, а Я  -  в километрах.
Как мы видели в разд. 3.5, эта аппроксимация замещает рельеф беско­

нечной пластиной Буге постоянной плотности и высоты Я. Этого часто ока­
зывается достаточно. Но иногда -  для высокогорных районов или с целью



достижения большей точности -  возникает необходимость в применении к д 
более строгой редукции Прея, состоящей, например, из трех шагов, описанных 
в разд. 3.5. Практический и довольно точный метод для этой цели был пред­
ложен Niethammer в 1932 году. Этот метод учитывает’ рельеф, предполагая 
только, что градиент в свободном воздухе является нормальным, а плотность 
постоянна внизу вплоть до геоида.

Достаточно бывает и вычисления д в виде среднего арифметического зна­
чения силы тяжести </, измеренной в точке Р  поверхности, и силы тяжести до, 
вычисленной с помощью редукции Прея в соответствующей точке Pq геоида :

Это предполагает, что вдоль отвесной линии сила тяжести д изменяется линей­
но. Такое предположение, как показано в работах Mader (1954) и Lcdcrstcger (1955), 
оказывается допустимым с достаточной точностью даже в экстремальных си­
ту ациях.

Ортометрическая поправка
Ортометрическая поправка прибавляется к измеренному превышению, чтобы 
преобразовать его в разность ортометрических высот.

Пусть нивелирный ход соединяет две точки А и В (рис. 4.5).

(4 34)

эемнаяповерхность

Ао геоид

Рис. 4.5: Ортометрическая и динамическая поправки

Воспользуемся сначала простым приемом:

(4 35)

(4 36)



Рассмотрим теперь разности между ортометрическими и динамическими вы­
сотами, На — Яд" и Нв — Н дп. Представьте воображаемый нивелирный ход, 
идущий от точки Ао геоида к точке А поверхности вдоль отвесной линии. То­
гда измеренное превышение было бы равно собственно На ' А па0а =  Яд, так 
что

ВСЛоД -  АН%\ -  АпАоА =  Н Т  -  НА (4-37)

(4-38)
Я л - Я Г  =  -D  СлоА,

Нв — # в  “ =  —DCboB •
Подставляя (4-36) и (4 38) в (4 35), мы наконец получим

А Нлв = А пав + ЕСдв + DCao^ — DC ВоВ> (4-39)

или
А Нав = А пав +  ОС ав » (4—40)

где
ОС ав — ОСдв +  DCAoa — DCb0b (4 41)

-  ортометрическая поправка. Это замечательное соотношение связывает меж­
ду собой ортометрические и динамические поправки (Ledersteger 1955). Его 
можно записать так

ОС ав =  DC ав +  DC а0а +  DCbbo 5 (4 ^2)

Мы изменили здесь порядок следования нижних индексов последнего члена
и, следовательно, его знак. Так как DCbqA) =  6 (почему?), то можно написать

ОСдв =  DC ав +  DCbb0 + DCboAo + ЕС^д , (4 43)

или
ОСдв = DC ав Во АоА- (4-44)

Таким образом, ортометрическая поправка от Л до Я равна динамической 
поправке по петле ABBqAqA, -  любопытное, но практически бесполезное со­
отношение, эквивалентное (4-41). (Вопрос: Почему это не зависит от 7о?)

Из (4 18) найдем

DCдв =
J a  7 о “  7о

ПСАоА =  Г  dH =  НА, (4-45)
Ja0 7о 7о

гВ
DCb0b =  [  

J в
9 °̂- dH =  —— — Н в,



где Qa и дв -  средние значения силы тяжести вдоль отвесных линий точек А 
и В. Таким образом, ортометричсская поправка (4 41) принимает вид

ОСлд =  V  8п +  ^Л~ 7° НА -  gB~ 7° Нв . (4-46)
“  7о 7о 7о

Здесь вновь возникает необходимость в средних значениях силы тяжссти вдоль 
отвесных линий, дл^9в\1о~  произвольная постоянная, за которую мы всегда 
принимаем нормальную силу тяжести на широте 45°.

Точность
Оценим сначала влияние на Я  погрешности средней силы тяжссти д. Диффе­
ренцируя Я  =  С/д, получим

SH =  - ^ 6 g  =  - j 5 g .  (4-47)

Поскольку д приближённо равно 1000 гал, то, пренебрегая знаком "минус", 
получаем простую формулу

[мгал] Я|кы| , (4-48)

здесь нижние индексы обозначают единицы измерения; SH -  погрешность ве­
личины Я, вызванная погрешностью Sg величины д.

При Я  = 1км
6Н[ЫМ] «  [̂ыгал] » (4 49)

откуда видно, что погрешность Sg порядка 100 мгал искажает значение высоты 
в 1000 м лишь на 10 см.

Теперь оценим влияние погрешности плотности д на д. Дифференцируя 
(4-32) и опуская знак "минус", получим

Sg = 2nG H dg. (4-50)

Если Sg =  ОЛгсм-3  и Я  =  1км, то

Sg =  4.2 мгал, (4-51)

что вызывает погрешность в 4 мм в Я. Погрешность плотности 0.6 г/см3, ко­
торая соответствует максимальной вариации плотности горных пород, встре­
чающейся на практике, искажает значение Я  =  1000 м лишь на 25 мм.

Mader (1954) оценил разность между простым вычислением средней си­
лы тяжести по Гельмерту (4-32) и более точными методами, учитывающими



поправку за рельеф. Он нашел для Hochtor в Альпах, Я  =  2504 м:

Гельмерт д =  980.263 (только пластина Буге),
Nict hammer 986

9 = \ (9 + 9о) 985

Среднее значение силы тяжести р, полученное по формуле (4 -34), отличает­
ся от значения, полученного по методу Neithhammer, только на 1 мгал, что 
говорит о линейности д вдоль отвесной линии даже в экстремальном случае. 
Эта величина соответствует разности в Я  около 3 мм. Высота, полученная 
просто по Гсльмерту, отличается примерно на 6 см от этих более детально 
вычисленных значений.

Итак, разности очень малы даже в рассмотренном довольно экстремальном 
случае; мы видим, что ортометрические высоты могут быть получены с очень 
высокой точностью. Это очень важно для обсуждения современной теории 
Молоденского с практической точки зрения (см. гл. 8 , в частности, разд. 8.11).

(с учётом поправки за рельеф). ^  ^

4.4 Нормальные высоты
Представим на минуту, чго поле силы тяжести Земли нормально, то есть W  = 
С/, д =  7 , Т =  0. При таком допущении вычислим "ортометрические высоты"; 
мы будем называть их нормальными высотами и обозначать как Я*. Таким 
образом, формулы (4-21) -  (4-26) принимают вид

Wc Гн*
- W  =  C =  7  dH* , (4-53)

Jo

H ' = f Cd- C ,  (4-54)
Jo 7

C =  j H \  (4-55)

где
rH•1 Г

~ н* Jo 7  dH* (4 56)
/0

-  средняя нормальная сила тяжести вдоль отвесной линии.
Поскольку нормальный потенциал U -  простая аналитическая функция, то 

эти формулы можно вычислить непосредственно. Но потенциал Земли, оче­
видно, не нормален; тогда что все это означает? Рассмотрим точку Р  на фи­
зической поверхности Земли. Она имеет определенный потенциал Wp и опре- 
делешшй нормальный потенциал Up, но, вообще говоря, Wp Ф Up. Но на



отвесной линии точки Р  имеется некоторая точка Q, такая, что Uq =  Wp\ 
то есть, нормальный потенциал U в Q равен реальному потенциалу W  в Р. 
Нормальная высота Н* точки Р  есть ни что иное, как эллипсоидальная высо­
та точки Q над эллипсоидом, так же, как и ортометр и чес кая высота Р  -  это 
высота точки Р  над геоидом.

Подробнее эти вопросы обсуждаются в разд. 8.3; рис. 8.2 поясняет геомет­
рические соотношения.

Здесь мы приводим некоторые практические формулы для вычисления 
нормальных высот, исходя из значений геопотенциальпых чисел. Переписав 
(4-56) в виде

7=w  /0 7̂ dz' 4̂~57̂
соответствующем (4 28), мы сможем выразить 7 (2), с учетом (2 215), как

2 Л . о \ ^ 27 (г) =  7 1 -----( l  +  /  +  m -  2/s in V )z  +  — z2
a \ / az (4-58)

здесь 7 -  сила тяжести на эллипсоиде, зависящая от широты ip, но не от z. 
Таким образом, непосредственное интегрирование относительно z даст

*2 3 z3
7 = ^ 7

I н* 
1о

Я * 7
или

2, (  _ • 2 \ Z  6  Z°

г — а ( Ш V  2” + в*"з

Я* — i ( i  +  f  +  тп — 2 /  sin2v?) Я *2 +  i  Я *3

= 7 [l-(

(4-59)

, г о .  • 2 \Н*2 Н*21 + /  + га -  2 / sin V ) -------------- 1---—/ а  а2
Это соотношение может’ использоваться для вычисления Н* по формуле

С

(4 60)

Н* = (4 61)

Хотя средняя теоретическая сила тяжести, согласно (4 60), сама зависит от 
#*, но это не меняет сути дела, так как решение получается очень просто 
путём итераций.

Можно также выразить Н* непосредственно через геопотенциальпое число 
С. Для этого подставим (4-60) в (4-61) и разложим в ряд по степеням Я*:

Я* =
1

1 +  - ( 1  +  /  +  т -  2/ sinV )Я *  + 0{Н*2) (4-62)

Решая это уравнение относительно Я* и разлагая затем Я* по степеням С /7 , 
получим

( с  у 2!



где 7  -  нормальная сила тяжести на эллипсоиде для той же широты </?. Точ­
ность этой формулы достаточна почти для всех практических целей; более 
точные выражения имеются в работе Hirvonen (I960).

По аналогии с динамической и ортометрической поправками, существует и 
нормальная поправка NC измеренного превышения. Подстановка в формулу 
(4-46) 7  вместо д и Н* вместо Я  немедленно дает:

NCyta =  У 'У — Ш.бп +  74 ~ 70 Н*А -  Т? ~  — Н *в , (4-64)
д То 7о 7о

гак что
АН'ав =  Н'В -Н \  =  А пав +  NC„B • (4 -65)

Нормальные высоты были введены Молоденским в связи с его методом опре­
деления физической поверхности Земли; см. гл. 8 .

4.5 Сравнение различных систем высот
С помощью геопотенциалыюго числа

/•точка
с  = W 0 - W  =  /  gdn , (4- 66)

J геоид

мы можем записать различные виды высоты в общей форме, которая очень 
наглядна:

высота =  77". (4-67)
Ьо

Системы высот отличаются выбором силы тяжести Go в знаменателе. Имеем:

динамическая высота: Go =  70 =  const,

ортометрическая высота: Go =  д , (4-68)

нормальная высота: Go = 7 •

Понятно, что, выбирая Go различными способами, можно изобрести неогра­
ниченное количество и других систем высот.

Геопотенциальпое число С представляет собой, в некотором смысле, самый 
непосредственный результат нивелирования и имеет большое научное значе­
ние. Однако оно не является высотой в геометрическом или каком-нибудь 
практическом смысле. Динамическая высота хотя и имеет размерность вы­
соты, тем не мсиес, она тоже не имеет никакого геометрического смысла. Ее



преимущество состоит в том, что точки одной и той же уровенной поверхно­
сти имеют одинаковые динамические высоты; это соответствует интуитивно­
му представлению о том, что, если мы двигаемся горизонтально, то все время 
остаемся на одной и той же высоте. Заметим, что ортометрическая высота 
различна для точек одной и гой же уровенной поверхности, так как уровен- 
ные поверхности не параллельны. Это вызывает известные парадоксы "воды, 
текущей в гору" и т.н.

Динамическая поправка может быть очень большой, потому что сила тя­
жести изменяется от экватора до полюса примерно на 5000 мгал. Возьмем, 
иапример, нивелирный ход с разностями высот в 1000 м на экваторе, где 
д «  978.0 гал, и обработаем его при 7о =  745° ~  980.G гал. Тогда (4 18) дает 
следующую приближённую динамическую поправку

DC =  978.0 -  980.6 1(Ю0 =
980.6 ' '

Из за столь больших поправок динамические высоты непригодны для прак­
тических целей; что касается научных целей, то предпочтительней являются 
геопотенциальные числа.

Ортометрические высоты -  это естественные "высоты над уровнем моря", 
то есть высоты над геоидом. Поэтому их геометрическое и физическое зна­
чение неоценимо. Их вычисление сравнительно трудоёмко, но в большинстве 
случаев достаточно пользоваться простой формулой Гельмерта (4 33). Орто­
метрическая поправка довольно мала. Для альпийского нивелирного хода, 
идущего от точки на высоте 754 м к точке на высоте 2505 м, ортометричо- 
ская поправка, согласно Mader (1954), приближённо равна 15 см на каждый 
километр в разности высот. См. также разд. 8.15.

Физический и геометрический смысл нормальных высотп менее очевиден; 
они зависят от используемого референц эллипсоида. Хотя нормальные высо­
ты являются основными в новых теориях физической геодезии, они выглядят 
несколько искусственно по сравнению с ортомстрическими высотами. Однако, 
их легко вычислить точно; порядок величины нормальных поправок такой же, 
что и у ортометричсских. В некоторых странах они полностью заменили на 
практике ортометрические высоты.

В разд. 8.13 мы обсуждаем оценки разности между ортомстрической Я и 
нормальной Я* высотами одних и тех же точек.

Все рассмотренные системы высот, основанные на С, являются лишь функ­
циями местоположения. Поэтому здесь не может быть невязок, подобных тем, 
которые возникали при вычислениях с измеренными высотами.

С чисто практической точки зрения желательно, чтобы система высот удо­
влетворяла следующим требованиям:

1. невязки должны быть исключены.



2. поправки к измеренным высотам должны быть как можно меньше.

Были предложены различные эмпирические системы высот с целью получения 
меньших поправок, чем при использовании ортометрических или нормальных 
высот. Однако они не имеют ясного физического смысла, и выходят за рамки 
данной книги.

Точность
Нивелирование -  одно из самых точных геодезических измерений. Возможная 
средняя квадратическая ошибка имеет порядок 0 .1мм на один км расстояния 
и увеличивается пропорционально квадратному корню из расстояния.

Если пренебречь погрешностями силы тяжести (измерение, интерполяция 
и т.н.), то разности геопотенциальных чисел С могут быть определены с точно­
стью до ОЛгал м на один км расстояния; это соответствует 0.1мм в измеренной 
высоте. Что касается гравиметрических измерений, то их достаточно измерять 
на расстояниях в несколько километров.

Динамические и нормальные высоты, очевидно, имеют тот же порядок точ­
ности, что и геопотенциальные числа, гак как нормальная сила тяжести 7 
безошибочна. Ортомстрическис высоты дополнительно искажаются за счет 
неполного знания плотности и т.д., хотя и незначительно; см. конец разд. 4.3.

Триангуляционные высоты
Для исторической справки и полноты изложения упомянем ещё определение 
высот в триангуляции посредством измерения зенитных расстояний.

Главная проблема здесь - это атмосферная рефракция, искажающая зе­
нитные расстояния. В результате точность триангуляционных высот намного 
меньше, чем точность высот, полученных с помощью нивелирования. Вслед­
ствие этого триангуляционные высоты в дальнейшем здесь рассматриваться 
не будут.

Для малых расстояний (скажем, < 1 км) тригонометрические измерения 
высот, отнесенные к локальной линии отвеса, имеют характер нивелирных 
превышений 6п. Этим можно пользоваться (но осторожно!) для заполнения 
небольших пробелов в нивелирной сети.

Замечание о невязках
Все невязки в любой приемлемой системе высот, обозначаемых в данный мо­
мент буквой h (но не путайте с эллипсоидальными высотами), должны быть 
равны нулю, то есть:



для любого замкнутого контура. Можно показать, что с математической точки 
зрения это эквивалентно коммутативности вторых производных:

d2h d2h (4 71)
дх ду ду дх '

4.6 GPS-нивелирование
Геометрическое нивелирование (рис. 4.6) -  операция, требующая больших за­
трат времени. GPS совершила революцию и здесь. Основное уравнение имеет 
вид

H =  h - N .  (4 72)

Оно связывает ортометри ческу ю высоту Я  (над геоидом), эллипсоидальную 
высоту h (над эллипсоидом) и высоту геоида N. Если любые две из этих вс-

- ЗЕМНАЯ 
ПОВЕРХНОСТЬ

-ГЕОИД

-эллипсоид

Рис. 4.6: GPS-нивелированис

личин измерены, то третья может быть вычислена.
Если h измерена с помощью GPS, и имеется достоверная цифровая карта 

высот геоида N, то тотчас же может быть получена ортометри'ческая высота 
Я.

Уравнение (4 72) можно использовать также для определения геоида: если 
h измерена с помощью GPS, а Я  получена посредством нивелирования, то 
высота геоида N определяется, как N =  h — Я. Тот же принцип может быть 
иримепеи и на океанах в виде спутниковой альтиметрии. Мы обсудим этот 
вопрос в гл. 7 (см., например, формулу (7 47)).



GPS нивелирование подразумевает, в определенной мере, замену классиче­
ского нивелирования нивелированием с помощью GPS. Обратимся к рисунку 
4.6. Применение формулы (4 72) к точкам А и В даёт

На =  к а -  Na ,
4 73

HB =  hB - N B ,

и, следовательно, превышение

HB - H A = hB - h A - N B +  NA . (4-74)

Использование обозначений SHab =  Нв — На , SHab =  hB — На , и SNAb = 
Nb — Na упрощает запись последнего соотношения:

SHAB =  ShAB -  SNab • (4 75)

С помощью GPS нивелирования можно найти величину 6Ь,ав', тогда, при из­
вестном геоиде, то есть, при известной величине 6Nab> ортометрическое пре­
вышение SHab определяется с помощью (4- 75). Это -  огромное преимущество, 
поскольку иначе для определения ортометрического превышения требуется 
классическое нивелирование в сочетании с гравиметрическими измерениями, 
см. формулы (4 40) и (4 46).

Заметим, что только разность высот геоида заметно влияет на результат.



Глава 5 

Геометрия Земли

5.1 Краткий обзор
Эта глава с остоит из трех частей.

Часть I: Глобальные системы отсчета в эпоху GPS
Фундаментальная задача состоит в том, чтобы определить глобальную систе­
му отсчета, основанную на референц--эллипсоиде, который является хорошим 
глобальным представлением Земли и, в идеале, должен характеризоваться 
следующими свойствами: его центр совпадает с геоцентром (центр масс Зем­
ли), его ось z представляет собой определенную соответствующим образом 
среднюю ось вращения Земли, и плоскость xz параллельна средней плоскости, 
расположенной близко к Гринвичскому меридиану. Сам референц---эллипсоид 
определяется как эллипсоид вращения, являющийся наилучптей глобальной 
аппроксимацией геоида.

Однако, па практике такое геометрическое или физическое определение ни­
когда не может быть реализовано абсолютно точно и однозначно: в конечном 
счёте, всегда будет содержаться некоторый произвольный условный элемент.

Тот факт, что Земля не является полностью твердым телом, еще более 
усложняет задачу. Её можно (но опять приближённо!) рассматривать как 
упругое тело с жидким ядром, которое подвергается малым болею или ме­
нее периодическим изменениям. Таким образом, Землю следует соотносить с 
некоторым средним эллипсоидом, не меняющимся со временем.

Вс с это в данном вводном описании будет предполагаться. Мы будем рас­
сматривать соответствующим образом определенный геоцентрический референц 
эллипс оид с неизменными размерами, фиксированным началом и инвариант-



пой относительно времени ориентацией -  всё это условно, хотя и близко к 
действительности. Сведения о временных изменениях в геле Земли и в ее вра­
щении можно найти в работе Moritz and Mueller (1987).

До появления спутниковой геодезии геоцентрическая система отсчета не 
могла быть реализована. Поэтому мы были вынуждены работать с локальной 
геодезической системой, смещенной относительно геоцентра на неизвестную 
величину порядка нескольких сотен метров. Вследствие этого, нужно было 
учитывать параллельный сдвиг локального референц эллипсоида относитель­
но геоцентрической системы, что подразумевает наличие трёх параметров пе­
реноса.

Заметим, что термин "локальный" здесь используется в смысле "регио­
нальный", то есть для страны, территории или области, в отличие от "гло­
бального".

Обычно ориентация локальной системы отсчета известна с точностью до
0 .1” (дуговые секунды), поскольку направления осей х у у и г можно было 
определить с помотцью астрономических измерений весьма точно, по крайней 
мере, в течение последних двух столетий.

Сегодня мы в состоянии определить отклонение локальной системы, или 
локальных дат. от г лобальной системы отсчёта. Нам известны отклонения

• размера и формы референц-эллипсоида (а ,/) ,
• сдвиг (.т0, </о,го)> и
• ориентации (три очень малых эйлеровых угла е\,£2,ез)-
Так как GPS достаточно полно описаны в литературе (см. Hofmann Wellenhof 

et al. 2001), мы предполагаем наличие у читателей общих познаний в этой об­
ласти и резюмируем в данной книге только некоторые основные факты.

Часть II: Развитие трехмерной геодезии

В этой части мы будем рассматривать как выглядели бы современные гео­
дезические концепции Молоденского, Марусси и Хотина незадолго до появле­
ния спутников (однако, электронные приборы для измерения пространствен­
ных расстояний (грилатерация) уже существовали). Мы работаем с локаль­
ной декартовой системой координат, повёрнутой известным способом па астро­
номически измеряемые величины Ф,А,Л (астрономические широта, долгота, 
азимут), рассматриваемые как эйлеровы углы поворота локальных осей отно­
сительно глобальных. Однако мы не имеем никакой возможности определить 
геоцентр. Таким образом, ситуация несколько усложнена, но все-таки геомет­
рически определена и понятна. Термин "локальный" здесь означает "строго 
локальный", то есть изменяющийся от точки к точке вместе с отвесными ли­
ниями, определяемыми величинами (Ф, А).



Главная проблема, возникающая при таком подходе, связана с невозмож­
ностью точно изморить зенитные расстояния из за атмосферной рефракции. 
Можно сказать, что вертикальное положение определено намного хуже, чем 
горизонтальное.

В конце мы рассмотрим, как наземные данные могут быть скомбинирова­
ны с данными GPS.

Часть III: Локальные геодезические даты

Проблема, связанная с недостаточной точностью вертикальных опреде­
лений, решается путем полного разделения горизонтальных и вертикальных 
определений и выполнением последних посредством дифференциального ме­
тода астропомогеодсзичеекого определении геоида. Это был скорее ”2+1 мерный" 
подход, чем трехмерный логически более сложный, но практически более 
точный. Фактически старые (и новые) астрономогеодезические методы могли 
бы быть поняты намного лучше, если выводить их с глобальной точки зрения. 
Сегодня, располагая GPS, мы находимся в гораздо лучшем положении как с 
практической, так и с теоретической точек зрения: классические локальные 
даты могут быть поняты лучше всего в их связи с глобальной геометрией.

Здесь "локальная геодезическая система", или локальные геодезические 
даты опять понимаются в "региональном” смысле, например, Североамери­
канская Система или Европейская Система.

GPS позволяет отделить геометрию от поля силы тяжести, определение 
которого uo-прежнему остаётся сложной задачей для физической геодезии. 
Ее решение требует комбинирования наземных и спутниковых данных.

Часть I: Глобальные системы отсчета в эпоху GPS

5.2 Введение
Геодезия, как паука о размерах и форме Земли, не является чисто геомет­
рической наукой, поскольку иоле земного тяготения физический объект -  
вовлечено во многие геодезические измерения, особенно наземные.

Обычно полагают, что гравиметрические методы составляют физическую 
геодезию в узком смысле. Триангуляция, нивелирование и геодезическая аст­
рономия существенно используют отвесные линии, которые, будучи направле­
нием вектора силы тяжести, физически не меиее определены в природе, чем 
его длина, то есть сила тяжести д. К физической геодезии, наравне с гравимет­
рическими методами, относятся всевозможные определения геоида различны­
ми методами и их использование, а также использование уклонений отвесных



линий.
Даже в эпоху GPS многие старые геодезические данные остаются полез­

ными. Их следует лучше понять, чтобы оптимально комбинировать с новыми 
спутниковыми данными. В точных методах инженерной геодезии, таких, как 
туннельная съемка, также необходимо учитывать положения отвесных линий.

Для оптимального понимания и использования локальных (или, скорее, ре­
гиональных) геодезических дат мы должны знать их взаимосвязь с глобальной 
геодезической системой отсчёта, используемой в GPS. Поэтому полезно начать 
с рассмотрения глобальной геометрии, хотя бы на элементарном уровне.

Несколько вводных идей могут помочь в понимании этого предмета. Для 
определения положения точки в пространстве мы нуждаемся в трех коорди­
натах. Мы можем использовать (и использовали) прямоугольную декартову 
систему координат. Это -  основная геометрическая система координат. Она 
легко может быть преобразована численно к эллипсоидальной системе коор­
динат <р, А, Л, отнесенной к любому заданному референц эллипсоиду.

Однако для многих специальных целей предпочтительнее пользоваться 
тем, что мы назвали естественными координатами: Ф (астрономическая ши­
рота), Л (астрономическая долгота), и Я  (ортометрическая высота), которые 
непосредственно относятся к полю силы тяжести Земли (разд. 2 .4). Высота Я 
может быть получена геометрическим нивелированием в сочетании с грави­
метрическими измерениями, а Ф и Л -  с помощью астрономических измерений.

Использование этих координат для вычислений очень просто до тех пор, 
пока геоид может быть идентифицирован с эллипсоидом. Однако, поскольку 
такая идентификация достаточна лишь для получения результатов довольно 
невысокой точности, то следует учитывать отклонения геоида от эллипсоида. 
Как мы уже видели, геоид обладает довольно неприятными математическими 
свойствами. Это -  сложная поверхность с разрывно меняющейся кривизной. 
Поэтому геоид, в отличие от эллипсоида, мало подходит для непосредствен­
ного выполнения на нем математических вычислений.

Повторимся, что эллипсоидальные координаты (p,\,h относятся непосред­
ственно к эллипсоиду (что и определяет их название) так же, как естественные 
координаты относя гея к геоиду.

Так как отклонения геоида от эллипсоида -  величины небольшие и доступ­
ные для вычислений, то удобно прибавлять малые редукции к первоначаль­
ным координатам Ф, Л, Я гак, чтобы получить значения, соответствующие эл­
липсоиду. На этом пути в разд. 5.12 мы найдем, что

<р = ф - s ,

А = Л — 77 sec tp, (5 1)
/1 =  Я + ЛГ.

Здесь (р и Л -  эллипсоидальные координаты на эллипсоиде, иногда также на­



зываемые геодезической широтой н геодезической долготой, в отличие от 
астрономической широты Ф и астрономической долготы Л. Астрономиче­
ские и эллипсоидальные координаты отличаются друг от друга уклонением 
отвеса (компоненты f  н /;). Величина h -  это геометрическая высота над эл­
липсоидом: она отличается от ортометричсской высоты Н над геоидом па 
высоту геоида N.

Геодезические измерения (углы, расстояния) обрабатываются аналогично. 
Принцип триангуляции хорошо известен: исторически, значения расстояний 
получали косвенно, измеряя углы в соответствующей сети треугольников; для 
определения масштаба сети достаточно было одной базисной линии. Триан­
гуляция была незаменима в прежние времена, так как измерять углы было 
тогда намного проще, чем измерять большие расстояния.

В наше время большие расстояния могут быть измерены непосредственно 
с помощью электронных измерительных приборов гак же легко, как и углы. 
Поэтому триангуляция, использующая измерение углов, часто заменяется или 
дополняется трилатерацией. использующей измерение расстояний. Произво­
дить вычисление триангуляций и трилатераций на эллипсоиде просто. Поэто­
му удобно редуцировать измеренные углы, базисные линии и большие рас­
стояния на эллипсоид, по аналогии с астрономическими координатами. Тогда 
эллипсоидальные координаты <р, А, полученные (1) редуцированием астроно­
мических координат и (2) вычислением триангуляции, или трилатераций на. 
эллипсоиде, можно сравнивать; они должны быть одинаковыми для одной и 
гои же точки.

На сегодняшний день GPS-определеиия представляют собой, конечно, наи­
лучший метод непосредственного определения у?, А и h.

5.3 Глобальная система местоопределения
Следу ющие разделы о Глобальной системе местоопределения (Global Positioning 
System, GPS) взяты из работы Hofmann Wollenhof et al (2003: разд. 9.3), кото­
рая, в свою очередь, опирается на работу Hofmann Wollenhof ct al 2001: гл. 2). 
Болес детальное описание вопроса читатель найдет в этих книгах.

5.3.1 Основная идея
GPS находится в ведении JPO (Joint. Program Office), входящего в состав Кос­
мического и Ракетною Центра (Space and Missile Center) в Эль Ссгундо. Кали­
форния. В 1973 г. ЛРО было предписано Министерством обороны США (U.S. 
Department of Defense, DOD) разработать, щютестировать и развернуть кос­
мическую систему местоопределения. Действующая в настоящее В1>емя нави­
гационная система с измерением времени и дальностей является }>езультатом



этой первоначальной директивы. GPS была задумана как система измерения 
расстояний от известных местоположений спутников в космосе до неизвестных 
местоположений на Земле, на море, над Землёй и в космосе. Первоначальной 
целью GPS было мгновенное определение положения и скорости на непрерыв­
ном базисе и точная координация по времени (то есть передача времени).

Основанная на измерениях кода или несущей фазы система GPS исполь­
зует псевдодальности, которые выводятся по радиосигналам со спутника.

Для определения псевдодальности по измерениям кодов время прохожде­
ния кодового сигнала умножается на его скорость. Так как часы приемника и 
спутника не могут быть синхронизированы с абсолютной точностью, то долж­
на быть принята во внимание ошибка часов. Следовательно, каждое уравнение 
этого типа включает четыре неизвестных: три координаты точки, содержа­
щиеся в истинной дальности, и ошибка часов. Таким образом, для нахожде­
ния этих четырех неизвестных необходимы четыре спутника. И действительно, 
концепция GPS задумана таким образом, что при любом положении на Земле 
или около нее в поле зрения без преград должпы круглосуточно находиться 
не менее четырех спутников.

При использовании измерений несущей фазы должна быть принята во вни­
мание неоднозначность как дополнительное неизвестное. Более подробную ин­
формацию об этом читатель пайдет в работе Hofmann-Wellenhof et al (2001: 
разд. 6 .1.2).

5.3.2 Архитектура системы 
Космический сектор 

С о зв езди е

Спутники GPS имеют почти круговые орбиты с высотой около 20200 км 
над Землей, то есть их средняя околоземная орбита (mean earth orbit, MEO) 
характеризуется номинальным периодом обращения в 12 звездных часов. Но­
минальное созвездие состоит из 24 рабочих спутников, развернутых в шести 
равноотстоящих плоскостях (от А до F) с уклоном в 55° от экватора; на каж­
дую плоскость приходится по четыре спутника. Кроме того, имеются ещё ак­
тивные запасные спутники, которые могут стать рабочими. Относительно ин­
формации о текущем состоянии см. http://tycho.usno.iiavy.mil/gpscurr.html.

Космический сектор с номинальным созвездием обеспечивает глобальное 
покрытие четырьмя -  восемью спутниками, которые могут наблюдаться од­
новременно в любое время суток с углом возвышения более 15°. Если угол 
возвышения понизить до 10°, то временами будут видны до 10 спутников од­
новременно; если ещё понизить до 5°, то количество видимых спутников будет 
иногда доходить до 12.

http://tycho.usno.iiavy.mil/gpscurr.html


Категории спутников

По существу, спутники GPS обеспечивают платформу дня приемопередат­
чиков, атомных часов, компьютеров и различного вспомогательного оборудо­
вания. Электронное оборудование каждого спутника позволяет потребителю 
измерить псевдодальность до спутника, и каждый спутник передает радио­
сигналы, которые позволяют потребителю определить пространственное по­
ложение спутника в произвольные моменты времени. Вспомогательное обору­
дование содержит, среди прочего, панели солнечных батарей для обеспечения 
питания и двигательную установку для контроля орбиты и обеспечения ес 
стабильности.

Существует несколько классов или типов спутников GPS. Это -  Block I, 
Block II, Block IIA, Block HR, Block IIR-M и будущие спутники Block IIF 
и Block III. Современное состояние описать очень трудно, потому что новые 
системы обозначений вводятся довольно произвольно; например, недавно вве­
дено обозначение Block IIR-M.

Одиннадцать спутников класса Block I были запушены в период с 1978 по 
1985 гг. Сегодня ни один из них уже больше не действует.

Основное отличие между спутниками классов Block I и Block II связано с 
американской национальной безопасностью. Сигналы спутника Block I были 
полностью доступны гражданским потребителям. Начиная с Block II исполь­
зование спутниковых сигналов в гражданских целях может быть ограничено. 
Спутники Block II снабжены возможностью взаимной коммуникации. Некото­
рые из них оборудованы уголковыми отражателями и могут быть отслежены 
лазерным дальномером.

Спутники класса Block HR ("R" обозначает пополнение или замену) имеют 
расчетный срок службы 10 лет. Они оборудованы улучшенными средствами 
коммуникации и межепутникового слежения. Спутники Block IIR-M включа­
ют два новых сигнала для военных целей и второй сигнал для целей граждан­
ских. Первый запуск Block IIR-M состоялся в 2005 году.

В настоящее время (начало 2005) первый запуск спутника Block IIF ("F" 
означает "продолжать” ), намечен на 2007 год (вместо ранее планировавшейся 
середины 2006 года). Эти спутники будут передавать новый сигнал L5 для 
гражданских целей (см. разд. 5.3.5).

В настоящее время DOD предпринимает разработку следующего поколе­
ния спутников GPS под названием Block III. Предварительные даты (возмож­
но их изменение) первого запуска и проведения орбитальных испытаний -  
2011/12 гг. (Civil GPS Service Interface Committee 2002). Эти спутники будут 
характеризоваться повышенным уровнем достоверности без необходимости их 
пополнения.



Спутниковый сигнал

Основой точности системы является гот факт, что все компоненты сигнала 
точно контролируются атомными часами. Эти очень точные частотные стан­
дарты спутников GPS производят основную частоту 10.23 МГц. Когерентно 
полученными из этой частоты являются (на данный момент) два сигнала в 
L диапазоне -  несущие частоты L1 и L2, генерируемые умножением основной 
частоты на 154 и 120, соответственно:

L1 =  1575.42 МГц 
L2 =  1227.60 МГц.

Эти двойные частоты очень важны для устранения главного источника по­
грешности -  ионосферной рефракции.

Пссвдодальности, которые получены из измеренного времени прохождения 
сигнала с каждого спутника на ириёмиик, используют два псевдослучайных 
шумовых кода (pseudorandom noise, PRN), смодулированных на две несущие 
частоты.

С/А-код (coarse/acquisition-code -  приближённый общедоступный код) до­
ступен для гражданского использования. Каждый С /А-код -  это уникальная 
последовательность 1023 бит, которая повторяется каждую миллисекунду и 
называется чипом. Продолжительность каждого чипа С/А-кода приближён­
но равна 1 мкс. Эквивалентная длина чипа -  обозначаемая также как длина 
волны или ширина чипа (Misra and Enge 2001: разд. 2.3.1) -  приближённо 
равна 300 м. С/А-код в настоящее время модулируется только на частоту L1 
и преднамеренно опускается для частоты L2. Это позволяет JPO управлять 
информацией, которая передаётся спутником и, таким образом, запрещать до­
ступ к полной точности системы для невоенных потребителей.

Р- код ( precision code -  точный код) зарезервирован для американских во­
енных и других зарегистрированных пользователей. Для этого используется 
W- код, позволяющий зашифровать P-код в Y-код (борьба с получением до­
ступа несанкционированным путем). P-код имеет эффективную длину чипа, 
равную примерно 30 м и модулируется на обеих несущих частотах L1 и L2.

Помимо PRN-кодов на несущие частоты модулируются навигационные со­
общения, состоящие из информации о состоянии спутника, смещении часов 
спутника и эфемерид спутника. Орбитальные данные имеют вид элементов, 
подобных кспплеровским, и обозначаются как широковещательные эфемери­
ды. Полный набор элементов приведен, например, в работе Montenbruck and 
Gill (2001: разд. 2 .2). Стоит отметить, что существующее на данный момент 
строение сигнала в ближайшее время будет улучшено (см. разд. 5.3.5).



Сектор управления и контроля
Операционная система управления (operational control system, OCS) состоит 
из ведущей станции управления, станций слежения и наземных загружаю­
щих станций. Главными задачами OCS являются слежение за спутниками для 
определения и прогноза их орбит и часов, синхронизация спутников по време­
ни и загрузка на спутники навигационных сообщений .

В ед у щ а я  ст а н ц и я  уп р а вл ен и я

Ведущая станция управления расположена в Объединенном Центре Кос­
мических Операций (Consolidated Space Operations Center, CSOC) ua Авиа­
ционной базе ВВС в Шрайведо, штат Колорадо. CSOC собирает данные со 
станций слежения и оценивает параметры 01>бит и часов спутников с помощью 
фильтрации по Калману. Эти результаты затем передаются на одну из трех 
наземных загружающих станций для окончательной передачи па спутники. 
Управление спутниками и контроль за работой системы также осуществляют­
ся ведущей станцией управления.

С т а н ц и и  с л е ж е н и я

Всего имеется пять станций слежения, расположенных на Гавайях, в Коло­
радо-Спрингсе, на острове Вознесения в Южпоатлаптическом океане, на Диего- 
Гарсии в Индийском океане и на КваджалсЙнс на севере Тихого океана. Каж­
дая из этих станций снабжена точным атомным эталоном времени и прием­
никами, которые непрерывно измеряют псевдодальности до всех спутников 
в поле зрения. Псевдодальности измеряются каждые 1.5 секунды; далее, ис­
пользуя ионосферные и метеорологические данные, их сглаживают, чтобы по­
лучить данные с 15-минутпыми интервалами, которые затем передаются ве­
дущей станции управления.

Н а зем н ы е  з а г р у ж а ю щ и е  ст а н ц и и

Эти станции, расположенные вместе со станциями слежения на острове 
Вознесения и на островах Диего-Гарсия и Кваджалейн, представляют собой 
линии связи со спутниками и состоят, главным образом, из наземных антенн. 
Информация о спутниковых эфемеридах и часах, вычисленная на ведущей 
станции управления и полученная от нее че}>ез канал связи, загружается от­
сюда на каждый спутник GPS по линиям радиосвязи в S-диапазоне.



Сектор потребителя
Различие между военными и гражданскими потребителями обеспечено типом 
доступных на сегодня приёмников.

Приёмники GPS классифицируются по типу объектов, доступных для на­
блюдения (то есть, кодовые псевдодальности или фазовые псевдодальности) 
и по доступности кодов (то есть, С/А-код, P-код или Y -код). Для большин­
ства навигационных приложений достаточно приёмников, работающих с С /А - 
кодом и псевдодалыюстями. Этот тип приёмников измеряет только кодовые 
псевдодальности и используют С/А-код на частоте L1. Типовые программы 
выводят трехмерное местоположение либо в виде широты, долготы и высо­
ты, либо в какой-нибудь картографической проекции, например, координаты 
и высоту в универсальной поперечной проекции Меркатора (universal transvers 
Mercator, UTM).

5.3.3 Спутниковый сигнал и объекты наблюдения 
Компоненты сигнала
Официальное описание сигнала GPS дается в документе ICD-GPS-200  (GPS 
Interface Control Document), доступном на сайте www.navcen.uscg.gov. Деталь­
ную информацию можно найти также в работе Spilker (1996).

На сегодняшний день сигнал имеет компоненты, приведенные в табли­
це 5.1. Заметим, чао номинальная основная частота /о преднамеренно зани­
жена примерно на 0.005 Гц, чтобы компенсировать релятивистские эффекты.

Навигационное сообщение, в основном, содержит информацию о рабочем 
состоянии спутника, о часах и орбите спутника, а также различные корректи­
рующие данные.

Содержание блока орбитальной информации состоит из отсчётной эпохи.

Таблица 5.1: Компоненты спутникового сигнала

Компонент Частота или скорость 
передачи кода [МГц]

Длина волны

Основная частота /о = 10.23

Несущая частота L1 154/о =  1575.42 19.0 см
Несущая частота L2 120 /о = 1227.60 24.4 см
Р-код /о = 10.23

С/А-код /о/Ю = 1.023

Навигационное сообщение /о/204600

<О1От-ЧоюII

http://www.navcen.uscg.gov


шести параметров, описывающих эллипс Кеплера в отсчётную эпоху, трёх ве­
ковых и шести периодических поправочных членов.

Объекты наблюдения
По идее, объектами наблюдения GPS являются дальности, вычисляемые но 
результатам измерения времени или разности фаз путем сравнения сигналов 
генерируемого и полученного приёмником. Как отмечалось ранее, дальности 
смещены из за ошибок часов спутника и приёмника, и поэтому называются 
псевдодальностями. По существу, псевдодальности отличаются от расстояний 
на неизвестную аддитивную постоянную.

Другие источники погрешностей могут быть разбиты на три группы: по­
грешности, связанные со спутником (например, орбитальные погрешности), 
погрешности, связанные со средой распространения сигнала (например, ионо­
сферная и тропосферная рефракция), и погрешности, связанные с приёмни­
ком (например, вариация фазового центра антенны, многолучевое распро­
странение). Все эти группы будут опущены в последующих упрощенных мо­
делях. Расширенные модели даны в работе Hofmann-Wellenhof et al (2003: 
разд. 10.2.2).

Кодовые псевдодальности
Измеренное приращение времени At подвержено влиянию погрешности часов 
спутника 6s и погрешности часов приёмника 8. Погрешность 8 s спутниковых 
часов может быть смоделирована некоторым многочленом с коэффициента­
ми, передаваемыми в навигационном сообщении. Если поправка 6s учтена, то 
кодовая псевдодальпость R получается умножением интервала времени At на 
скорость света с:

Полагая общую привязку ко времени для спутника и приёмника, например, 
ко времени GPS, член At можно разбить на время прохождения расстояния 
сигналом At(GPS) и погрешность часов приёмника 6} то есть

где Q -  геометрическое расстояние между спутником и нриёмником. Модуль 
приёмника, ответственный за измерение кодовых псевдодальностей, обозна­
чается как DLL (delay lock loop -  контур фиксации запаздывания). Подроб­
нее о функциональных возможностях DLL см. в работе Misra and Enge (2001: 
разд. 9.5).

R =  с A t . (5-2)

R =  cA t(G PS) 4- с 6 =  q + с 8 , (5-3)



Фазовые псевдодальности
Если предположить, что поправка за ошибку часов спутника введена, то мо­
дель фазовой псевдодалыюсти Ф имеет вид

АФ =  0 +  с£ + АЛт, (5 4)

где А -  длина несущей волны. Дальность д представляег собой расстояние 
между спутником в эпоху эмиссии t и ириёмником в эпоху приема t + A t. Фа­
зовые измерения неоднозначны, поскольку неизвестно начальное целое число 
N циклов, которые укладываются в расстоянии между спутником и приёмни­
ком. Эта неоднозначность выражается константой в пределах программы сле­
жения приёмника, пока слежение не прервано. Блок приёмника, ответствен­
ный за фазовые измерения, обозначается как PLL (phase lock loop -  контур 
захвата фазы). Согласно (5-3), фазовая псевдодальность отличается от ко­
довой псевдодальиости только пшеном А N  за счёт фазовой неоднозначности. 
Деление обеих частей уравнения (5-4) на А соотносит фазу и циклы.

Как уже упоминалось, большая часть навигационных приложений не нуж­
дается в измерениях несущей фазы. Необходимость в таких измерениях воз­
никает только при наличии повышенных требований к точности (н ап р и м ер , 
при определении относительного местоположения, см. ниже).

Допплеровские данные
Некоторые из первых моделей, предложенных для GPS, должны были ис­
пользовать допплеровские наблюдения. Связь наблюдаемого допплеровского 
сдвига и скорости изменения дальности вытекает из формулы (5-4) и имеет 
вид

D =  \4> =  q +  c 6 ,  (5-5)
где точка сверху обозначает производную по времени. Более точный результат, 
чем первичный допплеровский сдвиг, получается путём усреднения.

Допплеровский сдвиг измеряется контуром отслеживания несущей в GPS 
приёмнике (Misra and Enge 2001: разд. 9.6). Если скорость спутника извести 

на, то допплеровский сдвиг можно использовать для оценки скорости самого 
наблюдателя.

5.3.4 Возможности системы и ее точность
Различают два уровня операционных возможностей: уровень ЮС (initial opera­
tional capability -  начальные операционные возможности) и уровень FOC (full 
operational capability -  полные операционные возможности).

Уровень ЮС был достигнут в июле 1993 года, когда работали и были до­
ступны для навигации 24 спутника GPS (Block I/II/IIA). Официально ЮС 
был объявлен DOD 8 декабря 1993 года.



Уровень FOC был достигнут, когда было обеспечено рабочее состояние на 
запланированных орбитах 24-х спутников типа Block II/IIA и были протести­
рованы эксплуатационные характеристики созвездия на случай его использо­
вания в военных целях. Все 24 спутника классов Block II и Block IIA нахо­
дились в эксплуатации уже с марта 1994 года, но уровень FOC был объявлен 
только 17 июля 1995 года, что указывает на длительный период испытаний.

Выбор того или иного метода работы с GPS зависит от особенностей про­
екта; при этом основную роль играют требования, предъявляемые к точности.

Точечное местоопределение
При использовании одного приёмника обычно выполняется точечное место- 
определение с кодовыми псевдодальностями. Идея точечною местоопределе- 
ния проста (рис. 5.2). Если не учитывать ошибок часов, то трилатерация в про­
странстве (то есть использование трех дальностей) решает задачу определения 
координат местоположения. При работе с псевдодальностями необходимо вы­
полнить четыре наблюдения для оценивания грех координатных компонентов 
и ошибки часов приёмника. GPS предусматривает два уровня обслуживания 
для точечного местоопределения: SPS (standart positioning service - сервисная 
служба стандартного местоопределения) с доступом для гражданских потре­
бителей и PPS (precise positioning service -  сервисная служба точного место- 
онредслсния) с доступом только для зарегистрированных пользователей.

Качественный уровень SPS основан на характеристиках распространения 
сигнала в пространстве. Влияние ионосферы, тропосферы, приёмника, эффек­
тов многолучевого распространения, топографии или интерференции не учи­
тывается. Кроме того, SPS предусмотрен только для сигнала L1; сигнал L2 
не входит в SPS (Department of Defence 2001). Глобальная средняя точность 
местоопределения составляет 13 м горизонтальной погрешности (уровень ве­
роятности 95%) и 22 м вертикальной погрешности (уровень вероятности 95%»).

PPS предоставляет доступ к обоим кодам и обеспечивает точность вплоть 
до метра.

Дифференциальный метод GPS
Избирательность доступа (selective availability, SA) и преднамеренное пони­
жение точности точечного местоопределения путем добавления к показаниям 
спутниковых часов псевдослучайного сигнала (названное J-процессом) или ма­
нипулированием эфемеридами (названное е-процессом) привели к разработке 
дифференциального метода GPS (DGPS). Здесь мы рассмотрим только основ­
ную идею этого метода.

Принцип DGPS основан на использовании двух (или более) приемников, 
когда один (стационарный) "референцный” или базисный приёмник располо­
жен в известной точке, а положение другого (большей частью, перемещаю­



щегося) удаленного приёмника должно быть определено. При использовании 
кодовых псевдодальностей с обеих позиций необходимо отследить, по край­
ней мере, четыре общих спутника одновременно. Известное положение мре- 
ференцного1’ приёмника используется для того, чтобы вычислить поправки к 
паблюденным исевдодальносгям. Эти поправки затем передаются посредством 
телеметрии (то есть, по управляемой радиосвязи) на передвижной приёмник 
н позволяют определить его положение с гораздо большей точностью, чем в 
режиме точечного мсстоопрсделепия.

При использовании DGPS, основанного на С/А-кодовых псевдодально- 
схях, обычно достигается точность порядка 1 -  5 м в режиме реального вре­
мени. Кодовые дальности со сглаженной фазой приводят к уровню точности 

до мегра (Lachapelle et al. 1992). Еще более высокая точность может быть 
получена ири помощи несущих фаз (точный DGPS). Для расстояний до 20 км 
может быть достигнута дециметровая точность в режиме реального времени 
(DeLoach and Remondi 1991). Н о  для этого необходимо разрешать неоднознач­

ность мна лету", что (обычно) требует наличия двухчастотных приёмников. 

Кроме того, требуется пять спутников на каждую эпоху.
После дезактивации SA в мае 2000 года DGPS следует рассматривать уже 

с иной точки зрения. А увеличившаяся точность точечного местоопределения 
с применением одного приёмника для ряда приложений оказывается доста­
точной.

Относительное местоопределение
В настоящее время самая высокая точность достигается в режиме относи­

тельного местоопределения с наблюденными несущими фазами. Относитель­
ное местоположение ассоциировано с базисом, то есть, трехмерным вектором, 
соединяющим известную "референцную" станцию с искомым местоположе­
нием. Процесс обработки базиса требует, чтобы фазы были наблюдены одно­
временно на обоих концах базиса (рис. 5.1). Первоначально относительное 

местоопределение было возможно только по результатам пост-обработки ис­
ходных данных. Сегодня возможна оперативная передача данных по коротким 
базисам, что позволило вычислять базисные векторы в режиме реального вре­
мени и привело к возникновению кинематического метода в режиме реального 
времени (real-time kinematic, RTK).

Статическое относительное местоопределение
"Референцная" станция и точка, координаты которой подлежат определению, 
статичны, то есть, между двумя точками базисной линии не происходит ника­
ких движений. Этот метод предпочтителен, когда требуется наивысшая точ­
ность. Время наблюдения полностью зависит от поставленной задачи и длины 
базиса и может изменяться от нескольких десятков минут до многих часов.



В навигации, где обычно предполагается движение, статическое относитель­
ное местооиределение большого интереса не представляет. Подробности можно 
найти в работе Hofmann-Wellenhof et al. (2001: разд. 7.1.2).

Кинематическое относительное местоопределение

Кинематический метод является очень продуктивным, потому что позволяет 
определить положение наибольшего числа точек за наименьший период вре­
мени.

спутник

станция, местоположение 
которой известно

Рис. 5.1: Смысл относительного местоопределсния

Недостаток метода состоит в том, что после инициализации захват, но 
крайней мере, четырех спутников должен поддерживаться непрерывно.

Полукинематический метод, или метод "стою/иду” характеризуется чере­
дованием остановок и перемещений одного приёмника с целыо определения 
положения фиксированных точек вдоль определённой траектории. Наиболее 
важной чертой этого метода является возможность увеличивать точность мс- 
стоопределения за счёт накапливания и усреднения нескольких эпох изме­
рений на остановочных пунктах. Этот метод часто упоминается нросто как 
кинематический. Для базисов до 20 км этим методом можно достигнуть отно­
сительную точность местоопределения на сантиметровом уровне.

Кинематический метод требует разрешения фазовой неоднозначности ини­
циализацией, которая может быть выполнена статическим или кинематиче­
ским методами. Доступному в настоящее время коммерческому программно­
му обеспечению (для двухчастотных приёмников) достаточно 1 - 2  минут на­
блюдения, чтобы разрешить неоднозначность кинематически ("на лету") для 
базисов до 20 км.



5.3.5 Концепции модернизации GPS
В январе 1999 года США объявили концепцию модернизации системы GPS, 
для реализации которой было выделено $400 миллионов. Главная ее особен­
ность заключается в осуществлении нового строения сигнала в будущих спут­
никах.

Будущие спутники GPS
В созвездии GPS увеличивается количество спутников класса Block IIR. Новые 
разработки модернизируют функциональные возможности этих спутников. 
Модернизированные спутники класса IIR, обозначенные как IIR-M (replenish­
ment modernization (пополнение- модернизация)), обеспечат новый уровень об­
служивания военных и гражданских потребителей. Новые сигналы и увели­
чение мощности полосы частот L -диапазона значительно улучшат навигаци­
онные характеристики GPS (Marquis 2001).

К следующим поколениям спутников относятся спутники классов 
Block IIF и Block III.

Эти поколения спутников будут обладать множеством усовершенствований 
но сравнению с нынешними. Планируется включить возможность передачи 
данных между спутниками, чтобы сделать систему более независимой. Воз­
можность автономной навигации (auto-nav) посредством определения межс- 
путниковой дальности, но существу, позволит спутникам определять свое ме­
стоположение без обширного слежения с Земли. В конечном счете, будущие 
спутники будут обладать следующими, главным образом военными, достоин­
ствами:

• точность навигации будет поддерживаться в течение шести месяцев без 
управления с Земли;

• будут минимизированы проблемы, связанные с возникновением помех 
при передаче информации с наземных станций на спутники;

• необходимая информация будет посылаться на каждый спутник раз в 
месяц, а не ежедневно.

• снизится потребность в зарубежных наземных загружающих станциях.
• будет повышена навигационная точность.

Новая структура сигнала
В настоящее время гражданские потребители имеют неограниченный доступ 
только к С/А-коду на несущей частоте L1. Модернизация системы GPS предо­
ставит в пользование новые сигналы: военные коды (М коды) на частотах L1



и L2 и гражданский код на частоте L2 (сокращенно -  L2c). Санкционирован­
ным пользователям М-код предоставит большую защиту сигнала, улучшен­
ные условия получения информации и большее сопротивление помехам. Но­
вый гражданский сигнал L2c. снабдит незарегистрированных пользователей 
двухчастотным режимом, позволяющим определять поправку за ионосферу. 
В дополнение к этим кодам, гражданским потребителям будет предоставле­
на новая частота L5 с целыо увеличения авиационных приложений. Выбор 
обозначения L5 обусловлен тем, что, на самом деле, спутники передают еще 
дополнительные сигиалы на частотах, называемых L3 и L4. Эти сигналы -  
секретные и предназначены только для военных целей (Misra and Enge 2001: 
разд. 2.3).

Согласно планируемой модернизации, опубликованной в 1999 году, концеп­
ция Межведомственного Исполнительного органа GPS будет реализована со 
следующей спецификацией. Будущие сигналы GPS будут передаваться на трёх 
несущих частотах: частоты L1 и L2 остаются неизменными, а новая несущая 
частота L5 определяется как

L5 =  115/0 =  1176.45 МГц,

где /о = 10.23 МГц обозначает основную частоту GPS. Несущая частота L5, 
размещенная в защищенной полосе частот воздушной радионавигационной 
службы, была недавно выделена Всемирной Конференцией Радио, организо­
вываемой регулярно Международным Телекоммуникационным Союзом 
(Vorhies 2000).

Заметим, что оба новых гражданских сигнала GPS будут иметь два кода. 
Сигнал L5 не предназначен для военных целей; он использует два кода оди­
наковой длины со сдвигом по фазе на 90° на частоте 10.23 МГц. Сигнал L2 
предназначен как для гражданских, так и для военных потребителей. Новый 
сигнал L2c имеет два кода различной длины, построенных путем временно­
го мультиплексирования (Fontana ct al. 2001). Используемый ныне военный 
Y-код будет заменен новыми (расщепленными) М-кодами.

Линейная комбинация несущих фаз L2 и L5 приводит к возникновению 
сигнала с длиной волны около 5.9 м. Длинные волны облегчают разрешение 
неоднозначности. Напротив, линейная комбинация L1 с L5 будет использовать­
ся как комбинация, свободная от влияния ионосферы, потому что большие 
частотные разности удобны для вычисления поправок за ионосферу. Общая 
обработка фазовых данных на всех трех несущих упростит разрешение неод­
нозначности (Vollath ct al. 1999).

Перспективы выполнения приведены в Федеральном Радионавигационном 
Плане 2001 года: ЮС (на орбите 18 спутников с новым сигналом L2c. и возмож­
ностями М кода) запланирован на 2008 год, a FOC (24 спутника на орбите) 
запланирован на 2010 год. По крайней мере, один спутник с возможностями



сигнала L5 должеп быть задействован не позднее 2005 года, причем ЮС для 
таких спутников запланирован на 2012 год, a FOC -  на 2014 год.

5.4 От GPS к координатам
Мы дали краткий вводный обзор GPS. Теперь обсудим основные методы GPS, 
позволяющие определять координаты нужных точек. Для этого рассмотрим 
два наиболее простых примера, один изкоторых иллюстрирует местооирсде- 
ление точечное, а другой -  относительное.

5.4.1 Точечное местоопределение с помощью кодовых 
псевдодальностей

Ситуация показана на рис. 5.2. Задача состоит в том, чтобы определить коор­
динаты точки Л, используя GPS. Как мы знаем из разд. 5.3.4, для определения 
трех координат точки А и ошибки часов приёмника необходимы четыре зна­
чения псевдодальностей до четырех различных спутников. Обобщая формулу 
(5-3), получим

ДдМ = 0д(*) + с МО • (5 6)
Это -  кодовая псевдодальность на эпоху t; здесь RJA(t) -  измеренная кодовая 
псевдодальность между точкой наблюдения А (как обозначено на рис. 5.2) и 
спутником j ,  g*A(t) -  геометрическое расстояние между спутником и точкой

Рис. 5.2: Точечное местоопределение

наблюдения, с -  скорость света. Последний член в этой формуле представляет 
собой ошибку 5а№) часов приемника. Заметим, что мы приняли здесь самую 
простую модель и, таким образом, не рассматриваем ионосферные и тропо­
сферные влияния, а также другие систематические и случайные погрешности.



В формуле (5 -6) координаты точки, подлежащие определению, неявно со­
держатся в расстоянии £^(£), которое может быть записано в явном виде как

М  =  у/(ХЩ  -  Х а)2 +  (Y 4t) -  Ya?  +  (Z>(t) -  ZAf . (5 7)
Здесь WGS 84 (Общеземная геодезическая система координат 1984 г., см. 
разд. 2.11) координаты X J(£), У-*(£)? Zj (t) -  компоненты геоцентрического радиус 
вектора спутника на эпоху t, а Х а , Уд, Za -  три неизвестных координаты 
точки наблюдения в той же координатной системе WGS 84; их также можно 
обозначить, как (Х А, Уд, Za)wc,s 84 или, что 'го же самое, (Хд, Уд, Za)gps- 

Сколько неизвестных содержит уравнение (5-7)? Заметим, что координаты 
сиутника X j (t), Yj (t), Z^t) всегда можно предполагать известными (точнее, 
их можно вычислить но информации, переданной спутником). Таким образом, 
остаются неизвестными три координаты Х л, Ya , Zа и ошибка часов приём­
ника <5д(/). Иными словами, для составления четырех уравнений типа (5-6) 
необходимы, но крайней мере, четыде спутника. Обозначая спутники через 

А:, /. га, получим соответствующую систему

я£(«) =<&(*)+С*л(0
n kA( t ) = e kA(t) +  cSA(t)

(5-8)
^ A( t ) = e i A(t) +  cSA(t)

л»(<) =  йГ(0 +  с М 0 ;
подстановка (5-7) приводит к следующему виду: 

t f „ ( 0  =  у / (Х Щ  -  X Af  +  (YJ(t) -  YAy  +  (ZJ(t.) -  ZA)1 +  cSA(t) 

R kA(t) =  y/(X H t) ~  X A)2 +  (У *(«) -  YAf  +  (Z * (t) -  ZA)* +  r.SA(t)
_____________________________________  (5 9)

# A(t) =  V ( X ‘ (t) -  X A)» +  (F '(<) -  Ya )* +  (Z ‘ (t) -  ZA)* +  cSA(t)

R%(t) = -  X A?  +  (У»(*) -  Ya)2 +  (Zm(t) -  ZaY +  r.SA(t).
Эта система уравнений включает только упомянутые выше четыре неизнест- 
иых Х А, Уд, ZA и 5а (Ь) и, таким образом, может быть решена. Мы не рассмат­
риваем сейчас линеаризацию, возможные избыточные измерения и т.д. Наша 
цель -  продемонстрировать лишь основную идею. Ошибка часов здесь явля­
ется побочным продуктом, а желаемым результатом, полученным из (5-9), 
являются координаты Х а , Уд, £д в координатной системе GPS или, что тоже 
самое, в системе WGS 84.

Можно ожидать, что точность такого точечного местоопределепия, осно­
ванного на кодовых дальностях, составит, как указывалось в разд. 5.3.4, около
10 м (поминально). Гораздо более высокая точность достигается с помощью 
метода относительного мсстоопредслсния, о котором идет речь в следующем 
разделе.



5.4.2 Относительное местоопределение с фазовыми 
псевдодальностями

Цель относительного местоопределения состоит в определении координат неиз­
вестной точки но отношению к какой нибудь известной точке. Другими сло­
вами, относительное местоопределение состоит в определении координат век­
тора, соединяющего две указанные точки; его часто называют базисным век­
тором, или просто базисом (рис. 5.3).

Пусть теперь А -  известная "рефереицная" точка, В -  неизвестная точ-

Рис. 5.3: Относительное местоопределение

ка, bав “  базисный вектор. Вводя соответствующие радиус-векторы Х А, Хв> 
запишем соотношение

Х в =  Х л +  Ь„в, (5-Ю)
откуда получаем координаты базиса ЪАв •*

~ Х в - Х А ' Ь Х ав
b а в  — Yb - Y a = A Yab

Zb — Z а AZAb

Координаты "референцной1’ точки должны быть заданы в системе WGS 84; 
обычно их определяют приближенно с помощью кодовых псевдодальностей. 
Относительное местоопределение может быть выполнено с использованием ко­
довых (ср. с (5-3)) или фазовых псевдодальностей (ср. с (5-4)). Впоследствии 
будут рассматриваться только фазовые псевдодальности. Запишем еще раз 
формулу (5 4)

\Ф = д + сб +  \ N . (5-12)
В разд. 5.3.3 мы уже поясняли значение терминов, входящих в эту формулу -  
длины волны Л, фазы Ф, расстояния д (которое является тем же, что и в мо­
дели с кодовой псевдодальностью), скорости света с, ошибки часов приёмника
S и неоднозначного коэффициента N.



Пусть /  обозначает частоту соответствующего спутникового сигнала. По­
делив (5-12) на Л и приняв во внимание соотношение /  =  с/Л, получим

<t>=j e +  f 6  +  N.  (5 13)

Это соотношение может быть обобщено, как

<И(0 =  ^ ( 0  +  М (<) +  ЛГ/, (5-14)

где Ф̂ (<) -  выраженная в циклах измеренная несущая фаза, относящаяся к 
точке г и спутнику j  на эпоху t. Не зависящая от времени фазовая неодно­
значность N1 есть целое число, и поэтому ее часто называют целочисленной 
неоднозначностью, или целочисленным неизвестным, или просто неоднознач­
ностью.

Относительное местоопределение требует одновременных наблюдений как 
в "референцией", так и в определяемой точках. Это означает, что наблюдае­
мые временные метки для этих двух точек должны быть одинаковыми. Пола­
гая, что наблюдения (5-14) за спутниками j  и к  производятся одновременно в 
двух точках А и D в эпоху t, получаем следующие уравнения измерений:

* iA (* ) =  \ e iA ( t )  +  f 6 A ( t )  +  N { ,

* kA(t) =  \ ekA(t) +  f 6 A(t) +  N kA,
}  (5-15)

а д  = д й ( * ) + / ы о + ^ ,

* kB(t) =  \Q kB(t) +  f S B(t) +  N kB .

Введём краткие обозначения

* & ( * ) = w  -  *Ь (о  -  + а д ,

£>1в(0 =  <?в(0 ~  W — бл(0 +  > (5 -16)

К }Акв - N i  - N kA +N>a .

Тогда модель двукратной разности определяется как

=  +  (5 17)

Важно, что смещения часов приёмников здесь отсутствуют; это -  главная при­
чина, по которой предпочитают использование двукратных разностей. Отсут­
ствие ошибок часов в (5-17) является следствием допущений о синхронных на­
блюдениях и одинаковых частотах спутниковых сигналов (что для GPS обос­
новано).



Предположим, что А -  референцная точка с известными координатами. 
Тогда в формуле двукратной разности остаются неизвестными искомые коор­
динаты Хв,  Ув, Zb точки Б (они содержатся в Q*B{t) и QkB{t)) и неоднознач­
ность. Чтобы найти эти неизвестные, мы нуждаемся в большем количестве 
спутников (чтобы установить дополнительные двукратные разности), а также 
в большем количестве эпох наблюдения.

Мы не рассматриваем здесь линеаризацию, возможные избыточные изме­
рения и т.д., поскольку намереваемся продемонстрировать лишь основную 
идею метода. Искомым результатом, полученным из (5 17), является базис­
ный вектор bав с компонентами А Х д в , ДУдв, A Z ab или, в конечном счёте, 
GPS координаты Х в , Ув, ZB, полученные из формулы (5 10) через координа­
ты известной точки А. Заметим, что результирующие координаты получены 
в системе WGS 84.

Этим мы завершаем краткое введение, знакомящее с тем, как потребитель 
GPS получает WGS 84 координаты, то есть геоцентрические прямоугольные 
координаты X , y , Z  или вычисленные по ним эллипсоидальные координаты 
(р, A,/i; см. разд. 5.6.1.

5.5 Проекция на эллипсоид
Предположим, что положение точки Р установлено посредством естественных 
координат Ф,А, Я. Тогда мы можем спроецировать эту точку вдоль (слег­
ка искривленной) отвесной линии на геоид. Ортометричсская высота -  это 
расстояние между точкой Р  и ее проекцией Ро на геоид, измеренное вдоль 
отвесной линии (рис. 5.4). Хотя такой способ проецирования абсолютно есте­
ственен, геоид не подходит для выполнения вычислений непосредственно на 
нем; поэтому точку Ро» в свою очередь, следует спроецировать в точку Qo 
на референц эллипсоиде посредством прямой эллипсоидальной нормали. Та­
ким образом, точка Р  на поверхности Земли и соответствующая точка Qo 
на эллипсоиде связаны двойным проецированием, то есть двумя проекциями, 
выполненными одна за другой и весьма схожими; ортометричсская высота 
Н =  РР0 соответствует высоте геоида N  =  PoQo- Эту двойную проекцию 
называют проекцией Пицетти.

Намного проще спроецировать точку Р с физической поверхности Земли 
непосредственно на эллипсоид сразу вдоль прямой эллипсоидальной норма­
ли; таким образом, получим точку Q. Расстояние PQ =  h -  эллипсоидальная 
высота, то есть высота точки над эллипсоидом. Тогда точка Р поверхности 
Земли определяется эллипсоидальной высотой h и эллипсоидальиыми коор­
динатами tp, А точки Q на эллипсоиде. Таким образом, эллипсоидальные коор­
динаты </?, A, h заменят собой естественные координаты Ф, Л, Н. Такой способ



проецирования называют проекцией Гельмерта. Практически разность меж-

эемная
поверхность

геоид

эллипсоид

Рис. 5.4: Проекции Гельмерта и Пицетти

ду проекциями Пицетти и Гельмерта мала. Эллипсоидальная высота h равна 
Я + N  в пределах долей миллиметра. Эллипсоидальные координаты <р и Л 
связаны, относительно этих двух проекций, уравнениями

Я
^ Г сл ь м ср т  ^ П и ц етти  “ Ь  ГУ ^  у

> я  (&18)
^Гельмерт —  ^Пицетти +  V SCC if ,

что видно из рис. 5.4, поскольку QQ0 «  He\R — 6371 км -  средний радиус Зем­
ли. Даже если е — 1 дуговой минуте и Я  — 1000 м, расстояние QQq достигает 
величииы лишь около 30 см, и эллипсоидальные координаты отличаются ме­
нее, чем на 0.01", что меньше точности астрономических наблюдений. Таким 
образом, при решении большинства задач мы можем пренебречь разностью 
между этими двумя проекциями.

Проекция Пицетти лучше приспособлена к применению на геоиде, потому 
что она задает точное соответствие между точкой Pq геоида и точкой Qo эл­
липсоида. Однако проекция Гельмерта обладает значительными практически­
ми преимуществами. В первую очередь, это касается прямого преобразования 
эллипсоидальных координат (р, A, h в прямоугольные координаты х , у , z. Она 
также более удобна и в других отношениях. Решающее преимущество про­
екции Гельмерта заключается в ее прямой связи с GPS. Поэтому теперь на 
практике используется исключительно проекция Гельмерта.

5.6 Преобразования координат

5.6.1 Эллипсоидальные и прямоугольные координаты
Выведем соотношение между эллипсоидальными координатами <̂ , Л, h и соот­
ветствующими прямоугольными координатами x,y,z.



Уравнение референц-эллипсоида в прямоугольных координатах имеет вид:

Через эллипсоидальные координаты этот эллипсоид определяется следующим 
образом:

х =  N cos (р cos Л,

(5-20)у — N cos (р sin Л,

b2 AT . z =  — N  sin <p. 
or

Здесь N -  нормальный радиус кривизны (2-149):

N =  aj... . (5-21)
V a2 cos2ip -4- b2 sin2у?

Эти уравнения известны из геометрии; можно также проверить непосредствен­
ной подстановкой, что точка с прямоугольными координатами (5 20) удовле­
творяет уравнению эллипсоида (5-19) и, следовательно, лежит на нем. Коор­
динаты едипичного вектора нормали п имеют вид

n = [cosy? cos Л, cosy? sin Л, sin ^ , (5-22)

так как <р представляет собой угол между эллипсоидальной нормалью и плос­
костью ху, являющейся также экваториальной плоскостью (рис. 5.5). Пусть 
теперь точка Р  вне эллипсоида имеет радиус-вектор

X  = [ X , y , Z ] ;  (5-23)

аналогично, для точки Q на эллипсоиде имеем

х =  [х , у , z }. (5-24)

Из рис. 5.5 видно, что
X  = x + /in , (5 25)

то есть
X  =  х +  h cos cos Л,

Y =  у +  h cosy? sin Л, (5-26)

Z =  z -f h sin tp.



z
Р

ху плоскость

Рис. 5.5: Эллипсоидальные и прямоугольные координаты 

С учетом (5 20), это даёт

Полученные соотношения являются основными формулами преобразований 
между эллипсоидальными ср, A, h и прямоугольными X, У, Z координатами точ­
ки, расположенной вне эллипсоида. Начало прямоугольной системы координат 
совпадает с центром эллипсоида, а ось z -  с его осью вращения; ось х имеет 
долготу Гринвича, то есть 0°, ось у -  долготу 90° к востоку от Гринвича (то 
есть, А =  4-90°).

Возможно, некоторую путаницу вызовет тот факт, что как нормальный 
радиус кривизны эллипсоида, так и высота геоида обозначены одним и тем 
же символом N; в (5 27) N  -  это, конечно же, нормальный радиус кривиз­
ны. Вообще, но контексту всегда можно определить, о какой из этих столь 
различных между собой величин (6000 км и 60 м) идет речь.

Уравнения (5-27) позволяют вычислить прямоугольные координаты X, У, Z 
исходя из эллипсоидальных <р, A, h.

Обратная процедура вычисления </?, A, h исходя из данных X, У, Z. часто 
выполняется итерационно, хотя существует и решение в замкнутой форме. 
Приведем одну из возможных процедур итерации.

X  =  (N  4- h) cos (р cos A, 

У = (N  + h) cos (p sin A, (5 27)



Обозначая у/Х2 + Y 2 как р, мы получим из первых двух уравнений (5-27) 
или из рис. 5.5, что

р = V X 2 +  Y 2 =  (N  + h) cos <р, (5- 28)

и потому
h =  — ------N . (5-29)

COS ip

Третье уравнение в (5 27) можно преобразовать к виду

/  а2 -  Ъ2 \
Z =  [ N ---------— N + h j  sin ip =  (N  +  h — e2N)  sin ip, (5-30)

где e2 =  (a2 — b2)/a2. Поделив это соотношение на выведенное выше выражение 
для р, получим

(531)

tg¥> = - f 1 - e 2— )  1 (5-32)
р \ N +  hJ

Если X , К, Z  даны, то, вычислив р, мы можем решить уравнения (5-29) и (5- 
32) относительно h и ip методом последовательных приближений. В первом 
приближении положим h =  0 в (5-32). Тогда

tg<Р( 1) = ~ ^ ~  е2)_1 • (5-33)

Используя <£(!), вычисляем приближенное значение N(i) с помощью формулы 
(5-21). Затем по формуле (5-29) находим fyi). Далее, во втором приближении, 
положим h =  /i(i) в (5-32), что даст

Ис.пол1>зуя (/?(2), находим более точные значения величин N и hit т.д. Эта про­
цедура повторяется до тех пор, пока <pnhne станут фактически постоянными. 

Формула для Л легко получается из первых двух уравнений (5-27):



Было предложено множество других методов. Одним из примеров преоб­
разования X, Y,  Z в <£>, Л, h без итерации, но с некоторой неизбежной аппрок­
симацией, являются следующие формулы:

Z +  е'2 Ь sin30
ip =  arctg------- ------- — ,

р — е2 a cos30

А =  arctg ~  , (5-36)
л

Л =  —^-------N ,cos (р

где
0 =  arctg (5-37)

pb
-  вспомогательная величина, а

е2 =  (а2 -  62)/а 2 е'2 =  (а2 -  62) / 62 (5-38)

представляют собой первый и второй числовые эксцентриситеты. Как и в (5 
28), р = \/Х2 +  Y 2. По существу, нет никаких оснований для того, чтобы эти 
формулы были менее популярны, чем метод итерации. Другие методы вычис­
лений можно найти, например, в работах Stinkel (1977) и Zhu (1993).

5,6.2 Эллипсоидальные, эллипсоидально- гармонические 
и сферические координаты

Хотя мы уже несколько раз указывали это, тем не менее подчеркнём еще раз, 
что необходимо различать следующие координатные тройки (см. рис. 5.6):

• эллипсоидальные координаты: <р, A, h;
• эллипсоидально-гармонические координаты: 0, А, и,

ИЛИ: ч̂лшшсоидалъно гармоничсскi А, Щ
• сферические координаты: <р, А, г, или: #сферическ, А,г.

Долгота Л здесь одна и та же для всех троек. Широта (р и долгота Л эллип­
соидальных координат также называются геодезической широтой и геодези­
ческой долготой. Эллипсоидально гармоническая координата /3 представляет 
собой редуцированную широту, а сферическая координата (р -  геоцентриче­
скую широту.

Широта (р относится к референц-эллипсоиду. Редуцированная широта @ 
относится к координатному эллипсоиду и =  const (конфокальный эллипсоид, 
проходящий через точку Р  на рис. 5.6).



z

Рис. 5.6: Эллипсоидальные, эллипсоидально-гармонические и сфе­
рические координаты

Пока все ясно. Особое внимание требуется при использовании координа­
ты #, которая была введена как дополнение сферической координаты <р, а 
также, как дополнение эллипсоидально гармонической координаты /3. 

Поэтому правильнее (но и более громоздко) было бы обозначать их так:

^эллипсоидально- гармоничсск =  9 0  (3

с̂феряческ = 90° -  ф (5 39)

Заметим, однако, что раньше для различия между сферическим и 
эллипсоидально-гармоническим значениями t? эти индексы мы не использо­
вали. Поэтому читателю следует относиться к этим различиям очень внима­
тельно ! По возможности, мы всюду старались избегать путаницы.

Несколько примеров: мы использовали сферические координаты г,#,Л в 
разделах 1.4,1.11,1.12,1.14,2.5, 2.6,2.13,2.18, и т.д.; эллипсоидально -гармони­
ческие координаты и, #, Л были использованы в разделах 1.15,1.16, а эллипсои­
дально-гармонические координаты г/, /?, Л -  в разделах 2.7, 2.8; в разделе 2.9 
мы использовали сферические координаты г, д, А наравне с эллипсоидально­
гармоническими w, /?, Л.



Следующие соотношения выражают прямоугольные координаты через эти 
три координатные тройки:

X  = (N + h) cos v? cos А = у/u2 +  Е2 cos (3 cos А = г cos <£ cos А,

Y = (N + h) cos <р sin А =  у/и2 И- Е2 cos(3 sin А =  г cos sin А, , r

Они вытекают из формул (1-26), (1-151) и (5-27) и могут быть использованы 
для вычисления и и /9, исходя из h и или из г и у? и т.д.

5.7 Преобразования геодезических дат
5.7.1 Введение
Для определения геодезических darn, или геодезической системы отсчёта 
(рефереиц -системы) необходимо задать: (1) размеры рефоренц эллипсоида 
(большая полуось а и сжатие / )  и (2) его положение относительно Земли или 
геоида. Это взаимное положение проще всего определить при помощи коор­
динат Уо: ~о центра рефереиц--эллипсоида относительно геоцентра. Так как 
геоцентр не был доступен для классических геодезических измерений до на­
ступления спутниковой эры, то фундаментальная или начальная точка Р\ 
на земной поверхности просто выбиралась, как, например. Meades Rancho для 
Северной Америки и Потсдам для Центральной Европы. Оказывается, что 
удобный, но условный выбор эллипсоидальных координат ip\,X\,h\ фунда­
ментальной точки Pi эквивалентен выбору координат xo,yQ,zo геоцентра.

Таким образом, мы имеем 5 определяющих параметров:

• 2 параметра а (большая полуось) и /  (сжатие) определяют форму} и
• 3 параметра xoig/o^o или ^1 определяют положение.

В дальнейшем мы будем также допускать наличие масштабного коэффициента 
и малые попороты вокруг грех осей координат.

Преобразование (геодезической) рсференц системы определяет зависимость 
между глобальной (геоцентрической) и локальной (и общем случае, пегеоцеп- 
тричсской) трехмерными дскарговыми системами координат и, следователь­
но. переводит одну систему координат некоторого типа в другую того же типа. 
Это -  одна из основных задач при комбинировании данных GPS с наземны­
ми данными, так как приходится преобразовывать геоцентрическую систему 
координат WGS 84 к локальной земной системе координат. Земная система 
обычно основана на специально подобранном эллипсоиде локально оптималь­
ной аппроксимации, например, на эллипсоиде Кларка или эллипсоиде GRS-80

= г sin <р .



в США и эллипсоиде Бесселя во многих частях Европы. Локальный эллипсоид 
связан с нсгсоцснтрической декартовой системой координат, начало которой 
совпадает с центром эллипсоида.

5.7.2 Трехмерное преобразование в общем виде
Рассмотрим два набора трехмерных прямоугольных координат -  сначала в об­
щем виде ~ образующих два вектора X  и Х т (рис. 5.7). Ссмипараметрическое

преобразование между этими двумя наборами в пространстве, часто называе­
мое преобразованием Гельмерта или преобразованием подобия, определяется 
соотношением

X T = xo + / iR X ,  (5-41)

где Хо -  вектор сдвига, д -  масштабный коэффициент и R  -  матрица поворота. 
Компоненты вектора сдвига

хо =
х0
Уо (5 42)

представляют собой координаты начала системы X  в системе Х^. При этом 
используется единый масштабный коэффициент. В общем случае возникают 
три масштабных коэффициента -- по одному для каждой оси (но при исполь­
зовании GPS в этом нет необходимости). Матрица поворота -  ортогональная 
матрица, которая состоит из трех поочередных вращений



В явном виде имеем

cos £ 2  cos £ 3 cos ei sm £3

4- sin £*i sin e2 cos £ 3

sin £\ sin £3 

—  COS£i sin £ 2  COS £3

R  =  — cos £ 2 sin £3 cos £1 cos £3  sin £1 cos £3

— sin £1 sin £2 sin £ 3 4- cos £1 sin £ 2 sin £ 3

sin £ 2 — sm £1 cos £2 cos £1 cos £2

(5 44)

Если параметры преобразования Хо, /х, R  известны, то  координаты любой 
точки, заданные в системе X , могут быть преобразованы в систему Х т по 
формуле (5 41).

Если параметры преобразования неизвестны, то они могут быть определе­
ны при помощи узловых (идентичных) точек, называемых также контроль­
ными точками. Э то означает, что координаты одной и той же точки заданы 
в обеих системах. Так как каждая узловая точка (заданная в Х г  и X ) при­
водит к трем уравнениям, то  для нахождения семи неизвестных параметров 
достаточно двух узловых точек и одного дополнительного общего компонента 
(например, высоты). На практике обычно используется избыточная узловая 
точка, и искомые параметры оцениваются методом наименьших квадратов.

Так как параметры входят в уравнение (5-41) нелинейно, то приходит­
ся выполнять линеаризацию, для чего необходимы приближенные значения 
^Оирибл? Мирибл» Rnpn6fl параметров.

5.7.3 Трехмерное преобразование между WGS 84 и 
локальной системами координат

В случае преобразования между W GS 84 и локальной системами координат 
возникают некоторые упрощения. Так, при определении необходимых прибли­
женных значений можно положить / / прибл =  1 , что дает соотношение

Кроме того, углы поворота £, в (5 44) -  малые величины и могут рас­
сматриваться как дифференциалы. Полагая в (5-44) cos£j =  1 и sin е» =  £{ и 
рассматривая только члены первых степеней, получим

(5 45)

1 £3 - е 2
R  — — £3  1 £1 =  I -f- <$R,

£2 —£i 1



где I -  единичная матрица, a <5R -  (кососимметрическая) дифференциальная 
матрица поворота. Таким образом, допустимо приближение К,фИбл =  I. Нако­
нец, вектор сдвига можно представить в виде

Хо = Хоприбл Н~ , (о 47)
где приближенный вектор сдвига

Хоприбл =  Х^ X  (5—48)
получен путем подстановки приближенного масштабного коэффициента и при­
ближенной матрицы поворота в формулу (5-41).

Используя приближения (5 -45), (5-46), (5 -47) в формуле (5-41) и опуская 
детали, которые можно найти, например, в работе Hofmann-Wellenhof et al. 
(1994: разд. 3.3), получим модель линеаризации для одной точки г. Эта модель 
может быть записана в виде

X Ti X j Хоприбл =  A j <£р, (5 49)
где левая часть уравнения известна и формально может рассматриваться как 
результат наблюдений. Матрица коэффициентов А* и вектор <£р, содержащий 
неизвестные параметры, имеют вид

' 1 0 0 Xi 0 ~Zi Yi
Ai= 0 1 0 Yi Zi 0 -Xi

0 0 1 Zi -Y i Xi 0 (5 50)

Sp = [ Sx0 Syo Sz0 Sfi El e2 € $ ] .

Теперь соотношение (5-49) представляет собой систему линейных уравнений 
для г- ой точки. Для п узловых точек матрица коэффициентов А имеет вид

А  =

Ai
А 2

А п

(5-51)

Например, для трех узловых точек матрица коэффициентов выглядит так:
I4 0 0 Хг 0 - Z x Ух
0 1 0 Ух Zi 0 - X x
0 0 1 Z i -Y i X i 0
1 0 0 *2 0 - Z 2 У2
0 1 0 у 2 0 - x 2
0 0 1 Z2 - y 2 *2 0
1 0 0 х 3 0 - z 3 Уз
0 1 0 ^3 Z3 0 - X 3
0 0 1 Z3 -У з *3 0



что соответствует слегка избыточной системе. Использование метода наимень­
ших квадратов позволяет найти вектор параметров <5р и улучшенные значения 
величин (5 45). (5-46), (5-47). После определения семи параметров преобра­
зования подобия формула (5- 41) может использоваться для преобразования 
координат других точек (помимо узловых).

В качестве типичного примера рассмотрим задачу преобразования GPS-  
координат некоторой сети, то есть координат глобальной геоцентрической си­
стемы WGS 84, к (трехмерным) координатам (негеоцентрической) локальной 
системы, обозначенной нижним индексом LS. GPS координаты обозначены как 
(X>Y,Z)qps; координаты локальной системы -  это координаты на плоскости 
(yyx)LS и эллипсоидальная высота /ils- При нахождении параметров преоб­
разования предполагается, что известны координаты узловых точек в обеих 
системах. Задача решается по следующему алгоритму:

1. координаты ( у , х )ls узловых точек на плоскости преобразуются при по­
мощи подходящих формул в эллипсоидальные поверхностные координат
(<Л A)ls;

2 . эллипсоидальные координаты (у?, A, /i)ls узловых точек преобразуются в 
прямоугольные координаты (X, У, Z)ls с помощью (5 27);

3. используя координаты (X , У, Z) gps и (X, У, Z) ls узловых точек опреде­
ляются семь параметров преобразования Гельмерта;

4. с помощью найденных параметров преобразования и уравнения (5-41) 
координаты (X , У, Z) gps точек сети (не являющихся узловыми) преобра­
зуются в (X ,y ,Z )Ls;

5. полученные прямоугольные координаты (X , У, Z )ls преобразуются в эл­
липсоидальные (</?, Л, /i)ls} например, посредством итерации (5 28) -  (5- 
34);

6 . полученные эллипсоидальные поверхностные координаты (у?, A)ls преоб­
разуются с помощью соответствующих формул в координаты на плоско­
сти (y,x)LS-

Преимущество такого трехмерного подхода состоит в том, что для опреде­
ления семи параметров преобразования подобия не требуется никакая апри­
орная информация. Недостаток метода заключается в том, что для узловых 
точек нужно знать эллипсоидальные высоты (и, следовательно, высоты геои­
да). Однако, как показано в работе Schmitt et al. (1991), высоты узловых точек 
часто лишь незначительно влияют на координаты (у, х). Например, погреш­
ности высот могут вызывать наклон сети 20 км х 20 км до 5 м в пространстве;



однако искажения координат на плоскости при этом имеют порядок лишь 1 
мм.

Для больших площадей высотная проблема может быть решена с помощью 
трехмерного афинного преобразования вместо преобразования подобия; это 
позволяет ограничиться приближёнными значениями эллипсоидальных высот 
узловых точек.

5.7.4 Дифференциальные формулы для других 
преобразований референц-систем

Рассмотрим упрощенные случаи. Предположим, что геоцентр не совпадает с 
центром референц-эллипсоида, но геоцентрические оси параллельны эллипсо­
идальным. Такой параллельный сдвиг называют также переносом (рис. 5.8). 
Рассмотрим прямоугольную систему координат X Y Z , чье начало находится

в геоцентре, а оси направлены как обычно. Пусть координатами центра эл­
липсоида относительно этой системы будут Хо, уо, zq, как было принято ранее. 
Тогда формулы (5-27) подвергнутся очевидному преобразованию:

г

х

Рис. 5.8: Задача переноса

X  = х0 +  (N +  h) cos (р cos A,

Y = y0 +  (N  +  h) cos (p sin A,



Эти соотношения являются отправной точкой для различных важных диф­
ференциальных формул координатного преобразования.

Выясним сначала, как изменятся прямоугольные координаты X , У, Z при 
изменении эллипсоидальных координат <£>, A,/i на малые величины S<py6\,6h* 
а также при изменении геодезической референц-системы, а именно, референц- 
эллипсоида а, /  и его местоположения Xq> t/o> z$. на величины 5a. bf и &Го, ^о* 
Заметим, что 5х0,5уо, Szq соответствуют малому смещению (параллельному 
переносу) эллипсоида; при этом его ось остается параллельной оси Земли. 

Решение этой задачи ищется путем дифференцирования (5-53):

г дХ  _ ЭХ _  ЭХ £ ЭХ гх дХ  Sl
d X - 6 x Q +  — d a + — 6 f + - ^ 6 < p + — 6\ +  —  dh.

cv  r dY - dY a y  . a y  „  dY CI
-  + а / * /  + а £ ^  + ж а  + Ж * А’ ( ]

r az. o z d z  s oz azCL
w  “  0 +  Ж  +  a / ' 57 + a ^  + Ж 6X + W iAh'

поскольку, согласно теореме Тейлора, малые изменения можно рассматривать 
как дифференциалы.

В этих дж|>ференциальных формулах мы будем довольствоваться прибли­
женными значениями. Так как сжатие /  -  малая величина, то мы можем раз­
ложить (2 149) как

N =  — (1 -I- е'2 cosV ) “ 1//2 =  ~  (1 — \ в'2 cosV  • • •)ь ь к 2 1 (5 55)
= а (1 + /  — f  voa2tp •••) = a (l +  / - / c o s V  •••);

откуда
N  «  a (1 +  /  sinV ) ; (5 56)

и
ti2
-т N =  (1 -  2 /  •••) a (1 +  /s in V  * * *) ~  « (1 ~ 2 / +  / s in V ), (5-57)a*

и
b =  a (l — f ) , et2 =  2 / .. .  . (5-58)

Таким образом, формулы (5 -53) аппроксимируются соотношениями

X  =  Хо +  (a +  a /  sin2</? Н- /г) cos cos A,

^  =  2/о +  (а + а /  sin2y? +  h) cos sin А, (5 59)

Z =  zq +  (a — 2a/ - f a /  sin2y? -I- h) sin .



Теперь можно найти частные производные, участвующие в (5 54); например, 
дХ
-х— = (1 +  /  sin V )  cos (р cos Л «  cos ip cos Л, (5 60)oa

так как сжатием в этих коэффициентах можно пренебречь. Это равнозначно 
применению к коэффициентам, и только к ним, сферической аппроксимации, 
аналогичной рассмотренной в разд. 2.13. Аналогично через частные произ­
водные получаются и все остальные коэффициенты; в результате соотноше­
ния (5 54) принимают вид

SX = 8х0 — a sin <р cos Л 6<р — a cos <р sin Л SX

+ cos у? cos Л (Sh + Sa +  a sin2<p Sf) ,

SY =  Syo — a sin ip sin Л Sip -I- a cos ф cos Л SX
9 (5 61)

+ cos (р sin A (Sh + 5а +  a sin V  $ f ) »

SZ =  Sz0 + a cos ip Sip +  sin ip (Sh +  5а +  a sin2</? S f )

— 2о sin у? £ / .
Эти формулы выражают изменения, возникающие в прямоугольных ко­

ординатах X, У, Z, в зависимости от изменений местоположения (хо, Уо, о̂) и 
размеров (а, / )  эллипсоида, а также соответствующих ему эллипсоидальных 
координат у?, Л, h.

Преобразование эллипсоидальных координат
Из соотношений (5 -61) можно вывести несколько важных формул преобразо­
вания координат. Так, предположим сначала, что положение точки Р  в про­
странстве остается неизменным, то есть

SX = 6Y =  5Z =  0. (5-62)
Определим изменения эллипсоидальных координат у>, Л, h, вызываемые варьи­
рованием размеров референц эллипсоида и его местоположения. Геометриче­
ская иллюстрация дана на рис. 5.9. Задача сводится, таким образом, к реше­
нию системы уравнений (5-61) относительно Stp,SX,Sh с левой частью, рав­
ной нулю. Чтобы выразить Sip, умножим первое уравнение системы (5 61) 
на — sin у? cos А, второе -  на -  sin у? sin А, третье -  на cos ip и сложим все по­
лученные таким образом уравнения. Для £А соответствующими множителями 
являются — sin A, cos А и 0 ; для Sh -  это cos ip cos A, cos у? sin А и sin (р. Результат 
таков:

a Sip =  sin кр cos А 8хо + sin ip sin A Syo — cos ip Szq 4- 2a sin ip cos ip S f ,

a cos<p SX =  sin A 5:r0 — cos A Sy0, (5-63)

Sh = -  cos ip cos A Sxо -  cos y? sin A Syo — sin ip Szq — Sa + a sin2y> S f .



Эти формулы выражают изменения Sip,d\,6h в произвольной точке в тер-

Рис. 5.9: Малые изменения референц-эллипсоида в сочетании с ма­
лым параллельным сдвигом

минах вариаций Sxo.Syo.Szo в данной точке и изменений 6а и Sf параметров 
референц эллипсоида. Таким образом, они связывают две различных систе­
мы эллипсоидальных координат при условии, что эти системы расположены 
так близко друг к другу, что возникающие различия можно трактовать как 
линейные. С математической точки зрения, соотношения (5 63) представляют 
собой бесконечно малые координатные преобразования (но существу, ортого­
нальные преобразования, но не полностью); геодезисту они дают информацию 
о влиянии изменений в геодезической референц системе.

Замечание. Дифференциальные формулы можно было бы заменить по­
очередным применением исходных конечных формул. Попробуйте!

Часть II: Развитие трехмерной геодезии

5.8 Трехмерная геодезия Брунса и Хотина
Идея вычисления триангуляционной сети в пространстве восходит к Брун­
су (см. Bruns 1878). На основе его идей Хотин в своей работе Hotine 1969, 
и ранее в 1959 году, в значительной мере разработал концепцию классиче­
ской (предспутниковой) геодезической сети строгим трехмерным способом, см. 
Levallois 1963.

Рассмотрим многогранник, образованный пунктами триангуляции на по­
верхности Земли и соединяющими их прямыми линиями видимости, см. рис. 
5.10. Другой набор прямых линий, проходящих по одной через каждую вер­
шину угла, представляет отвесные линии в этих пунктах.
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Рис. 5.10: Многогранник Брунса

Чтобы полностью определить эту фигуру, нам нужно знать пять парамет­
ров для каждого пункта -  три координаты и два параметра, определяющие 
направление отвесной линии. Исходными данными для этой задачи являются:

1. горизонтальные углы и зенитные расстояния, полученные с помощью 
теодолита;

2. пространственные расстояния, полученные путем электрочных измере­
ний расстояний; и

3. астрономические наблюдения широты и долготы для установления на­
правления отвесной лииии, и азимута-для определения ориентации мно­
гогранника.

Мы можем использовать прямоугольную систему координат; тогда опре­
делению подлежат три координаты X, У, Z. В качестве параметров, определя­
ющих направление отвесной линии, удобно взять астрономические широту Ф 
и долготу А. Астрономический азимут Л, зенитное расстояние z ' и простран­
ственное расстояние s можно выразить в терминах этих пяти параметров. Это 
сделано в разд. 5.9.

Эта информация является чисто "геометрической". Нам требуются назем­
ные измерения (особенно величин Ф,А,А), чтобы связать геометрию с полем 
силы тяжести, представленным отвесными линиями. Многогранник Брунса -  
наилучшая иллюстрация геометрического подхода.

Сегодня GPS является лучшим способом непосредственного определения 
глобальных прямоугольных координат X , У, Z или эллипсоидальных коорди­
нат <р, A, h.



5.9 Глобальные и локальные горизонтальные 
координаты

Мы будем использовать декартову систему координат X Y Z , введенную в 
разд. 5.6.1 -  глобальную, но не обязательно геоцентрическую. Координаты 
X, У, Z образуют вектор X. Таким образом, векторы X t nXj представляют 
две наземные точки Р* и Pj. Определим вектор между этими двумя точками 
в глобальной системе координат как X*j =  X j — X*.

Кроме того, мы введем "локальную горизонтальную систему", отнесенную 
к касательной плоскости к уровенной поверхности в точке Pi и к локальной 
вертикали, касательной в Р* к естественному отвесу, определенному астроно­
мическими координатами Ф и Л, см. разд. 2.4. Тогда оси п*, е*, и» этой ло­
кальной (связанной с касательной плоскостью) координатной системы в точке 
Р», имеют направления на север, восток, вверх и в глобальной системе имеют 
следующие координаты:

Z

Рис. 5.11: Глобальные и локальные горизонтальные координаты

— sin Фг COS Лi — sin Ai cos Ф* cos A i
П< = — sin Ф, sin Лi i ®i — cos A i , Ui = cos Ф* sin Ai

cos Ф* 0 sin Ф*

Здесь векторы п* и е* определяют касательную плоскость в точке Pi (рис. 
5.11). Третья координатная ось локальной горизонтальной системы координат, 
то есть, вектор ut, ортогональна к касательной плоскости и имеет направление 
отвесной линии.

Таким образом вводятся координаты n<j, е^, вектора х 1; в локальной 
горизонтальной системе; их иногда обозначают как ENU (east-восток, north- 
север, ир-верх)-координаты. Из рисунка 5.12 видно, что они получаются



и | (верх, зенит)

Рис. 5.12: Измеряемые величины в локальной горизонтальной си­
стеме координат

проецированием вектора на оси п*, е*, и*. Аналитически это выражает­

ся скалярным произведением. Таким образом, имеем

(5-65)

Если векторы п*, е*, иг локальной горизонтальной системы координат пред­
ставить как столбцы ортогональной матрицы D*, то есть

Tlij ’  • X ij "
Ху = eij = e i ' Х -ij

. Uii . . U * * X V _

— sin Ф* cos Ai — sin Л* cos Ф* cos А,
-  sin Ф* sin Лi COS A,; COS Фг sin Ai

cos Ф* 0 sin Ф;
(5 66)

то соотношение (5 65) можно кратко записать следующим образом:

ху =  DT Х у . (5-67)

Координаты вектора х^ можно также выразить через пространственное рас­
стояние Sij, азимут Aij и зенитное расстояние z'- , в которое, как предпола­
гается, уже введена поправка за рефракцию. Соответствующее соотношение 
имеет вид

(5-68)

где величины si;-, Atj, z\- наземных измерений относятся к точке Pt, то есть, 
измерения были произведены в Р*. Обращение формулы (5-68) позволяет вы-

Tlij
‘ S ij sin z \ j  cos A ^  "

II•-»X

e ij = s ^  sin z [ j sin A ^

m U ij _ . S ij COS Z^j



разить значения измерений в явном виде:

(5-69)
Uij

\]n%+el  +

Подставив сюда соотношения (5-65) для ni;-, eio и utj, мы сможем выразить 
величины измерений через координаты вектора в глобальной системе.

Замечание об азимуте и зенитном расстоянии
Так как локальные горизонтальные координаты отнесены к локальному отве­
су, определяемому астрономическими координатами Ф, Л (разд. 2.4), то А и z' 
называют астрономическим азимутом и астрономическим зенитным расстоя­
нием (зенитным углом). Они играют важную роль в части III.

Измеренный ("астрономический”) азимут обозначен буквой А , а соответ­
ствующий эллипсоидальный азимут -  буквой а. Так как эллипсоидальное зе­
нитное расстояние традиционно обозначают как гл то было бы уместно обозна­
чить измеренное ("астрономическое") зенитное расстояние как Z. Этот сим­
вол, однако, прочно закреплен за третьей осью координатной системы XYZ.  
Поэтому мы использовали и будем использовать обозначение z*. (В следующих 
разделах мы вновь обратимся и к Л, и к z;.)

5.10 Комбинирование наземных данных и 
данных GPS

5.10.1 Общая система координат
До сих пор уравнивание GPS-сетей и наземных сетей рассматривалось отдель­
но. Комбинирование этих сетей, например, путем некоторого преобразования 
системы координат, предлагалось выполнять после индивидуальных уравни­
ваний. В настоящее время исследуется вопрос совместного уравнивания GPS 
наблюдений и наземных данных. Проблема состоит в том, что GPS наблюде­
ния относя гея к трехмерной геоцентрической декартовой системе координат 
WGS 84, тогда как наземные данные в каждой точке измерения относятся 
к индивитальным локальным горизонтальным системам, которые определя­
ются локальными отвесными линиями. Более того, плановые и высотные ме­
стоположения наземных данных традиционно отличаются друг от друга в том



смысле, что плановые координаты относятся к эллипсоиду, а ортометрическая 
высота -  к геоиду.

Для совместного уравнивания необходима общая система коордииат, в ко­
торую преобразуются все наблюдения. В принципе, любая система может быть 
введена как общая. Один из вариантов состоит в использовании двумерных 
(плоских) коордииат локальной системы, как это предложено в работе Daxinger 
and Stirling (1995). Здесь выбрана трехмерная система координат. Её начало 
находится в центре эллипсоида, принятого для локальной системы координат, 
ось Z совпадает с малой полуосью эллипсоида, ось X  получена пересечением 
плоскости гринвичского меридиана с экваториальной плоскостью эллипсоида, 
а ось Y  дополняет систему до правой. Радиус-векторы, отнесенные к этой си­
стеме, обозначаются как X  ls> гДе индекс LS указывает на локальную систему 
координат.

После принятия общей системы координат все наземные измерения, отно­
сящиеся к индивидуальным локальным горизонтальным системам координат 
на станциях наблюдения, пересчитываются в эту общую систему. Точно так 
же преобразуются в эту систему и базисные векторы GPS, трактуемые как 
измеренные величины.

5.10.2 Представление измеренных величин 
Расстояния
Пространственное расстояние как функция локальных г о р и з о н т а л ь н ы х  ко­
ординат определяется формулой (5-69). Если вместо координат Пу , eij, tty век­
тора Xij подставить соотношения (5-65), то получим

где учтено, что векторы п*, е», и* (5-64) являются единичными. Очевидно, 
что правая часть этого выражения сразу следует из теоремы Пифагора. Диф­
ференцирование (5 70) даёт

(5-70)
=  y/(Xi -  XiY +  (Yj -  YiY +  (Z} -  Zi)\

dsij =  &  (dX, -  dXi) +  ^  №  -  dYi) +  ъ .  (dZj -  dZi) ,

(5-71)
где введены обозначения

X iJ =  X j - X i ,



Если в (5-71) дифференциалы заменить разностями, то получим, что

Азимуты
Вновь применим тот же принцип: измеренный азимут Ац как функция ло­
кальных горизонтальных координат определяется формулой (5-69). Если ко­
ординаты rijj, ejj, Uij вектора заменить соотношениями (5-65), то получим

= eij /riij

В коэффициентах, записанных в терминах </?, Л, a, z вместо Ф, Л, A, z\ доста­
точно пользоваться приближенными значениями.

Направления
Измеренные направления связаны с азимутами Д-j через неизвестную ори­
ентацию Oj. Соотношение имеет вид

—Xjj sin Aj +  Yjj cos Л( (5 74)
-X ij sin Ф* cos A i -  Yij sin Ф, sin A * + Zу cos Ф, ’

После дифференцирования это соотношение принимает вид

(5-75)

+  cot Zij sin Qij £Ф»

+  (sin <fi — COS Qjj COS (fi cot Zij) 6 Ai.

Ftij — Aij Oi, (5-76)

откуда сразу имеем



Зенитные углы
Зенитное расстояние z\j как функция локальных горизонтальных координат 
определяется формулой ( 5 -6 9 ) .  Если координаты ntj, utj вектора Ху заме­
нить соотношениями (5  6 5 ) , то, с учетом (5  7 0 ) и ( 5 - 7 2 ) ,  получим

COS Z[j =  U ij /S i j  =

_  X i j  cos Фг cos A,; +  Y\j cos Ф* sin h i  +  Z i j  sin Фi (5 78j

После дифференцирования это соотношение принимает вид 

= * 0  сои г ц -я ц  собесов  А, __
J s i  sm

Y i j  COS Z ij -  S i j  COS ifii sin A;
+ ------------ (t_„>

Sij sin Zij

— cos a# 6 — cos ipi sin a,j SAt-.

Предполагается, что зенитные расстояния редуцированы к хорде светового 
луча. Эта редукция моделируется соотношением

z ' j  =  z ' j  + ^ U \  (5-80)V иэм 9 R

где zljv3M -  измеренное зенитное расстояние, R -  средний радиус Земли, а к - 
коэффициент рефракции. Вместо к можно подставить стандартное значение, 
либо оценивать этот коэффициент как дополнительное неизвестное. Во вто­
ром случае возможны несколько вариантов. Например, можно принять одно 
значение к для всех зенитных расстояний или для какой -нибудь группы таких 
измерений, или одно значение в течение одного дня. (Известно, что измерен­
ные зенитные расстояния обычно имеют невысокую точность но сравнению с 
другими наблюдениями, что можно учесть, придавая им более низкие веса.)

Эллипсоидальные превышения
"Измеренное” эллипсоидальное превышение определяется как

h tJ =  h j -  h i . (5 -8 1 )

Участвующие в этой формуле высоты получаются путем преобразования пря­
моугольных координат в эллипсоидальные согласно (5 36) или методом ите­
рации, описанным в разд. 5.6.1. Превышение приближенно (если пренебречь



кривизной Земли) равно третьей координате вектора х -̂ в локальной горизон­
тальной системе координат. Следовательно,

hij =  ut • Х у , (5-82)

откуда, с учетом (5 64), получаем

hij =  cos Ф* cos Лi Xij +  cos Ф, sin A{ Yij -f sin Ф* . (5-83)

Это соотношение можно продифференцировать относительно прямоугольных 
координат. Если дифференциалы заменить соответствующими разностями, то 
после элементарных преобразований получим

6hij =  cos Ф, cos A., SXj + cos Ф, sin Л7- SY* + sin Ф, SZjj j j j j j ( 5  8 4 )

— cos Ф* cos Ai SXi — cos Ф* sin A* 6Yi — sin Ф, SZi.

Базисные линии
Базисные линии X ij(GPS) =  X J(GPS) — X i(GPS) относительных измерений GPS 
получаются в системе WGS 84. Радиус векторы X i(GPS) и X j(GPS) можно пере­
вести с помощью трехмерного преобразования подобия (с 7 параметрами) в 
локальную систему координат, помеченную индексом LS. Согласно (5 41), это 
преобразование имеет вид

X ls  =  хо +  mRXqps 1 (5-85)

где:

X ls радиус-вектор положения в локальной системе координат,
X gps радиус вектор положения в системе WGS 84,
хо вектор сдвига,
R матрица поворота,
А* масштабный коэффициент.

При формировании разности двух радиус-векторов, то есть базиса X,j, 
вектор сдвига хо исключается. Поэтому, согласно (5 -85), для базиса имеем

X ij(tS) = ^ R X V(GPS)- (5“86)

Подобно (5 49), линеаризация этого соотношения имеет вид

=  G FS) +  » ( ^ “ 8 7 )



где теперь вектор £р и матрица коэффициентов А  ̂  -  следующие:

<5р = [6ц £1 £2 Ез]Г,

Ху 0 -Z a  Yij
Yij Zij 0 -Х ц

(5-88)

. я » Xij о J (GPS)

Заметим, что повороты е* относятся к осям системы, используемой в GPS. 
Если их отнести к локальной системе координат, то нужно изменить знаки 
этих углов, и потому знаки элементов последних трех столбцов матрицы Ац 
должны быть изменены на обратные.

Вектор X jj(LS) в левой части (5 -87) содержит координаты точек X i(LS) и 
X J(LS) в локальной системе. Если они неизвестны, то их заменяют известными 
приближенными значениями с неизвестными приращениями

Матрицу коэффициентов в таком случае образуют коэффициенты этих при­
ращений (+ 1  или —1) вместе с матрицей А^.

Вектор X y(GPS) в (5 87) трактуется как измеренная величина. В результате 
получаем линеаризованное уравнение наблюдений

В принципе, геодезические измерения любого типа можно включать в опи­
санную интегральную модель совместной обработки. Основная идея состоит в 
том, что любое геодезическое измерение представляется как функция одного 
или более радиус векторов X  и поля силы тяжести W  Земли. Эта функция 
обычно нелинейная и сё следует линеаризовать; при этом поле силы тяжести 
W  разбивается на нормальный потенциал U эллипсоида и возмущающий по­
тенциал Т, то есть, W  =  U 4- Т. Применение принципа минимума приводит к 
формулам коллокации (Moritz 1980 а: гл. 11).

В технических публикациях можно найти много примеров комбинирования 
данных GPS с результатами измерений, полученных другими методами. В 
частности, предпринимались попытки при помощи GPS и наземных данных 
обнаружить земные деформации.

(5-89)

^V (G P S ) <*X i(LS) ^^ * (LS ) X jO(LS) X tO(LS)* (5-90)



Часть III: Локальные геодезические системы

5.11 Формулировка задачи
Как мы уже не раз отмечали, слабая сторона метода Брунса-Хотина заключа­
ется в недостаточной точности измерения зенитного расстояния, что препят­
ствует практическому применению.этого метода для обширных триангуляций. 
Тригонометрические высоты, полученные таким образом, значительно менее 
точны, чем горизонтальные положения.

Практическое решение этой проблемы состояло в отделении планового мс- 
стоопредсления от высот. Горизонтальное положение вычислялось на референц 
эллипсоиде способом, который мы рассмотрим позже. Точные высоты были 
получены нивелированием, отнесенным к ''реальным” уровенным поверхно­
стям, в основном, к геоиду.

Таким образом, эта теоретически и практически неудовлетворительная про­
цедура использовала две различные референц поверхности: эллипсоид для 
горизонтального местоположения и геоид для высот. Не было даже извест­
но взаимное положение этих двух поверхностей из за недостатка сведений о 
значениях высот геоида N. Эта процедура была справедливо названа "2+ 1-  
мерной геодезией".

Тем не менее, решение этой проблемы существует даже для локальных 
(или, скорее, региональных) геодезических систем. Надо только тригономет­
рические высоты h определять не зенитными расстояниями, а с помощью про­
стой формулы

h =  H +  N , (5 91)
то есть путем прибавления высот геоида N к нивелирным ортометрическим 
высотам Я!

Но как мы получим геоид? Даже до спутниковой эры существовало два 
метода определения геоида:

1. астрономогеодезический метод, определяющий N  по уклонениям отвес­
ной линии £ и 7]\

2. гравиметрический метод, использующий с этой целью аномалии силы 
тяжести Ад.

Теоретически оба метода были известны уже в 1850 году, но препятствовал 
их применению недостаток данных, особенно гравиметрических. Серьезные 
практические приложения начались незадолго до 1950 года, сто лет спустя, 
как раз перед появлением спутников. Мы подробно обсудим эти вопросы, но 
позднее.

Приемлемая точность измерений стала достижима, но появилась другая 
трудность. Оба метода требуют вычисления интегралов от данных (£ и т/, или



Ад) как непрерывных функций. Однако данные всегда измеряются только в 
дискретных точках. Возникает необходимость в интерполяции, что приводит 
к дополнительным погрешностям. Если данные распределены равномерно и 
плотно, то можно добиться того, чтобы результирующие погрешности были 
небольшими. Однако, эта фундаментальная проблема остается.

Подводя итоги, можно сказать: (1) метод зенитных расстояний теоретиче­
ски строг, но недостаточно точен; (2) астрономогеодезический метод, исполь­
зующий интегрирование уклонений отвеса, не строг теоретически, но может 
быть достаточно точным.

Метод 1 был рассмотрен в части II этой главы; метод 2 детально обсужда­
ется ниже в этой части III.

5.12 Редукция астрономических измерений на 
эллипсоид

Установим связь между естественными Ф,А,Я и эллипсоидальными </?, А, Л 
координатами, отнесенными к эллипсоиду в соответствии с проекцией Гель- 
мерта.

Эллипсоидальная h и ортометричсская Н высоты были рассмотрены, на­
пример, в разд. 4.6 (см. также рис. 5.4 и формулу (5-91)). Они связаны соот­
ношением h =  Н +  N.

Таким образом, остается редуцировать к эллипсоиду астрономические ко­
ординаты Ф и Л, а также астрономический азимут А , если он включается в 
астрономические наблюдения. Эта редукция позволит нам получить эллипсо­
идальные координаты (р и А и эллипсоидальный азимут а.

Введем вспомогательные величины

Редукция Ф и Л к соответствующим эллипсоидальным координатам <р и А 
неявно содержится в формуле (2-230):

куда мы подставили соответствующие вспомогательные величины. Таким об­
разом, формулы преобразования естественных координат Ф, Л, Н в эллипсом-

Ду? =  Ф — <р, 
ДА =  Л -  А, 
Да =  А — а .

(5 92)

£ = Ф — <р =  А<р,
г/ =  (Л — A) cos <р =  ДА cos <р,

(5-93)



дальные <p,\,h имеют вид:

<р =  Ф -  £,
А =  А — r\j cos (р, (5-94)
h =  Н +  N .

Теперь обратимся к редукции азимута. Вопрос состоит в том, как Да зави­
сит от А<р и Л А. Ответ содержится в соотношении (5-75), где мы рассмотрим 
только последние два члена правой части (то есть мы не принимаем во вни­
мание изменения координат точки). Опуская все нижние индексы и используя 
вспомогательные величины (5-92), получим

Да =  ctg 2 sin а А(р +  (sin (р -  cos а cos <р ctg z) ДА (5-95)

или, если положить А(р =  £ и ДА cos ip =  77, то

Да =  f  sin а ctg z +  sin ip AX — 77 cos a ctg 2 . (5-96)

Это соотношение можно переписать так

Да =  sin ip ДА + (£ sin а — 77 cos а) ctg z . (5 97)

Если учесть, что ДА = 77/ cose/?, то

Да =  77 tg (р +  (4 sin а — 77 cos а) ctg z . (5 98)

В высокоточной триангуляции линии визирования обычно почти горизон­
тальны, гак что z ~  90°, ctg z «  0. Поэтому, соответствующим членом можно, 
в общем случае, пренебречь, что даёт

Да = 77 tg ср =  ДА sin ip. (5 99)

Это -  ypaewuue Лапласа в его обычной упрощенной форме. Замечательно, что 
разности До =  А — а и ДА =  Л — А связаны таким простым способом. Урав­
нение Лапласа является фундаментальным соотношением для классической 
астрономонэдези ческой триангуляции (разд. 5.14).

Для дальнейшего заметим, что полное уклонение отвеса -  то есть угол $ 
между реальной отвесной линией и эллипсоидальной нормалью -  имеет вид

у/^ +  1) 2 , (5-100)

а компонентом уклонения е в направлении азимута а является



Ясно, что # из (5-100) не имеет никакого отношения к двум различным 
•д (полярные расстояния), используемым в сферических и эллипсоидально- 
гармонических координатах.

Что касается редукции астрономических величин к соответствующим эл­
липсоидальным, то соотношения (5-94) редуцируют Ф, Л, Н к у?, Л, h , а фор­
мула

а =  А - r )  tg (р (5 102)
редуцирует астрономический азимут А к эллипсоидальному азимуту а .

Для приложения этих формул нам требуются значения высоты геоида 
N и компонентов £ и т) уклонения относительно используемого референц- 
эллипсоида. В связи с этим отмегим два момента.

1. Вертикальная ось референц-эллипсоида параллельна земной оси враще­
ния, но его центр может не совпадать с центром тяжести Земли. Напом­
ним, что причиной этого является тот факт, что земная ось доступна 
для (астрономического) наблюдения, тогда как геоцентр определяется 
физически и недоступен для прямого геометрического наблюдения.

2. Геоцентр можно найти двумя физически определенными способами: (1) 
гравиметрически -  с помощью формулы Стокса и (2) физически -  с по­
мощью первого закона Кеплера. Его применение к движению спутников 
позволяет выяснить, насколько центры орбит GPS близки к геоцентру.

Отметим, что, если не оговорено иное, то мы всегда предполагаем, что 
наблюдения произведены на уровне моря. Это достаточно естественно для 
жителя обширного равнинного региона, но вызывает головную боль у геоде­
зиста, работающего в Альпах или в Скалистых Горах. Мы уже столкнулись с 
такой ситуацией при редуцировании силы тяжести, и встретимся еще не раз, 
особенно при рассмотрении проблемы Молоденского.

Следует также упомянуть, что эллипсоидальный азимут а в формуле (5 
102) относится к реальной точке, которая, в общем случае, не лежит на эл­
липсоиде. При использовании обычного метода вычисления на эллипсоиде же­
лательно, чтобы азимут относился к точке на эллипсоиде, которая является 
основанием нормали, проходящей через реальную точку. Кроме того, а ско­
рее относится к так называемому нормальному сечению эллипсоида, чем к 
используемой в вычислениях геодезической линии. В любом случае необхо­
димы очень малые редукции азимута. Но поскольку редуцирование является 
исключительно задачей эллипсоидальной геометрии, то мы отсылаем читате­
ля к любому соответствующему учебнику.

Эффект движения полюса
Направление оси вращения Земли не являегся строго фиксированным ни в 
пространстве, ни относительно Земли. Оно подвергается очень малым, более



или менее периодическим, изменениям. Астрономам это явление известно под 
названием нутация (относительно инерциального пространства), геодезисты 
называют его движением полюса (относительно тела Земли). Этот феномен 
возникает вследствие очень малой разности между осыо вращения и осью мак­
симальной инерции (угол между ними приближённо равен 0.3") и несколько 
подобен прецессии волчка. Движение полюса имеет главный период около 430 
дней -  период Чандлера. Но он довольно нерегулярен, по-видимому из-за пе­
ремещения масс, атмосферных изменений, и т.д. (рис. 5.13).

Рис. 5.13: Движение полюса: перемещения среднего полюса за 1900 
-1997 гг. (сплошная линия), детализированное движение полюса за 

1995 - 1998 гг. (пунктир)

Международная служба вращения Земли (International Earth Rotation Service, 
IERS), первоначально Международная служба широт (International Latitude 
Scrvicc), затем Служба движения полюса (Polar Motion Service), поддержива­
емая Международным Астрономическим союзом и Международным Союзом 
Геодезии и Геофизики, непрерывно наблюдает за изменением множества па­
раметров в большом количестве мест, распределенных по всей Земле. Таким 
образом, она следит за перемещениями земной оси (движением полюса) и из­
менениями ее угловой скорости вращения.

Результаты публикуются как прямоугольные координаты мгновенного по­
люса Ру относительно среднего полюса Р§. Астрономически наблюденные



значения величии Ф,Л и Л, естественно, относятся к мгновенному полюсу Яд
и, поэтому, их нужно редуцировать к среднему полюсу, используя опублико­
ванные значения величин х и у. Для этого используют следующие формулы:

Ф = Фнабл “  я cos А +  у sin Л,

Л = Лиа6л “  (х sin А +  у cos A) tg ip +  у tg <рГр , (5-103)

А = Аиабл — (х sin А + у cos A) sec ip.

Полученные таким образом Ф, А, Л относятся к среднему полюсу; в геодезии 
используются именно эти величины, так как они не изменяются со временем. 
Всюду в данной книге долгота предполагается положительной при отсчете на 
восток, как и обычно в геодезии; однако следует упомянуть, что в литературе 
прошлых лет эти формулы часто записаны для западной долготы, согласно 
прежней практике астрономов. Так как поправочные члены, содержащие х и 
у , чрезвычайно малы (порядка 0.1"), то мы можем использовать в них как 
эллипсоидальные <р и А, так и астрономические Ф и А величины. Член, содер­
жащий </?Гр (широта Гринвича) в формуле для А обычно опускается, так что за 
обычный пулевой меридиан принимают скорее средний меридиан Гринвича, 
чем астрономическую долготу Гринвича непосредственно.

Формулы (5-103) -  те же, что и формулы (7-13), (7-14) и (7-15) в работе 
Moritz and Mueller (1987: сс. 419 -  420). Интересно отметить близкое подо­
бие между редукцией азимута (5 98) в связи с "вариацией зенита" -  то есть 
уклонением отвеса -  и редукцией долготы (5-103) в связи с вариацией полюса. 
Фактически, геометрия в обоих случаев одинакова. Величины £, ту, 90° — z, <р 
соответствуют величинам х, у, <£, </?Gr; разница в знаке sin а и sin А объясняет­
ся тем, что азимут отсчитывается по часовой стрелке, если смотреть из зенита, 
а восточная долгота отсчитывается против часовой стрелки, если смотреть из 
полюса.

5.13 Редукция горизонтальных и вертикальных 
углов и расстояний

Горизонтальные углы
Относительно редукции измеренных горизонтальных углов и к эллипсоиду, 
заметим, что каждый угол можно рассматривать как разность между двумя 
азимутами:

си = с*2 — c*i • (5-104)
Следовательно, мы можем применить формулу (5 98). В разности а 2 — Qi 
сокращается главный член 77 tg <̂>, так что для почти горизонтальных линий 
визирования можно пренебречь всей редукцией в целом.



Вертикальные углы
Соотношение между измеренным зенитным расстоянием z' и соответствую­
щим эллипсоидальным зенитным расстоянием г можно записать как

г =  z' +  е =  z' -I- £ cos a + 77 sin a , (5-105)

где a -  азимут наблюдаемой точки.

Пространственные расстояния
Электронное измерение расстояния дает пространственное расстояние I меж­
ду двумя точками А и В (рис. 5.14). Эти расстояния либо непосредственно

Рис. 5.14: Редукция пространственных расстояний

используют для вычислений в эллипсоидальной системе координат у?, Л, Л, как 
в "трехмерной геодезии” (см. разд. 5.9), либо редуцируют на поверхность эл­
липсоида. чтобы получить хордовые /0 или геодезические $о расстояния.

Вновь аппроксимируем эллипсоидальную дугу AqBq дугой окружности ра­
диуса Л, который является средиим эллипсоидальпым радиусом кривизны 
вдоль AqBq. Применяя теорему косинусов к треугольнику ОАВ , найдем

I2 =  (R +  h ^ 2 +  (R +  h2)2 -  2(R +  h\)(R +  h2) cosф . (5 106)



Так как
mfiib =  1 — 2 sin2 ъ̂.Ьcost/s =  1 — 2 sin2 —, (5-107)

то
12 = (h2 — h\)2 +  4R2 ^1 +  ^1 +  sin2 ^  ; (5-108)

с учетом соотношения
/0 =  2 flsin |  (5-109)

и обозначения Д/i =  h2 — hx получим

+ + (5-110)

Следовательно, хорда Iq и дуга sQ выражаются формулами

W ( i + * ) o + * r  (5_111)

s0 =  Rip =  2R arcsin ^  . (5-112)
2Н

Некоторые усовершенствования этих формул можно найти в работе Rinner 
(1956).

Заметим, что пространственные расстояния, по существу, не зависят от 
вертикали. Поэтому формула приведения (5 -111) не содержит уклонения от­
весной линии е.

5.14 Астрономогеодезическое определение 
геоида

Формула Гельмерта
Если даны значения уклонения отвесной линии, то можно определить форму 
геоида. Основным соотношением при этом является формула Гельмерта

dN =  —е ds (5 -113)

в том виде, как она дана в (2 -372), см. рис. 5.15. Интегрируя левую и правую 
части этого соотношения, получим

Гв
Ni



геоид

эллипсоид

Рис. 5.15: Связь между высотой геоида и уклонением отвесной ли­
нии

где
е =  f  cos a +  г) sin a (5-115)

является компонентом уклонения отвеса вдоль профиля АВ, азимут которого 
равен а (см. формулу (5—101)).

Формула (5 114) представляет высоту геоида как интеграл от уклонений 
отвеса но профилю. Так как N есть функция положения, то этот интеграл не 
зависит от формы пути, соединяющего точки А и В. Эта линия не обязательно 
должпа быть геодезической линией на эллипсоиде, и а может, в общем случае, 
быть переменной величиной. На практике часто используются северно-южные 
(е =  £) или восточно-западные профили (е =  rj). Интеграл (5-114) вычисля­
ется численно или с помощью графического метода. При этом нужно иметь 
такое количество станций вдоль профиля со значениями компонента е уклоне­
ния, которое обеспечивает достаточно надежную интерполяцию между этими 
станциями. Иногда для некоторых областей имеется в распоряжении карта 
значений ( и г / .  Такая карта создается с помощью интерполяции между хо­
рошо распределенными станциями, в которых ( и ? ]  уже известны (Grafarend 
and Offermanns 1975). Тогда профили интегрирования можно выбирать про­
извольно и формировать их так, чтобы получать избыточные измерения, поз­
воляющие затем выполнять уравнивание.

Если компоненты уклонения { иг /  получены непосредственно из уравнений

£ =  Ф — у?, г} =  (А — \) cos <р, (5-116)

то есть, путем сравнения астрономических и эллипсоидальных (или геодези­
ческих) координат одной и той же точки, то такой метод называют астроно­
могеодезическим определением геоида.

Астрономические координаты измеряются непосредственно; получение эл­
липсоидальных координат описывается ниже.



Определение локальной астрономогеодезической системы отсчета
Эта тема представляет лишь исторический интерес, вместе с тем она важна 
для понимания существующей классической системы триангуляции. В согла­
сии с частью I, но в отличие от части И, ’’локальный" здесь снова означает 
"региональный", то есть относящийся к стране (нанример, Франция) или даже 
континенту (например, Европейская система отсчета или Североамериканская 
система отсчета). В более обширной системе триангуляции выбирается некото­
рая "начальная точка" для которой заданы высота Ni и компоненты fi и 
rji уклонения отвеса. Здесь значения £1,771 и Ni могут быть заданы произволь­
но; таким образом, задаётся положение референц эллипсоида относительно 
Земли. Для определенности рассмотрим случай, который имел наибольшее 
практическое значение, то есть случай, когда & =  771 =  N\ =  0. Тогда, так 
как & = 771 = 0 , то нормали к поверхности геоида и эллипсоида совпадают; 
вследствие этого и того, что Ni =  0 , эллипсоид касается геоида под точкой 
Pi (рис. 5.16). Наконец, то условие, что ось референц эллипсоида должна

Рис. 5.16: Рсферснц-эллипсоид касается геоида в точке Р\

быть параллельна оси вращения Земли, определяет ориентацию триангуляци­
онной сети. Действительно, из уравнения Лапласа (5 99) тогда следует, что 
AQ\ = 77itg<^i = 0, а это значит, что а\ =  то есть, в начальной точке 
эллипсоидальный азимут равен астрономическому азимуту.

Теперь мы можем редуцировать измеренные расстояния и углы на эллипсо­
ид и вычислять положение на нем точек триангуляционной сети (их эллипсо­
идальные координаты <р и А) обычным способом. После измерения астрономи­
ческих координат Ф и А в тех же точках, мы сможем вычислить компоненты 
уклонения £ и г) по формуле (5-116). Исходя из заданного значения Nx в на­
чальной точке Pi (в нашем случае, Ni = 0), мы можем наконец вычислить 
высоту геоида N для любой точки триангуляционной сети путем повторно­
го применения формулы (5 114). Эти высоты геоида относятся к эллипсоиду,



который был задан величинами r}i,Ni и, конечно, большой полуосью а и 
сжатием / .  В таком случае часто говорят, что они относятся к данной аст­
рономогеодезической системе отсчета (a, ATi).

Зная N и ортометри1ческую высоту Я, можно найти высоту эллипсоида h 
с помощью соотношения h =  Н  -1- N; тогда прямоугольные пространственные 
координаты X, У, Z могут быть вычислены но формуле (5-27). Но до тех пор, 
пока £ и г] не будут представлять србой абсолютные (геоцентрические) укло­
нения, начало системы координат не будет совпадать с центром масс Земли 
(см. разд. 5.7).

Недостаток описанной процедуры заключается, очевидно, в том, что для 
редукции измеренных углов и расстояний к эллипсоиду необходимо знать 

7}. Однако для этой цели достаточно знать эти значения TV, £, 7] прибли­
женно. Их можно получить с помощью вышеописанной процедуры, используя 
при этом нередуцированные углы и расстояния. Величины Ny£,r) можно по­
лучить и другими способами, например, с помощью формулы Стокса.

Правильное и неправильное использование уравнения Лапласа
Следует отметить, что на практике значение компонента т/ часто получали, ис­
пользуя измерения азимута и соотношение (5-102) в преобразованной форме, 
то есть,

потому что измерение астрономического азимута проще, чем измерение аст­
рономической долготы. Но это является примером неправильного действия, 
которое может привести к систематическому искажению сети. Долгота и ази­
мут часто измеряются в одной и той же точке. Тогда условие Лапласа

позволяет проверить, правильно ли ориентирована сеть и параллельна ли ось 
эллипсоида оси вращения Земли. Таким образом, это условие может исполь­
зоваться для целей уравнивания сети. При этом астрономические станции с 
наблюдением долготы и азимута называют пунктами Лапласа. Для этих це­
лей точность полевых астрономических измерений достаточна, в отличие от 
использования этих измерений для непосредственного определения горизон­
тального положения с помощью соотношения <р =  Ф — £, и т.д. в разд. 2.21.

Астропомогеодезическое определение геоида было известно еще Гельмер- 
гу (Helmert (1880)) и даже до него; его также называют астрономическим 
нивелированием.

rj =  (А — a) ctg (р, (5-117)

Да = ДА siny> (5-118)



Сравнение с методом Стокса
Весьма поучительно сравнить формулу Гельмерта

N =  Na -  J  ed s  (5-119)

для астрономогеодезического метода с формулой Стокса

N =  [ [  Ад S(ip) da (5-120)
4тг 7о JJ

а

для гравиметрического метода. Оба метода используют вектор силы тяжести . 

Его сравнивают с нормальным вектором силы тяжести 7 . Компоненты £ = 
и т) =  АЛ cos <р уклонения отвеса представляют разность в направлении, а 
аномалия силы тяжести Ад -  разность в длинах этих двух векторов. Формула 
Гельмерта определяет высоту геоида N, исходя из значений £ и 77, то есть, 
используя направление вектора , в то время как ф орм ул а Стокса определяет 

ЛГ, исходя из значения Ад, то есть, используя длину вектора . Обе формулы 
до некоторой степени схожи: это -  интегралы, содержащие £, или £ и 77, и 
в линейной форме.

С другой стороны, эти две формулы проявляют отмеченные различия, 
характеризующие соответствующий метод. В  формуле Гельмерта и н т е г р и р о ­

вание производится вдоль части профиля; таким образом, достаточно знать 
уклонение отвеса в ограниченной области. Однако, положение рефереиц- эллии- 
соида относительно центра масс Земли неизвестно, и может быть определено 
только посредством гравиметрического метода или, более практично, посред­
ством анализа орбит искусственных спутников (разд. 7.2). Кроме того, аст- 
рономогеодезический метод может использоваться только на суше, поскольку 
невозможно произвести необходимые измерения на море.

В  формуле Стокса интегрирование должно производиться по всей поверх­
ности Земли, и аномалия силы тяжести Ад должна быть известна на всей по­
верхности Земли; но при этом точные гравиметрические измерения возможны 
и на море. Гравиметрический метод дает абсолютные высоты геоида для всей 
Земли: центр референц-эллипсоида совпадает с центром масс Земли. В  на­
стоящее время это -  лишь теоретическая возможность, потому что требуемое 
покрытие всей Земли пока недоступно. В  настоящее время активно исполь­
зуется GPS. Однако гравиметрический метод все еще является основным: он 
позволяет выявить не только геоцентр, но и детали геоида, в сочетании с аст­
рономогеодезическим методом!

Астрономогеодезический метод часто применялся для Определения сечений 
геоида. Мы упомянем пионерскую работу Galle (1914) с романтичным назва­
нием "Das Geoid im Harz". После 1970 года интегральную формулу Гельмерта



в ее первоначальной форме используют редко, а уклонения отвесной линии 
чаще комбинируют с другими данными (сила тяжести, GPS, различные спут­
никовые данные) для унифицированного определения геоида и ноля силы тя­
жести (см. главы 10 и 11).

Уравнивание сетей астрономогеодезических высот геоида
При достаточно плотной сети астрономогеодезических станций (предпочти­
тельно с пунктами Лапласа) со средним расстоянием 10 -  20 км между станци­
ями, интеграл Гельмерта (5 -119) может быть аппроксимирован соотношением

ANab =  Nb - N a =  -  Г  eds =  - еА %-ев f ds (5 121)
Ja 2 Ja

или

ДЛГлв = SAB ■ (5 122)

Таким образом может быть вычислена разность высот для линии АВ , и, тем 
же способом, для двух других линий ВС  и С А треугольника ABC  (рис. 5.17). 
Для них должно выполняться условие замкнутости

AN ab +  AN BC +  A Nca =  0, (5-123)

которое используется при уравнивании сети методом наименьших квадратов.

Рис. 5.17: Треугольная сеть для астрономогеодсзического геоида

Аналогично обрабатываются и другие треугольники, как в любой другой вы­
сотной сети (например, в нивелирной сети).

Любопытно, что, как можно показать, такие условия замкнутости матема­
тически эквивалентны известному соотношению

& N  _  d2N
dxdy d y d x ' ( )

См. также разд. 4.5.



5.15 Редукция за кривизну отвесной линии
Мотивация
Астрономические координаты Ф и Л, наблюденные на поверхности Земли, не 
строго равны соответствующим величинам на геоиде, так как отвесная, то 
есть силовая линия, не является прямой, или, другими словами, уровенные 
поверхности не параллельны. Поэтому, если мы желаем, чтобы наши астроно­
мические координаты относились к геоиду, то мы должны соответствующим 
образом редуцировать наблюдения.

Приведем примеры таких ситуаций:

1. Гравиметрические уклонения обычно вычислялись но формуле Венинг 
Мейнеса для геоида, так что либо гравиметрические уклонения нужно 
редуцировать вверх, к соответствующей точке на поверхности Земли, 
либо астрономические наблюдения нужно редуцировать вниз, к геоиду, 
чтобы сделать эти две величины сопоставимыми.

2. Если астрономические наблюдения используются для определения геои­
да, то, в принципе, должна быть применена та же самая редукция.

Важное замечание
Принцип редукции отвесной линии имеет фундаментальное теоретическое зна­
чение для понимания геометрии земного поля силы тяжести. На практике ее 
обычно игнорируют, если рельеф области достаточно плоский, либо заменя­
ют более сложными методами в гористых местностях, как мы увидим позже 
(разд. 8.12 и 8.13). Данный раздел можно опустить при первом чтении, за 
исключением пункта о нормальной кривизне отвесной линии в самом конце.

Принципы
Рассмотрим проекцию отвесной линии на плоскость меридиана. Согласно из­
вестному определению кривизны плоской кривой, угол между двумя соседни­
ми касательными к этой проекции равен

dip = —К\ dh , (5-125)

где знак "минус" принят условно, а кривизна /«i определяется формулой (2- 
50):

«! =  “ • (5-126)
9 ох

Ось х горизонтальна и направлена на север. Следовательно, полное изменение 
широты вдоль отвесной линии между точкой Р  на Земле и ее проекцией Ро



на геоид дается формулой

6<р= [  d(f =  — [  кх dh, (5 127)
JPo JPb

ИЛИ ^

5<р =  -  [  - ~ d h .  (5 128)
J po 9

Используя н>2 из (2 51), аналогично найдем соотношение, описывающее изме­
нение долготы

6 \ c o s v = -  [  -^ -d h \  (5 129)
M  9 ду

здесь ось у горизонтальна и направлена на восток.

Альтернативные формулы
Существует тесная связь между редукцией астрономических координат за 
кривизну и рассмотренной в разд. 4.3 ортометрической редукцией нивелиро­
вания.

Ортометрическая поправка d(ОС) была определена как величина, которая 
должна быть прибавлена к нивелирному приращению dn, чтобы преобразо­
вать его в ортометрическое превышение dH:

d(OC) =  dH — dn . (5 130)

Из рис. 5.18 видно, что для северно южного профиля редукция за кривизну 
и ортометрическая поправка связаны простой формулой

(5 131)
О х

Аналогично, находим

ду

Согласно разд. 4.3, имеем

<5Acos</> =  ^ § ^ .  (5 132)

Поэтому формула (5 130) принимает вид

(ДОС) =  dH - - d C  =  dH +  -d\V (5 134)
9 9



Рис. 5.18: Кривизна отвеса и ортометричсская поправка

и, следовательно,
дН  1 dW

^ дх g дх
(5 135)д н  l d w  к }

6 Х  c o s = —
ду g ду

Эти уравнения связывают реакцию за кривизну отвесной лииии с оргомет- 
рической высотой Н и потепциалом W. Замечательно, что, несмотря на нере­
гулярную форму отвесных линий, существуют такие простые и общие соотно­
шения как (5 131), (5 132) и (5 135).

С помощью этих соотношений можно получить вычислительные формулы 
для ре,дукций 5<р и SX за кривизну. Имеем

dC , (С \  dC



Подставляя это соотношение в (5-131) и (5-132), получим

H d g  g - g
0Ч> =  — г  -7Г н----- —  tgP i ,g ox g

. H dg g — g 3
S\ cos =  — -  т г  +  - — -  tg /?2 •

9 dy g

(5 138)

Здесь
t e A - g .  t g A - g .  (5 139)

то есть 0i a f e -  углы уклона северно южною и восточно-западного профилей 
относительно видимого горизонта; g -  среднее значение силы тяжести между 
геоидом и Землей. В этих формулах требуется знать лишь среднее значение 
g вместе с его горизонтальными производными и значение g на Земле, тогда 
как в (5 128) и (5 129) мы должны знать горизонтальные производные силы 
тяжссти вдоль всей отвесной линии. В формуле (5 138), в отличие от соотно­
шений (5 128) и (5 129), детальная форма отвесной линии непосредственно не 
участвует.

Среднее значение g находится путем применения редукции Прея к изме­
ренной силе тяжести д. Чтобы численное дифференцирование дд/дх и дд/ду 
дало приемлемые результаты, необходимо создавать вокруг станции достаточ­
но плотную гравиметрическую сеть и тщательно выполнять редукцию Прея. 
Углы уклона Д  и 02 берутся с топографической карты.

Знак этих поправок может быть найден следующим образом. Если g умень­
шается в направлении оси х, то формулы (5- 128) и (5 138) дают 6<р > 0, и из 
рисунка 5.18 видно, что тогда Ф в Pq больше, чем в Р. Относительно Л рас­
суждение аналогично. Таким образом,

Ф ге о и д  Ф з е ы л я  1
(5 140)

И̂ОИЛ М̂МЛИ SX .

Интегральная форма
В формуле (5 114) компоненты уклонения £ и г) относятся к геоиду. Это озна­
чает, что астрономические наблюдения Ф и А нужно редуцировать к геоиду.

Можно также - и часто это более удобно -  вводить поправку за кривизну 
отвесной линии не к астрономическим координатам Ф и А, а в геоидалыюе 
превышение, вычисленное с использованием нередуцированных компонентов 
уклонения.

Эти значения iV, обозначенные как N ', получаются путем применения фор­
мулы (5 116) непосредственно к наблюденным величинам Ф и А, определяю­
щим направление отвеса на станции Р  (рис. 5.19). Обозначение N закреплено



за правильными высотами геоида. Из рисунка 5.19 видно, что

dh =  dN +  dH =  dN' +  dn , (5 141)

где h -  геометрическая высота над эллипсоидом. Таким образом, разность 
между нсрсдуцированным и правильным элементами высоты геоида

dN' — dN =  dH — dn =  d( ОС) (5-142)
равна разности между элементом dH ортометри ческой высоты и

Рис. 5.19: Редукция астрономического нивелирования

нивелирным приращением dn, являющимся ортометри ческой редукцией вели­
чины d(OC). Таким образом,

Nb - N a =  N'b -N 'a -  ОСав , (5 143)

что позволяет применить формулу (4 -46):

Nb - N a =  -  ( ° е  ds -  f B i^ -2 ld n  +  f o -~ 7° Нв -  Sa~ 10 н а . (5 144)
J a  J a  7o 7o 7o

Здесь 7o -  обычная константа 7450, а компоненты уклонения e вычислены с 
помощью формул (5-116) и (5 115), исходя из значений Ф и Л, наблюденных 
на поверхности Земли. Эти идеи восходят еще к Гсльмерту, но едва ли исполь­
зуются сейчас.



Кривизна нормальной отвесной линии
Если при вычислении кривизны отвесной линии вместо фактической силы 
тяжести g использовать нормальную силу тяжести 7 , то. с учетом соотношения

7

получим

= 7а +  / *  sin'V -  ^ h ■ ■ • ^  , ( 5 -1 4 5 )

(Ь 1 д'у 27а . 27
d i ^ R d i ^ - R 1 sln^ cos^ «  д /  яп ^ сов^ ,

^7 _  1 $7 _  0
(5 146)

cty Я cos (р дХ

Следовательно, подынтегральное выражение (1/ 7 )(^7 / дх) в (5 128) не зави­
сит от /1, и мы легко можем выполнить интегрирование. Получим

Г
R «... _ .  .Мкм, «... , (5-147)8<ряоРмал = — -h sm 2 ip  =  -0.17" h [KM, sin2<̂>,

^АНОрМВЛ 0 .

Кривизна нормальной отвесной линии в направлении ”восток-запад” равна 
нулю вследствие осевой симметрии эллипсоида вращения. Нормальная редук­
ция (5 147) очень ваэюна для практического применения, см. разд. 8.13.

5.16 Эллипсоиды наилучшей аппроксимации и 
эллипсоид общеземной

Определим общеземной эллипсоид физически как эллипсоид вращения, об­
ладающий теми же массой М, потенциалом Wo, разностью между главными 
моментами инерции G(C — Л), где А =  (А +  В)/2, и угловой скоростью и, что 
и Земля.

Можно определить общеземной эллипсоид и геометрически как эллипсоид, 
который наилучшим образом аппроксимирует геоид. Это определение, воз­
можно, более привлекательно для геодезиста; оно может быть сформулирова­
но на основании , например, требования, чтобы сумма квадратов уклонений 
N геоида от эллипсоида была минимальной:

JJ N2 da =  минимум (5 148)
а

(этот интеграл нужно рассматривать как предел соответствующей суммы). 
Условие наилучшего приближения может также быть выражено в терминах



уклонений отвеса:

JJ(С2 + V2) d<7 минимум, (5-149)
а

минимизируя, таким образом, сумму квадратов полного уклонения отвеса

Можно дать множество других определений наилучшей аппроксимации, по­
добных данным.

Первое определение, основанное на условии (5 148), является, как отме­
чал еще Гельмерт, наиболее приемлемым и соответствующим интуитивному 
представлению об общеземном эллипсоиде; тем не менее, все определения яв­
ляются условными в той или иной мере и, как мы увидим ниже, теоретически 
эквивалентны.

Второе определение, основанное на условии (5-149), использует уклоне­
ния отвеса и поэтому особенно хорошо подходит для астрономогеодезического 
метода. Однако, так как этот метод применим только к ограниченным обла­
стям, максимум к континентам, то интеграл (5 149) следует заменить суммой, 
включающей астрономические станции в пределах этих областей:

Таким образом, мы можем получить эллипсоид наилучшей аппроксимации 
лишь для рассматриваемой области, а не для всей Земли. Как видно из ри­
сунка 5.20, локальный эллипсоид наилучшей аппроксимации может сильно

Рис. 5.20: Локальный эллипсоид наилучшей аппроксимации и об­
щеземной эллипсоид

(5 150)

минимум. (5-151)

общеэемнои эллипсоид

отличаться от эллипсоида общеземного, представляющего собой эллипсоид 
наилучшей аппроксимации для Земли в целом.



Если требуется, чтобы локальный эллипсоид наилучшей аппроксимации 
был, по возможности, близким к эллипсоиду общеземному, то перед реали­
зацией условия минимума (5-151) рекомендуется из астрономогсодезических 
уклонений отвеса вычесть эффект топографии и ее изостатической компен­
сации. В результате этой процедуры неровности геоида сглаживаются. Та­
ким способом Хейфорд вычислил международный эллипсоид как эллипсо­
ид, наилучшим образом приближающий изостатически редуцированные укло­
нения отвеса в Соединенных Штатах. Повторно эти вычисления проделал 
Rapp (1963).

Однако, в настоящее время определение локальных эллипсоидов наилуч­
шей аппроксимации безнадежно устарело, и мы не советуем пользоваться фор­
мулой (5-151), несмотря на её историческое значение.

Дело в том. что неизвестны аномалии плотности и отсутствует полная изо­
статическая компенсация. Поэтому лучше сделать ещё один шаг вперед и из 
астрономогсодезических уклонений £°,77а вычесть уклонения получен­
ные гравиметрически. Тогда условие минимума принимает вид

5 3  [^ ° — + ”  rf ) 2\ =  минимум. (5-152)

Таким образом, мы можем сказать, что метод Хейфорда эквивалентен исполь­
зованию соотношения (5-152), где гравиметрические уклонения (? ,r f  аппрок­
симированы уклонениями, учитывающими только эффект топографии и ее 
изостатической компенсации. Если бы изостатическая компенсация была пол­
ной и мы обладали точными знаниями о плотности над геоидом, то оба метода 
нри правильном применении давали бы одинаковый результат.

Эквивалентность различных определений земного эллипсоида
Весьма примечательно, что определения, основанные на условиях минимума 
(5 148) и (5-149), и определение по Рудзкому с использованием условия

J J {A g )2d a =  минимум (5-153)
a

приводят к результатам, которые в обычной сферической аппроксимации иден­
тичны как друг другу, так и физическому определению в терминах Л/, \Vq, 
С — А и ш. Это видно из следующего. Запишем разложение возмущающего 
потепциала в ряд по сферическим функциям в виде

Т =  Л) +  bnmSnm(d, А)]
п=1 т—0



Тогда, согласно разд. 2.17, уравнениям (2-351) и (2-359) или (2-363), имеем

G5M
#  7о

N =  G5M  _  W  + 1  у '  у -  [апт7гпт(0, А) +  bnmSnm{d, А)] (5-155)

GSM  2 SW
Ар = -----—  +  ■R2 ' R

ОО Т1

+ ^  [(”  ~ 1) в”Л » ( ,,> А) +  (п -  1) KmSnmi'd, А) ] ;
(5-156)

п=1 т = 0

напомним, что 70 обозначает глобальное среднее значение силы тяжести. Пред­
положим, что выполняется вполне естественное условие равенства масс 6М =
0. Если возвести в квадрат выражения для N и Ад и затем проинтегрировать 
но всей поверхности Земли, то все интегралы от произведений различных сфе­
рических функций 1Znm и Snm будут равны нулю, согласно свойству ортого­
нальности (1 83), а оставшиеся интегралы задаются соотношением (1 84). В 
результате получим

/ / N2da =  % 6 W 2 
7о

4- —  V '  1 .2 , V '' (п +  тп)\ , 2 2 Ч
То ^  2n + 1 2 -^  2(п - го)! ^ пт пт )w п=1 . т=1 4 '

(5-157)

/ / (Ад)2 da = ^ - 8 W 2

47Г ^  ( п  -  I ) 2 

+  2п + 1
П =  1

ап0 + 51
(п + га)! 

'  2(п — ш)!
(а2 4- Ь2 )X пт 1 птп/

(5-158)
С помощью более сложного вывода, который мы здесь опускаем (его можно 
найти в работе Molodenskii et al. (1962: с. 87)), получается похожая формула

/ / Д27о ^  2п +1
(п + тп)! 

^  2(гг — га)! (anm +  Ьпт)

(5-159)
Изменение размера и формы референц эллипсоида и его положения отно­

сительно Земли влияет только на коэффициенты 6W , аю, ац, 6ц и агсь остав­
ляя другие коэффициенты практически неизменными. Следовательно, каж­
дый из интегралов (5-157), (5-158) и (5-159) достигает минимума, когда все



эти коэффициенты равны нулю. Таким образом, SW =  0 означает равенство 
потенциалов Uq =  Wo; aw =  an =  6ц = 0  означает абсолютное положение 
(то есть совпадение центров тяжести); и а2о =  0 означает равенство J2 или 
С — (А + В)/2 нулю.

Таким образом, установлена эквивалентность физического определения в 
терминах М, Wo, С — А, ш и условия наилучшей аппроксимации в любой из 
форм (5 148), (5 149) или (5-153). (Можно заметить, что (5-158) не содержит 
члена первой степени из-за коэффициента (n — I)2, а (5 159) не содержит 
члена нулевой степени; это означает, что указанные члены из этих уравнений 
определить нельзя.)

Эллипсоид наилучшей аппроксимации и общеземная геодезическая 
система отсчёта
Следует иметь в виду, что общеземной эллипсоид, определенный выше описан­
ным методом, не обязательно доставляет наилучшую рефереиц-поверхность 
для практических целей геодезии. Такой эллипсоид определяется, по существу, 
опытным путем посредством эмпирического вычисления величии GM, Wq и 
т.д. Его параметры могут изменяться с каждым фактом улучшения качества 
или количества доступных измерений (силы тяжести, расстояний и т.п.). Что 
же касается принятого референц-эллипсоида, то с ним связано огромное ко­
личество численных данных, и было бы очень непрактично менять его слиш­
ком часто, поскольку это потребовало бы преобразования всех данных. Го­
раздо целесообразнее пользоваться установленным референц-эллипсоидом с 
фиксированными параметрами, которые обеспечивают достаточно хорошую, 
но не обязательно наилучшую аппроксимацию. В этом смысле Геодезическая 
Референц система 1980 все еще (2005 г.) остается вполне приемлемой.

Относительно земного эллипсоида существует некоторою рода конфликт 
между интересами геодезистов и астрономов. Геодезисту нужна постоянная 
референц поверхность, тогда как астроном предпочитает эллипсоид наилуч­
шего приближения к Земле. Компромисс может быть достигнут использовани­
ем фиксированного геодезического референц-эллипсоида, но время от времени 
вычисляются "наилучшие1' поправки к принятым параметрам для астрономи­
ческих и других целей. Именно так и поступает Международная Ассоциациия 
Геодезии (IAG) с 1974 года.



Глава 6 

Поле силы тяжести вне Земли

6.1 Введение
Поле силы тяжести вне Земли особенно важно знать на высоте полёта спут­
ников; но этот вопрос обсуждается, главным образом, в главе 7. Результаты 
данной главы также применимы к силам притяжения на спутниковых высо­
тах (см. разд. 7.2). Однако их главное практическое приложение состоит в 
вычислении реальных значений вектора силы тяжести, возмущений силы тя­
жести и аномалий силы тяжести на высоте полета самолетов для сравнения 
их с результатами аэрогравиметрии в процессе калибровки. Аэрогравиметрия 
представляет большой интерес для геофизической разведки, поскольку она 
намного оперативнее, чем наземная или морская гравиметрия.

Для вычислительных целей удобно вновь разбить потенциал силы тяжести 
W и вектор силы тяжести

g =  grad W  (6-1)
на нормальный потенциал U и нормальный вектор силы тяжести

7  =  grad U , (6-2)

и возмущающий потенциал Т =  W — U и вектор возмущения силы тяжести
<Jg =  grad Т =  g -  7 . (6 3)

В качестве нормального поля силы тяжести берётся, как обычно, поле си­
лы тяжести какого-нибудь подходящего эквипотенциального эллипсоида. Это 
позволяет использовать замкнутые формулы и вообще упростить математи­
ческие выкладки (см. разд. 2 .12).

Таким образом, прежде вычисляются значения величин U и 7 , а величины 
W и g получаются затем из формул

W  = U + T ,

g  = 7  +  d g .



В некоторых задачах нам понадобится вектор силы притяжения grad V 
(чистое притяжение без центробежной силы), а не вектор силы тяжести. Век­
тор силы притяжения получается вычитанием вектора центробежной силы из 
вектора силы тяжести:

здесь использованы обозначения разд. 2.1. Прямоугольная система координат 
т,у, z в этой главе будет пониматься в обычном смысле: это -  геоцентрическая 
система, оси х и у которой лежат в экваториальной плоскости с долготами 0° 
на Гринвиче и 90° на востоке, а ось 2 является осью вращения Земли.

Знаки компонентов векторов g, 7 , 6g и т.д. всегда будут выбираться так, 
чтобы они были положительны в направлении возрастания координат.

6.2 Вектор нормальной силы тяжести
Поле силы тяжести эквипотенциального эллипсоида лучше всего описывается 
в эллипсоидально-гармонических координатах и, /?, Л, введенных в разд. 1.15 
и 2.7. Они связаны с прямоугольными координатами х, ?/, z соотношениями

Если х, у , 2 известны, то и, 0, А могут быть вычислены с помощью замкнутых 
формул. Сначала получим

Исключая 0 из этих двух уравнений, мы получим квадратное уравнение от­
носительно и2} решение которого имеет вид

и2х
grad V =  g — grad Ф = g -  ш2у ;

0
(6-5)

х =  у/и2 +  Е2 cos 0 cos Л,

у =  у/и2 4* Е2 cos 0 sin Л,

2 =  и sin 0 .

(6-6)

х 2 +  у2 =  (и2 +  Е2) cos2/? , z2 =  и2 sin2/?. (6-7)

4 E2z2
(6-8)(x2 +  y2 + z2 - E 2)2 '

Тогда 0 задается так:

t g P  —  /  2  ■— 9  vи у/х2 +  у2

а для Л имеем
У



Если эллипсоидально-гармонические координаты известны, то нормальный 
потенциал U имеет вид (2-126)

U{uy Р) =  ( sinV  “  |) + \u2{u2 4- Е2) cos2P . (6 11)

Координатами вектора 7  вдоль координатных линий, согласно (2-131) и (2- 
132), являются

1 dU 1
w du w

G M  ш2а2Е q ' ,  . 2 . п  2 2/э-----------1-----------------(| sin /3 — COS (3

7э = 

7л =

и2 4- £ 2 и2 4- £ 2
1 at/ 1

гу л/w2 4- £ 2 dp w 
1 01/

у/и2 Е2 qo
— -I- ш2>/и2 4- £ 2 sin Р cos /?,

=  0 .
х/йМГЁ2 cos /3 дА

(6- 12)
Чтобы получить компоненты 7  в яуг-системе, мы вычислим частные произ­
водные

dU dU дх dU ду dU dz
ди дх ди ду ди dz ди И Т’ Д*

Частные производные х , у , г относительно и, Р, А получаются дифференци­
рованием соотношения (6-6 ):

u _ . dU . 0 dUcosр cos Л —----1-----  cos р sin Л —— I- sin р —— .
дх у/и2 +  Е2 <%/ Лг '

0 С/ и
~дй ~ у/и2 +  Е2
Л Г Т  Л Т Г  Л Г  т Л т г

—  = -y/v? ~+lP sinР cos Л —-----у/и2 Е2 sinР sin Л —— h гг cos/? -г— ,
др дх ду dz
ЛТТ ЛТТ Лгт

—  = — VttM-'E2 cos/? sin Л —— Ь \/гл2 4- Е2 cos Р cos Л -г— .
дХ дх ду

Вводя обозначения

получим

7* =
ди
дх ’

_  ± д и
^и w д и '

(6-14)

(6-15)

1и = ■ COS Р COS Л 7г +
и; у/и2 +  Е2

-  — sinР со 
w

и 1----- — cos[3 sinA 7„ +  — sin0 ъ  ,
w у/и2 + Е2 w

1 1  и
7)3 = -----sin/? cos Л 7* -------sinр sm Л 7У 4-------

w w w у/и2 4
cos Р ъ ,



Это формулы ортогонального преобразования прямоугольных координат. 
Матрица обратного преобразования ость транспонированная матрица .этой си­
стемы уравнений. Таким образом,

Это следует из определения коэффициентов этой системы как направляющих 
косинусов. Соотношения (6-17) можно также найти, решая систему линейных 
уравнений (6 16) относительно 7*, уу, 7 . каким-либо другим способом.

Формулы данного раздела являются строгими и могут быть легко запро­
граммированы. Применение здесь сферической аппроксимации было бы неумест­
но, так как величины относительно нормального эллипсоидального поля здесь 
сравнительно велики.

6.3 Выражение вектора возмущения силы тяже­
сти через аномалии силы тяжести

В разд. 1.4 мы ввели сферические координаты: г (радиус-вектор), i) (поляр­
ное расстояние), Л (геоцентрическая долгота) (см. рис. 1.3). Теперь мы вновь 
воспользуемся этими координатами, но заменим полярное расстояние i) его 
дополнением геоцентрической широтой <р (рис. 6.1). По аналогии с (1 26), 
эти сферические координаты связаны с прямоугольными координатами х, /у, с 
соотношениями

Удобно начать с выражения компонентов 6дг, 6д$. 6ух вектора возмущения 
силы тяжести Sg (6-3) в сферических координатах г, (р. А. Имеем, по аналогии

и cos (3 cos Л 7„ ----- sin (3 cos Л 7 у — sin Л 7Л .

cos fi sin Л 7U — — sin /3 sin A 7,? -I- cos А 7л , (G -17)

7j' w Vu- + E2
u

w \/u2 +  E2

1 . Э7 . = — sill 13 7U +
w

x = r cos (p cos A, 
у = v cos (p sin A, 
с =  rsin<p;

(6 18)

или, обратно,
г =  y/x а + уа +  г2,

A = arctg -  .

(G -19)



Z

Рис. 6.1: Сферические координаты г, у? (или соответственно), А 
и прямоугольные координаты х, у, г

с формулой (2 377),

- дТ  1 ОТ 1 ОТ /gs м
59r = j r -  % = - д - , &9\ = ----- г дг- • (6-20)Or г 0<р г cos (f OX

Так как мы имеем дело с относительно малыми величинами возмущенного по­
ля, то сферическая аппроксимация может оказаться достаточной (разд. 2.13), 
как это было в случае формулы Стокса.

Возмущающий потенциал Т может быть выражен в терминах аномалий 
в свободном воздухе на земной поверхности по формуле Пицетти (2 302) и 
(2 303):

ТР =  T(r,<p,X) =  ^  JJ Ag S(r,ip) d a , (6-21)
а

где S(r,ip) -  обобщенная функция Стокса

2R R Rl R2 , / с r-R cosTj> + l\
S{r,tp) =  —  + — -  3 — -  — совф ( 5 +  31п---------—---------J , (6 22)



Согласно (6 20), мы должны дифференцировать (6 21) по г, ф, и Л. Заметим, 
что интеграл в правой части (6-21) зависит г, ф, А только через функцию 
S(r, ip). Поэтому Ад является константой при дифференцировании, и

>з*=аb!J  <б м >

47Г r cos ip J J dX
a

Точка P, в которой должен быть вычислен вектор £g, имеет координаты ф, А; 
пусть соотвстству ющис координаты переменной точки Р', к которой относятся 
величины Ад и da, обозначены как ф', X'. Тогда:

da =  cos ф' d $  dX\ (6 25)
а ф, угловое расстояние между Р  и Р', представляется как

cos ф =  sin ф sin ф' +  cos ф cos ф' cos( А' — А). (6 26)
Имеем

dS(rti/>) dS(r, ф) дф дв{г,ф) _  dS(r,if>) дф . ,
дф дф дф ’ дХ дф дХ

Теперь мы вновь воспользуемся выводами разд. 2.19, которые привели нас 
к формуле Венинг Мейнеса. Так как сферическая аппроксимация достаточна 
для величин Т, 6g и т.д., то мы можем заменить геоцентрическую широту ф 
эллипсоидальной ip. Таким образом, соотношения (6 27) и (2 380) полностью 
аналогичны, и (2 383) можно позаимствовать из разд. 2.19: 

дф дф _—  =  -  cos а , —  =  “  cos ip sin q . (6 28)
Oip oX

Азимут а выражается формулой (2 388):
tga  = --------------cos^ 'siii(A '-A )

cos ip sin ip' — sin ip cos ip' cos( A' — A)
С учетом (6 27) и (6 28), формулы (6 24) принимают вид

* - £ / /
dS(r,i>)

A g — ^ — da,

П / у л d S (r,t)
59* = ~4̂ J j  а ° ~ d jT cosada' (6 3°)

’(г, Ч 
дф

R Гf  дБ(г,ф) .
(jpA =  — кт.—  sin Q da ■



Далее, найдем производные обобщенной функции Стокса (6 22) относи­
тельно ги ф . Дифференцируя (6 -23), получим

dl г — R cosф 01 R r . '
&  “ ------- 1------- ' м  =

Используя эти вспомогательные соотношения, найдем

(& 31)

OS
дг

as

R (г2 — R2) 4 R R  6 RI
г [3 r i г 2 гз

R2 , Л о I r  — RcoBil> +  l\- -jg- СОВф \13 +  6 In-------- - -------- J ,

2 R2r 6 R2 8 R2
Щ = 8™ФГ  р

(6 32)

r I

3R2 ( г  — Rcoeip — I r — Rcosф +3 R2 ( r  -  1 
r2 V IH---- o” ( ----- -----------------Ып -sin ^ 2r

Более удобные выражения можно получить подстановкой

г

*)]•

D =  -  =  y/l -  21 cos ф +  t2 .

(6 33)

(6-34)

Тогда обобщенная функция Стокса (6-22) и ее производные (6 32) примут вид 

5(г,^) = t ^  + 1 -  3D — t cosф ^5 +  31п-— — + j , (6 35)

dS(r,^)
дг

ОБ(г,ф) , . Г 2 6
Ш-------‘ sm<'[o5 + D ' 8

t2 Г1 - 12 4
= -я[-55- + 5  + 1- 6°

- U < * # ( i 3  + 6 b l ^ 2 ± ± £ ) ] ,
(6 36)

„ 1 — < cos ф — D 1 —t cos ф +  D
3  ——:—о------  3 In _ -

D sin2ф

Эти выражения использованы в (6- 21) и (6 30) при вычислении величин Т и 
<*g-



Расстояние Np между геопотенциальной поверхностью W — Wp, прохо­
дящей через точку Р, и соответствующей сферопотенциальной поверхностью 
U = WP, согласно теореме Брунса, равио

Np =  — ; (6 37)
70

см. также разд. 2.14 и рис. 2.15.
Уклонение отвеса, являющееся отклонением фактического отвеса от нор­

мального в точке Р, представлено его северно-южным и восточно-западным 
компонентами,

. 1 dNP _  1 dNP
г dip ’ г cos <р dX ’

эти формулы соответствуют (2 377). Так как 7  очень мало изменяется с ши­
ротой и не зависит от долготы, то

^  =  А  _  I дТР ТР dlQ _  1 дтР
dip dip \ 7 0 /  7Q дф 1q дф ~  7q дф

Подставляя результаты (6 39) и (6 40) в (6 38) и сравнивая с (6 20), получим

£р =  — -  8дф , г)р =  — -  6дх . (6 41)
7<? 1q

Видпо, что Np, т)р задаются соотношениями (6 21) и (6 30), за исклю­
чением коэффициента ± 1 /7 д. Следовательно, эти соотношения представляют 
собой обобщения формул Стокса и Венинг Мей носа для точек, расположен­
ных вне Земли, и приводят к ним при г =  R, t =  1.

Записывая соотношения (6 -41) в виде

» йд\ =  -7Т }у (6 42)

видим, что горизонтальные компоненты 6g напрямую связаны с уклонением 
отвеса, которое является разностью в направлениях векторов g и 7 . Радиаль­
ный компонент 6дг представляет собой разность величин этих векторов, так 
как, согласно сферической аппроксимации,

-6 g r =  Sg =  др ~ 7 р , (6 43)

что является скалярным возмущением силы тяжести (см. разд. 2.12).
Заметим, что здесь основной величиной, которую требуется вычислить, яв­

ляется возмущение силы тяжести 6д, а не аномалия силы тяжести Ад, потому 
что как д, так и 7 относятся к одной и той же точке вычисления Р.



6.4 Вычисление возмущений силы тяжести 
продолжением вверх

Рис. 6.2: Плоская аппроксимация

Применим интегральную формулу Пуассона (1 123) к гармонической функ­
ции Т:

ТР =
Л (г2 -  Л2) 

4тг f f ^ d a .  (6-44)

В окрестности точки Р  сфера фактически совпадает с касательной плоско­
стью, проведенной к ней в точке F  (рис. 6.2). Так как значения подынтеграль­
ной функции очень малы на больших расстояниях от точки Р, то мы можем 
распространить интегрирование по касательной плоскости вместо интегриро­
вания по сфере. Тогда, согласно рис. 6.2,

I =  y/s2 +  Я 2 . (6 -45)

Введем прямоугольную систему координат х, t/, £, у которой ось х направлена 
на север, ось у направлена на восток; эти оси лежат в касательной плоскости. 
Тогда



дифференциал поверхности

Я2 da «  dx d y , (6 47)

(6 48)
г =  Я +  Я , 

г2 -  Я2 =  (г +  Я)(г -  Я) «  2Я Я .

Таким образом, на плоскости формула (6 44) имеет вид
г г  /»оо /.ОО r p  T J  Г о о  ООО г р

n - s L L * * + - s L L  *******Л ( 6 191
Эту важную формулу называют "интегралом продолжения вверх". Она поз­
воляет вычислять значения гармонической функции Т в точке, расположен­
ной над плоскостью ху, исходя из ее значений на плоскости, то есть, продол­
жает вверх гармоническую функцию. Как Г, так и ее частные производные, 
дТ/дх, сУГ/ду, дТ/Oz, являются гармоническими функциями. В самом деле, 
если

02Т д2Т д2Т  Л
дх2 + ду2 +  dz2 ~   ̂ ^

то и

д2 ( дТ\ д2 /&Г\ д2 (дТ\ д (Р Т  д2Т д2Т\ п
дх2 \ дх )  +  ду2 \ дх )  dz2 \ дх )  дх  \ дх2 +  ду2 dz2 )  °

Поэтому формула продолжения вверх (6-49), применимая к любой гармони­
ческой функции, может быть применена и к дТ/дх, дТ/ду и dT/dz.

Так как Т -  возмущающий потенциал, то его частные производные явля­
ются компонентами вектора возмущения силы тяжести:

дТ  _ дТ  . дТ  . /Л
t e = s °* ' д ^ =  gx' д !  =  б9г- (6 52)

Мы не используем здесь обозначения 6gx, Sgy, 6gz, потому что хотим сохра­
нить их за компонентами в геоцентрической глобальной системе координат, 
которую не следует путать с введенной в этом разделе локальной системой 
координат. Как обычно, г, ф, А обозначают геоцентрические сферические ко* 
ординаты (см. разд. 6.3), соответствующие сферической аппроксимации. 

Таким образом, в дополнение к (6- 49), имеем

ОО



ос

—оо 
оо

—оо
оо (6 54)

5ях=Ь / /  &~ r d xd y -
-о о

Компоненты вектора Sg, стоящие в левых частях этих уравнений, относятся к 
точке Л, расположенной над поверхностью Земли; в интеграле в правой части 
они взяты в точке на уровне моря и должпы быть вычислены с помощью 
выражений

Эти соотношения следуют из (2 -264) и (6 42), (6 43) на уровне моря. Символы 
R и 7о обозначают, как обычно, средний земной радиус и среднее значение 
силы тяжести на земной поверхности.

Следовательно, посредством интеграла продолжения вверх мы можем вы­
числить Т и Sg} если на поверхности Земли заданы высоты геоида N  и ком­
поненты уклонения £ и rj.

Плоская аппроксимация достаточна для не очень больших высот (скажем. 
< 250 км). Иначе необходимо использовать сферическую формулу (6 44) для 
Т. К радиальному компоненту вектора 6дг формулу (6 44) можно применить, 
заменив в ней Т на гбд, поскольку и rSg, и г Ад являются, как известно из 
разд. 2.14, гармоническими функциями. Соответствующие сферические фор­
мулы для продолжения вверх горизонтальных компонентов 6д<р и 8д\ неиз­
вестны. Причина того, что в плоском случае один и тот же интеграл продол­
жения вверх может быть применён как к Т, так и к компонентам вектора Sg, 
заключается в том, что производные функции Т являются гармоническими 
функциями только в декартовой системе координат.

6.5 Дополнительные соображения
Отсчётная поверхность
Предыдущие формулы для возмущающего потенциала Т  и вектора возмуще­
ния силы тяжести Sg точны, если отсчётной поверхностью служит сфера. На 
практике аномалии силы тяжести относятся к эллипсоиду. В таком случае 
формулы для Т и Sg верны, если пренебречь относительной ошибкой поряд­
ка сжатия /  «  0.3%, то есть если пользоваться сферической аппроксимацией.

(6 55)

(6 56)



Напомним, что это не означает, что эллипсоид заменён сферой в каком либо 
геометрическом смысле; просто в исходных эллиптических формулах прене­
брегают первыми и более высокими степенями сжатия, вследствие чего они 
формально становятся сферическими формулами.

Так как аномалии силы тяжести и т.п. отнесены к эллипсоиду, то следует 
быть очень осторожными при вычислении значения величины t, входящей в 
формулы разд. 6.3. Если бы в качестве отсчётной поверхности использовалась 
точная сфера радиуса R , то г =  R +  Я, где Я  -  высота точки вычисления над 
сферой. Фактически же мы используем референц-эллипсоид; при этом опять

г =  Я +  Я , (6 57)

но теперь Я -  это высота точки над эллипсоидом (или, с достаточной точ­
ностью можно сказать, над уровнем моря); константа R =  6371 км является 
средним земным радиусом. Таким образом, г, вычисленпое по формуле (6- 
57), отличается от геоцентрического радиус-вектора г =  у/х2 + у2 +  z2. Мы 
уже упоминали, что, когда речь идет о Т и 6g, то геоцентрическую широту <р 
можно заменить эллипсоидальной широтой (р, например, полагая в формулах 
(6-26) или (6-29), что <р =  <р.

Исходные данные
При всех вычислениях, связанных с определением внешнего поля силы тяже­
сти Земли, в качестве Ад должна использоваться аномалия силы тяжести 
в свободном воздухе, поскольку все другие типы аномалий силы тяжести соот­
ветствуют какому-либо перемещению или удалению масс, влекущих за собой 
изменение внешнего поля. Если, помимо А д , используются уклонения отвеса 

г] (для продолжения вверх), то они также должны быть получены по ано­
малиям в свободном воздухе. Если, как это обычно делается, для редукции 
в свободном воздухе используется нормальный градиент в свободном воздухе 
dy/dh «  0.3086 мгал/м, то аномалии в свободном воздухе относятся, строго 
говоря, к физической поверхности Земли (к уровню суши), а не к геоиду (к 
уровню моря). Значения N , вычисленные по формуле Стокса с использовани­
ем таких величин, представляют собой скорее аномалии высот £, относящиеся 
к земной поверхности, чем высоты реального геоида. Однако, это различие 
столь незначительно, что может быть проигнорировано в большинстве случат 
ев, так чао мы можем рассматривать Ад как аномалии на уровне моря (см. 
разд. 8.6).

Если же этим различием пренебречь нельзя, и мы стремимся получить 
наивысшую точность для низких высот Я  в высокогорной области, то можно 
поступить следующим образом. Редуцируем аномалию в свободном воздухе 
Ад из точки А на земной поверхности к соответствующей точке Aq на уровне 
моря (см. рис. 6.3)
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Рис. 6.3: Редукция к уровню моря и к уровню точки F

(6-58)

и используем полученную таким образом аномалию Адгйрм на уровне моря. 
Вертикальный градиент dAg/dh может быть вычислен с помощью формулы 
(2-394) и аномалий Ад на земной поверхности. Можно редуцировать к любой 
другой уровенной поверхности W =  например, к поверхности, проходя­
щей через точку F  (рис. 6.3), и при этом использовать в формуле (6 58) hi 
вместо h. Тогда в формуле (6- 57) также следует использовать # ь  а не Н. Но 
для крупномасштабных целей редукция к уровню моря более предпочтитель­
на. Такая редукция достигнет значительной величины, по-видимому, только 
в исключительных случаях, поэтому обычно ею можно пренебречь, и в фор­
мулах разд. 6.3 и 6.4 в качестве Н можно брать высоту точки Р  над уровнем 
моря или над земной поверхностью. См. также разд. 8.6.

Вычисление вектора силы тяжести
После вычисления компонентов 6дг, 8д$, 6д\ численным интегрированием мы 
можем преобразовать их в прямоугольные координаты 8дх, 8ду, 6дг относи­
тельно глобальной системы координат.

Это можно сделать с помощью эллипсоидально гармонических коорди- 
пат, согласно разд. 6.2. При малых значениях величин 8дп, 8д$, 6д\ мож­
но пользоваться сферической аппроксимацией, пренебрегая, таким образом, 
относительной ошибкой порядка сжатия. Но если сжатие иренебрегается, то 
эллипсоидально гармонические координаты и, /?, А редуцируются к сфериче­
ским координатам г, <р, А, так что в сферической аппроксимации имеем

а 6д\ -  одно и то же в обеих системах (строго). Таким образом, 8дг, 8д$, 8д\ 
можно также рассматривать как компоненты вектора <5g в эллипсоидально­
гармонических координатах.

8ди — 8дг , 8д@ — 8д^ , (6 59)



В таком случае

9п =  7.. +  Sgr , 90 =  1о +  5дф, дх =  6дх , (6-60)

а дх, ду, дг получаются с помощью (6-17), где компоненты вектора g заменя­
ются соответствующими компонентами вектора 7 . Очевидно, что сферическая 
аппроксимация может использоваться только для £g, a 7U и 7  ̂ должны быть 
вычислены по строгим формулам (6 -12).

Потенциал силы тяжести W  может быть найден из первого уравнения (6- 
4); потенциал притяжения V получается вычитанием центробежного потенци­
ала и>2(х2 +  у2)/2; вектор силы притяжения определяется формулой (6- 5).

6.6 Сравнение аномалий и возмущений силы 
тяжести

Предположим, что сила тяжести g должна быть вычислена в некоторой точке 
Р вне Земли (рис. 6.4); мы рассматриваем сейчас только длину вектора силы

Np
Q

н.

W = Wp 
U = Wp

Рис. 6.4: Аномалии и возмущения силы тяжести

гяжес ги. Это легко сделать, прибавив поправку к нормальной силе тяжести 7 . 
Напомним, что в разд. 2.12 и позднее мы рассматривали два различных вида 
гакой поправки, g — 7 :

1. возмущение силы тяжести Sg, в котором и р, и 7 относятся к одной и 
той же точке Р;

2. аномалия силы тяжести Д</, в которой g относится к Р, а 7 -  к со­
ответствующей точке Q, расположенной на отвесной линии, проходящей 
через точку Р, так, что нормальный потенциал U  в этой точке совпадает 
с реальным потенциалом W  в Р, то есть, U q  =  Wp.



Эти две величины связаны соотношением

Ag =  6 g - ^ N P , (6-61)

достаточным для умеренных высот.
Возмущение силы тяжести используется, когда известно пространственное 

положение точки Р, скажем, измерены его геоцентрические прямоугольные 
координаты х, у , z. Так, при наличии GPS измерений местоположения само­
лета естественно пользоваться возмущениями силы тяжести.

Раньше традиционно использовались аномалии силы тяжести Ад. Дело 
обстоит так, например, при аэрогравиметрических работах, когда измеряется 
высота самолета над землей. В таком случае аномалии силы тяжести Ад могут 
быть вычислены продолжением вверх так же, как и Sg, см. разд. 6.4. Однако 
такая ситуация, видимо, принадлежит прошлому.

Ещё раз повторим, что следует пользоваться аномалиями в свободном воз­
духе, относящимися к земной поверхности или, более точно, к некоторой уро­
венной поверхности. Если земная поверхность представляет собой некоторую 
возвышенность над уровнем моря, но имеет достаточно плоскую форму, то 
лучше рассматривать Я  как высоту над землей, а не уровнем моря, потому 
что тогда земную поверхность можно трактовать локально как часть некото­
рой уровенной поверхности.

Обратная задача -  продолжение вниз аномалий силы тяжести или, скорее, 
возмущений силы тяжести -  возникает при редуцировании силы тяжести, из­
меренной на борту самолета. При этом существует, конечно, связь с задачей о 
гармоническом продолжении вниз при решении проблемы Молоденского, опи­
санной в разд. (8.6).

Продолжения вверх и вниз являются также инструментами геофизического 
исследования, но там преследуется совсем иная цель. Однако некоторые из 
разработанных в геофизике методов применимы и для геодезических целей, 
см., например, Dobrin and Savit (1988) или Telfort et al. (1990).

Продолжения вверх и вниз связаны между собой как прямые и обратные 
задачи в общей теории обратных задач, см. Anger et al. (1993), а также на 
сайте www.inas.tugraz.at и далее forschung/InverseProblems/AngerMoritz.html, 
где можно найти дополнительные ссылки.

http://www.inas.tugraz.at


Глава 7 

Космические методы

7.1 Введение
Содержание этой главы -  использование спутниковых наблюдений для опре­
деления глобальных особенностей поля силы тяжести и фигуры Земли. Но 
излагаются только самые основополагающие понятия. Более подробную ин­
формацию читатель найдет в специальных учебниках типа Hofmann-Wellenhof 
et al. (2001), Montenbruck and Gill (2001) и Seeber (2003).

Исторические замечания
Сразу после первого запуска искусственных спутников Земли (Спутник 1957, 
Explorer 1958) началось их использование для геодезических целей, и к на­
стоящему времени система глобального местоопределения (GPS) стала самым 
важным методом быстрого и точного определения геодезических координат 
(см. разд. 5.3). Исторически первые методы наблюдения были предназначены 
для определения пространственного направления на спутник и расстояния до 
него. Большинство этих методов теперь утратили свое значение, но некоторые 
принципы остаются еще полезными.

Направления
Направления могут быть измерены, фотографируя спутник на фоне звезд, 
или посредством радиоволн, отраженных от спутника, используя принцип ин­
терференции. Точность фотографии может быть достигнута только порядка 
0.2 дуговой секунды, что для современных целей недостаточно. Идея фото­
графического метода состояла в следующем. На фотографической пластине 
изображение спутника окружено изображениями звезд. Направления к окру­
жающим звездам определены их прямыми восхождениями а и склонениями 
6, которые известны из астрономии. Поэтому, искомые прямое восхождение и



склонение спутника могут быть найдены интерполяцией. В настоящее время 
эта техника является устаревшей.

Расстояния

Расстояния измеряются радаром или лазером. Радар используется для изме­
рения расстояний до космических зондов в солнечной системе, что является 
более важным для космических наук, чем для геодезии. Лазерные измере­
ния расстояний до Луны (Lunar Laser Ranging, LLR) и до спутников (Satellite 
Laser Ranging, SLR) полезны при определении параметров вращения Земли 
из за их высокой точности (порядка сантиметров) ; однако их использование 
ограничено небольшим количеством фундаментальных станций.

Измерения скоростей

Скорости движения определяются с помощью эффекта Допплера радиоволн, 
передаваемых со спутника. Это же используется также в работе GPS и в си­
стемах спутник -спутник (SST).

Спутниковая альтиметрия

При спутниковой альтиметрии со спутника, летящего над океанами, посылают 
вертикально вниз коротковолновый электронный луч. Луч отражается и при­
нимается спутником снова. Измеренная продолжительность движения луча 
сразу дает высоту Я  спутника над океанической поверхностью. Зная орби­
тальное положение спутника относительно глобальной системы отсчета, мы 
можем вычислить высоту спутника h над эллипсоидом. Тогда разность h — Я 
представляет собой высоту геоида N. Это так, если верным является пред­
положение о совпадении океанической поверхности и поверхности геоида. В 
действительности, обе поверхности отличаются за счет "поверхностной топо­
графии морей и океанов"(из-за океанических течений и т. п.),которая может 
достигать порядка 1 м и представляет интерес для океанографии. Соответ­
ствующие величины могут быть определены, если точный океанический геоид 
известен по результатам изучения гравитационного поля.

Принципы этих методов иллюстрируются на рис. 7.1, где е указывает на­
блюдаемое направление, з обозначает расстояние между станцией наблюдения 
и спутником, ds/dt соответствует допплеровскому наблюдению, a ds/dt между 
двумя спутниками получается посредством SST; наконец, Я  измерена спутни­
ковой альтиметрией.



спутник

Рис. 7.1: Принципы спутниковых методов

7.2 Орбиты искусственного спутника
Первым впечатляющим следствием наблюдений за спутниками, широко рекла­
мированным NASA в шестидесятые годы, было "открытие" того, что "Земля­
не эллипсоид, а скорее по форме подобна груше". Это вызвано шаровой гармо­
нической функцией Уз. Ее эффект на Северном и Южном полюсах составляет 
около 30 м, что на три порядка меньше, чем эллиптичность, обусловленная 
J2, чей линейный эффект a — b составляет около 20 км (!).

Первый реальный результат, также полученный в шестидесятые годы, со­
стоял в существенном уточнении значения самого сжатия / .  Оказалось, что 
оно равно 1/298.25 вместо ранее принятой величины 1/297.3, что соответствует 
линейному уточнению земного размера порядка 70 м!

Сжатие Земли вызывает наибольшее, но не единственное, отклонение зем­
ного гравитационного поля от поля однородной сферы. Вообще, согласно разд. 2.5, 
(2-78). гравитационный потенциал может быть разложен в следующий ряд по 
шаровым функциям :

Здесь члены, содержащие коэффициенты Jn, являются зональными сфериче­
скими функциями, а члены, содержащие коэффициенты Snm и Cnm -  тессе- 
ральными сферическими функциями.

Прежние обозначения Jnm =  — Спш и Knm = — Snm для техсеролъных 
гармонических коэффициентов теперь обычно не используются ; для зональ-

(7-1)
[Спт cosmA 4- Snm sin га A] Pnw(cost?)

n = 2 m = l



пых коэффициентов до сих пор основным является обозначение Jn, при этом 
CnU = Jn-

Что касается Луны, то единственным коэффициентом, оказывающим за­
метное влияние, является представляющий сжатие. Искусственные спут­
ники, по сравнению с Луной, гораздо ближе к Земле; типичные высоты над 
Землей спутников, которые используются в геодезических целях, находятся 
в пределах от 300 км до 20 ООО км. Следовательно, их движение подвержено 
влиянию не только гармоники с J2 и потому может быть использовано для 
определения гармоник низких степеней. Для этого мы должны изучить эф­
фект гравитационных возмущений на орбитах близких спутников.

Но прежде мы должны сделать краткий обзор теории неискаженной орби­
ты, которая имеет место в том случае, когда гравитационный потенциал имеет 
форму

V =  — , (7-2)
Г

то есть все коэффициенты С и S равны нулю. Это представляет гравитаци­
онное поле точечной массы или однородной сферы. Тогда движение спутника 
описывается тремя законами планетарного движения Кеплера. Спутники с 
параболическими или гиперболическими орбитами выходят за пределы наше­
го рассмотрения.

Согласно первому закону Кеплера, орбита имеет форму эллипса, в одном из 
фокусов которого находится центр Земли. Положение орбиты в пространстве 
определяется шестью элементами орбиты:

а большая полуось, 
е эксцентриситет,
г наклонение, ( .
О узел прямого восхождения, 
и аргумент перигея,
Т время прохождения через перигей.

Если а и 6 -  полуоси орбитального эллипса (не надо путать с полуосями 
земного эллипсоида!), то эксцентриситет определяется как

(7-4)
а

Рисунок 7.2 показывает проекцию орбиты на геоцентрическую единичную 
сферу, где Р  обозначает перигей, А -  апогей, К  -  восходящий узел, К* -  нис­
ходящий узел, S -  мгновенное положение спутника.

Пересечение плоскости орбиты с плоскостью экватора называется лини­
ей узлов; она соединяет восходящий узел К  и нисходящий узел К'. Прямое 
восхождение узла П представляет собой угол между линией узлов и направле­
нием на точку весеннего равноденствия. Значение £1 также называют долготой



Рис. 7.2: Проекция орбиты спутника на единичную сферу

восходящего узла, но, в соответствии с астрономической терминологией, это 
прямое восхождение (восходящего) узла. Большая ось орбиты пересекает ор­
битальный эллипс в точке перигея Р, то есть в точке, где положение спутника 
является самым близким к Земле, и в точке апогея А, где спутник являет- 
ся самым далеким. Угол и  между линией узлов и большой осью называется 
аргументом перигея.

Угловое расстояние спутника S от перигея называется истинной анома­
лией и обозначается v ; эго -  функция времени. Отметим, что такое странное 
название связано с историей астрономии; на самом деле ничего аномального 
в этом понятии нет!

Уравнение орбитального эллипса может быть записано в виде

является длиной радиуса-вектора г для v =  90°. Радиус-вектор г и истинная 
аномалия v формируют пару полярных координат в орбитальной плоскости, и 
(7-5) -  известное полярное уравнение эллипса. Для иллюстрации этих величин 
см. рис. 7.3, где фокус F  является центром масс Земли.

Согласно второму закону Кеплера, площадь эллиптического сектора, за­
ключенного между радиусами-векторами г любых двух положений спутника, 
пропорциональна времени, которое требуется для перемещения спутника из

1 +  е cos v ’

где г -  расстояние спутника от центра масс Земли, а

(7-5)

р =  — =  о(1 — е2) 
а

(7-6)



Рис. 7.3: Орбитальный эллипс

одного положения в другое. Другими словами, производная по времени пло­
щади области, заключенной между двумя радиусами-векторами, постоянна.
Так как элемент площади сектора в полярных координатах г и v равен - r 2dv,
можно сформулировать следующий математический закон

r2̂  = v/GMa( 1-е»), (7-7)

где упоминавшейся константе уже приписано ее реальное значение.
Третий закон Кеплера утверждает, что

п2а3 =  G M , (7-8)

где масса спутника отброшена по малости, а

2п .
п =  —  (7-9)

является "средним движением" (средней угловой скоростью) спутника на рас­
сматриваемом промежутке Р.

До сих пор мы предполагали, что все коэффициенты Jn, Спт и 5ЛТП в (7-1)
равны нулю. На самом деле это не так из-за нерегулярностей гравитацион­
ного поля Земли, хотя эти коэффициенты действительно малы. Поэтому на 
движение спутника оказывают влияние небольшие возмущающие силы. Мы 
все еще можем рассматривать спутниковую орбиту как эллипс, но тогда пара­
метры этого эллипса, элементы орбиты, следует считать уже не постоянными, 
а медленпо изменяющимися. В каждый момент этот оскулирующий эллипс бу­
дет немного другим. Это можно представить себе следующим образом. Если



в некоторый момент все возмущающие силы вдруг обратятся в нуль, то спут­
ник продолжит свое движение по точному эллипсу; этот эллипс и называется 
оскулиру ющим.

Если разложить полную возмущающую силу на прямоугольные компонен­
ты S, Т  и W , где 5 направлен по радиус-вектору, W  нормально к орбитальной 
плоскости, а Т нормально к S и W  (такая система обозначений принята в аст­
рономии и не имеет никакого отношения к геодезическим обозначениям Т и 
W для потенциалов!), то производные орбитальных параметров по времени 
могут быть выражены в терминах этих компонентов следующим образом:

i=rb\[^MWcoŝ  + v)' 
й _ г  /~ Г ~  sin(w +  t;) 

b \ G M  sin i '

(7-10)

b Г̂ а,
Ш ~ a \  G M

1 t +  p r—  S cos v H--------- T  sin v ----- W  sin(a> + v) ctg i
e ep p

Как обычно, a обозначает da/dt и т.д. Вывод этих уравнений можно найти 
в любом учебнике по небесной механике, например, Plummer (1918: р. 151), 
Brouwer and Clemence (1961: p. 301), и Seeber (2003: Sect. 3.2.1.3), где исполь­
зуются символы К\, К2, вместо W) 5, R.

7.3 Определение зональных гармоник
Влияние зональных сферических функций на орбиты искусственных спутни­
ков намного больше, чем влияние сферических функций тессеральных. До­
ступные для наблюдений вариации самих орбитальных элементов вызыва­
ют только зональные гармоники (J2, J$, J4, ...)• Тессеральные сферические 
функции вызывают колебательные возмущения, быстро меняющие свой знак, 
тогда как эффект зональных сферических функций накапливается. Поэтому 
мы рассмотрим сначала эффект зональных сферических функций, то есть 
эффект гармоник, независимых от долготы А.

Итак, пусть
G M



где возмущающий потенциал

G MG M  v-Ч /а е\п+1 т 
R =  ] Г  ( - J  Jn P„(cosi?)

n=2

(7 -12)

является функцией только г и # . Отметим, что основная разница между воз­
мущающим потенциалом R в небесной механике и возмущающим потенциалом 
Т в физической геодезии состоит в том, что R , в отличие от Т, включает также 
эффект сжатия через

Существуют также и другие возмущающие силы, действующие на спут­
ник, скажем, сопротивление атмосферы, лучевое давление солнечного света и 
т.д. Эти негравитационные возмущения должны быть приняты во внимание 
отдельно и здесь рассматриваться не будут .

Заметьте, что экваториальный радиус Земли (большая полуось земного 
эллипсоида) обозначен ае, в отличие от а, что сейчас обозначает большую 
полуось орбитального эллипса. Эта система обозначений будет использоваться 
и в дальнейшем.

Так как S есть компонента возмущающей силы вдоль радиуса вектора, то 
мы имеем

(7-13)

Составляющие возмущающей силы по меридиану и первому вертикалу имеют 
вид

_ 1 OR 1 dR 
г d'd И rsintf d\

Составляющие Т и W  получены из них вращением плоскости (рис. 7.4):

Рис. 7.4: Компоненты возмущающей силы



1 dR , 1 OR .
Т =  —  —  cosa +  — —  —  sina, г dv г sin v dX

(7-15)
1 dR . 1 OR

W  =  —  —  s in a ------- —  —  cos a .
r av r smv dX

Из прямоугольного сферического треугольника на рис. 7.4 следует, что

cos(a; 4- v)’ sin i cos icos a = -------- ;— --------, sina =  - —- , (7-16)
sin v smi?

поэтому окончательно

_  cos(a; +  v) sin i dR cos i dR
r sin d d'd r sin2tf dX ’

cos i dR cos(cj -I- v) sin i dR
(7-17)

W = -
r sin dd r sin2!? dX

Мы включили сюда d R /d X , так как в общем случае присутствуют зависимые 
от долготы тессеральные сферические функции (см. раздел 7.5). Но в данном 
случае, когда R  определяется формулой (7-12), d R /dX  равно нулю.

Теперь мы должны продифференцировать (7 12) относительно гит?,  вы­
числить составляющие 5, Т, W  с помощью (7-13), (7-17) и подставить их 
в систему (7 10). Таким образом, мы можем выразить производные а, ё, ... 
элементов орбиты в терминах коэффициентов J2, J3 , J4 , . . .  . Однако мы не 
можем наблюдать эти производные непосредственно. Практически мы наблю­
даем изменения элементов орбиты только после нескольких вращений. Изме­
нения после одного вращения с периодом Р  таковы:

pto + P fto +  P p to+ P
Aa =  a d t , А е =  I ed t , Ai =  I idt и так далее. (7-18)

v to J to */ £g

Здесь to -  произвольная "эпоха" (момент времени). Чтобы выполнить инте­
грирование, мы должны выразить а, ё, . . .  в терминах одной независимой пе­
ременной. В качестве такой независимой переменной мы можем взять время t 
или истинную аномалию v. Мы воспользуемся здесь второй возможностью.

Полярное расстояние # выражается как функция v через соотношение

costf =  sin(c«; -f v) sin г, (7-19)

которое следует из прямоугольного сферического треугольника на рис. 7.4. 
Радиус вектор г -  также функция v, согласно (7-5). Наконец, второй закон 
Кеплера (7 7) дает соотношение между v и временем t:



Следовательно, мы можем изменить переменную интегрирования t на v и по­
лучить, например, что

fto + P  /*2тг
Л Г  • Л Г  da JАа =  /  a at =  /  —  dv ,

Л0 «/v=o
где

da da dt

(7-21)

(7-22)
dv dt dv v/ G M o ( l -  e2)

Аналогичные формулы имеют место и для других элементов орбиты. 
После выполнения всех этих действий, являющихся довольно трудоемки­

ми, хотя и не слишком трудными, выясняется, что

Аа =  0,

1 - е 2
Ае = ----------- tg г A i ,

е

A i — 37ге ~  ^ sin2i^ cos i cos ш Js

+  ~  тг e | ) (1 — \ sin2z J sin 2г sin 2a; e J4 • • • ,
16 V p /  V 6 /

A f t  =  —37Г C0S* *̂ 2

+ 3?r ( P )  0 ~ 7 sin2i) ctgi sinw e Ji (7-23)
15 /  ae\ 4 /  7 . 2.\

+  —  7Г I “  ) I 4 sln 2 ) C0S г ^  ‘ »

A u ; =  67Г _  5  s in 2 i ^  </2

( ae\ 3 /  5  Л
-I- 37Г f —  1 1  ̂ ~  4  s*n  * J S*n  * S*n  ш e

+ {I I sin г cos 2и j4 • ••

В этих соотношениях мы пренебрегли по малости членами порядка e2J3 
и e2Ji. Пропорциональность Ае и Ai более или менее случайна: она имеет



место только относительно длиннопериодических возмущений; ё и di/dt сами 
не пропорциональны. Величина р определяется формулой (7-6); едва ли надо 
повторять, что а, р, е и т. д. относятся к орбитальному эллипсу, а не к земному 
эллипсоиду, у которого ае является экваториальным радиусом.

Интегрируя по одному вращению, мы удалили коротпкопериодические чле­
ны периодов Р, 2Р, 3Р, . . . ,  такие как cosv, соз2г; и т.д. Те, что остаются, 
являются вековыми членами, которые постоянны для одного вращения, но 
монотонно увеличиваются с увеличением количества вращений, и длипиопе- 
риодическими членами, которые изменяются очень медленно и периодически. 
Аргумент перигея и  увеличивается медленно, но постоянно, так что перигей 
орбиты спутника также вращается вокруг Земли, но намного медленнее, чем 
сам спутник; типичный период и -  два месяца. Поэтому члены, содержащие 
coscj, sin о;, или sin 2а; называются длиннопериодическими.

Первое уравнение (7- 23) показывает, что большая полуось орбиты никак 
не изменяется . Эксцентриситет и наклонение имеют длиннопериодические, 
но не вековые вариации, тогда как Пии;  имеют составляющие и вековые, и 
длиннопериодические.

Уравнения (7-23) линейны относительно «/з» • • • • Для практиче­
ских целей нелинейные члены, содержащие J f, J2 3̂. J 2J 4 и т.д., также долж­
ны быть приняты во внимание, так как J| имеет порядок J4. Вывод этих 
нелинейных членов намного более труден, а их выражения различны в раз­
личных орбитальных теориях. Поэтому соответствующие выражения здесь не 
приводятся.

Уравнения (7- 23), дополненные определенными нелинейными членами, мо­
гут использоваться для определения коэффициентов J2, J3, J4 и т.д. Посколь­
ку вековые или длиннопериодические вариации АП, Да;, Ае, A i известны из 
наблюдений многих спутников, мы получаем уравнения в виде

0>2̂ 2 +  a3J3 +  CL4J 4 +  • * * +  CL22J 2 а23̂ 2*̂ 3 +  • * • =  А ,

& 2 J2 +  М з  +  +  • • • +  ^ 2 2 ^ 2  +  ^ 2 3 ^ 2 ^ 3  +  * * ' =  В » 2 4 )

которые могут быть решены относительно J 2 , «/3, J 4, . . .  • Так как может быть 
только конечное число таких уравнений, мы должны пренебречь всеми Jn c n  
больше определенного номера щ , зависящего от количества доступных урав­
нений, степени их взаимозависимости и т.д. Практическая реализация такого 
подхода была существенно упрощена с помощью метода средней квадрати­
ческой коллокации (Moritz 1980 а: Sect. 21). Детали можно найти в работе 
Schwarz (1976).

Из формулы (7-23) видно, что коэффициенты Jn существенно зависят от 
наклона орбиты г. Поэтому важно использовать спутники с разнообразными



наклонами орбит, чтобы получить уравнения с высокой степенью взаимной 
независимости.

Теперь возникает вопрос, какие элементы орбиты следует' использовать 
для определения коэффициентов Jn. Ясно, что большая полуось а не может 
использоваться вообще. Что касается других элементов, то необходимо раз­
личать коэффициенты четной и нечетной степеней п. Четные коэффициен­
ты J2, ... можно достаточно надежно определить по регрессии узла ДП и
вращению перигея Aoj. Чтобы убедиться в этом, обратимся к соотношениям 
(7 -23). Четные гармоники вызывают вековые возмущения f in w , которые на­
много больше, чем длиннопериодические влияния нечетных коэффициентов, 
так как J3, J5, ... умножаются на малую величину эксцентриситета е.

С другой стороны, в выражениях для Де и Дг нечетные коэффициенты 
J3) J5, . . .  имеют намного большее влияние, чем четные коэффициенты, ко­
торые здесь входят с малым коэффициентом е. Следовательно, нечетные ко­
эффициенты определяются из Де или Дг, или по изменению расстояния до 
перигея r0 =  FP  (рис. 7.3). Так как г0 -  радиус-вектор при v =  0, мы имеем, 
согласно (7-5) и (7-6)

г0 =  у ^ = а ( 1 - е ) ,  (7-25)
и потому

Дг0 =  - а Д е ,  (7-26)
так как Да =  0.

Таким образом, вариация расстояния до перигея пропорциональна вариа­
ции эксцентриситета и может быть использована вместо Де.

Численные значения
Helmert (1884: р. 472) использовал регрессию узла орбиты Луны, чтобы опре­
делить коэффициент ./2, который является единственной величиной, имеющей 
заметное влияние на этот процесс. Заметим, что при е «  0 и р « а > а е, урав­
нение для ДО в (7-23) принимает вид

ДО =  - 37г J2 cos i . (7-27)

Гельмсрт нашел
J2 =  1086.5 • 10~6 , (7-28)

усреднив два довольно различных значения. Это соответствует сжатию

1 / /  =  297.8 ±2 .2 .  (7-29)

Полученное значение очень близко к последним результатам, но имеет намного 
меньшую точность.



Надежные значения этим методом можно получить только с помощью 
близких искусственных спутников. В настоящее время приняты, например, 
такие значения:

./2 =  1082.С359 • 1(ГС ,

./3 =  -2.5324 • 10-6 , (7-30)
JA=  -1 .6198 -10"6 ;

считается, что их средние квадратические ошибки меньше ± 0.01 • 10-6. Зна­
чение для ,/2 взято из отчета IAG Groten (2004), доступного в интернете на
сайте www.gfy.kii.clk/~iag/HB2004/part5/51-groten.pdf. Коэффициенты J3 и J4 
получены по результатам проекта GRACE (см. ниже раздел 7.5).

Наиболее значимый геодезический результат это падежное определение 
J2 и, следовательно, сжатия / ,  равного 1/298.25. Уже в 1964 г. Международ­
ный Астрономический Союз (IAU) принял значение 298.25, соответствующее 
J2 = 1082.7 • 10“ 6 (см. раздел 2 .11), то же принято Международными Геодези­
ческими Системами отсчета IAG 1967 и затем 1980, что не намного отличается 
от Мировой Геодезической Системы 1984 (WGS 84), являющейся стандартной 
и на сегодня (2005).

7.4 Прямоугольные координаты спутника и 
возмущения

Опишем сейчас, как вычислять прямоугольные координаты спутника по эле­
ментам орбиты. Затем мы обсудим их подверженность влиянию нерегулярно­
стей поля силы тяжести. Все это необходимо для определения тессеральных 
сферических функций по спутниковым наблюдениям.

Введем в рассмотрение неподвижную относительно звезд экваториальную 
систему координат X°Y°Z°. Ее начало -  в центре масс Земли. Ось Z0 сов­
падает с осыо вращения Земли; плоскость X°Y° является экваториальной. 
Осью Х° служит линия пересечения экваториальной плоскости и эклиптики 
(то есть плоскости земной орбиты вокруг Солнца); согласно астрономической 
терминологии, она направлена наточку весеннего равноденствия. Такая систе­
ма координат X °Y°Z° является фундаментальной в сферической астрономии. 
Отметим, что указанные направления координатных осей не вполне постоян­
ны во времени. Этот факт требует определенных деталей, которые читатель 
может найти в работе Moritz and Mueller (1987: Chap. 7). Но в данном кон­
тексте мы рассматриваем систему X°Y°Z° как неподвижную во времени.

Чтобы установить соотношение между прямоугольными координатами спут­
ника и элементами его оскулирующего эллипса (разд. 7.2) в определенный 
момент времени, рассмотрим рис. 7.3 и координатную систему e i? е2, опре­
деляющую плоскость орбиты. Полагая ез ортогональным к этой плоскости.

http://www.gfy.kii.clk/~iag/HB2004/part5/51-groten.pdf


получаем следующее представление спутника в этой системе:

cost; 
г sinv 

О
(7 31)

Этот результат можно преобразовать в экваториальную систему X°Y°Z° 
с помощью определенной матрицы вращения R  и получить соответствующий 
вектор Х° =  [Х0, У0, Z0]. Имеем

(7-32)

где матрица R  составлена из трех последовательных матриц вращения (см. 
рис. 7.2 и 7.3) и имеет вид

- х °  ■ " cos г»
Y0 =  R r sinv

.  z ° . 0

R  = К з {—П} R i { —г} R a j — uj}

cosQcosw -cosQ sina;
— sin Q sin и cos i — sin П cos ш cos i

sin 0, cos и — sin Q sin и
+  cosQsinu>cosi + cos ft cos и  cos i

sin и sin г cos a; sin г

sin Q sin i 

— cos il sin i 

cos i

(7-33)

см. Hofmann-Wellenhof et al. (2001: p. 43). Векторами столбцами ортоиорми- 
рованной матрицы R  служат оси орбитальной системы координат, представ­
ленной в экваториальной системе X?.

Заменяя (7-33) в (7-32) и выполняя умножение (Montenbruck and Gill 2001: 
Eq. (2.51)), получим

X ° =  r [cos Q cos(u; +  v) — sin Q sin(o; +  v) cos г],

Y° = r [sin О cos(a/ +  v) +  cos ft sin(u> +  v) cos i], (7-34)

Z° —r sin(o; + v) sin i ,

где, согласно (7-5),

г - 4 Ц ^ .  (7-35)1 -f e cos v
Это выражает прямоугольные координаты спутника в терминах элементов его 
оскулирующей орбиты, при этом истинная аномалия v фиксирует его положе­
ние во времени.



Так как оскулирующий эллипс не остается постоянным, то удобно исполь­
зовать какую нибудь фиксированную отпечетпную орбиту -  например, оскули­
рующий эллипс Ео, имеющий в определенный момент to элементы ао, ео, го»
Ц), То- В более поздний момент t элементы орбиты изменятся до ао +  Д*а, ео + 
Д4е, io + По +  Д«П, ujo +  Д ^ , Т0 + Д*Т, что соответствует оскулирующему 
эллипсу Et.

Элементы орбиты в (7-34) относятся к этому мгновенному оскулирующему 
эллипсу, так что a =  ао+Д*а, и т. д. Поэтому координаты X 0, У0, Z0 зависят от 
времени двумя способами: явно, через истинную аномалию и неявно, через 
переменные элементы оскулирующей орбиты. Чтобы устранить неявную за­
висимость, вычислим (7- 34), пользуясь элементами во и т. д. фиксированного 
отсчетного эллипса. Тогда полученные координаты зависят от времени только 
явным образом и соответствуют кеплеровскому движению в пространстве по 
фиксированному эллипсу. Чтобы преобразовывать их в истинные координаты 
Х°, У0, Z 0, надо ввести поправки ДеХ°, Д*У°, A tZ° в виде линейных членов 
разложения (7-34) в ряд Тейлора

Д4Х° =

ох° ох° А эх0 А зх° А ̂  эх0 А эх0 А
“&Г Ata~dT А(6 + "аГ А<1 + «Г д‘п + A<w+ ~foAlV'

Д,У° =
ау° д ау° А ay0 л . dY° А ау° А ак° А (7_36)
I T  л ,а ~dTAte + ~dT А ‘г +  Ж  А ,п  + AlU + AtV ’

A tZ° =

л d z°  л a z °  A . a z°  A a z° A a z° A
—  Д,а д (е + —  Д,. + - fa  Atsi + —  + —  Atv .

Частные производные легко получить, дифференцируя (7-34); заметим, что г 
есть функция а, е и v.

В этих выражениях мы использовали возмущение истинной аномалии A tv 
вместо возмущения эпохи перигея Д*Т.



Возмущения, выраженные в терминах Сптп и Snm

Возмущения элементов орбиты находят, интегрируя (7 10):

i
(7 37)

Подобное выражение может быть написано и для A tv. Компоненты S , Т, 
W  возмущающей силы выражаются в терминах Jn, Сптпу и Snm на основании 
уравнений (7-12), (7 13) и (7-17), где возмущающий потенциал

где коэффициенты Лптп и т.п. являются функциями времени t и, как правило, 
имеют период. В выражениях (7-39) зональные и тессеральные гармоники 
объединены, полагая Jn =  —Спо при m =  0; эта практика будет продолжена и 
в дальнейшем.

Подстановка (7-39) в (7-36) дает возмущение прямоугольных координат 
Х°, Y°, Z0 в виде следующих функций гармонических коэффициентов Спо = 

Jm Спт И Snm

(7 38)п
^  ^  ( С у п т  C O S  7 7 1 А  4 "  S n m  s i n  7 7 2 А )  /  п т ( с О Ь ^ )

771 =  1

теперь содержит также тессеральные сферические функции. 
Выполняя интегрирование в (7 37), получим

Ate — ^  ̂ (j^nm^nm *+* Bnm^nrn) 1 (7-39)
n,m

Д,У° = Y ,  (MnmCnm +  MnmSnm) ,
n,m

Д(2° =  (/Vnroc nm +  NnmSnm) ,
n,m

где опять Lnm, Lnm, Mnm и т.д. являюгея функциями времени t.'nm



Эти возмущения добавляются к координатам, вычисленным но формулам 
(7 34) с использованием элементов орбиты отсчстного эллипса Eq. Таким об­
разом. мы получаем прямоугольные координаты спутника в виде

Х ° =  X °(t ; ао, е0, г0, По, Чь Т0; Сnm' Snm) ,
у °  = Y °(t; оо,ео,го,По^о,Го ? Сптч Snm) , (7 41)
Z° =  Z°(t; а0,ео,го.^о.^о,То; С пт, Snm)

как явные функции времени t> содержащие как постоянные параметры эле­
менты орбиты отсчетного эллипса Е0 и гравитациоипые коэффициенты Спт и 
Snm• Этот факт определяет преимущество полученных формул (7 41) по срав­
нению с выражениями (7-34), которые формально намного более простые, но 
зависят от переменных орбитальных параметров оскулирующего эллипса.

Подробный вид выражений (7-41) является довольно сложным. Поэтому 
мы ограничились лишь описанием процедуры их получения, отсылая читателя 
за деталями к одной из первых книг но спутниковой геодезии Kauia (1966 а) 
и к указанным там его статьям.

7.5 Определение тессеральных гармоник и ме­
стоположения станций

Зональные сферические функции дают начало вековым и длиннопериодиче­
ским возмущениям элементов орбиты а, е и т.д. Поэтому их влияние может 
быть обнаружено в изменениях параметров орбиты, полученных путем инте­
грирования по многим вращениям спутника.

Возмущения за счет тессеральных сферических функций имеют намного 
более короткий период. Наибольший период гармоники порядка т =  1 равен 
одному дню, для тп =  2 -  только половине дня и т.д. Поэтому мы должны 
искать другой метод, который является достаточно чувствительным, чтобы 
обнаруживать даже короткопериодические эффекты и извлекать из наблюде­
ний как можно больше информации.

Наблюдаемыми элементами являются сферические координаты спутника 
относительно станции наблюдения: расстояние s и определяемое двумя угла­
ми направление. В соответствии с системой координат Х°, У0, Z 0, введен­
ной в предыдущем разделе, этими углами являются прямое восхождение а и 
склонение 5, определение которых показано на рис. 7.5. Углы а и 6 представ­
ляют собой полярные координаты в трехмерном пространстве и получаются 
путем фотографирования спутника на фоне звезд, как описано в разд. 7.1. Се­
годня их можно считать устаревшими, но полезными для геометрической ин­
туиции и симметрии. Наиболее важными являются расстояния 5, измеренные



Рис. 7.5: Направление на спутник, определяемое прямым восхожде­
нием а  и склонением S (слева -  Земля, справа -  единичная сфера)

с помощью GPS, радаром или лазером. Заметим, что измерение скорости изме­
нения дальности ds/dt спутника посредством эффекта Допплера также важно 
для определения тессеральиых сферических функций и положения станций.

Обозначая в экваториальной системе X°Y°Z° прямоугольные координаты 
наземной станции Р  как Х р , Yp, Zp, а спутника S как Z%, мы найдем
из рис. 7.5, что

Теперь вычисляем прямоугольные координаты Хр, Yp, Z% станции наблю­
дений Р. Система X °Y°Z0, будучи фиксированной относительно звезд, вра­
щается относительно Земли. Поэтому координаты Р  в этой системе являются 
функциями времени. Пусть Х р , Ур, Zp обозначают координаты Р  в обычной 
геоцентрической системе координат, фиксированной относительно Земли. В 
этой системе ось Z, совпадающая с осью Z0, является земной осью вращения; 
ось X  лежит в плоскости среднего меридиана Гринвича с долготой А =  0°; ось

X g -  Хр =  s cos 6 cos а , 

Yg — Yp = s  cos 6 sin a , 

Z§ — = s sin S ,

(7-42)

и потому

6 8104 V(X°s - x l ) 2 + (ys° - yp )2 ’
(7-43)



Y направлена на восток с Л = 90° . Рисунок 7.6 показывает, что

Хр =  Хр cos во -  Yp sin 0и ,

=  Х Р sin 0О + YP cos0о , (7-44)

Z°P = Z P .

Угол 0Q называется Гринвичским звездным временем; его значение

в0 =  u>t, (7-45)

где из -  угловая скорость вращения Земли. Оно пропорционально времени t и 
измеряет его в соответствующих единицах. Таким образом, абсолютное Грин­
вичское время необходимо, чтобы преобразовать земные координаты Хр , Yp, Zp 
к небесным координатам Хр, Yp, Zp, которые требуются в (7 42) и (7 43).

Наконец, подставив координаты станции (7-44) и координаты спутника (7- 
41) в (7-43). получим следующие выражения

a =  a(Xp,Yp, Zp: t; ao, e0,*o> tto<wo,T0; Cnm,Snm),

S = S(Xp, Yp, ZP\ t; a0, e0, ?'o, ^ 0i Иь T0\ Cnmj Snm) , (7 46)
s =  s(Xp,Yp, Zp\ t\ ao. eo,ioi^o>^o»^o; Cnm,£nm)-

Кроме координат станции и времени, здесь содержатся гак же орбитальные 
и гравитационные параметры.

Каждое наблюдение дает уравнение типа (7-46). Имея достаточное количе­
ство таких уравнений, мы можем вычислить координаты станции Хр, Yp, Zp, 
орбитальные параметры а0, ео и т.д. отсчетного эллипса и определенный набор 
гравитационных параметров Cnm и Snm. Таков принцип орбитального метода. 
Практически применяются дифференциальные формулы, позволяющие опре­
делить методом наименьших квадратов поправки к некоторым приближен­
ным значениям искомых величин. Поэтому реальные аналитические выкладки 
связаны с получением соответствующих (7-46) дифференциальных формул. 
Указанные выше подстановки последовательно выполняются в терминах со­
ответствующих дифференциальных выражений. Это позволяет нам работать 
с линейными уравнениями и использовать эффективный аппарат линейного 
анализа и матричного исчисления. Хотя принцип этой процедуры достаточно 
простой, необходимые детали довольно трудоемкие, и читателю опять реко­
мендуется обратиться к литературе, например, Kaula (1966 a), Montenbruck 
and Gill (2001). Используется также численный подход.

Помимо этих аналитических задач, решенных достаточно удовлетворитель­
но. геодезическое применение (7-46) сталкивается с трудностями, подобными.
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Рис. 7.6: Геоцентрические системы координат X°Y°Z0 (небесная)
и X Y Z  (земная)

в принципе, тем, которые возникают на практике при определении и зональ­
ных сферических функций посредством (7 24), но в данном случае эти труд­
ности являются даже более серьезными. Дело в том, что, строго говоря, бес­
конечное количество неизвестных Cnm, Snm и т.д. приходится определять по 
конечному числу наблюдений. Чтобы получить решение, необходимо предпо­
ложить, что эффект членов некоторых высоких степеней пренебрежимо мал. 
Но даже в этом случае остается очень много неизвестных: координаты стан­
ций наблюдений, параметры отсчетной орбиты, гравитационные параметры; 
к тому же и негравитационные силы, действующие на спутник, должны быть 
приняты во внимание, например, аэродинамическое сопротивление. Подходя­
щим вычислительным методом при решении обсуждаемой задачи является 
среднеквадратическая коллокация с параметрами (Мориц 1980 a: Sect- 16).

Чтобы получить надежное решение, наблюдения должны быть равномерно 
распределены как в пространстве (относительно наклонения орбит использу­
емых спутников), так и во времени.

Современные результаты
В настоящее время (2005 год) мы располагаем несколькими результатами опре­
деления коэффициентов тессеральных сферических функций до степени 360 
по комбинации спутниковых и наземных данных. Ожидается, что в ближай­
шем будущем будет достигнута степень 1800. Эти коэффициенты представ­
ляют крупномасштабные особенности возмущающего потенциала Т и, следо­
вательно, геоида, так как высота геоида N =  Т /7 . Имеет место общая со­
гласованность между наиболее существенными аспектами этих определений, 
отображаемая на картах геоида, но детали этих отображений и особенно ин­
дивидуальные коэффициенты различаются довольно заметно.



В качестве примера возьмем первые незональные коэффициенты С22 и S22, 
которые, согласно формуле (2 95), разд. 2.6, отражают неравенство главных 
экваториальных моментов инерции Земли или, выражаясь несколько вольно, 
его трехосность. Согласно Groten (2004), мы имеем С22 =  (1574.5 ±  0.7) • 10-9 
и S22 =  (—903.9 ±  0.7) • 10~9.

Что касается порядка величин, то коэффициент J2 имеет порядок 10_3, 
в то время как все другие коэффициенты имеют порядок 10_6. Вот почему 
Земля может быть так хорошо аппроксимирована эллипсоидом.

7.6 Новые спутниковые проекты изучения гра­
витационного поля

7.6.1 Мотивация и вводные рассмотрения
Точностные потребности геодезии, геофизики и океанографии относительно 
детальности поля силы тяжести оцениваются величиной 1 мгал для аномалии 
силы тяжссти. Соответствующая точность высот геоида варьирует от 1 до 2 
см. В предсиу гниковые времена гравитационное поле было известно с высокой 
точностью только в нескольких регионах мира и получено, главным образом, 
только с помощью наземных измерений и измерений на борту самолетов. Это 
означало, что во многих частях мира не было, фактически, никаких доступных 
данных о силе тяжссти.

Зачем вообще нам нужна информация о гравитационном поле? Во первых, 
поле силы тяжести, согласно Pail (2003), отражает неоднородность распределе­
ния масс в теле Земли и на ее поверхности. Во-вторых, оно составляет основу 
для определения геоида (см. главу 11), который, в свою очередь, может рас­
сматриваться как материальная отсчетная поверхность для многих процессов 
геодинамики (это относится к континентам, океанам, большим массам льда, 
атмосфере и т.д.) и их взаимодействию. Знание неоднородности масс явля­
ется ключевым для понимания конвекционных движений в земной оболочке, 
определяющих тектонику плит. Некоторые большие и многие малые плиты 
литосферы с толщиной порядка 100 -  200 км передвигаются с относительной 
скоростью несколько сантиметров в год. На краях плит расположены сейсми­
ческие зоны и вулканы.

Многие временные процессы, происходящие в Земле, можно расценивать 
как изменения распределения масс и, следовательно, они влияют на поле си­
лы тяжести. Это относится, например, к океаническим течениям, вариациям 
ледяных масс, изменениям уровня моря, приливам, вулканам, явлениям лед­
никовых последействий. Эти процессы можно классифицировать по их перио­
дичности. Некоторые из них являются длиннонериодическими или вековыми, 
например, движение тектонических плит продолжается на протяжении около



100 миллионов лет. Напротив, изменения ледяных масс могут происходить в 
течение каких-нибудь 10 лет; могут произойти даже моментальные явления, 
скажем, землетрясения.

Эти вариации отнесены к глобальной материальной отсчегной поверхно­
сти, то есть к геоиду. Поэтому чем более точно мы знаем геоид, тем лучше 
мы можем понять упомянутые эффекты. Что касается различных дисциплин, 
то гравитационное поле Земли важно, например, для геодезии, геофизики, 
океанографии и климатологии.

Геодезия
Как упомянуто в разделе 5.3, геодезия существенно изменилась с появлением 
GPS. В разделе 5.5 показано, что, несмотря на огромную значимость GPS, 
потребитель GPS получает только геометрические величины: WGS 84 коор­
динаты, то есть или геоцентрические прямоугольные координаты X, К, Z, или 
вычисленные по ним эллипсоидальные координаты </?, А,/г (см. раздел 5.6.1). 
Поэтому высота, полученная GPS, то есть высота h над эллипсоидом, является 
понятием чисто геометрическим. Чтобы преобразовать эти высоты в ортомет- 
рические высоты Я  согласно правилу Я  =  h — N , необходимо знать высоту 
геоида N. Используя спутники для определения гравитационного поля Земли, 
мы получаем глобально равномерную систему высот.

К тому же, точное знание гравитационного поля Земли улучшает опреде­
ление орбит спутников.

Океанография
Топографию морской поверхности (see surface topography, SST), то есть раз­
ность между геоидом и усредненной морской поверхностью, можно опреде­
лить из комбинации спутниковой альтиметрии и данных о гравитационном 
поле Земли. Из рис. 7.7 легко установить, что

h =  N  +  SST +  АН  +  а, (7-47)

где h -  высота спутника-высотомера над эллипсоидом (получается из орби­
тальных вычислений), N -  высота геоида, SST -  топография морской поверх­
ности, подлежащая определению, величина АН  вызвана приливно-отливным 
эффектом, а -  результат измерения высотомером. Отметим, что (7-47) соот­
ветствует некоторому упрощенному представлению, так как обычно, напри­
мер, SST приходится разделять на динамическую и постоянную части. За де­
талями рекомендуется обратиться к Seeber (2003: Sect. 9.3.1).,

Зная топографию морской поверхности, можно объяснить океанические 
течения и циркуляции, что является чрезвычайно важным для нашего пони­
мания глобальных энергетических изменений. Океанические течения вместе с
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Рис. 7.7: Спутниковая альтиметрия

их вариациями во времени являются важным показателем изменений клима­
та.

Такой подход страдает пока от точностной разнородности составляющих. 
Дело в том, что положение усредненной морской поверхности над эллипсоидом 
можно было бы определить с точностью до сантиметра. Но для этого такая же 
точность требуется и при отнесении топографии морской поверхности к геои­
ду, согласно рис. 7.7, то есть требуется улучшенный геоид соответствующего 
уровня точности.

Геофизика
Как упомянуто ранее, гравитационное поле Земли отражав!' неоднородность 
распределения масс в теле Земли. Знание силы тяжссти на земной поверхности 
и привлечение некоторой дополнительной информации (например, магнитные 
и сейсмические данные) позволяет построить улучшенные модели строения 
Земли и ее внутренних процессов. Эти процессы могут вызвать движение тек­
тонических плит, что является причиной землетрясений. Таким образом, как 
видим, иоле силы тяжести является важнейшим звеном в цепи интерактивных 
процессов. Проще говоря, улучшенное знание поля силы тяжести может при­
вести к более точным методам предсказания землетрясений. Это оправдывает 
любые усилия для определения гравитационного поля Земли.

7.6.2 Основные принципы измерения
Из сказанного выше потребность в точном определении гравитационного ноля 
Земли становится очевидной. Рассмотрим три различные концепции измере­
ния, приводящие к трем различным методам изучения ноля силы тяжести с 
помощью спутников:

• система спутник-спутник (satellite to-satellite tracking, SST), из кото­
рых один высокий, другой низкий, реализованная в проекте CHAMP



(Challenging Minisatcllite Payload);
• система спутник спутник, в которой оба спутника низкие, реализованная 

в проекте GRACE (Gravity Recovery and Climate Experiment);
• спутниковая градиентометрия, реализуемая в проекте GOCE (Gravity 

Field and Steady State Ocean Circulation Explorer).

Прежде чем рассматривать какие либо детали относительно целей и полез­
ной нагрузки перечисленных проектов, коротко обсудим их основные принци­
пы измерений.

Система спутник-спутник в режиме высокий-низкий
Принцип показан на рис. 7.8. Околоземная орбита низко летящего спут­
ника (НОО) непрерывно отслеживается спутниками, снабженными глобаль­
ными системами местоопределения типа GPS, ГЛОНАСС или, в будущем, 

Galileo. Заметим, что термин "режим высокий низкий" не совсем соответству­
ет действительности, так как спутники с GPS, ГЛОНАСС и Galileo находятся 
на средней околоземной орбите (СОО), а не на высокой околоземной орби­
те (ВОО). Однако мы придерживаемся системы обозначений в Seeber (2003: 
Sect. 10.1). Кроме отслеживания спутник-спутник, на спутнике НОО установ­
лен акселерометр. Тем самым измеряются трехмерные возмущающие ускоре­
ния, вызванные гравитационным полем Земли. Эти ускорения соответствуют 
первым производным гравитационного потенциала V. Поле силы тяжести вы-

Рис. 7.8: Система спутиик-спутпик в режиме высокий-низкий

водится путем обращения (в смысле решения обратных задач, см. замечание
об обратных задачах в конце раздела 1.13) полученной информации относи­
тельно орбиты низкого спутника.



Система спутник-спутник в режиме низкий-низкий
Принцип действия показан на рис. 7.9. Два спутника ООН двигаются но од­
ной и той же орбите, но отделены несколькими сотнями километров (око­
ло 220 км в случае GRACE). Расстояния между ними и скорости изменения 
этих расстояний измеряются с предельно возможной точностью. Орбита каж­
дого такого спутника подвержена индивидуальному влиянию возмущающих 
ускорений, которые соответствуют первым производным гравитационного по­
тенциала. Информация от обоих спутников дает разности ускорений. Кроме 
того, положения спутников НОО определяются другими спутниками с GPS 
на борту. Так что режим высокий низкий также, по существу, имеет место. 
Эффект действия на спутник негравитационных сил, например, за счет аэро­
динамического сопротивления, должен быть или компенсирован, или измерен 
акселерометром.

Рис. 7.9: Система спутник-спутник в режиме низкий-низкий

Спутниковая градиентометрия
По сравнению с вышеописанным режимом низкий-низкий системы спутник 
спутник с большим базисом между двумя спутниками ООН, можно сказать, 
что в случае спутниковой градиен^метрии базисное расстояние между дву­
мя акселерометрами стремится к нулю. Это достигается размещением обоих 
акселеромегров на одном и том же спутнике (рис. 7.10). Таким образом, спут­
никовая градиентометрия представляет собой измерение разностей ускорения 
в трех пространственных взаимно ортогональных направлениях шестью аксе­
лерометрами (по два на каждой из трех осей), установленными на одном и том 
же спутнике. Другими словами, измеренный сигнал есть разность гравитаци­
онного ускорения спутника, где гравитационный сигнал является результатом 
притяжения массами Земли. Следовательно, измеренный сигнал соответствует



Рис. 7.10: Спутниковая градиснтометрия с трехосным градиенто­
метром

производным компонент ускорения силы тяжести, то есть вторым производ­
ным гравитационного потенциала. Например, из рис. 7.11 видно, что
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Рис. 7.11: Измерение вторых производных Vxz 
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Резюмируя кратко описанные три метода -  система спутник спутник в ре­
жиме высокий-низкий, система спутник-спутник в режиме низкий-низкий, 
спутниковая градиеитометрия -  мы можем сказать, что основным объектом 
измерений является гравитационное ускорение. Согласно Rummel et al. (2002), 
в режиме высокий-низкий системы снутник спутник определяются коорди­
наты местоположения и скорость или ускорение спутника НОО. Трехмерное 
ускорение соответствует ускорению силы тяжести. Математически это выра­
жается первыми производными гравитационного потенциала.

В режиме низкий-низкий системы спутник спутник измеряются расстоя­
ние между спутниками, скорость его изменения или разности ускорения между



двумя спутниками, движущимися но одной и той же низкой орбите. Разности 
ускорения между двумя спутниками Н 0 0  математически выражаются разно­
стями первых производных гравитационного потенциала на длинном базисе 
(то есть на расстоянии между двумя спутниками Н 00).

В случае спутниковой градиептометрии измеряются разности трехмерного 
ускорения, относящиеся к очень короткому базису. Градиенту ускорения соот­
ветствует градиент компонент силы тяжести. Математически это выражается 
вторыми производными гравитационного потенциала.

Необходимо иметь ввиду следующую особенность изучения гравитацион­
ного поля спутниковыми методами: преобразование результатов измерений со 
спутниковых высот па земную поверхность приводит к увеличению неизбеж­
ных погрешностей измерений пропорционально коэффициенту (r/7?)M+l, от­
ражающему ослабление гравитационного поля с высотой. Эгот эффект мини­
мизируется при использовании орбиты настолько низкой, насколько это воз­
можно. и измерением не самого потенциала V или даже его градиента, а его 
производных второго порядка как изменений силы тяжести.

7.6.3 Проект CHAMP
Информации о проекте CHAMP (CHAllenging Minisatellitc Payload ) в основ­
ном взята с сайта http://op.gfz-potsclain.de/champ.

Задуманная и реализованная Научно исследовательским геоцентром Потс­
дама (Geoforschimgszentrum Potsdam) проект CHAMP преследует следующие 
основные цели:

• изучение глобального поля силы тяжести, или, конкретнее, уточнение 
длинноволновой части статического поля и ее временных вариаций (вы­
званных, например, перераспределениями атмосферных масс, океаниче­
ской циркуляцией, изменением уровня моря за счет таяния полярного
льда);

• изучение глобального магнитного поля, или, конкретное, уточнение ос­
новное магнитного поля и магнитного поля земной коры и их пространственно- 
временных вариаций;

• профилирование ионосферы и тропосферы, или, более определенно, уточ­
нение атмосферы с точки зрения ее температуры, содержания водяных 
паров и электронной структуры по данным о преломлении сигналов GPS.

Запуск спутника проекта CHAMP осуществлен 15 июля 2000 года с Россий­
ского космодрома Плисецк. Основные параметры :

• орбита почти круговая (эксцентриситет е < 0.004) и почти полярная 
(/ =  87°).

• начальная высота 454 км.

http://op.gfz-potsclain.de/champ


• проектная длительность -  пять лег (но ожидается, что этот срок будет 
намного больше!),

• вес 522 кг, длина 8.3 м (включая "хвостовую стрелу" 4 м длины), ширина 
1.6 м, высота 0.75 м.

Указанную начальную высоту можно рассматривать как компромисс меж­
ду условиями для измерения магнитного поля и ноля гравитационного, так 
как при измерении гравитационного ноля желательна более низкая высота. 
Но благодаря, главным образом, атмосферному сопротивлению, высота будет 
постепенно уменьшаться до порядка 300 км и даже меньше, что благоприят­
но скажется на чувствительности определения гармонических коэффициентов 
гравитационного поля.

Причина несколько странного размера 4 м хвостовой части объясняется 
технологическими требованиями магнитометрии -  измерительное устройство 
должно быть отделепо от основной части спутника ("магнитная чистота", см. 
http: / /op.gfz-potsdam.de/champ).

Для достижения целей проекта на борту спутника имеется следующее обо­
рудование :

• двойной частоты приемник GPS, связанный с системой антенн, чтобы 
определять орбиту спутника CHAMP, используя кодовые и фазовые псев­
додальности;

• трехосный акселерометр, чтобы измерять негравитационные ускорения, 
действующие на космический корабль (аэродинамическое сопротивле­
ние, давление солнечного излучения, альбедо и т.д.);

• лазерный ретранслятор для дублирования системы слежения, чтобы из­
мерять двусторонние расстояния между наземными станциями и спут­
никами с точностью 1 - 2  см; эти измерения обеспечивают точное опре­
деление орбиты;

• магнитометр магнитного потока, измеряющий векторные компоненты 
магнитного поля Земли (имеется также скалярный магнитометр для обес­
печения калибровочных возможностей векторного магнитометра);

• оборудование для определения электрического ноля, концентрации, тем­
пературы и сноса ионов;

• два усовершенствованных прибора для слежения за звездами, чтобы по­
лучать высокоточную информацию относительно ориентировки трехос­
ного акселерометра и цифрового измерителя ионного сноса, а также для 
корректировки положения спутника.

Мы не касаемся здесь другого оборудования спутника, не имеющего прямого 
отношения к научным целям проекта, типа газовой двигательной установки,



системы терморегуляции, энергетической системы, обработки данных, теле­
метрии, следящих и управляющих систем. Мы не упоминаем также элементы 
сектора управления проекта CHAMP и отсылаем читателя к вышеуказанному 
сайту.

Как уже объяснялось ранее, основой проекта CHAMP является система 
спутник-спутник в режиме высокий-низкий. Гравитационное поле Земли воз­
мущает орбиту спутника CHAMP. Эти возмущающие ускорения соответству­
ют первым производным гравитационного потенциала V. Поэтому гравитаци­
онное поле Земли может быть уточнено по результатам измерения гравита­
ционных возмущений орбиты спутника, пользуясь для этого либо численным 
интегрированием орбиты (Montenbruck and Gill 2001), либо принципом энер­
гетического баланса (Ilk 1999, Jekeli 1999, Sneeuw et al. 2002).

Для дальнейшего знакомства с темой рекомендуются работы Reigber et 
al. (2003) и Seeber (2003:Sect. 10.2.2).

7.6.4 Проект GRACE
Информация о проекте GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment) в 
основном взята с сайта http://op.gfz-potsdam.de/grace.

Проект GRACE -  совместный проект Американского национального управ­
ления по аэронавтике и космонавтике (U.S.National Aeronautics and Space 
Administration, NASA) и Немецким центром авиационных и космических по­
летов (Deutsches Zentrum fur Luft- und Raumfahrt, DLR). Основными целями 
проекта являются:

• определение глобального гравитационного поля Земли с высокой разре­
шающей способностью,

• изучение вариации силы тяжести во времени.

Другая задача состоит в изучении с помощью GPS-измерений явлений пре­
ломления в ионосфере и тропосфере путем детального определения электрон­
ного содержания. Два спутника этого проекта были запущены одновременно
17 марта 2002 г. с космодрома Плисецк (Россия). Основные параметры этих 
спутников:

• почти круговая (эксцентриситет е < 0.005) и почти полярная (г = 89°) 
орбита,

• начальная высота между 485 км и 500 км,
• спутники находятся на расстоянии примерно 220 км друг от друга (чтобы 

сохранять такое разделение, необходимы орбитальные маневры каждые 
один или два месяца),

• расчетная длительность миссии -  пять лет (но предусмотрена операция 
по продлению),

http://op.gfz-potsdam.de/grace


• вес каждого спутника -  приближенно 480 кг, дайна около 3 м.
Как и в случае с CHAMP, высота спутников GRACE со временем уменьшается 
прежде всего из-за атмосферного сопротивления. Величина снижения зависит 
от цикла солнечной активности и может составить приближенно от 50 км 
при низкой активности до 200 км при высокой активности за время действия 
миссии, см. http://op.gfz-potsdam.de/grace.

Расстояние между двумя спутниками должно измеряться с максимальной 
точностью. Скорость его изменения необходимо знать лучше чем 1 мкм• с-1, 
что достигается с помощью межепутниковых микроволновых измерений. Ос­
новная идея состоит в том, что вариации поля силы тяжести вызывают ва­
риации в расстоянии между этими двумя спутниками; районы с большими 
значениями силы тяжести воздействуют сначала на первый появившийся там 
спутник и, следовательно, разгоняют его относительно следующего спутника 
(Seeber 2003: р. 479).

GRACE будет информировать не только о статическом глобальном поле 
силы тяжести, но также и о его временных вариациях.

Укажем основное оборудование, которым снабжены спутники проекта для 
достижения указанных целей.

• Ключевым инструментом GRACE является далыюмерная система в по­
лосе частот К, измеряющая изменения расстояния между обоими спут­
никами, используя двухполосные микроволновые сигналы (то есть две 
односторонних дальности) с точностью порядка 1 мкм• с-1. Расстояния 
измеряются с частотой 10 Гц.

• GPS-приемиик служит для точного определения орбиты космического 
корабля GRACE и доставляет данные для атмосферного и ионосфер­
ного профилирования. Чтобы достичь этого, система спутник-спутник 
реализована не только между двумя спутниками GRACE, но и между 
GPS-спутниками. Навигационные определения на борту включают поло­
жение, скорость и временные отметки. Все это необходимо для системы 
ориентации. Точная орбита определяется на земле по кодам и несущим 
псевдодальностям.

• Система ориентации и отслеживания орбиты включает газовую двига­
тельную установку, три магнитных крутильных динамометра, прибор 
для слежения за звездами, трехосную инерциальную отсчетную систему 
для измерения угловых скоростей и трехосный магнитометр.

• Акселерометр измеряет все негравитационные ускорения, возникающие 
на космическом корабле GRACE, например, за счет давления солнечного 
излучения или аэродинамического сопротивления.

• Лазерный ретранслятор является пассивным инструментом, предназна­
ченным для отражения посылаемых наземными станциями коротких ла­
зерных импульсов. Расстояние между наземной станцией и спутником
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GRACE может быть измерено с точностью до 1- 2 см. Лазерные данные 
с ретранслятора используются вместе с данными GPS-приемника для 
точного определения орбиты.

В 2004 г. научная группа GRACE опубликовала первую версию новой модели 
гравитационного поля до степени и порядка 150. Соответствующий улучшен­
ный геоид вместе со спутниковой альтиметрией позволит продвинуться в изу­
чении таких проблем океанографии, геодезии и геофизики как океанические 
теплые перемещения, изменение уровня моря, океанические течения, точная 
навигация, определение орбит, нивелирование.

Концепция GRACE может трактоваться как одномерный градиентометр с 
очень длинной базой 220 км (Seeber 2003: р. 480). В отличие от этого, концеп­
ция GOCE использует очень короткие базисы (50 см) в трех направлениях.

7.6.5 Проект GOCE
Главные источники этого раздела -  www.esa.int/export/esaLP/goce.html,
ESA (1999), Muller (2001), Drinkwater et al. (2003), Pail (2003).

Проект GOCE (Gravity field and steady-state Ocean Circulation Explorer) 
является важнейшим в программе (Living Planet Programme) Европейского 
Космического Агенства (ESA). Основная цель -  измерение стационарного по­
ля силы тяжести Земли и определение геоида с очень высокой точностью. А 
именно, планируется:

• определить аномалии силы тяжести с точностью до 1 мгал,
• определить геоид с точностью до 1-2 см,
• достичь пространственное разрешение лучше, чем 100 км.

Выполнение таких требований предполагает определение гармонических ко­
эффициентов геопотенциала, по крайней мере, до степени и порядка 200 (со­
ответственно пространственному разрешению 100 км), но практически ожи­
дается даже до степени и порядка 250.

С геодезической точки зрения, глобальный геоид с точностью 1-2 см и 
модель поля силы тяжести с точностью 1 мгал при пространственном разре­
шении около 100 км может использоваться -  среди многих других важных 
применений -  для следующих целей:

• Контроль (или полная замена) традиционного нивелирования нивелиро­
ванием с помощью GPS. В разделе 4.6 мы уже получили основное урав­
нение (4-72), Н =  h — N, связывающее ортометрическую высоту Н (над 
геоидом), эллипсоидальную высоту h (над эллипсоидом) и высоту геоида 
Аг. Поэтому, если точное значение N можно получить с помощью GOCE, 
a h измерить с помощью GPS (разделы 5.5, 5.6.1), то сразу получается 
ортометрическая высота Н.

http://www.esa.int/export/esaLP/goce.html


• Приведение различных систем высот к единому общемировому началу 
позволит сравнивать уровни различных морей (например, Северного и 
Средиземного) и фиксировать их изменение (например, за счет таяния 
материковых льдов). Вспомним, что, по определению, геоид -  это экви­
потенциальная поверхность, которая гипотетически совпадает с усред­
ненной поверхностью океана в покое (в отсутствии приливов, течений и 
других небольших влияний). Следовательно, для точных измереиий оке­
анических течений и изменений уровня необходимо знать точный геоид.

• Существенное уточнение определения орбит искусственных спутников и 
их прогноз. Это особенно важно для низко летящих спутников. Точное 
знание поля силы тяжести позволит более уверенно отделять возмуще­
ния, вызванные статическим полем силы тяжести, от других возмущаю­
щих сил (причем не только от негравитационных сил, вызванных аэро­
динамическим сопротивлением и давлением солнечного излучения, но и 
от возмущений, вызванных земными и океаническими приливами).

Номинальная продолжительность миссии -  20 месяцев, включая трехмесяч­
ный ввод в действие и калибровку и две фазы измерения по шесть месяцев 
каждая; между фазами измерений -  длинный период затмения. Отметим дру­
гие важные параметры миссии :

• запуск планируется в августе 2006 г. с космодрома Плисецк (Россия) \
• солнечно- синхронная орбита, наклонение 96.5°,
• высота около 250 км,
• одна наземная станция управления в Кируне, Швеция; руководит мис­

сией Европейский Космический Операционный Центр (European Spacc 
Operations Center, ESOC) в Дармштадте.

Основные составляющие полезной нагрузки:

• трехосный градиентометр, составленный из трех пар электростатических 
сервоуправляемых акселерометров; предназначен для измерения произ­
водных силы тяжести в трех взаимно ортогональных направлениях; по­
лезный сигнал -  разность г равитационных ускорений (между парой ак­
селерометров, отделенных на 0.5 м) пробной массы внутри космического 
корабля, вызванных аномалиями силы тяжести за счет неоднородностей 
масс Земли;

• геодезический двух частотный (чтобы компенсировать ионосферные за­
держки) многоканальный GPS-приемник с бескодовой способностью сле­
жения (1) определяет орбиту спутника GOCE и (2) выделяет гравита­
ционную информацию (первая задача выполняется системой спутник 
спутник в режиме высокий-иизкий, определяющей точное положение

Запуск перенесен на конец 2007 года (прим.ред.)



[низкого] космического корабля относительно [высоких) отсчетных GPS-  
спутников; вторая задача решается посредством анализа и исследовани­
ем возмущений орбиты);

• лазерный ретранслятор для отслеживания наземными лазерными стан­
циями;

• управление ориентацией с приводами ионного ускорителя, приборы сле­
жения за звездами, трехосный магнитный динамометр и некоторые дру­
гие датчики;

• длина спутника около 5 м, поперечное сечение 1 м2, вес около 1000 кг

Ожидаются слсдоющие результаты миссии:

• гармонические коэффициенты гравитационного потенциала, см., напри­
мер, (2-80),

• соответствующая ковариационная матрица.

Эти данные позволят точно вычислять высоты геоида, аномалии силы тяже­
сти, а также океанографические данные. Важно отметить, что GPS-анализ 
орбиты GOCE дает информацию о длинноволновой части поля силы тяжести, 
в то время как спутниковая градиентометрия позволит определить коротко­
волновую часть. GOCE является первым проектом, "свободным от торможе­
ний", то есть спутник будет совершать свободное движение вокруг Земли. 
Поэтому требуется точная система ориентации и детальная компенсация сил 
лобового сопротивления и крутящих моментов. Подробности можно найти в 
работах Rebhahn et al. (2000), Drinkwater et al. (2003), Pail (2003), или на сайте 
www.esa.int/livingplanet/goce.

Измерения

Основной принцип градиентометрии в проекте GOCE -  измерение разностей 
ускорения на очень коротком базисе. Для двух акселерометров, расположен­
ных на одной оси на расстоянии 50 см друг от друга, можно написать, вслед 
за Muller (2001) и Pail (2003), следующие два уравнения измерений

н- Г2 -|- Ах -f- fng, 

а2 = — [М + ft +  flfl] Дх + fng,
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где ai и а2 
Марусси *,

измеренные ускорения этих двух акселерометров, а М  -  тензор

М  =

d2v d2v d2V
дх2 дхд у dxdz

d2v d2V d2V
дх ду ду2 dydz

& V d2v d2V
дх dz dydz dz2

(7-50)

который включает вторые производные гравитационного потенциала (то есть 
то, что нам нужно!). Кроме того, кососимметричная матрица

П =
0 CJ3 - U >2

- w 3 0 0 /i

U>2 - u ) i 0

(7-51)

включает компоненты угловой скорости и описывает ориентацию градиенто­
метра. Так как Q кососимметрична, то тензор ПП симметричен. Наконец, Ах 
в (7-49) -  вектор, направленный от пересечения трех координатных осей к 
соответствующему акселерометру (у всех таких векторов длина одна и та же), 
a fng включает все негравитационные эффекты (аэродинамическое сопротив­
ление, давление солнечного излучения и т.д.).

Складывая и вычитая два ускорения в (7 49), получим

(7-52)
(ai + аг)/2 =  fng,

(ai -  аг)/2 =  [М +  Q 4- 1"Ш] Д х,

выделяя, таким образом, негравитационные эффекты fng.
Введем обозначение

Г = М + П + ГШ. (7-53)
Так как Дх надежно известен из геометрии градиентометра, то остается 

извлечь из Г тензор градиентов силы тяжести М. Это может быть сделано с 
помощью двух соотношений

(Г — Гт )/2  =  П,
(Г +  Гг )/2  =  М  +  Ш 2,

(7-54)

где верхний индекс Т  обозначает транспонирование. Чтобы проверить эти со­
отношения, выполним несложные матричные преобразования. Если вообще К
-  симметричная матрица, то К  =  К т . Если К  -  кососимметричная матрица, 
то К  =  - К т .

'Часто это называют матрицей Гессе (прим. ред.)



Обращаясь к (7-53), заметим, что М  симметрична, ft кососимметрична, и 
ГШ симметрична. Поэтому, транспонирование (7- 53) дает

Гт  =  М  -  П +  О П . (7-55)

Используя теперь (7-53) и (7 55), мы сразу получаем, что

Г - . Г Т =  2П, (7-56)

то есть
(Г — Гт )/2  =  Q . (7 57)

Тем самым первое соотношение (7 -54) доказано. Чтобы доказать второе соот­
ношение (7-54), сложим уравнения (7-53) и (7 -55). Получим:

Г +  Гт =  2М + 2ГШ, (7-58)

или
(Г +  ГТ)/2  =  М  +  Ш7, (7-59)

что и завершает доказательство.
Поскольку 17 уже определено формулой (7-57), мы можем получить 

путем интегрирования:

П(*) = П(«0) + f  t ld t ,  (7-60)
Jto

где начальная ориентация Q(to) может быть получена с помощью слежения 
за звездами. Возведение Cl(t) в квадрат дает ГШ, что необходимо для (7-59). 
Таким образом, выражение

М  =  (Г +  Гт )/2  -  ПП (7-61)

является конечным результатом для искомого тензора Марусси М. Много дру­
гих деталей можно найти в работе Rummel (1986).



Глава 8

Современный подход к 
определению фигуры Земли

8.1 Введение
В предыдущих главах мы обычно использовали классические наблюдения и 
следовали взглядам, которые можно назвать консервативным подходом к за­
дачам физической геодезии. Геодезические измерения -  астрономические ко­
ординаты и азимуты, горизонтальные углы, сила тяжести и т.д. -  приведены 
к геоиду, и "геодезическая краевая задача" решается посредством интеграль­
ных преобразований Стокса на геоиде. Геоид ири этом служит как бы основой 
для определения местоположения точек земной поверхности.

Преимущество такого, подхода состоит в том, что геоид является уровен- 
ной поверхностью, что позволяет дать ему простое определение в терминах 
физически значимого и важного для геодезии потенциала W. Геоид дает наи­
более очевидную математическую формулировку горизонтальной поверхности 
на уровне моря. Вот почему использование геоида упрощает геодезические за­
дачи и согласовывает их с геометрической интуицией.

Недостатком является тот факт, что потенциал W  внутри Земли, а сле­
довательно, и геоид W =  const, зависят от плотности д в силу уравнения 
Пуассона (2 -9),

A W  =  -4 n G g  + 2u>2. (8 1)

Поэтому, чтобы определить геоид или воспользоваться им, необходимо знать, 
но крайней мере теоретически, плотность масс в каждой точке между геои­
дом и земной поверхностью. Ясно, что это невозможно, и потому приходится 
делать некоторые гипотетические допущения относительно плотности, кото­
рые теоретически неудовлетворительны, даже при том, что их практическое 
влияние обычно является довольно небольшим.

Поэтому чрезвычайно важное значение имеет работа М. С. Молоденского



(1945 г.), в которой удалось показать, что физическая поверхность Земли мо­
жет быть определена только с помощью геодезических измерений, не исполь­
зуя плотность земной коры. Это приводит к тому, что понятие геоида ока­
зывается лишним, но математическая формулировка задачи становится более 
абстрактной и более трудной. И гравиметрический метод, и астрономогеоде­
зический метод должны быть изменены при этом. Но зато аномалии силы 
тяжести и уклонения отвеса теперь относятся к реальной Земле, а не к уров­
ню моря; высота геоида при этом заменяется понятием "аномалия высоты”.

Эти разработки значительно расширили наше понимание основ физиче­
ской геодезии и предоставили новые мощные методы для решения классиче­
ских задач. Их фундаментальное теоретическое значение ни в коем случае не 
уменьшается тем фактом, что многие ученые предпочитают сохранить поня­
тие геоида из за его концептуальных и практических преимуществ.

В этой главе мы сначала даем краткий обзор традиционного определения 
геоида посредством редукции силы тяжести, чтобы лучше понять современ­
ные идеи. После описания теории Молоденского, мы показываем, как новые 
методы решают такие классические задачи, как редукция силы тяжести и 
определение геоида гравиметрическим или астрономогеодезическим метода­
ми. Подчеркнем, что термины "современные” и "традиционные" служат про­
сто удобными обозначениями; они не подразумевают никакого дополнитель­
ного смысла и никакой предпочтительности.

Часть I: Гравиметрические методы

8.2 Редукция силы тяжести и геоид
Интегралы Стокса, Венинг-Мейнеса и т.п. предполагают, что возмущающий 
потенциал Т является гармонической функцией на геоиде, что равносильно 
отсутствию каких либо масс вне геоида. Такое допущение -  нет никаких масс 
вне граничной поверхности -  является необходимым, если мы трактуем задачу 
физической геодезии как краевую задачу теории потенциала. Причина в том, 
что краевые задачи теории потенциала всегда имеют дело с гармоническими 
функциями, то есть с решениями уравнения Лапласа

АТ =  0. (8-2)

Это эквивалентно AV =  0. Доказательство: Т — W — U (U -  нормальный 
потенциал). A W  =  2и2 вне Земли (нулевая плотность, только вращение, AU = 
2а;2 по той же причине, следовательно АТ = AW  — AU =  2и)2 — 2и2 =  0). 
Так как A W  — 2ш2, а не нулю, то не совсем правильно называть внешний



потенциал силы тяжести W  тоже гармоническим, но для простоты мы можем 
это делать, так как недоразумения маловероятны.

Мы знаем, например, что определение Т  или N  по аномалиям силы тяжести 
Ад можно рассматривать как третью краевую задачу (см. раздел 1.13).

При этом все массы вне геоида должны быть перемещены внутрь геоида 
или полностью удалены прежде, чем мы сможем применить интеграл Стокса 
или связанные с ним подобные формулы. В этом состоит цель различных 
редукций силы тяжести. Мы подробно рассматривали эти вопросы в главе 3 
и сейчас можем ограничиться указанием только тех теоретических особен­
ностей, которые характерны для обсуждаемой проблемы. Если внешние мас­
сы вне геоида удалены или перемещены внутрь, то сила тяжести изменяется. 
Кроме того, сила тяжести измеряется на поверхности Земли, а необходима 
на уровне моря. Таким образом, для получения краевых условий на геоиде 
необходимо рассмотреть два эффекта редукции силы тяжести.

Регуляризация геоида путем перемещения внешних масс, к сожалению, из­
меняет уровенные поверхности, а следовательно меняет и геоид. Это -  косвен- 
ный эффект,; измененный геоид называют когеоидом или регуляризованным 
геоидом.

Суть этого метода может быть описана следующим образом (Jung 1956: 
р. 578); см. рис. 8.1.

Рис. 8.1: Геоид и когеоид

1. Массы вне геоида путем вычислений или удаляются полностью или пе­
ремещаются внутрь геоида. Учитывается влияние этой процедуры на 
значение силы тяжести g на станции Р .

2. Станция измерения силы тяжести перемещается от Р  вниз к точке Ро на 
геоиде и снова учитывается соответствующий эффект на силу тяжести.



3. Косвенный эффект, то есть расстояние SN =  Р0Р°, получается делени­
ем изменения потенциала на геоиде SW на нормальную силу тяжссти 
(теорема Брунса):

S N - ™ .  (8-3)
7

4. Станция измерения силы тяжести теперь перемещается от точки Pq на
геоиде к точке Fк на когеоиде (обозначается верхним индексом с). Это
дает граничное значение дс силы тяжести на когеоиде.

5. По редуцированным значениям аномалии силы тяжссти

Адс =  дс -  7 (8-4)

по формуле Стокса вычисляется форма когеоида, то есть Nc =  QPC.

6. Наконец, геоид определяется с учетом косвенного эффекта. Высота гео­
ида N, таким образом, получается как

N =  NC +  6N. (8-5)

Замечание. На первый взгляд может показаться, что массы между геоидом 
и когеоидом должны быть удалены, если когеоид оказывается ниже геоида, 
потому что формула Стокса применяется к когеоиду. Однако в этом нет необ­
ходимости, и мы можем не беспокоиться о ’’вторичном косвенном эффекте". 
Обоснование этого факта можно найти в работе Moritz (1965: р. 26).

В принципе, любая редукция силы тяжести, которая дает граничные значе­
ния на геоиде, одинаково пригодна для определения геоида, при условии, что 
косвенный эффект принят во внимание должным образом . Поэтому выбор 
хорошего метода редукции должен быть сделан с других точек зрения, таких 
как геофизический смысл редуцированных аномалий силы тяжести, простота 
вычислений, выполнимость интерполяции между станциями измерений силы 
тяжести, малостью или даже отсутствием косвенного эффекта и т.д. (см. раз­
дел 3.7).

Редукция Буге соответствует полному удалению внешних масс. При изо- 
стпатпической редукции эти массы перемещаются вертикально вниз согласно 
некоторой теории изостазии. Конденсационная редукция Гельмерта сжима­
ет внешние массы до поверхностного слоя на геоиде. Редукция Буге и осо­
бенно изостатическая редукция (в современной терминологии топографо 
изостатическая редукция) используются как вспомогательные средства при 
вычислениях, особенно для облегчения интерполяции.

Аномалия в свободном воздухе в настоящее время используется в трех 
смыслах.



1. На земном уровне (на физической поверхности Земли) это -  обычная 
аномалия силы тяжести в смысле Молоденского (раздел 8.4).

2. На уровне моря она может пониматься как аналитическое продолжение 
аномалии Молоденского с земного уровня к уровню моря. Мы рассмот­
рим это подробно в разделе 8 .6 . Завершающий обзор можно найти в 
разделе 8.15.

3. Аномалию в свободном воздухе можно теоретически интерпретировать 
как приближенное значение классической конденсационной аномалии в 
смысле Гельмерта (раздел 3.9). Это одна из часто используемых на 
практике интерпретаций, позволяющая упростить применение формулы 
Стокса к классической аномалии в свободном воздухе, когда использует­
ся только стандартная нормальная редукция измеренной силы тяжести 
g , см. формулу (8 -6 ) ниже.
Сказанное относится к аномалии силы тяжести в строгом смысле Мо­
лоденского (пункт 1 выше). Но возможна и другая интерпретация: эго 
(сознательное или несознательное) использование метода Молоденского 
в нулевом приближении (то есть, используется только формула Стокса 
без поправки Молоденского д\, см. раздел 8 .6 ). Конечно, это работает 
только при достаточно плоском рельефе.

Важное замечание. Любопытно, что при этом благоприятное действие 
оказывает введение поправки за рельеф (раздел 3.4); объясняется эго с 
помощью изостатической редукции, Moritz (1990: р. 244) и возможностью 
трактовать поправку за рельеф как своеобразную поправку Молоденско- 
го д\ , Moritz (1980 a: Sect. 48).

Совсем другой смысл имеет редукция Пуанкаре -  Прея (раздел 3.5). Она 
не предназначена для вычисления значений на краевой поверхности, а ап­
проксимирует реальную силу тяжести внутри Земли и используется в теории 
ортометрических высот (глава 4).

Во всех методах редукции необходимо знать плотность распределения масс 
над геоидом. Практически это приводит к необходимости делать какие-нибудь 
предположения -  например, полагать д =  2.67 г см~3. Второе допущение обыч­
но делается при вычислении редукции в свободном воздухе, которая является 
частью редукции силы тяжести на геоид: реальный градиепт силы тяжести в 
свободном воздухе полагается равным нормальному градиенту

—  ~  —0.3086 мгал* м-1 . (8 - 6 )oh

Эти два предположения фальсифицируют наши результаты, по крайней мере, 
теоретически.



Второго допущения можно избежать, если градиент в свободном воздухе 
вычислять методами раздела 2.20. Аномалии Ар, предназначенные для ис­
пользования в формуле (2-394), должны быть аномалиями силы тяжести, ре­
дуцированными к геоиду: из силы тяжести д после выполнения указанных 
выше шагов 1 и 2 вычитается нормальная сила тяжести 7  на эллипсоиде. Это 
предполагает, что в шаге 2 была использована предварительная редукция в 
свободном воздухе, полученная с помощью нормального градиента.

Уклонения отвеса
Косвенный эффект сказывается на уклонении отвеса так же, как и на высоте 
геоида. Мы нашли ранее, что

N  =  Nc +  SN , (8-7)

где Nc -  высота когеоида, непосредственный результат формулы Стокса, a SN
- косвенный эффект. Дифференцируя N в горизонтальном направлении, мы 
получаем соответствующую этому направлению составляющую уклонения :

f  =  =  (я .*
ds ds ds

Это означает, что к непосредственному результату формулы Венинг-Мейнеса 
—dNc/ds мы должны прибавить член, представляющий горизонтальную про­
изводную от 6N (см. также раздел 3.7).

Повторим, что главная цель должна состоять в получении какой-нибудь 
простой краевой поверхности. Геоид, аппроксимированный эллипсоидом или 
даже сферой -  намного более простая краевая поверхность, чем физическая 
поверхность Земли, с которой мы теперь собираемся иметь дело.

8.3 Геодезические краевые задачи
Однако нетрудно понять основные принципы. Хорошо известно, что вектор 
силы тяжести g и потенциал силы тяжести (геопотенциал) W  в пространстве 
связаны соотношением

g =  grad W = dW dW dW  
dx dy dz (8-9)

которое показывает, что сила g -  градиент потенциала.
Пусть S обозначает земную топографическую поверхность, a W  и g -  гсо- 

потенциал и силу тяжести на этой поверхности. Тогда там имеет место соот­
ношение



то есть вектор силы тяжести g на S является функцией поверхности S и гео­
потенциала W  на этой поверхности. В самом деле, если поверхность S и гео­
потенциал W  на S даны, то гравитационный потенциал V можно получить 
простым вычитанием потенциала центробежной силы Ф, что хорошо известно 
(раздел 2.1):

V =  W -  Ф. (8-11)
Потенциал V вне Земли удовлетворяет уравнению Лапласа A V  =  0 и, следо­
вательно, является функцией гармонической (раздел 1.3). Поэтому, зная V на
5, мы можем получить V и вне £, решая краевую задачу Дирихле (первую 
краевую задачу теории потенциала), которая практически всегда имеет един­
ственное решение (раздел 1.12), по крайней мере, если V является достаточно 
гладким на 5. Найдя V как функцию во внешнем относительно S простран­
стве, мы легко получаем силу притяжения grad V. Прибавляя далее известный 
вектор центробежной силы, мы получаем вектор силы тяжести g вне и, по 
условию непрерывности, на S.

Это в точности то, что означает (8 -10). При этом понятие функция сле­
дует понимать в ее современной трактовке, то есть как правило вычисления, 
указывающее, что по заданным S и W  на S мы можем единственным обра­
зом вычислить g на S. Таким образом, здесь /  представляет собой скорее 
"нелинейный оператор", чем функцию в ее элементарном смысле, но пока это 
неважно. Итак, мы можем сформулировать следующие задачи.

(1) Краевая задача Молоденского состоит в определении земной поверхности 
S по заданным на ней g и W.  Формально, мы должны решить (8 10) 
относительно S:

S =  Fl (g ,W ), (8-12)
и определить, таким образом, геометрию по силе тяэюести.

(2) Краевая задача GPS. Поскольку сегодня мы имеем в своем распоряже­
нии GPS, то поверхность S можно рассматривать как известную, или,
по крайней мере, доступную для определения с помощью GPS. Но если
геометрия S известна, то мы можем решить (8 -10) относительно W :

W  = F2(S, g ), (8-13)

и получить потенциал по силе тяжести. В дальнейшем мы увидим, 
что это далеко не тривиально, но зато мы имеем теперь возможность 
заменить нивелирование -  утомительную и трудоемкую старомодную 
процедуру -  современным и быстрым GPS нивелированием, см. раздел 
4.6.

Однако, несмотря на внешнее подобие, мы должны понимать фундамен­
тальную разницу: (8 13) решает краевую задачу с фиксированной краевой по­
верхностью (граница S задана), тогда как (8-12) решает краевую задачу со



свободной краевой поверхностью (граница S априори неизвестна, "свобод­
ная"). Краевые задачи с фиксированной краевой поверхностью обычно более 
просты, чем задачи со свободной границей.

Но это только формулировка принципа решений, облегчающая понимание 
основной идеи. Непосредственное выполнение этих соображений сталкивает­
ся с большими трудностями, так как подразумевает использование "строгих 
теорем об обратном преобразовании" из нелинейного функционального ана­
лиза. Однако численные решения с помощью рядов -  в форме "рядов Моло­
денского" -  являются достаточными для всех современных целей и к тому 
же выводятся в достаточно доступной форме без привлечения интегральных 
уравнений (Molodenski 1958; Molodenskii et al. 1962; Moritz 1980 a: Sect. 45). 
Мы опишем сейчас известное достаточно простое решение проблемы Моло­
денского и распространим его на современную ситуацию, подразумевающую 
наличие GPS-данных. Обе задачи будут решены в терминах очень похожих 
рядов Молоденского.

Простейший пример
Предположим, что поверхность Земли S представляет собой сферу радиуса 
Я. Если не принимать во внимание вращение Земли и считать ее однород­
ным телом, то потенциал W  идентичен гравитационному потенциалу V и на 
поверхности S мы имели бы постоянные значения

Таким образом, мы решили проблему Молоденского в этой тривиальной, но 
поучительной ситуации. Мы действительно получили геометрию (то есть R) 
из физики (то есть g и W)\

8.4 Подход Молоденского и линеаризация
Мы только что видели, что приведение силы тяжести к уровню моря обя­
зательно включает предположения относительно плотности масс Земли над 
геоидом. Это одинаково верно и для других геодезических вычислений, вы­
полняемых традиционным способом.

(8-14)
GM

9 '
(8-15)



Рассмотрим, например, задачу вычисления эллипсоидальных координат 
<£>, A, h по естественным координатам Ф, Л, Н , как это описано в главе 5. Гео­
метрическая эллипсоидальная высота h над эллипсоидом складывается из ор- 
тометрической высоты Н  над геоидом и высоты геоида N,

h =  Н +  N . (8 16)

Определение N  было рассмотрено в главе 2 и в других местах этой книги. 
Чтобы вычислить Н по результатам нивелирования, мы нуждаемся в средней 
силе тяжести g вдоль отвесной линии между геоидом и поверхностью Земли 
(раздел 4.3). Так как сила тяжести g не может быть измерена внутри Земли, 
мы вычисляем ее с помощью редукции Прея, для которой необходимо знать 
плотность масс Земли над геоидом.

Эллипсоидальные координаты ip и Л получаются по астрономическим ко­
ординатам Ф и Л и компонентам уклонения отвеса £ и т/,

V? =  Ф — £, X =  A — rjseap. (8-17)

Координаты Ф и Л измеряются на поверхности Земли; f  и т\ можно вычислить 
для геоида по формуле Венинг^-Мейнеса, при этом принимается во внима­
ние косвенный эффект, согласно разделу 8.2. Чтобы применить упомянутые 
формулы, надо или Ф и Л редуцировать вниз к геоиду, или £ и rj надо редуци­
ровать к земной поверхности. В обоих случаях требуется кривизна отвесной 
линии (раздел 5.15), которая также зависит от среднего значения g через ее 
горизонтальные производные. Следовательно, опять приходится прибегать к 
редукции Прея.

Таким образом мы видим, что при традиционном подходе к задачам физи­
ческой геодезии мы должны знать плотность масс или делать какие нибудь 
предположения относительно этого. Молоденский в 1945 году предложил прин­
ципиально иной подход, избегающий всякие гипотезы.

Рисунок 8.2 показывает геометрические принципы этого подхода, являю­
щегося, по существу, линеаризацией уравнения (8 10). Точка Р  земной по­
верхности S опять проектируется на эллипсоид, согласно Гельмерту. Однако
эллипсоидальная высота h теперь определяется как

/i =  tf* +  C, (8-18)
то есть нормальная высота Н* заменяет ортометрическую высоту Н , а ано­
малия высоты £ заменяет высоту геоида N.

Это будет ясно, если рассмотреть поверхность, нормальный потенциал U  
которой в каждой точке Q равен реальному потенциалу W  в соответствующей 
точке Р, так что U q  — Wp, причем точки Р  и Q располагаются на одной и 
той же эллипсоидальной нормали. Такая поверхность называется теллурои- 
дом (Hirvoncn 1960, 1961). Вертикальное расстояние от эллипсоида до теллу- 
роида есть нормальная высота Н* (раздел 4.4), тогда как эллипсоидальная
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Рис. 8.2: Теллуроид, нормальная высота Н* и аномалия высоты £

высота h есть вертикальное расстояние от эллипсоида до земной поверхности. 
Таким образом, разность между этими двумя высотами представляет собой 
аномалию высоты

близкую но величине к высоте геоида N =  h — Н , которая является разностью 
между высотами эллипсоидальной и ортометрической .

Нормальная высота Н* и, следовательно, теллуроид Е могут быть опре­
делены из комбинации нивелирования и гравимегрии, согласно разделу 4.4. 
Сначала в точке Р вычисляется геопотенциальное число С =  Wq — Wp как

где g -  измеренная сила тяжести, a dn -  нивелирное превышение. Нормальная 
высота Н* теперь связана с С аналитическим выражением (4 63),

где тq0 -  нормальная сила тяжести в точке Qo эллипсоида. Заметим, что Н* 
не зависит от плотности.

Нормальная высота Н* точки Р  на земной поверхности идентична эллипсо­
идальной высоте h (то есть высоте над эллипсоидом) соответствующей точки 
тсллуроида Q. Если бы геопотенциальная функция W  была равна нормаль­
ной потенциальной функции U в каждой точке, то Q совпала бы с Р, тел­
луроид совпал бы с физической поверхностью Земли, а нормальная высота 
каждой точки была бы равна ее эллипсоидальной высоте. Фактически, одпа- 
ко, WP ф Up; следовательно, разность

С =  h -  Я * , (8-19)

(8 20)

С'Р =  hp — Н р  =  hp — Hq

не равна нулю. Этим и объясняется появление "аномалии высоты" £.



Аномалия силы тяжести теперь определяется как

А р  =  9 р  “  1Q  ; (8-23)

это -  разность между фактической силой тяжести, измеряемой на поверхности 
Земли, и нормальной силой тяжести на теллуроиде. Нормальная сила тяжести 
на теллуроиде, которую мы будем кратко обозначать 7 , вычисляется по нор­
мальной силе тяжести на эллипсоиде 7q0 посредством нормальной редукции 
в свободном воздухе, но теперь направленной вверх:

Поэтому новые аномалии силы тяжести (8-23) называют аномалиями в сво­
бодном воздухе. Они относятся к земному уровню, тогда как традиционные 
аномалии силы тяжести относятся к уровню моря. Поэтому новые аномалии 
в свободном воздухе не имеют ничего общего с редукцией в свободном воз­
духе реальной силы тяжести к уровню моря, кроме названия. Это различие 
никогда не следует забывать.

Правило вычисления 7 в точке Q дается формулой (2 215)

где 7q0 есть соответствующее значение на эллипсоиде.
Аномалию высоты £ можно рассматривать как расстояние между геопо­

тенциал ытой поверхностью W = WP =  const и соответствующей сферопотен­
циальной поверхностью U = Wp — const в точке Р. В разделе 2.14 (рис. 2.15), 
мы обозначили это расстояние Np и нашли, что формула Брунса (2-237) также 
использует эту величину. Следовательно, для £ = Np мы имеем

где Т =  Wp — Up есть возмущающий потенциал на земном уровне, а 7  -  
нормальная сила тяжести на теллуроиде.

Можно предположить, что £ связана с наземными аномалиями A g выраже­
нием, аналогичным формуле Стокса для высоты геоида N. И это действитель­
но верно. Однако теллуроид не является уровенной поверхностью, и каждой 
точке Р на земной поверхности соответствует, в общем случае, своя геопотсн- 
циальная поверхность W = WP. Поэтому соотношение между Ад и С в новой 
теории значительно более сложное, чем для геоида. В оригинальной формули­
ровке Молоденского задача сводится к некоторому интегральному уравнению, 
которое может быть решено методом итераций, причем первое приближение

(8 24)

V а )

(8-26)



дается формулой Стокса. Мы будем пользоваться эквивалентным, но гораздо 
более простым подходом, без интегрального уравнения.

Наконец, отметим, что, если аномалии высот £ отложить от эллипсоида, 
то получится некоторая поверхность, совпадающая с геоидом на океанах, по­
тому что там С =  7V, и очень близкая к геоиду в остальных местах. Такую 
поверхность Молоденский назвал квазигеоидом. Однако квазигеоид -  не уро- 
венная поверхность и не имеет никакого материального воплощения. Ее можно 
рассматривать как своеобразную уступку традиционной концепции, требую­
щей иметь некоторую поверхность, подобную геоиду. С этой точки зрения, 
нормальная высота точки есть ее высота над квазигеоидом, так же, как орто­
метри чес кая высота есть высота над геоидом.

Возмущение силы тяжести
Как обычно, возмущение силы тяжести определяется как

$9 =  9р — 1р • (8" 27)

Оно стало типичным для физической геодезии благодаря GPS, потому что 
GPS определяет эллипсоидальные координаты <p,\,h точки Р, расположенной 
непосредственно на поверхности Земли; так что теперь в качестве исходных 
наблюдений можно рассматривать бд, а не Ад.

Линеаризация
Линеаризация одинаково хорошо применима как при решении классической 
проблемы Молоденского, так и при решении этой проблемы с использованием 
GPS. Геометрия нам знакома по рис. 8 .2 .

Мы называем теллуроидом поверхность Е, которая определяется условием

U(Q) =  W (P ) . (8-28)

Заметим, что (8 28) -  поверхностный эквивалент классического соотношения 
для уровня моря (см. рис. 8 .3)

U(Qo) =  W(Po). (8-29)

Уравнение (8 28) соответствовало бы условию

W (P0) =  WQ = const, (8-30)

если бы поверхность S была эквипотенциальной, то есть геоидом, что имеет 
место только на акваториях океанов при обычном упрощенном предположе­
нии о совпадении поверхности океана с эквипотенциальной поверхностью, не 
изменяющейся со временем (рис. 8.3).



Ро геоид

Qo эллипсоид

Рис. 8.3: Геоид и эллипсоид

Теория Молодепского не исиользует геоид, а ориентирована непосредствен­
но на физическую поверхность Земли. Мы повторяем еще раз, что это -  эпо­
хальная идея Молоденскош, которая радикально изменила курс физической 
геодезии с 1945 года.

Однако сначала мы фиктивно предположим, что S все- таки является эк­
випотенциальной поверхностью, но это будет лишь начальное приближение 
в подходе с последовательными возмущениями, соответствующими реальной 
земной поверхности (ряд Молоденского). Такой первой аппроксимацией явля­
ется сферический случай, который рассмотрен в следующем разделе.

А сейчас обсудим линеаризацию более подробно. С помощью GPS эллипсо­
идальная высота h определяется непосредственно. Она может быть представ­
лена в виде суммы

Здесь Н* -  нормальная высота, а £ -  аномалия высоты, определение которой 
видно из рис. 8 .2. На самом деле, при наличии GPS мы непосредственно опре­
деляем земную поверхность 5, но теллуроид £  и аномалия высоты £ необходи­
мы для формулировки краевого условия, так же, как знание геоида не делает 
лишним референц эллипсоид.

Определение аномалии силы тяэюести Ад и возмущения силы тяжести 
6д имеет на земной поверхности такую же форму, как и в классическом случае 
геоида и уровня моря:

Возмущение силы тяжести 6д стало практически важным только с появ­
лением GPS, так как эллипсоидальная высота h точки Р теперь может быть 
измерена и, следовательно, может быть определена 7р -  нормальная сила тя­
жести 7 в точке Р.

Как обычно, формула Брунса применима как в Ро (классическая высота 
геоида N )y так и в  Р (аномалия высоты Молоденского £):

(8-31)

dh 7  dh (8-32)

&9 =  9 р - 1 р  =  - 5 j -  • (8-33)



с  3 2  (М .)
7

с некоторым приближенным значением 7 , типа 7450. Уравнение (8 32) может 
быть переформулировано как краевое условие Оля проблемы Молоденского

сравните с (2 251), а для GPS проблемы

* + * - » •  <8 -37»
сравни го с (2-252).

Эти два граничных условия справедливы как на поверхности S (Молоден- 
скнй), гак и на уровне моря.

В заключение введем сферическую аппроксимацию, игнорируя сжатие /  
в уравнениях (которые являются линейными зависимостями между малыми 
величинами).

Замечание: сферическая аппроксимация представляет собой формальную 
операцию (игнорирующую /  в малых эллипсоидальных величинах) и не озна­
чает использование какой либо "отсчетной сферы" вместо референц эллипсоида
в каком-нибудь геометрическом смысле (Moritz 1980 а: р. 15), что приводило 
бы к высотам геоида порядка 20 км!

Тогда (8 36) и (8 37) принимают вид

дТ  2
—  + - Г  + Д? = 0 , (8 38)иг г

ОТ
- ^  + 6д = 0. (8 39)

Эти уравнения в теории Молоденского и с использованием GPS являются
справедливыми как на уровне моря (классика), так и на S (Молодеиский).

8.5 Сферический случай
Как договорились, мы работаем со сферой формально ( референц--эллипсоид 
остается на своем месте!). Это означает допущение г = Я = const. Кроме того, 
мы предполагаем (фиктивно!), что S является уровенной поверхностью.

Раскладывая Т и Ад в ряд Лапласа по сферическим функциям, см. (2-322) 
и (2-320), мы найдем эс

Т(Й,А) = ^ Т П(1У,Л), (8-40)
2



оо

Др(0,А) = £ д Л (0,А) (8-41)
2

на сфере, откуда с помощью (8-38) и (2-321) с г =  Я,

(8-42)

Суммирование традиционно начинается с п =  2, а не п =  0, по нескольким 
причинам, одна из которых состоит в том, что значение п =  1 привело бы к 
нулевому знаменателю в (8 42).

Использование (2 325) и (2-326) приводит к хорошо известной формуле 
Стокса

Здесь P(cos ф) -  полиномы Лежандра, а ф обозначает сферическое расстояние 
от точки, в которой должен быть вычислен Т.

Точно так же мы получаем для возмущения силы тяжести с граничным 
условием (8 39), суммируя производную в разделе 2.18,

(8-43)
а

где

(8—44)

оо

(8-45)
о

(8 46)

и формула Неймана-Коха

(8-47)
а

где

n=U
Суммирование этого ряда дает функцию Неймана-Коха



Таким образом, для краевой GPS-задачи на сфере решение (8 47) полно­
стью аналогично формуле Стокса (8 43) для классической задачи.

Тот факт, что GPS-задача является концептуально более простой (фикси­
рованная граничная поверхность), чем задача Молоденского (свободная гра­
ничная поверхность), проявляется в том, что функция Стокса должна начи­
наться с п — 2 , так как п =  1 дает нулевой знаменатель, тогда как функция 
Неймана Коха (8-48) регулярна для всех п.

В обоих случаях аномалия высоты (  (здесь высота геоида) дается форму­
лой Брунса

В сферической аппроксимации 7  в формулах типа Брунса и Стокса можно 
замени ть нашим обычным средним значением 70 =  745°•

Мы увидим, что эти сферические решения составляют основу для принци­
пиального решения задачи Молоденского и GPS-задачи для земной поверх­
ности. Отметим только известный факт, что для земной поверхности S обе 
эти задачи являются задачами с косыми производными, так как направление 
отвеса не совпадает с нормалью к земной поверхности, по крайней мере, на 
Земле. Таким образом, краевая GPS-задача для S не совпадает со сфериче­
ской задачей Неймана, которая всегда имеет ввиду производную по нормали!

8.6 Решение с помощью аналитического продол­
жения

8.6.1 Идея
Идея очень проста (рис. 8.4). Наши наблюдения Ад или 6д, заданные на

земная поверхность S 

уровень точки U = Up 

эллипсоид U = Uo

Рис. 8.4: Аналитическое продолжение с земной поверхности к уров­
ню точки

земной поверхности S , "редуцируются11, или лучше сказать "аналитически



продолжаются” (вверх или вниз, см. ниже и рис. 8.5), к некоторой уровешюй 
поверхности (или уровенной поверхности нормального потенциала U =  Up, 
что то же самое дли нашей цели). В сферическом приближении обе поверх­
ности U =  Up и U =  Uq являются концентрическими сферами, но, конечно, 
лишь в том смысле сферической аппроксимации, как это объяснено выше.

Мы также используем термин "гармоническое продолжение", потому что 
аналитически продолженная функция удовлетворяет уравнению Лапласа. Позд­
нее мы объясним это подробнее.

Разложение в ряд Тейлора сразу дает

. О Ag* 1 2 О2Ад* 1 о сРАд*
9 =  9 +Z  dz + 2\Z dz2 +  3 ! '  dz3 +  ' ”

(8-51)

n! dzn ’

где
z — h — hp (8-52)

является превышением относительно точки вычисления Р. Пока мы предпо­
лагаем, что ряд (8-51) сходящийся. Здесь Ад* -  аномалия силы тяжести на 
уровне точки (рис. 8.4). Использование Ряда Тейлора типично для апалити- 
ческого продолжения. Например, ряд Тейлора является стандартным инстру­
ментом аналитического продолжения функций комплексной переменной.

8.6.2 Решение первого порядка
Особенно легко получить решение в виде первого приближения. С 70 из (8 50) 
мы имеем

< = 3 <8531<Т
Это следует из геометрической интерпретации этого уравнения, вытекающей 
из рис. 8.5а. Мы видим, что аномалии в свободном воздухе Ад  с земного уровня 
"редуцированы" вниз к уровню моря и принимают вид

Д Ь„шо„!с =  Д Ы±9 h (8~54)
ah

(верхний индекс "harmonic" обозначает гармоническое продолжение к уровню 
моря; см. рис. 8.5); интеграл Стокса даст аномалии высот на уровне моря,

дСкоторые редуцируются вверх к уровню Земли путем добавления члена h.
ah



Рис. 8.5: Гармоническое продолжение к уровню моря (а), к произ­
вольному уровню (Ь) и к уровню точки Р  (с)



Гармоническое продолжение к уровню точки
Превышение h в (8 53) берется над уровнем моря (см. рис. 8.5а). Но если 
посмотреть на аргументы этой формулы, то мы обнаружим, что уровень моря 
не отличается от любого другого уровня. Если мы подсчитываем превышение 
относительно другого отсчетного уровня, который имеет превышение ho над 
уровнем моря, мы должны заменить h на h — h0 (см. рис. 8.5Ь). Поэтому(8-53) 
эквивалентно выражению

S(4>)da + ^ ( h - h o ) .  (8-55)

В частности, мы можем взять в качестве отсчетного уровня уровень самой 
точки Р  так, чтобы

h0 =  hP , (8-56)

где Р  -  точка, в которой вычисляется аномалия высоты £. При таком выборе 
последний член в вышеупомянутом выражении обратится в нуль, потому что 
вне интеграла h всегда означает hp, и, следовательно, h — ho =  hp — hp =  0. 
Таким образом,

< - £ / / [ * ' ° -ж 'lh - h e\
S(4’)da. (8-57)

Эта формула особенно проста; геометрически она означает, что аномалии в 
свободном воздухе "редуцированы" (в смысле "аналитически или гармони­
чески продолжены") от уровня Земли до уровня точки вычисления Р  (см. 
рис. 8.5Ь). Таким образом, отсчетный уровень является различным для раз­
личных точек вычисления.

Как уже указывалось в начале раздела 8.6.1, рис. 8.5с показывает, что 
гармоническое продолжение посредством (8 57) представляет собой продол­
жение вверх для поверхностных точек ниже уровня Р  и продолжение вниз 
для поверхностных точек выше уровня Р.

Важное замечание
Уравнение (8 57) является точной сферической формулой Стокса, применен­
ной к "отсчетной сфере", а именно, к сферическому "уровню точки"! Непо­
средственное следствие: эта формула может быть просто продифференцирова­
на б горизонтальном направлении, чтобы получить точную формулу Венинг 
Мейнеса в смысле раздела 2.19 для уклонения отвеса. Это имеет важное зна­
чение для раздела 8.7.



Вертикальная производная
Вертикальная производная д/дг может быть выражена в терминах поверх­
ностных значений с помощью известной сферической формулы (раздел 1.14)

Здесь Q -  поверхностная точка, в которой вычисляется производная d f /дт и 
к которой относится /  в первом члене правой части уравнения, а обозначает 
единичную сферу, а

Если в (8 58) положить /  =  А д , то получим дАд/дг. Первый член правой 
части в (8 58) много меньше второго и может быть опущен. Поэтому введём 
линейный оператор дифференцирования L в виде

Член ОС,/дг уже не появляется в (8-57), как это было в (8-53) и (8-55), и 
больше не потребуется.

Вычислительные формулы; поправка Молоденского
Вычислительную формулу (8 57) мы представим следующим образом: анома­
лия в свободном воздухе Ад аналитически продолжается (вниз или вверх) от 
земного уровня до уровня точки Р  и дает

(8-58)

Ф/0 =  2R sin — . (8-59)

(8-60)
a

Ад* =  А д + gi,

где поправка Молоденского (в сферической аппроксимации)

(8-61)

(8-62)

с
(8-63)

a
Теперь окончательно получаем

С = Со + Ci» (8-64)

где



есть обыкновенная формула Стокса, примененная к наземным аномалиям в 
свободном воздухе Ад, а поправка Молоденского для С

Cl = 4тгуо И  91SW  ̂  (8_ 66)а

Это и есть решение первого порядка, или линейное решение.

Важное замечание
Обратите, пожалуйста, внимание на то, что понятию "линейный", или "пер­
вого порядка" придается два различных смысла:

• общая линеаризация, линейность в трансформантах аномального потен­
циала типа N или С, как это введено в разделах 2.12 и 8.4 и подразуме­
вается всюду в этой книге, и

• линейная аппроксимация в h, косвенно используемая в "поправках Мо­
лоденского первого порядка" типа (8-62) или (8-66), но не в (8-67) или 
(8-68).

В самом деле, при аппроксимации более высокого порядка

Ад* =  Ад +  дх +  д2 +  д$ + • • • (8-67)

и
С = Со + Ci + С2 + Сз + * • * • (8-68)

Обобщая (8-66), мы имеем

Ci = I I 9i в(Ф) da ’ (8_69)а

где г = 1 ,2 ,3 ,... .
Для уклонения отвеса мы получим подобные выражения, см. раздел 8.7; 

сравните также (8-75) и (8-76).

8.6.3 Решение более высокого порядка
Следующие рекуррентные формулы являются несколько более сложными и 
их можно пропустить.

В работе Moritz (1980 a: Sect. 45) можно найти рекуррентную формулу для 
поправочных членов дп

п
</n = - 5 > rM.9n-r), (8 70)



начиная с
9о =  &9-

Здесь оператор Ln также определяется рекуррентно:

Ln(Ap) =  n -1L1[Ln_1(A^)]

(8-71)

(8-72)

начиная с
(8 73)

где оператор дифференцирования L определен выражением (8-60), а 2 дается 
формулой (8-52).

8.6.4 Проблемы аналитического продолжения
Аналитическое продолжение, основу которого составляет теория функций ком­
плексных переменных, означает расширение области определения функции 
при помощи рядов Тейлора. Комплексные функции двух переменпых всегда 
удовлетворяют уравнению Лапласа и потому являются гармоническими.

Функции трех переменных, удовлетворяющие уравнение Лапласа, также, 
как мы знаем, называются гармоническими. Аналитическое продолжение луч­
ше всего выполнять опять с помощью рядов Тейлора, при этом аналитическое 
продолжение обычно называют гармоническим продолжением (Kellogg 1929: 
Chap. X).

Выше мы не совсем правильно использовали известный термин "редуци­
рование" в смысле "аналитического" или "гармонического" продолжения, но 
будем, для краткости, и впредь это делать. Как мы уже видели в разд. 8.2 
и увидим в разд. 8.9, это не является редукцией силы тяжести в традицион­
ном смысле, то есть в смысле явного перемещения масс. Ряд Тейлора с первым 
членом (8 54) есть некоторая аналитическая операция, действующая на внеш­
ний потенциал непосредственно на уровне Земли, сохраняя уравнение Лапласа 
AW  = 0. (Фактически, A W  =  2ш2, но мы пока забудем о земном вращении, 
как это мы делали в (8-2), и будем полагать и) =  0 и W  =  V.) Так что это -  
гармоническая функция, и наша "редукция" в действительности представля­
ет собой аналитическое продолжение по гармоничности, или кратко -  гармо­
ническое продолжение. Гармоническое продолжение с помощью рядов
-  ключевое понятие современной физической геодезии, от пробле­
мы Молоденского до среднеквадратической коллокации. Его полное 
значение постепенно проявится в дальнейшем, и мы увидим, что оно являет­
ся удивительно простым и общим. Символы типа Д^Ьагтоп‘с будут связаны с 
гармоническим продолжением. В дальнейшем мы по-прежнему будем иногда 
пользоваться термином "редуцирование вниз", или "продолжение вниз" вме­
сто "гармонического продолжения вниз", и говорить "редуцирование вверх"



в подобном смысле. Мы также пользуемся термином "продолжение вверх”. 
Неуклюжее выражение "гармоническое продолжение вверх" будет использо­
ваться только в сомнительных случаях. Также возможно выражение "анали­
тическое продолжение". Все это означает одно и то же, и путаница здесь вряд 
ли возможна.

Теперь мы видим, почему для /  в (8 58) могут использоваться аномалии 
силы тяжести Ад на уровне Земли, тогда как эквивалентное выражение (2 
394) было первоначально выведено для аномалий силы тяжссти на уровне 
моря. Так как АдЬлттоп,с и Ад отличаются только членами порядка Л, то отли­
чие между использованием в (8 62) A^harn,wnic или Ад вызывает погрешность 
только порядка h2, что пренебрежимо в линейной аппроксимации.

Аналитическое продолжение: исторические замечания
Использование в физической геодезии аналитического продолжения имеет ин­
тересную историю. Впервые этот подход рассматривал сам Молоденский еще 
до 1945 г., но скоро он отверг его! Молоденский был очень серьезным матема­
тиком с критическим отношением к математической строгости, и потому он не 
был удовлетворен интуитивными эвристическими подходами, столь обычными 
в математической физике, а также в данной книге.

Дело в том, что аналитическое продолжение внешнего гравитационного 
потенциала внутрь земных масс вполне может оказаться сингулярным в неко­
торых точках. Как строгий математик, Молоденский отклонил использование 
сингулярных функций для регулярных целей.

Однако аналитическое продолжение продолжало проявлять н еп р еод ол и ­

мую привлекательность благодаря своей простоте. Оно было вновь открыто 
примерно в 1960 A. Bjerhammar. В 1963 г. на Генеральной Ассамблее Междуна­
родного Союза Геодезии и Геофизики в Беркли (Калифорния) один из авторов 
данной книги (Г.М.) говорил Бъерхаммеру (Bjcrhammcr) об упомянутых вы­
ше трудностях, но Бъерхаммер отказывался относиться к ним серьезно. После 
долгого обсуждения он убедил Г.М., что аналитическое продолжение строго 
возможно для дискретных граничных условий (все наши наземные измере­
ния силы тяжести дискретны) и приближенно возможны для непрерывных 
граничных условий.

Строгость этим интуитивным соображениям придала идея Кгагир(1969) о 
том, что теорем ау Рун го -  хорошо известную в теории аппроксимации анали­
тических функций комплексной переменной -  следует применить и к проблеме 
аналитического продолжения гармонических функций в пространстве. Теоре­
ма Рунгс в форме Краруна говорит о том, что даже если внешний геонотсн- 
циал не может быть регулярно продолжен с земной поверхности S внутрь, это 
может быть сделано непрерывно после как угодно малого изменения 1’сопо- 
тенциала на S. Другое историческое замечание: теорема Краруна Рунго для



гармонических функций в пространстве восходит к Szego и к Walsh (оба «  
1929), см. Frank and Mises (1930: pp.760 762). О приоритетах всегда говорить 
опасно! Детальное обсуждение этих вопросов можно найти в работе Moritz 
(1980а: Sects. G to 8).

Еще раз о законности аналитического продолжения
Давайте подведем итоги. Предположение эго го метода состоит в возможности 
аналитического продолжения внешнего гравитационного потенциала в виде 
регулярной гармонической функции вниз к уровню моря. Это возможно то- 
1да и только тогда, когда возможно сдвинуть массы вне эллипсоида внутрь 
таким образом, что потенциал вне Земли остается неизменным, или, други­
ми словами, если аналитическое продолжение возмущающего потенциала Т 
является 1>егулярной функцией всюду между земной поверхностью и эллипсо­
идом. Поэтому возникает вопрос о возможности аналитического продолжения 
внешнего потенциала вниз к уровню моря.

Строго говоря, как уже отмечалось ранее, ответ должен быть отрицатель­
ным из-за нерегулярностей топографии (Molodenski et al. 1962: p. 120: Moritz 
1965: Sect. 6.4). Этот факт связан также с расходимостью рядов по шаро­
вым функциям для внешнего потенциала в окрестности земной поверхности 
(разд. 2.5).

Однако теорема Крарупа-Рунге допускает аналитическое продолжение внеш­
него потенциала вниз к урювню моря с точностью, достаточной д.ця всех 
практических целей. На самом деле, это возможно даже с любой как угодно 
высокой точностью; если вас* не удовлетворяет точность 1 мгал, то можете 
затребовать точность 10~3 мгал или 10 ~1000 мгал !

Въерхаммер указал, что предположение о полном непрерывном покрытии 
земной поверхности значениями силы тяжести в каждой точке, откуда и сле­
дует вышеупомянутый отрицательный ответ, является нереалистичным, по­
скольку мы можем измерять силу тяжести только в отдельных дискретных 
точках. Если цел»» физической геодезии понимать как определение поля, силы 
тяжести. совместимого с результатами дискретных наблюдений, то всегда 
возможно найти потенциал, который может быть аналитически продолжен 
вниз к эллипсоиду. Этот факт служит теоретической базой для среднеквадра­
тической коллокации.

Здесь мы нуждаемся только в одном результате: не надо волноваться
об аналитическом продолжении! Это всегда возможно с любой как 
угодно малой погрешностью, хотя и не равной 0.

На этом основании Марыч и Мориц в том же 1969 году независимо на­
шли элементарное решение аналитическим продолжением в форме бесконеч­
ного ряда, названного "рядом Молоденского". Детали можно найти в работе 
Moritz (1980 а): первоначальная форма ряда Молоденского, полученного пу­



тем решения интегрального уравнения, указана в разд. 45. В разд. 46 описа­
но доказательство Пеллинена о том, что простое "решение аналитическим 
продолэюением " и решение интегрального уравнения Молоденского являются 
эквивалентными, то есть ряды почленно равны!

Подчеркнем, что аналитическое продолжение представляет собой чисто ма­
тематическую концепцию, независимую от плотности топографических масс. 
Таким образом, это не "введение редукции силы тяжести через черный ход", 
что противоречило бы духу теории Молоденского.

8.6.5 Другая перспектива
Рассмотрим рис. 8.6. Допустим, что выполнено аналитическое продолже-

Рис. 8.6: Аномалии в свободном воздухе на уровне Земли, Ад, и на 
уровне моря, /Agh*Tmonic

ние Ад вниз к уровню моря и получено A^harmonic. Аномалии на уровне моря 
д̂ иагтотс генерИруЮТ на физической поверхности Земли поле аномалий силы 
тяжссти Ад, идентичное фактическим аномалиям силы тяжести на земной 
поверхности, полученным из измерений. Поэтому аномалии силы тяжссти, ко­
торые они генерируют вне Земли, также должны быть идентичными факти­
ческим аномалиям силы тяжести вне Земли, так как функция г А д  является 
гармонической, согласно разд. 2.14.

(Замечание: мы последовательно используем обозначение Ад для уровня 
Земли, A^hormonic дЛя уровня моря и Ад* для уровня точки; см. рис. 8.5.)

Из этого следует, что гармоническая функция Т, полученная по Д^Ьлгто,|!с 
согласно обобщению Пицетти (2-302) формулы Стокса

Р

уровень моря

(8 74)
а

идентична реальному возмущающему потенциалу Земли вне и па ее поверх- 
пости.



Приложения
Предположим, что мы получили каким-нибудь способом (например, с помо­
щью упомянутого выше ряда Тейлора, или методом коллокации, рассмотрен­
ной в главе 10, или с помощью высокоточных спутниковых наблюдений) про­
долженное вниз к уровню моря значение Д^Ьагтопк, Тогда мы можем точно 
вычислить внешнее гравитационное поле, соответствующие сферические гар­
моники и г.д. посредством обычных формул из глав 2 и 6, если только заменить 
в них Ад на A^l,nr'»onic. Например, коэффициенты сферических функций гра­
витационного потенциала могут быть получены путем разложения функции 
д̂ ьагтотс согласно разделам 1.9 и 1.6. Если надо вычислить аномалию высо­
ты (  в точке Р  на уровне Земли, то надо иметь ввиду, что Р  находится выше 
эллипсоида и потому надо пользоваться формулами для внешнего поля силы 
тяжести. С помощью формулы Брунса получим

где г = Я +  h, a h -  топографическая высота точки Р  в том или ином смысле 
главы 4, см. (6 57). (У нас нет сейчас необходимости в точном определении, 
и сказанное означает, что h формально добавляется к постоянному радиусу 
R общеземной сферы, которая не имеет реальной геометрической интерпре­
тации!) Функция 5(г, ф) выражается посредством (2 303), (6-22) или (6-35). 
Точно гак же £ и т/, будучи характеристиками уклонения отвеса выше уров­
ня моря, должны быть вычислены с помощью (6-41) и второго и третьего 
уравнений (6-30). Это дает

где дЗ(т\гр)/дф выражается второй формулой (6-32) или второй формулой 
(6-36). Линейная аппроксимация (8-74), очевидно, эквивалентна (8-53).

Эта косвенная процедура -  продолжение вниз к уровню моря и опять про­
должение вверх к уровню Земли или выше -  имеет то преимущество, что 
требуются только обычные сферические формулы, но том не менее все нере­
гулярности земной топографии полностью принимаются во внимание. Про­
должение Ад вниз должно быть выполнено только единожды; получающиеся 
аномалии Aghannonic могут быть сохранены и использованы для всех дальней­
ших вычислений.

Так же, как функция Ад связана с Agh*Tmonic аналитическим продолжением, 
так и С и ДГЬаг,поп‘с связана с высотой "гармонического геоида". Окончательный
и, надеемся, не слишком трудный обзор будет дан в разд. 8.15.

(8-75)
(Т

(8 76)

а



Пояснение на примере из повседневной жизни
Вообще "аналитическое продолжение"означает продолжение той же самой 
математической формулой: рядом Тейлора, уравнением Лапласа, или даже 
каким- нибудь элементарным уравнением в явном виде.

Можно рассмотреть значение аналитического продолжения с помощью со­
всем тривиального примера из повседневной жизни (рис. 8.7). Предположим, 
что некто едет на автомобиле по дороге, которая сначала является совершенно 
прямой; в точке В , однако, дорога внезапно превращается в круговую кривую. 
Итак, водитель сначала ведет машину по прямому отрезку пути. К сожалению,

Рис. 8.7: Иллюстрация аналитического продолжения

он устал и его клонит ко сну как раз в гот момент, когда прямолинейная дорога 
внезапно переходит в круговую кривую. Нашему сонному водителю не удает­
ся своевременно повернуть руль, и он продолжает ехать прямо, в результате 
чего автомобиль теряет дорогу. К счастью, поворот был достаточно мягкий, 
и водителю удалось моментально восстановить управление и заставить авто­
мобиль остановиться в точке С' без больших повреждений. Водитель (один 
из авторов этой книги) даже нашел полученный опыт полезным и использует 
ого в качестве прекрасного примера, поясняющего в учебных курсах смысл 
аналитического продолжения !

Гравитационный потенциал соответствует пути A B C , который, при неко­
торой идеализации, можно считать "кусочно аналитическим", состоящим из 
прямолинейного отрезка АВ и дуги окружности ВС. Дорога в точке В непре­
рывна и дифференцируема, но кривизна терпит разрыв со скачком от 0 до 
1/R, где R -  радиус дуги окружности. Поэтому функция "дорога" непрерыв­
на и непрерывно дифференцируема, но имеет разрывную вторую производную 
в точке В , так же, как функция "гравитационный потенциал" является всюду 
непрерывной и непрерывно дифференцируемой, но имеет разрывные вторые 
производные на земной поверхности, как это мы видели в разд. 1.2. Прямая 
имеет уравнение у" — 0 (что является "одномерным уравнением Лапласа"!) и 
соответствует тому факту, что внешний потенциал удовлетворяет уравнению 
AV  = 0. Таким образом, ни функцию "дорога", ни функцию "гравитационный 
потепциал" нельзя считать всюду аналитической функцией, но можно ска­
зать, что каждая из них содержит "линейную", или "гармоническую" часть 
(у" = 0 или соответствующее уравнение Лапласа ДУ =  0) и "нелинейную"

С

А



часть (у" ф 0 или уравнение Пуассона AV = —4nGg). Для дороги аналитиче­
ским продолжением служит прямая, для которой у" =  0 даже вне точки В , то 
есть путь автомобиля к точке С' без действий сонного водителя, а для потенци­
ала это состоит в том, что он удовлетворяет уравнению ДКналит. пр0должеНи«- =  О 
даже внутри Земли.

8.7 Уклонения отвеса
Поправки Молоденского оказывают значительно большее влияние на уклоне­
ния отвеса £, т], чем на аномалии высоты £. Это видно из сравнения порядка 
этих величин в горных районах: поправки Молоденского для аномалии вы­
соты имеют порядок 0.3 м, тогда как для уклонений отвеса они могут иметь 
порядок 0.3 дуговой секунды, что соответствует 10 м (1 дуговая секунда со­
ответствует 30 м в местоположении). Отличие -  более чем на порядок!

Проще всего рассматривать поправки Молоденского к уклонениям отвеса 
с помощью аналитического продолжения к уровню точки (разд. 8.6). Диф­
ференцируя (8 57) в направлении север -  юг и восток -  запад, мы получаем 
соответствующие формулы Венинг Мейнеса

dS—  cos a da у 
d'lp

4S . ,  18—  sin a da ./ / Ь - ж (Л- ад ̂ 47T7o

Геометрическая интерпретация аналогична той, которая дана относительно 
(8-57). Аномалии силы тяжести Ад ’'приведены11 к уровню точки Р, так что 
мы получаем

= Ag_ M k {h_ hpy (8_78)

Поскольку эти аномалии относятся к уроеенной поверхности, то мы можем 
воспользоваться непосредственно формулой Венинг-Мейнеса, которая и дает 
(8-77).

Связь с эллипсоидальными геодезическими координатами
Компоненты £ и rj уклонения, получаемые с помощью вышеупомянутых выра­
жений, представляют собой уклонение реальной отвесной линии относительно 
отвесной линии нормального поля в точке Р земной поверхности. Поэтому они 
определяются соотношениями

? = ф -<р\
(Л — A*) costp.



Символы Ф и Л обозначаю!' астрономические координаты точки Р земной по­
верхности. Символы ip* и А* представляют "нормальные координаты " точки 
Р, определяющие направление нормальной отвесной линии в Р; они не иден­
тичны эллипсоидальным координатам ip и А (точки) Р, являющимся коорди­
натами основания Qq перпендикуляра к эллипсоиду (рис. 8.8). Нормальные

нормальнай\ но*>маль к ЭЛЛИПС0ИДУ 
отвесная линия\р

Qo Qoo эллипсоид

Рис. 8.8: Нормальная широта (/>* и эллипсоидальная широта <р

координаты <р* и А* точки Р отличаются от нормальных координат <р' и А' 
точки Qoo за счет поправок за кривизну нормальной линии отвеса (см. разд. 
5.15). Формула (5-147) дает

V , ()И)0)

Благодаря осевой симметрии, мы имеем строго

А' =  А , (8-81)

гак как Qo и Qoo находятся в плоскости одного и того же эллипсоидального 
меридиана. Более того, даже в экстремальных случаях расстояние между Qo 
и Qoo никогда не превышает нескольких сантиметров. Поэтому можно также 
утверждать, что

=  (8-82)
без заметной погрешности. Следовательно, мы можем идентифицировать у/ 
и А; с <р и А, которые являются эллипсоидальными координатами точки Р 
согласно проекции Гельмерта (разд. 5.5). В итоге мы можем заменить выше­
указанные формулы для ip* и А* на следующие:



Введение компонентов уклонения согласно проекции Гельмерта определя-

Следовательпо, £ и £Гельмерт различаются за смет нормальной редукции за кри­
визну отвесной линии,

Компоненты уклонения £ГельМеРт и 7/Ге,1Ьмерт используются в астрономогеодезиче­
ских вычислениях; £ и 77 получаются из гравиметрии но формулам типа (8 77) 
и (8 -88) ниже.

Эти соотношения математически вполне аналогичны соответствующим 
уравнениям (5 138) традиционного метода, использующего геоид, но теперь, 
с использованием нормальной кривизны, такое серьезное препятствие как по­
правка за кривизну отвесной линии практически принадлежит прошлому.

Замечание о точности
Точность проблемы с применением теории Молоденского по сравнению с тем,
о чем говорилось в конце разд. 2 .21, даже ухудшается, так как в горном районе 
почти невозможно вычислить поправки Молоденского с точностью, скажем,
0.03", и поэтому наблюдения там нельзя непосредственно использовать для 
точного определения горизонтальных местоположений.

Астрономические полевые наблюдения широт, долгот и азимутов имеют 
точность порядка 0.3", что достаточно для вычисления классической тригоно­
метрической сети и астрономогеодезического определения геоида (разд.. 5.14).

8.8 Возмущения силы тяжести: случай GPS
Основной факт состоит в том, что "поправки Молоденского" дп для возмуще­
ний силы тяжести идентичны аналогичным поправкам для Ад. Причина в том, 
что возмущение силы тяжести 6д имеет точно такое же аналитическое поведе­
ние, как и аномалия силы тяжести А д , поскольку г 6д является гармонической 
функцией, как и г Ад. Таким образом, аргументы -  буквально те же самые, 
только Ад надо заменить на 6д и пользоваться формулой Неймана -Коха (8 47) 
вместо формулы Стокса; то же имеет место и для формулы Венинга Мсйнеса.

(8 84)

^Гельм ерх =  £  +  / *  д  SHI 2<р , (8-85)

(8-86)



Поэтому мы получаем

C=4 ^ //‘5pAWd<T + £  4^ / /  (8"87)
о и

(8 88)

UGPS-формулу Венинг-Мейнеса" (8 88) найдем дифференцированием (8-49)

Надо только заменить Ад на 6д и S(tp) на К(ф). Операторы L остаются неиз­
менными.

Давайте подытожем еще раз наш подход к решению современных краевых 
задач (Молоденского и Коха). Трудно работать непосредственно со сложной 
поверхностью Земли S. Поэтому с помощью аналитического продолжения А д 
или, соответственно, 8д мы сводим эти сложные задачи к соответствующим 
сферическим задачам, решение которых является простым и хорошо извест­
ным.

Ряды Молоденского для проблемы Молоденского, с одной стороны, и для 
краевой задачи GPS, с другой стороны, очень близки, потому что А д и 8д 
имеют одинаковую аналитическую и геометрическую структуру.

В то же время, это подобие очень удивительно, так как две основные кра­
евые задачи математически весьма различны, как это мы видели в разд. 8.3 
(сравните формулы (8-12) и (8-13)). Тем не менее, (8-87) действительно дает 
потенциал, как это требует (8-13): на основании теоремы Брунса, являющейся 
вездесущей связью между геометрией и физикой, мы имеем

dK _  1 cos(V>/2) 1
dip 2 s in ^ /2 )  1 + sin(^/2) ’

Поправочные члены gn вычисляются рекуррентно

(8 89)

n
(8-90)

Г—1

начиная с
(8-91)



Нужный для (8-13) геопотепциал

W  =  U +  Т, (8-93)

а
С =  W0 -  W (8-94)

-  геопотенциальное число, физическая мера высоты над уровнем моря; обыч­
но это число получается с помощью громоздкого нивелирования, но теперь 
оно вычисляется непосредственно по данным о силе тяжести и представля­
ет собой физический, более общий эквивалент геометрического определения 
нормальной высоты Н* =  h — £, согласно уравнению (8-31).

Можно показать, что в линейном приближении поправка Молоденского 
для возмущения силы тяжести имеет ту же форму, что и поправка для анома­
лии силы тяжести; каждая из этих поправок вычисляется с использованием 
или А д , или 5д.

Формулы для поправок Молоденского и их численные значения в линейном 
приближении одни и те же.

Dee это показывает эффективность подхода Молоденского даже в тех за­
дачах, которыми сам он никогда не занимался.

8.9 Редукция силы тяжести в современной 
теории

В разделе 8.2 мы рассмотрели редукции силы тяжести с точки зрения опре­
деления геоида. Весьма замечательно, что эти редукции, такие как редукция 
Буге или изостатическая редукция, могут быть также включены в норый ме­
тод определения непосредственно физической поверхности Земли, хотя и с 
существенно измененным смыслом (Pellinen 1962; Moritz 1965: Sect. 5.2).

Давайте предположим, что массы вне геоида удалены или перемещены 
внутрь геоида, как описано в разд. 8.2, и рассмотрим влияние этой процедуры 
на величины, отнесенные к земной поверхности.

Обозначим изменения в потенциале и в силе тяжести как 6W и 6д, соот­
ветственно; тогда новые значения на земной поверхности будут

(Ясно, что здесь 6д не является аномалией силы тяжести!) Возмущающий 
потенциал Т =  W  — U становится равным

W c =  W  -  SW ,

9е =  д - 6 д .
(8-95)



Физическая поверхность S останется неизменной, но теллуроид Е изменится, 
потому что его точки Q  определены уравнением U q  = W p , а потенциал W  в 
любой поверхностной точке Р  подвержен влиянию смещения масс, согласно 
(8 95). Расстояние Q Q C между первоначальным теллуроидом £  и измененным 
тсллуроидом Ес (рис. 8.9) определяется как

SW
QQC =  — , (8-97)

7
согласно теореме Брунса. Это идентично изменению аномалии высоты так

земная поверхность S

измененный теллуроид Е с 

теллуроид X

эллипсоид Е

Рис. 8.9: Теллуроид до и после редукции силы тяжести, £  и Ес, 
соответственно

что
<5< =  С — С  =  —  • (8-98)

7
Нормальная сила тяжести 7 на измененном теллуроиде £ с имеет вид

7 с =  7 + ё < 5 <  =  7 + — SW,  (8-99)ah 7  ah

так что новая аномалия силы тяжести

Др* = 9е -  7е =  (9 -  Sg) -  ( 7  +  ~  (8-100)

или
Аде =  Ьд -  Sg -  ± ? 1 S W  . (8-101)

Редуцированная аномалия силы тяжести Адс состоит из аномалии в сво­
бодном воздухе (в смысле Молоденского) Ад  и двух редукций:

1. непосредственный эффект смещения внешних масс на д, то есть — Sg', и



2. "косвенный эффект" этого смещения на 7 , то есть

(8- 102)

за счет изменения теллуроида, к которому 7  относится.

Повторим еще раз, что все эти аномалии Адс относятся к физической поверх­
ности Земли, а не к "земному уровню"!

Если массы вне геоида полностью удалены, то Адс есть аномалия Буге; 
если внешние массы сдвинуты вертикально вниз согласно некоторой изоста- 
гической гипотезе, то Адс представляет собой изостатическую аномалию, и 
т.д. Таким образом, мы можем получить "земной эквивалент" для каждой 
традиционной редукции силы тяжести, при этом связующим звеном служит 
аналитическое продолжение. См. ниже подробности для изостатических ано­
малий; относительно аналитического продолжения см. разд. 8 .6 .

Теперь мы можем описать определение аномалий высоты (  таким способом, 
который подобен соответствующей процедуре определения высот геоида N, 
описанной в разд. 8 .2 .

1. Массы вне геоида -  путем вычислений -  или полностью удаляются, или 
перемещаются внутрь геоида; W  и д заменяются на W c и дс, согласно

2. Точка, в которой вычислена нормальная сила тяжести, сдвигается от 
эллипсоида вверх к точке теллуроида Q.

3. Косвенный эффект -  расстояние Q Q C — 5Q -  вычисляется по формуле 
(8 98).

4. Точка, к которой относится нормальная сила тяжести, теперь смещается 
от точки Q теллуроида £  к точке Qc измененного теллуроида Ес, соглас­
но (8-99).

5. Измененные аномалии высот £с вычисляются по "редуцированным" ано­
малиям силы тяжести А дс (8- 101) с помощью любого решения задачи 
Молоденского типа (8-57) или (8- 68).

6 . Наконец, нужные аномалии высот £ получаются с учетом косвенного 
эффекта согласно

Цель этой несколько усложненной процедуры состоит в том, чтобы исполь­
зовать известные преимущества аномалий Буге и аномалий изостатических. 
Аномалии Буге и еще в большей степени изостатические аномалии являют­
ся более гладкими и более представительными, чем аномалии в свободном 
воздухе, и потому их можно легче и точнее интерполировать.

(8 95).

С = СС + *С- (8-103)



Таким образом, изостатические аномалии силы тяжести Адс в новом смыс­
ле являются полным аналогом традиционных изостатичсских аномалий; то же 
можно сказать и относительно любого другого типа редукции силы тяжести. 
Разница в том, что теперь изостатические аномалии и др. относятся к фи­
зической поверхности Земли так же, как и аномалии в свободном воздухе. 
Если изостатические аномалии в этом новом смысле аналитически продол­
жить от земной поверхности вниз к геоиду, то получим изостатические ано­
малии в обычном традиционном смысле. В настоящее время под влиянием 
процедуры "удаления-восстановления” (remove restore principle) обычно го­
ворят топографо-изостатическая редукция, но сами аномалии продолжают 
называть изостатически ми.

Следовательно, изостатические аномалии в обычном смысле (па уровне 
моря) и изостатические аномалии, соответствующие новому определению 
(на земном уровне) связаны через аналитическое продолжение. Этот факт 
приводит к двум выводам. Во первых, разность между изостатически ми ано­
малиями согласно этим двум определениям будет небольшой, потому, что рас­
стояние, вдоль которого выполняется это аналитическое продолжение, есть 
лишь высота над уровнем моря, и потому что изостатическая редукция обеспе­
чивает наибольшую гладкость аномальному полю силы тяжести. Эта разность 
является значительно меньшей, чем соответствующее отличие между анома­
лиями в свободном воздухе на земном уровне и на уровне моря. Понятно, что 
этот факт дает преимущество при вычислениях, если в формулах типа (8-74) 
используются изостатические аномалии.

Во-вторых, если для получения аномалий высот используется описанный 
в предыдущем разделе метод продолжения вниз, то мы получаем соотношение 
между традиционным и современным использованием редукции силы тяже­
сти. Как мы только что видели, аномалии силы тяжести Адс* на уровне моря, 
полученные путем продолжения вниз изостатических наземных аномалий Адс, 
идентичны изостатическим аномалиям в традиционном смысле. Следователь­
но, мы получаем, с одной стороны, аномалии высот

< = £ / / Л9" 5(Л+л̂ + (т ) з...
(8-104)

согласно (8-75) и (8 103). а, с другой стороны, высоты геоида

(8-105)
а

согласно обычной формуле Стокса, примененной к Адс* и (8- 5). Так как ано­
малии высот связаны с высотой /г, функция S(R +  h.,ip) заменяет в (8-104)



оригинальную функцию Стокса S(ift) =  S(R,ip), участвующую в (8 105) по­
тому, что высоты геоида относятся к нулевой высоте. Можно было бы также 
пользоваться 70 в (8 104). Итак, возможны следующие шаги.

1. Вычисление аномалии в свободном воздухе на земном уровне, Ад, со­
гласно (8 23).

2. Вычисление изостатической аномалии на земном уровне, Дрс, согласно 
(8 101).

3. Продолжение вниз Адс посредством (8 54), где Ад и Agh*rmonic заменя­
ются на Адс и Адс*. Получающиеся изостатические аномалии на уровне 
моря. Адс*, могут теперь использоваться для двух целей: или для

4а. определения физической поверхности Земли, согласно (8 104), или для 
4Ь. определения геоида, согласно (8 105).

Погрешность за счет неточного знания плотности масс ниже земной по­
верхности сказывается на высотах геоида, как определено в (8-105), но не 
влияет на аномалии высот (8-104). Это ясно, потому что неправильное пред­
положение относительно плотности означает только, что массы выше уровня 
моря не полностью удалены, что не хуже, чем если бы эти массы не удалялись 
вовсе при использовании аномалий в свободном воздухе.

Эта процедура, как увидим позднее, особенно интересна с точки зрения 
практических вычислений. Она стала популярной под названием "метод уда­
ления it восстановления" (remove restore principle), разработанный К.Colic и 
др., см. разд. 11.1.

Почти заключительное замечание о редукции в свободном воздухе
Казалось бы, простая тема о редукции в свободном воздухе на деле оказы­
вается чрезвычайно сложной. Поэтому ее невозможно скомпоновать в какой- 
нибудь один блок. Задача напоминает гору, которую можно исследовать толь­
ко при наличии доступа к ней с разных сторон. Первоначальный взгляд был 
сделай в главе 3, но затем читателю было предложено обратиться к пара­
графу "Многогранность редукции в свободном воздухе” из разд. 3.9. Теперь 
намного проще понять сделанные там замечания. То, что теперь мы понимаем 
под гармоническим продолжением, дает нам возможность интерпретировать 
редукцию в свободуюм воздухе как редукцию силы тяжести за счет пере­
мещения масс: топографические массы перемещаются внутрь Земли таким 
способом, что внешний потенциал остается неизменным. Это мало отличает­
ся сп’ редукции Рудзкого, где неизменным остается геоид. Однако, в то время 
как редукция Рудзкого "конструктивна" в том смысле, что ее осуществление 
может быть описано, наша теперешняя интерпретация редукции в свободном 
воздухе как гармоническое продолжение неконструктивна и представляет со­
бой пример некорректно поставленной задачи; см. Anger and Moritz (2003) и



www.mas.tugraz.at/^rschimg/IiivcrseProblcms/AngerMoritz.html, а также рис. 8.10. 

Важное замечание
Изостатические аномалии силы тяжести и тоиографо-изостатически ре­

дуцированные уклонения отвеса (разд. 8.14) являются основными исходными 
данными для среднеквадратической коллокации в горных районах (разд. 11.2). 
Таким образом, пространственный подход по М олоденскому являет­
ся основным даже для среднеквадратической коллокации!

Упражнение
Сбор всех замечаний в отдельную статью о различных аспектах редукции в 
свободном воздухе был бы хорошей темой работы семинара. Авторы предлага­
ют премию 500 евро, "Премию Молоденского", наиболее интересному обзору 
по этой теме.

8.10 Определение геоида по наземным 
аномалиям

Мы видели, что возможно определить физическую поверхность Земли (по­
средством аномалий высоты £) и направление отвеса на ней (посредством 
компонентов уклонения £ и г/) по аномалиям в свободном воздухе, отнесенным 
к земной поверхности. Если отложить ортометрическую высоту Я  по отвес­
ной линии от физической поверхности вниз, то геометрическое м е ст  концов 
даст нам геоид (рис. 8.11). Эту геометрическую идею можно сформулировать 
аналитически следующим образом. Традиционно высота h над эллипсоидом 
дается как

h =  Н +  N, (8-106)
а согласно современной теории

/? =  #* +  С • (8-107)

Отсюда следует, что
N -  С =  Я* -  Я . (8 108)

Это означает, что разность между высотой геоида N и аномалией высоты С 
равна разности между нормальной высотой Я * и ортометрической высотой 
Я. Так как С является также высотой квазигеоида, то эта разность есть рас­
стояние между геоидом и квазигеоидом.

Согласно разд. 4.5, эти две высоты определяются как

я  = ? ,  Я* =  ? ,  (8 109)
9 7
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Рис. 8.11: Геоид на глубине Н  ниже земной поверхности

где С -  геопотенциальное число, g -  сила тяжести, средняя по отвесной ли­
нии между геоидом и земной поверхностью, а 7 -  нормальная сила тяжести, 
средняя по нормальной отвесной линии между эллипсоидом и теллуроидом. 
Исключая С, находим

я* - Я = i-Z J - н , (8 110)
7

что также есть расстояние между геоидом и квазигеоидом, см. (8 108); следо­
вательно,

N =   ̂+  _ (8 111)
7

Аномалия высоты £ может быть выражена, например, формулой Молоден­
ского (8 57). В результате мы получаем

N~ ^ J h gS{*)̂ +T kll9'SWd°+!LT-H- <81121
а а

где д\ определяется формулой (8 62). Таким образом, N определяется инте­
гральной формулой Стокса, примененной к аномалии в свободном воздухе на 
земном уровне, и двумя маленькими поправками, где

1. член, содержащий gi% отражает эффект топографии;

2. член, содержащий g — 7 , представляет расстояние между геоидом и ква­
зигеоидом.

Если этими поправками пренебречь, то высоты геоида N получаются по ин­
тегральной формуле Стокса с использованием аномалий в свободном воздухе. 
Впервые это было отмечено Стоксом в 1849 году. Новый подход Jeffreys (1931), 
основанный на тождествах Грина, послужил началом нескольких полезных



разработок, которые достигли своей кульминации в работе Молоденского и 
других.

Преимущество этого способа определения N состоит в том, что плотность 
масс выше уровня моря участвует только косвенно в виде влияния на ортомет- 
рическую высоту Я  через среднюю силу тяжести д , вычисляемую с помощью 
реакции Прея (разд. 3.5). Следовательно, высота геоида N, полученная этим 
способом, имеет такую же погрешность, как и погрешность ортомстрической 
высоты за счет неточного знания плотности масс.

Важно, что аномалия силы тяжести А д в этом методе относится к земному 
уровню и представляет собой разность между силой тяжести наземной поверх­
ности и нормальной силой тяжести на теллуроиде. Вместо непосредственного 
использования аномалии в свободном воздухе мы можем также использовать 
другие аномалии силы тяжести -  например, изосгатические аномалии в смыс­
ле разд. 8.9.

Повторим простое, но фундаментальное правило: А д , Sg, 77, С полу­
ченные в соответствии с теорией Молоденского, первоначально всегда от­
носятся к физической поверхности Земли, а не к уровню моря!

8Л1 Первый баланс
Новые методы, описанные в этой главе, предназначены прежде всего для опре­
деления физической поверхности Земли, но они также достаточно удовлетво­
рительны и с точки зрения определения геоида (разд. 8.10). Их существенная 
особенность состоит в том, что аномалии силы тяжссти теперь относится к 
земной поверхности, вне зависимости от того, имеем ли мы дело с аномалия­
ми в свободном воздухе, или с аномалиями изостатическими, или как нибудь 
иначе редуцированными аномалиями силы тяжссти (разд. 8.9).

В результате мы немедленно приходим к понятию аномалии высоты С, ofi'- 
деляющей эквипотенциальную поверхность от поверхности сфероида на зем­
ном уровне. Откладывая аномалии высоты от эллипсоида вверх мы получаем 
ква шгеоид. Эта подобная геоиду поверхность не имеет никакого реального во­
площения, но дает удобный зрительный образ аномалий высоты. Откладывая 
ортометрическис высоты от земной поверхности вертикально вниз, мы полу­
чаем геоид.

Поучительно сравнить геоид и квазигеоид. Высота геоида N и высота ква­
зигеоида С связаны выражением (8 -111), или

n -<;  =  9— *!-H = H ' - H .  (8-из)
7

Член g — 7  приближенно равен аномалии Буге; эго можно увидеть, используя



(4 32) для 7 имеете с
1 cb

7 * 7 “  j  oft H ' <8 114>
Величину 7 в знаменателе можно заменить обычной константой 70. Так как 
аномалия Буге менее чувствительна к локальным нерегулярностям топогра­
фии, коэффициент локально постоянен и потому существует приближенная 
линейная зависимость между £ и локальными нерегулярностями высоты Я. 
Другими словами, квазшеоид опцхинсист топографию (рис. 8 .12). Чтобы ио-

квазигеоид 

-------- ^ —  эллипсоид

Рис. 8.12: Квазигеоид

лучить количественную оценку разности N — О мы снова используем тот факт, 
что

/# —  Л/ /\ 41 г»
10-'Д  IJD . (8 115)

7 981 гал
где Адв ость аномалия Буге в гал, так что

( С - % « - Д й в И ' % ^  (8 116)
Гак как на континентах Адв обычно величина отрицательная, то разности 

{ — N гам обычно положительны. Другими словами, на суше аномалия высоты 
С обычно больше соответствующий высоты геоида N. На океанах С =  N. Если 
Адв — -ЮОмгал = —0.1 гал и Я  =  1 км, то

С- N  = 0.1 м. (8 117)

Кроме того, аномалия Буге зависит от срсдпсй высоты местности, уменьшаясь 
в среднем приближенно на 0.1 гал на каждый 1 км высоты. Полагая в качестве 
приближенной оценки, которую можно проверить но картам аномалий Буге,

Д ^ М  = -0 .17 /(:м), (8 118)

мы получаем
(С -А г)[м]*+0.1 яг;м1я м , (8 119)

где Я есть высота станции, а Я*' -  средним высота рассматриваемой област и. 
Видим, что £ — N растет быстрое, чем высота, поч ти как квадрат высоты.



Но надо иметь ввиду, что эта формула дает только общее представление о 
порядке величины (см. также разд. 11.3).

Так как £ — N =  Н — Н *, то данные выше приближенные формулы можно 
использовать также и для оценки разности между ортометрической высотой 
Я и нормальной высотой Я*.

Теорегически важный момент состоит в том, что квазигеоид, но не гео­
ид, может быть определен без гипотетических предположений относительно 
плотности. Устранение подобных предположений было руководящей идеей ис­
следований Молоденского. Однако ортометрические высоты не сильно подвер­
жены влиянию погрешностей в плотности. Погрешность в Я  за счет неполного 
знания плотности вряд ли превышает 1 2 дециметра даже в экстремальных 
случаях (разд. 4.3). По видимому, это меньше, чем неточность соответству­
ющего значения £ из -за неизбежных погрешностей интерполяции и тому по­
добному даже при очень хорошем покрытии силой тяжести. Поэтому, если 
используется метод разд. 8.10, то геоид может быть определен фактически 
с той же точностью, что и квазигеоид. Заметим, что теоретически возмож­
но даже полностью исключить погрешности, возникающие от использования 
геоида (Moritz 19G2, 1964). Таким образом, вполне стоит сохранить понятие 
геоида с его физической реальностью и другими его преимуществами.

Как сильно формулы Молоденского отличаются от соответствующих фор­
мул Стокса и Венинг-Мейнеса? Отличие £ от результата оригинальной фор­
мулы Стокса дается эквивалентными выражениями

<1 = 4VTo If  9lS{lp)da шш Cl = _̂ / /
(8 120)

согласно (8 62) и (8 66). Эта поправка может быть даже меньше, чем разность 
С — N (см. разд. 11.3).

Уместно опять отмстить, что уклонение отвеса относительно более подвер­
жено поправкам Молоденского, чем аномалия высоты. Как показали иссле­
дования Молоденского на модели (Molodenski et al. 1962: pp. 217 225), в экс­
тремальных случаях эта поправка может достигать нескольких секунд. Это 
много, так как 1" в уклонении соответствует 30 м в положении. Другие чис­
ленные оценки приведены в главе 11.

Подведем итоги применения формул Стокса и Венинг Мейнеса непосред­
ственно к аномалиям в свободном воздухе, без всяких поправок. Формула 
Стокса дает аномалии высот С с высокой точностью; для многих практических 
целей мы можем, к тому же, идентифицировать эти аномалии высот с соот­
ветствующими высотами геоида N. Формула Венинг Мейнеса дает уклонения 
отвеса на земном уровне, которые являются относительно менее точными, но 
часто вполне приемлемыми.

Преимуществом современной теории является ее прямая связь с внешним



полем силы тяжести Земли, которое является особенно важным в настоящее 
время для вычисления влияния гравитационных возмущений на траектории 
движения космических кораблей и орбиты искусственных спутников. Сразу 
ясно, что наземные величины, тина аномалий силы тяжести в свободном воз- 
/lyxe, лучше подходят для этой цели, чем соответствующие значения, отне­
сенные к геои/i ,̂ который отделен от нужного поля внешними массами. Для 
вычисления внешнего поля и соответствующих шаровых функций наиболее 
подходящим является метод, описанный в разд. 8.G.5 (см. также разд. 6.5).

Практически при использовании (8 57) обычно достаточно рассмотреть 
только линейное приближение. Во многих случаях даже возможно пренебречь 
поправкой — (dAg/dh)h. идентифицируя аномалии в свободном воздухе на 
уровне моря A^harmonic с соответствующими наземными аномалиями Ад. Со­
гласно разд. 3.9, эти аномалии в свободном воздухе Ад''атп'оп'с =  Ад можно 
также считать приближениями к аномалиям конденсации в смысле Гельмерта. 
Этого приближения вполне достаточно для вычисления внешнего поля силы 
тяжести, шаровых функций, высот геоида или аномалий высот. Для уклоне­
ний отвеса обычно требуется более аккуратный подход, такой как учет косвен­
ного эффекта с помощью редукции силы тяжести (разд. 8.2) или современные 
методы разд. 8.9.

В высоких и крутых горах подход Молоденского через аномалии в свобод­
ном воздухе сталкивается с такими практическими трудностями как ненадеж­
ность интерполяции, большие поправки и другие численные проблемы. Что­
бы избежать их, следует пользоваться изостати ческой редукцией в современ­
ном смысле. Таким образом, столкновение меж ч̂у идеями "традиционными" 
(геоид) и "современными" (типа Молоденского) приводит к важному синтезу. 
Другим примером слияния идей является средиеквадратическая коллокация, 
см.разделы 10.2 и 11.2.

Для дальнейшего изучения, особенно исторических аспектов, читателю 
рекомендуется книга Molodenski et al. (1962) и M.S.Molodensky Anniversary 
Volume под редакцией Moritz and Yurkina (2000).

Часть II: Астрономогеодезические методы по Мо- 
лоденскому

8.12 Некоторые предварительные сведения
До недавнего времени вычисление детального геоида или детального потен­
циального поля силы тяжести в ограниченных областях, особенно в горных 
районах, не представляло особого интереса. Это можно объяснить но разному. 
В центре внимания в течение десятилетий были глобальные определения гео­



ида или но спутниковым данным, или из комбинации спутниковых и грави­
метрических данных (Lerch et al. 1979, Reigber ct al. 1983, Rapp 1981). Да­
же (почти) чисто гравиметрические глобальные и локальные геоиды были 
успешно вычислены (March and Chang 1979), нечто среднее между класси­
кой Heiskanen (1957) и современным локальным геоидом (Kuhtreiber 2002 b). 
Отличным обзором подобных результатов является работа Tsiavos (2002). На 
океанах геоид теперь известен с точностью, по видимому, до нескольких сан­
тиметров благодаря спутниковой альтиметрии. К сожалению, спутниковая 
альтиметрия не применима на суше. Детальное определение геоида на конти­
нентах выполнялось гравиметрическим методом, несмотря на серьезные труд­
ности из за отсутствия достаточного обеспечения гравиметрической съемкой 
(или отсутствия информации относительно такого обеспечения). Таким об­
разом, мы имеем парадоксальную ситуацию, когда на океанах, долгое время 
являющихся пасынком геодезии, геоид теперь в общем известен намного луч­
ше чем на континентах. Однако гравиметрический метод продолжает привле­
кать теоретиков, потому что ставит очень интересные и глубокие математиче­
ские задачи, связанные с геодезической краевой задачей, обсужденной выше в 
этой главе. Обширные практические и теоретические разработки относительно 
спутникового и гравиметрического определения глобального поля силы тяже­
сти несколько затмили определение детальных геоидов в меньших областях, 
в частности, астрономогеодезических геоидов. Определения локального гео­
ида особенно трудны в горных районах. Гравиметрический метод не очень 
хорошо работает в высоких горах. Астроиомогеодезический метод, использу­
ющий астрономические наблюдения широты и долготы, лучше подходит для 
этих целей, но отнимает много времени и считается несколько старомодным, 
возможно, потому, что работать приходится по ночам, что теперь не очень 
популярно. Использование силы тяжести и астропомогеодезических данных 
в высоких горах должно включать некоторую топографо изостатическую ре­
дукцию. К тому же, теория астропомогеодези ̂ чес кого метода не так привле­
кательно трудна, как теория проблемы Молоденского. Наконец, что, видимо, 
еще важнее, высокогорные области не так уж часто встречаются и, кроме та­
ких стран, как Швейцария и Австрия, являются обычно областями небольших 
экономических интересов. По этим и другим подобным причинам, основное 
русло геодезической теории и практики пролегало мимо проблем, связанных с 
высокогорьем. Однако, Швейцария хорошо понимала необходимость таких ис­
следований и традиционно была очень активна в работе по астрономогеодези- 
чсскому определению локального геоида (Elmiger 1969, Gurtner 1978, Gurtner 
and Elmiger 1983). За ней последовала Австрия (Ostcrreichische Kommission 
fur die Internationale Erdmessung 1983). Обнаружилось, что проблема не толь­
ко в выполнении необходимых измерений, но и основополагающая теория не 
столь тривиальна, как можно было подумать, и проявляются весьма инте­
ресные ее особенности. Что касается измерений, то снова было доказано, что



астрономические наблюдения в горах вполне выполнимы; см. статьи Erker, 
Bretterbauer and Gerstbach, Lichtenegger and Cliesi in Chap. 2 of Osterreichische 
Kommission fiir die Internationale Erdmessung (1983) и последовавшую за ни­
ми работу Siinkel et al. (1987). Главные преимущества данных астрономогео­
дезических по сравнению с гравиметрическими для определения локального 
геоида в горных районах можно сформулировать следующим образом:

1. достаточно иметь астроиомогеодезические уклонения отвеса только в об­
ласти определения геоида: никакие данные вне района работ не требу­
ются, в отличие от гравиметрического метода.

2. погрешности топографической высоты значительно меньше влияют на 
уклонения отвеса, чем на данные о силе тяжести. Поэтому даже сравни­
тельно грубая модель рельефа оказывается достаточной для использо­
вания астрономогеодезических данных.

На самом деле, два тина данных не являются взаимоисключающими; опти­
мальное определение геоида предполагает комбинацию астрономогеодезиче­
ских уклонений отвеса, аномалии силы тяжести и, возможно, данных другого 
типа. Подходящей численной техникой при этом является среднсквадратиче- 
ская коллокация, обсуждаемая в главе 10.

Что касается самих наблюдений, то полезно иметь ввиду, что необходимые 
уклонения отвеса и аномалии силы тяжести быстро и с достаточной для мно­
гих целей точностью способны давать геодезические иперциальпые системы.

В заключение перечислим различные методы определения геоида:

• традиционные спутниковые методы (Допплер, лазер и т.д.),
• системы спутник -  спутник,
• спутниковая градиептометрия,
• спутниковая альтиметрия,
• гравиметрия,
• астроиомогеодезические методы и
• наиболее непосредственно - нивелирование с помощью GPS (Sect. 4.6).

Как правило, перечисление этих методов начинается с самого глобального 
и заканчивается самым локальным методом, то есть, в порядке уменьшения 
глобальности или увеличения локальности. В общем, порядок соответствует 
увеличению разрешающей способности и точности. Необходимо еще раз под­
черкнуть, что все эти методы дополняют друг друга и для получения наи­
лучших результатов их слсдус'г комбинировать. Новые спутниковые проекты 
описаны в разд. 7.6.



Астрономогеодезический метод по Молоденскому
Оставшаяся часть этой главы детально описывает теорию астрономогсодсзи- 
ческого определения локального геоида в районах с трудной топографией и 
имеет дело, в основном, с теми методами, которые расположены в этом спис­
ке ближе к копну. Подробно исследуется роль (и потребность) топографо- 
изостати1ческой редукции. Численные результаты для Австрии конкретно от­
вечают на вопросы, которые неоднократно обсуждались нами теоретически, 
а именно -  каковы разности меж;^ высотами геоида и аномалиями высот по 
Молоденскому (высоты квазигеоида), или каков численный эффект аналити­
ческого продолжения от земной поверхности к уровню моря (Osterreichische 
Kommission fur die Internationale Erdmessnng 1983).

В качестве разминки, вернемся к основам и веномним некоторые важней­
шие принципы геометрии Молоденского. Рис. 8.13 иллюстрирует эти поня­
тия. В классической теории геоид определяется своими уклонениями N от

Рис. 8.13: Основы геометрии

референц эллипсоида; N -  высота геоида. Геоид есть уровенная поверхность 
W = Wo =  const потенциала силы тяжести W ; эллипсоид определяется в ка­
честве' уроненной поверхности U =  Uo =  const нормального потенциала силы 
тяжести U; постоянные W0 и Uq, полагают, как обычно, равными (разд. 2.12).

В современной теории Молоденского (разд. 8.4) каждой точке Р  земной 
поверхности ставится в соответствие такая точка Q, которая принадлежит 
проходящей через точку Р  нормали к эллипсоиду, и

U(Q) =  W(P ) .  (8-121)

Таким образом, нормальный потенциал U в точке Q равен реальному потен­
циалу W  в точке Р.



Это соответствует отмеченному выше классическому соотношению

Uo = U(Q0) =  W(P0) = W0, (8- 122)

вследствие которого Uq берегся равным Wq (рис. 8.13). Ввиду аналогичного 
соответствия, аномалия высоты но Молоденскому

где 7 обозначает эллипсоидальную нормальную силу тяжести.
Точки Ро образуют геоид, а точки Q0 составляю!’ эллипсоид, при этом обе 

поверхности являются уровенными (для W  и С/, соответственно). С другой 
стороны, точки Р принадлежат земной поверхности, а множество точек Q 
определяет вспомогательную поверхность, кагорую называют, вслед за R.A. 
Hirvoncn, теллуроидом. Поскольку ни земная поверхность, ни теллуроид уро­
венными поверхностями не являются, то ситуация оказывается более сложной, 
чем в классическом варианте, где мы имеем дело с уровенными поверхностя­
ми.

Следуя предложению Молоденского, можно отложить аномалии высот (  
вертикально от референц эллипсоида. В результате получим геоидоподобную 
поверхность квазигеоид, и С можно трактовать как высоты квазигеоида. В 
отличие от геоида, однако, квазигеоид не является поверхностью уровенной и 
не имеет какой либо естест венной физической интерпретации. Поэтому можно 
не пользоваться понятием квазигсоида, а аномалии высот (  трактовать как 
величины, отнесенные к земной поверхности (вертикальные расстояния между 
земной поверхностью и теллуроидом). Резюме дано в разд. 8.15.

Классическая аномалия силы тяжести Ago на уровне моря определяется
как

С = Q P (8-123)

является современным эквивалентом классической высоты геоида

N =  Q0P0 . (8 124)

Пользуясь аномальным потенциалом

T = W - С / , (8 125)

мы имеем, согласно теореме Брунса,

(8 126)



где у обозначает силу тяжести, а 7  -  нормальную силу тяжести. Пока у(Ро) 
обозначает фактическую силу тяжести на геоиде, так как редукции силы тя­
жести путем перемещения масс здесь еще не имеются ввиду. В теории Моло- 
денского аналогично:

Ay = y ( P ) - 1(Q).  (8 128)
Величины, отнесенные к уровню моря, мы будем, по мере возможности, сопро­
вождать нижним индексом "0 м, чтобы отличать их от величии, отнесенных к 
земной поверхности и не имеющих нижний индекс. Например, Ауо относится 
к уровню моря, а Ад -  к земной поверхности.

При работе с GPS мы имеем возмущения силы тяжести

Ад = у ( Р ) - 1(Р) .  (8 129)

Что касается уклонений отвеса, то следует различать три линии (рис. 8.13):

1. прямая нормаль к эллипсоиду Qq Р,

2 . реальная отвесная линия РЦ Р,

3. нормальная отвесная линия Pq Р.

Эллипсоидальная нормаль геометрически определяется как прямая линия, 
проходящая через точку Р  перпендикулярно к эллипсоиду. Реальная отвес­
ная линия определяется условием совпадения ее касательной в каждой точке 
с вектором силы тяжести g в этой точке; она немного искривлена, но се кри­
визна нерегулярна, поскольку обусловлена нерегулярностью топографических 
масс. Касательная к нормальной отвесной линии в каждой точке совпадает с 
нормальным вектором силы тяжссти 7 ; се кривизна меньше и полностью ре­
гулярна.

Точки Р0, Pq и Pq совпадают в пределах иескольких дециметр в, и в даль­
нейшем мы не будем их различать, поскольку расстояние в дуговых секун­
дах между Pq и РЦ намного меньше, чем эффект кривизны отвесной линии 
(разд. 5.15). То же справедливо для Qo,Q'0, и Q[J.

Направление вектора силы тяжести g есть направление (касательной к) 
отвесной линии. Оно определяется двумя углами -  астрономической широтой 
Ф и астрономической долготой А. Пусть Ф, А отнесены к земной поверхности 
(к точке Р), а Фо, А0 относятся к геоиду (строго говоря, к точке Pq). Разности

<^ =  Ф0 - Ф ,  6\ =  А0 - А  (8130)

отражают эффект кривизны отвесной линии (рис. 8.14). Можно также обра­
титься к рис. 5.18. Следовательно, мы имеем



Рис. 8.14: Кривизна отвесной линии вдоль профиля ссвср-юг

Зная кривизну отвесной линии £Ф, 6 А, мы могли бы использовать эти простые 
формулы, чтобы вычислить величииы на уровне моря Фо, А0 по наблюдаемым 
поверхностным значениям Ф, Л.

Так же, как Ф,Л связаны с реальной отвесной линией, эллипсоидальная 
широта у? и эллипсоидальная долгота Л связаны с прямой нормалью к эллип­
соиду. Величииы

£ =  ф _  ip, г] =  (А -  A) cos ip (8 132)

являются компонентами уклонения отвеса в направлениях север -  юг и восток
- запад. Для произвольного азимута а уклонение отвеса £ определяется как

£ =  £ cos а + 1] sin a . (8 133)

Эти величины £,Т7,£ относятся к земной поверхности. Рис 8.13 показывает е. 
Аналогично имеем для геоида

£о = Фо “  Ч>, Щ =  (Л0 -  A) cos <р, (8-134)

£о =  (о cos а + 7/о sin а. (8 135)

Посмотрите еще раз на £0 НЛ рис. 8.13 и обратите внимание на то, что, как 
упомяну то выше, мы не различаем нормали в точках Q0 и QJJ.

Кроме т о т , нам нужно направление нормальной отвесной линии в поверх­
ностной точке Р\ оно определяется касательной к нормальной отвесной линии 
в Р\ соответствующие широта и долгота будут обозначаться как ф и А. Эти 
"локальные" обозначения не следует путать с используемой в более ранних 
главах сферической координатой ф. Итак, мы имеем

<р =  ф + <Н?нормал, А = А + <5А„ормал , (8 136)

где 6<р, SX выражают кривизну нормальной отвесной линии. Эти формулы
представляют собой "нормальный эквивалент" формулы (8 131): "нормаль­
ные поверхностные значения" ф, А соответствуют "реальным поверхностным



значениям" Ф,Л, а эллипсоидальные значения у?, А соответствуют геоидаль- 
ным значениям Фо,Ао- Чтобы сделать аналогию полной, следовало бы заме­
нить ip = ф(Ро) на v?(Pq), но мы договорились всегда пренебрегать такими 
разностями.

В отличие от кривизны фактической отвесной линии, кривизну нормальной 
отвесной линии очень легко вычислить: из (5—147) мы имеем

Спорым = -0.17" /Г1км| sin Ър , 6\иормап =  0, (8-137)

где /г[кмj обозначает высоту в километрах.
Так как эллипсоидальная нормаль и, следовательно, <р, А определены гео­

метрически, мы вправе назвать величины (8-132) "геометрическими уклонени­
ями отвеса" на земной поверхности. С другой стороны, нормальная отвесная 
линия определена физически (или динамически) посредством внешнею по­
ля силы тяжести эквипотенциального эллипсоида. Следовательно, <р, X также 
определены динамически, и мы можем назвать

£ = Ф — (р, fj — (А — A) cos (р (8 138)

"динамическими уклонениями отвеса" на земной поверхности (ip> X заменены 
на (р/Х). На основании (8 136) и (8-137) имеем

£ = £ + Пормал, 7) = ?], (8 139)

гак как ^А„ормал = 0. Соответственно, для азимута а

е = £ cos гк + 77 sin а. (8 140)

Сравните £ и £ на рис. 8.13 и заметьте, что S там обозначает кривизну нор­
мальной отвесной линии для азимута а и определяется аналогичной формулой

S = п̂ормал COS Q + (6Апормал COSY?) silia = н̂ормал COS Of . (8 141)

8.13 Еще раз об астрономическом
нивелировании

Из рис. 8.15 видны известные дифференциальные соотношения

dN = -£ 0 ds, (8-142)

где е0 -  уклонение отвеса на геоиде. Интегрирование между точками А и D 
даёт разность между соотвегсгвующими высотами геоида:

Nb - N a = -  [  £0ds, (8-143)
JA



отвесная линия

эллипсоид
Рис. 8.15: Астрономическое нивелирование по Гельмерту 

или приближенно
Nb - N a =  - ? ™ ± £ов Sab , (8-144)

где sab обозначает горизонтальное расстояние между Л и В, а знак "минус” 
приписан лишь для удобства. См.разд. 5.14.

Рис. 8.16: Астрономическое нивелирование по Молоденскому

Соответствующее соотношение для аномалий высот находится следующим 
образом (Molodensky et al. 1962: p. 125):

dC = ^ d s  +  ^ r ffc . (8145)as oh
Здесь обозначения соответствуют рис. 8.16. Так как земная поверхность не яв­
ляется уровенной, мы также имеем вертикальную часть (d^/dh) dh в дополне­
ние к обычной горизонтальной части (d^/ds) ds. Вертикальная часть является 
результатом изменения высоты и обычно меньше чем горизонтальная часть. 

По аналогии с (8 142), горизонтальная часть определяется величиной

?  = - f .  (8146)as
где е обозначает динамическое уклонение отвеса на земной поверхности; см. 
(8 140) и рис. 8.13. Для вертикальной части мы имеем из (8 126):



или
й - - —  =  (8 148)dh 7  7

согласно фундаментальному уравнению физической геодезии (8-36). 
Следовательно, (8 145) можно записать в виде

dc = - i d s -  dh . (8 149)
"У

Интегрирование этого соотношения приводит к разности аномалии высоты

Ся -  Сл =  -  [  eds ~ [  — dh: (8 150)
Ja Ja 7

аномалия силы тяжести Ад относится к земной поверхности, согласно (8 128). 
Первый член в правой части представляет интеграл Гельмерта (8 143) от по­
верхностного уклонения ё, а второй член -  поправка Молоденского к интегра­
лу Гельмерта, необходимая для получения аномалии высоты. Эта поправка 
зависит от силы тяжести д на земной поверхности.

8.14 Топографо -  изостатическая редукция 
уклонений отвеса

По причинам, упомянутым в конце предыдущего раздела, естественно попы­
таться найти метод, который использует известные преимущества топографо
-  изостатической редукции, но избегает1 проблем, свойственных редукции в 
свободном воздохе от поверхностной точки Р  к геоидальпой точке Pq.

В разд. 8.9 мы обсудили редукцию силы тяжести с современной точки зре­
ния. Вторам формула из (8 95) имеет вид

9С = 9 - Ь д .  (8 151)
Все относится к земной точке Р , а 6д =  бдц -  эффект редукции силы тяжести 
на д , также в Р. Топографо изостатическая редукция, которая здесь только 
и используется, представляет собой гравитационное притяжение топографии 
минус гравитационное притяжение масс, компенсирующих изостазию, то есть 
топография минус изостазия.

Чтобы получить топографо-изостатическую аномалию силы тяжести, мы 
вычитаем нормальную силу тяжести 7 , также отнесенную к земному уровню, 
точнее, к соответствующей точке теллуроида Q. Таким образом,

Адс =  Ад-6дт\. (8 152)
Объяснение тривиально: Вы стоите в точке Р  и наблюдаете, как перемещается 
топография, чтобы заполнить дефицит за счет изостазии, но каким то чудом 
Вы все еще остаетесь в точке Р, теперь уже в "свободном воз^чухе".



Применение к уклоненииям отвеса
Аномалия силы тяжести является только одним из компонентов аномального 
вектора силы тяжести, друг ими двумя являются вертикальные составляющие 
£ и ту, умноженные, конечно, оба на 7 , чтобы получить нужную размерность. 
Таким образом, £ и ij можно изостатически редуцировать точно таким же 
способом.

Для £ 7] соотношение (8 152) принимает вид

С  =  £ —  £Т1 +  Sip..opмал 1 Т]С =Tf — 1}п . (8 153)

Посредством (8 139) это можно записать так

С  =  £ -  £и . rf =  i ) - r f n .  (8 154)

Однако, интерпретация (8 154) является довольно простой и строгой: из ди­
намических уклонений отвеса в Р, каковыми являются величины £ и 77, мы 
вычитаем эффект топографо изостатических масс fn  и т/ть опять же в точ­
ке Р. Полученные таким образом уклонения отвеса £с и tjc не относятся к 
(ко -■) геоиду; на самом деле, они относятся к земной поверхности!

Но что тогда означает кривизна нормальной отвесной линии <^UOpM«  в (8 
153)? Разве она не означает редукцию от земной поверхности к уровня моря?
Нот, в формулах (8 139) она обозначает только преобразование между геомет­
рическим и динамическим уклонениями отвеса, причем оба уклонения отно­
сятся к точке Р земной поверхности. Это также ясно из рис. 8.13, который 
поясняет формулу

ё  =  е +  6 , (8-155)
обобщающую (8 139) для произвольного азимута, 6 определяется выражением 
(8 141).

Интерпретация (8 153) или (8 154) как изостатичсски редуцированных уклс 
нений отвеса на земной поверхности является точной, тогда как интерпретация 
(8 8 ) как уклонения на когеоиде была лишь приближенной. Таким образом, 
мы имеем строгую интерпретацию изостатичсски редуцированных уклонений 
отвеса.

Эта интерпретация точно соответствует современным взглядам на редук­
цию силы тяжести в рамках теории Молоденского. Согласно этим взглядам, 
изостатичсски (или другим способом) приведенные аномалии силы тяжести 
продолжают относиться к земной поверхности. Классическая редукция си­
лы тяжести (разд. 8 .2) включала две процедуры: перемещение массы и сдвиг 
Р  -> Р0; новое представление о редукции силы тяжести предполагает только 
перемещение массы; проблематичного сдвига Р —> Ро не требуется.

Можно сказать, что формально "нормальная редукция в свободном возду-



также имеет место в теории Молоденского: нормальная сила тяжести 7  в новом 
определении (8 128) аномалии силы тяжести относится к точке Q теллуроида 
и вычисляется по формуле

где h = QqQ обозначает нормальную высоту Р. Но вместо редуцирования 
реальной силы тяжести g вниз от Р  к Ро, теперь нормальная сила тяжести 
редуцируется вверх от Q0 Д° Q• В то время как для первого процесса исполь­
зование нормального градиента O')/Oh проблематично, для второю процесса 
все обстоит вполне удовлетворительно.

Аналогично можно было бы интерпретировать 6ipaормал как реакцию ip 
вверх, скажем, от Р0 к Р  за счёт кривизны нормальной отвесной линии. Это 
возможно, потому что допустимо (р в (8 136) относить к Pq (потому что Ро и 
/о  фактически совпадают), и потому что ф обозначает широту касательной к 
нормальной отвесной линии в точке Р. Эта интерпретация поучительна из-за 
аналогии с редукцией силы тяжести, хотя трактовка ( р и ф ь  виде эллипсо­
идальной и динамической широты одной и гой же точки Р  представляется 
более естественной. Посмотрите еще раз на ключевой рисунок (рис. 8.13).

Как указано выше, интерпретация £с и г/с как изостатически редуцирован­
ных уклонения отвеса на земной поверхности концептуально строга и, следова­
тельно. более точна с практической точки зрения, но э то решающее преимуще­
ство таит в себе вычислительный недостаток при выполнении интегрирования 
по профилю: так как теперь интегрировать приходится по земной поверхно­
сти, а не по у ровен ной поверхности типа 1хюида, то вычисление оказывается 
более сложным. Вместо простой формулы Гельмерта (8 143), теперь необхо­
димо пользоваться формулой Молоденского (8 150):

и Ддс = gv — 7 . где дс -  изостатически редуцированное поверхностное зна­
чение силы тяжести (измеренное значение д минус притяжение тонографо -  
изостатических масс).

По изостати чески м аномалиям высот £с можно получить реальные анома­
лии высот С, добавляя косвенный эффект:

(8-157)

(8 158)

с
ес =  £с cos a + i f  sin a , (8 159)

С = Cc + (8 160)



Это полностью аналогично (8 5) и (8 3), но теперь 7’Ti -  потенциал топографо 
изостатических масс в поверхностной точке Р. Фактически нормальная сила 

тяжссти в (8 3) относится к эллипсоид, а в (8 161) -  к тсллуроиду, но в общем 
случае разница является небольшой.

При непосредственном применении формулы Молоденского (8 150) для бо­
лее высоких гор предпочтительной является процедура изостатической редук­
ции, описанная в данном разделе, потому что изостатически редуцированные 
уклонения отвеса являются гораздо более гладкими и их проще интерполи­
ровать. Однако, это чрезвычайно трудоемко с вычислительной точки зрения, 
гак как интегрировать надо вдоль земной поверхности (или, что практически 
то же самое, по тсллуроиду).

Отметим, что указанного недостатка численного характера, связанного с 
интегрированием по Молодснскому вдоль земной поверхности, можно полно­
стью избежать, если выполнять вычисления в пространстве: вместо того, что­
бы интегрировать но поверхности, можно выполнить коллокацию в простран­
стве. Эта современная процедура, описанная в следующей главе, предостав­
ляет простое и удобное в вычислительном отношении использование поверх­
ностных уклонений отвеса и их комбинации с гравиметрическими и другими 
данными. Однако описанные соображения необходимы для полного понима­
ния коллокациоиного подхода.

Заключительное замечание
В последних разделах мы пытались применит), один и гот же принцип то­
пографо -  изостати ческой редукции ("метод удаления восстановления") па 
уровне точки ко всем наземным данным, связанным с вектором силы тяже­
сти: аномалиям и возмущениям силы тяжести (разд. 8.9) и уклонениям отвеса 
(разд. 8.14). Такой унифицированный подход к изостатически редуцирован- 
ным данным позволяет непосредственно использовать эти данные для комби­
нированных решений методом среднеквадратической коллокации, описанной 
в главе 10.

8.15 Значение геоида
В этом разделе мы сравним геоид и некоторые другие поверхности, которые 
могли бы его заменить. В результате мы снова подтвердим уникальную роль 
геоида как стандартной поверхности физической геодезии.

Значение геоида очень простое. Оно определено в разд. 2.2 как одна из эк­
випотенциальных поверхностей (то есть поверхность с постоянным значением 
потенциала силы тяжести)



Константа выбрана так, чтобы на океанах геоид совпал со средним их уровнем:

W (x t у , z) =  Wq. (8 163)

Это обычное классическое уравнение геоида. Так в чем проблема?
Дело в том, что теория и практика отличаются друг от друга, и в геодезии 

эго имеет место так же, как и в повседневной жизни. Во первых, мы долж­
ны игнорировать небольшие приливно -отливные эффекты (порядка 50 см). 
Это не очень проблематично и делается путем соответствующего моделиро­
вания приливов и отливов. Но в результате мы имеем множество различных 
геоидов, полученных по спутниковым наблюдениям. Во -вторых, они обычно 
выражаются в терминах рядов по шаровым функциям, а на уровне моря та­
кой ряд может расходиться (это связано с трудностями продолжения вниз, см. 
разд. 8.6). Однако, проблема расходимости может волновать лишь математи­
ков. а геодезистов она не затрагивает по следующим причинам:

1. Наши разложения по шаровым функциям представляют собой не беско­
нечный, а конечный ряд -  но самому смыслу их определении и вычис­
ления. Поэтому проблемы расходимости ряда не существует и речь идет 
лишь о точности аппроксимации.

2. Такие аппроксимирующие конечные ряды по шаровым функциям всегда 
существуют для любых точностных потребностей (Frank and Mises 1930: 
p. 760). В геодезии мы обычно ссылаемся на теорему Рунго. Весь ком­
плекс подобных вопросов обсужден в работе Moritz (1980 а: Sects. 6 to
8).

3. Если Вы применяете пространственную коллокацию, то поведение реше­
ния (гармонично или пет, сходящееся или расходящееся,...) полностью 
определено используемой ковариационной функцией. Всегда можно по­
добрать ”хо1юшиеп ковариационные функции, которые являются гар­
моническими и аналитическими вплоть до некоторой сферы, целиком 
находящейся в теле Земли.

Так что забудьте о проблеме сходимости. Практически она решена. Дальней­
шая дискуссия, конструктивно улучшающая до сих пор полученные резуль­
таты. должна проводиться только на очень высоком математическом уровне. 
Вощюс можно сделать как угодно сложным; но при разумном подходе он ока­
зывается достаточно простым.

Геоид и продолжение вниз
Согласно рассуждениям конца разд. 10.1, геоид, вычисленный с помощью (гар­
монического!) конечного ряда по шаровым функциям или с помощью колло­
кации, не является уровенной поверхностью реального геопотенциала W, а



является уровенной поверхностью некоторого гармонически продолженного 
вниз потенциала W. Последий непременно является гармоническим по той 
простой причине, что базисные функции как коллокации, так и ряда по ша­
ровым функциям удовлетворяют уравнению Лапласа (8 2). В результате мы 
можем говорить о "гармоническом геоиде” . Это снова подчеркивает значи­
мость аналитического продолжения (разд. 8.6). В выражении, набранном вы­
ше курсивом, мы преднамеренно говорим о "некотором" потенциале, потому 
что гармоническое продолжение вниз является обратной задачей и, следова­
тельно. не имеет единственного решения (см. ниже).

Применение коллокации к £, г), Ад без редукции силы тяжести дает ано­
малии высот С или высоты гармонического геоида ДГЬлгтоп‘г простым изменени­
ем высотного параметра (h или ноль, соответственно) в программе коллока­
ции. Полностью аналогичный факт был отмечен в конце последнего раздела 
для случая аномалий высот £с и высот когеоида Nc.

Полностью аналогичную ситуацию мы видели и в случае проблемы Мо­
лоденского (без или с редукцией силы тяжести) с применением обобщенных 
формул Стокса и Вснинг Мейиеса, (8 -75) и (8 76).

Геоид, гармонические геоиды, и квазигеоид
Геоид в обычном смысле (2 18) или (8 163) полностью определяется приро­
дой и не зависит от геодезических наблюдений (за исключением нриливно 
отливных поправок). Его основной недостаток - зависимость от "топографи­
ческих масс." выше геоида, плотность которых неизвестна, но крайней мере, в 
принципе. Но этот недостаток кажелся больше теоретическим, чем практиче­
ским.

Гармонические геоиды это эквипотенциальные поверхности аналитиче­
ского продолжения вниз. Потенциал, гармонически продолженный вниз, мы 
будем обозначать как H/hamwnic, так что

Harmonic = w 0 =  constant (8 164)

обозначает гармонический геоид (гармонические геоиды).
Повторим, что аналитическое продолжение вниз, основанное на дискрет­

ных данных на земной поверхности является примером обратной задачи, ко­
торая имеет бесконечно много различных решений (разд. 1.13, для получения 
дополнительной информации можно воспользоваться интернетом, например, 
www.iiias.tugraz.at/forschung/InverseProbleiiLs/AngerMoritz.html).

Для коллокации, например, каждому выбору той или иной ковариационной 
функции соответствует свое решение. Таким образом, "гармонический геоид" 
определяется не единственным образом. Он является продуктом не только 
природы, но и используемого метода вычислений, и потому не может заменить 
реальный геоид в роли стандартной поверхности.

http://www.iiias.tugraz.at/forschung/InverseProbleiiLs/AngerMoritz.html


"Когеоиды" различных редукций силы тяжмти (разд. 8.2) являются вспо­
могательными понятиями и их по следует использовать вместо геоида. Тоиографо- 
изостатические аномалии высот на уровне точки. £г, и в ы со ты  тонографо 
изостатического когеоида, Nl\ связаны друг с другом аналитическим продол­
жением. Одна и та же формула коллокации применима и в том случае, когда 
аномалия высоты / (Р )  вычис ляется на уровне моря с высотным параметром
0. чтобы получить IVе. и в том случае, когда f (P )  вычисляется на уровне точки 
с высотным парамст}юм h для получения Q'. Высотным параметром h служит 
высота над уровнем моря в любом определении главы 4, см. пункт 5 в конце 
разд. 10.2.

Для предельного случая, изображенного на рис. 8.5с, возникает вопрос: 
"Как высота "гармонического геоида" связана с аномалией высоты (
на земной поверхности и на той же самой вертикали?" Ответ: 11 Аналитическим 
продолжением!"

Другой специальный вопрос,: "Какая редукция силы тяжести оставляет 
геоид неизменным?" Ответ: "Редукция Рудзкого "(разд. 3.8). Так почему бы 
ею по пользоваться? Потому что она изменяет внешний потенциал, который 
сегодня является понятием первостепенной важности.

"Какая разница между редукцией Рудзкого и гармоническим продолже­
нием вниз?" Ответ: "Редукция Рудзкого оставляет геоид неизменным, по из­
меняет внешний гоопотепциал: равенство И/с =  W — \¥ц гшест место толь­
ко на геоиде, по \\п ф W  вне Земли, что недопустимо. Гармоническое про­
должение оставляет внешний гоопотепциал неизменным, но изменяет геоид: 
од/ьагшинк' _  \у мпс з емли и ,га земной поверхности, по H/,mrmonir Ф W  па уровне 
моря".

Аномалии высот и квазигеоид

Аномалии высот £ относятся к физической поверхности Земли и имеют есте­
ственную физическую интерпретацию в виде телчуроида Хпрвонена. Мо- 
лодепский пред!ожил отложить £ от референц-эллипсоида вверх и получил 
"квазигеоид". Таким образом, £ образуют квазигеоид точно так же, как высо­
ты геоида N образуют ^оид. Однако эта аналогия чисто формальная. Квази- 
геоид по является поверхностью постоянного потенциала, и не удается найти 
для пего какую-либо другую физическую интерпретацию . Поэтому в роли 
стандартной поверхности заменить реальный геоид не удаётся. Таким обра­
зом, нес мотря па все современные разработки, 1чюид сохраняет свое значение 
для физической геодезии как стандартная реферонц-поверхность. Однако, чи­
тателю рекомендуется иметь ясное представление» обо всех понятиях этого раз­
дела, см. Forsberg and Tseherning (1997).



Заключительное замечание о многогранной редукции в свободном 
воздухе
Теперь, уважаемый читатель, преодолев иочти всю книгу, Вы в состоянии 
понять disjecta membra1 о редукции в свободном воздухе, постоянно встреча­
ющиеся в таких разделах, как 3.3, 3.9, 8.2, 8.6, 8.9 и в данном разделе. Успехов 
Вам в преодолении горных дорог!

'отрывочные сведения, лат.



Глава 9

Статистические методы 
физической геодезии

9.1 Введение

Некоторые наиболее важные задачи физической геодезии формулируются и 
решаются в терминах интегралов по всей поверхности Земли. Примером мо­
жет служить формула Стокса. Таким образом, в принципе, мы должны знать 
силу тяжссти д в каждой точке земной поверхности. На самом деле, даже при 
самой плотной гравиметрической съемке мы получаем значения д только в 
относительно немногих точках и должны оценивать д в других точках путем 
интерполяции. На большей части океанов у нас вообще нет никаких наблю­
дений. и мы вынуждены заполнять эти "окна" с помощью экстраполяции.

С математической точки зрения, нет никакой разницы меж;цг интерполяци­
ей и экстраполяцией; поэтому мы будем называть их одни и тем же термином 

прогноз.
Прогноз (то есть интерполяция или экстраполяция) не может дать точ­

ные значения; следовательно, задача состоит в том, чтобы оценить возможные 
ногдешности силы тяжести д или аномалии силы тяжссти Ад. Как обычно, 
гравитационные возмущения Sg также имеются ввиду всякий раз. когда мы 
говорим об аномачиях силы тяжести.

Так как Ад далее используется для вычисления других величин -  высот 
геоида N или компонентов уклонения £ и 7] -  мы должны также исследовать 
влияние погрешностей прогноза Ад на 7V, £, г/, и т.д. Это называют преобра­
зованием погрешности и будет играть основную роль.

Важно также знать, какой метод прогноза дает наивысшую точность в Ад 
или в производных величинах £, Т] и т.д. Чтобы найти эти "наилучшие" 
методы прогноза, необходимо решить предыдущую задачу, то есть знать по­
грешность прогноза Ад и ее влияние на производные величины.



Итак, нам предстоит рассмотреть следующие задачи:

1. оценивание ошибок интерполяции и экстраполяции Ад  (или 6д):
2. оценивание влияния этих ошибок на производимо величины (7V, £, г] и т.

д.);
3. определение наилучшего метода прогноза.

Так как мы больше заинтересованы не в отдельных погрешностях, а в их 
значениях в среднем, то естественно воспользоваться статистическими мето­
дами, что и определило название настоящей главы.

9.2 Ковариационная функция
Весьма замечательно, что все упомянутые выше задачи могут быть решены 
посредством только одной функции одной переменной, без какой-либо дру­
гой информации. (Мы сначала пренебрегаем корреляцией с высотой.) Это -  
ковариационная функция: аномалии силы тяжести.

Сначала мы нуждаемся в определении среднего значения аномалии силы 
тяжести Ад. Если мы составим среднее значение Ад по всей поверхности Зем­
ли, мы получим ноль:

М {А д} = j -  J j A g d a  =  0. (9-1)

ст-
Символ М  устанавливает среднее значение но всей Земле (но единичной сфе­
ре): эго среднее значение равно интегралу по единичной сфере, разделенному 
на площадь 47т этой сферы. Этот интеграл равен нулю, если в разложении 
аномалии силы тяжести Ад в ряд по шаровым функциям отсутствует нулевая 
степень, то есть, если реферепц■■ эллипсоид имеет ту же массу, что и Земля, и 
тот же потенциал, что и на геоиде. Это будет принято всюду в этой главе.

Заметим, что если это не так, то есть, если М {А д} =  тпф 0, то мы всегда 
можем сформировать новые аномалии силы тяжести Ад* =  Ад — тп, вычи­
тая среднее значение тп. Тогда М {А д*} =  0 и все последующие рассуждения 
применимы к "центрированным" аномалиям Ад*.

Ясно, что нулевая величина М {А д }  не может характеризовать среднее
значение аномалий силы тяжести. Поэтому рассмотрим средний квадрат Ад,

уаг{Д</} =  М {А у 2} =  JJ Ад2 dcr. (9-2)
а

Это называется дисперсией аномалий силы тяжести. Квадратный корень из 
дисперсии есть среднеквадратическое (ср.кв.) значение аномалии'.

rms{A</} =  у/var{ Д #} = у/М{Ад2} .



Среднсквадратическаи аномалия - очень полезный критерий среднего значе­
ния аномалий силы тяжссти; обычно это дается в форме

rms{ А д} — ±  35 мгал; (9 4)

знак ±  выражает неоднозначность знака квадратного корня и символизирует 
тог факт, что величина Ад может быть как положительной, так и отрица­
тельной. Среднсквадратичсскаи аномалия хорошо понимается интуитивно, но 
с математической точки зрения удобнее иметь дело с дисперсией Ад, которая 
к тому же допускает важное обобщение.

Вмес то среднего квадрата Ад, рассмотрим среднее произведение аномалий 
силы тяжести Ад Ад' для каждой пары точек Р  и Р', расположенных на фик­
сированном расстоянии б1 друг от друга. Это среднее произведение называется 
ковариацией аномалий силы тяжести для расстояния 6* и определяете» как

covs{A g } =  M {A gA g f} .  (9 5)

Ус1>сд1юиис выполняется по всем парам точек Р  и Р\ для которых РР' =  s = 
const.

Ковариации харак теризуют статистическую корреляцию аномалий силы
тяжести Ад и А д то есть их тенденцию иметь ту же величину и тот же знак.
Если ковариация равна нулю, то это означает, что аномалии Ад и Ад' i ic k o j >- 

релированы, или независимы друг от друга (заметим, что на строгом языке 
математической статистики нулевая корреляция и независимость -  не совсем 
одно и го же, но здесь мы можем пренебречь этим различием!); другими сло­
вами, размер или знак Ад не имеют никакого влияния на размер или знак 
Ад'. Аномалии силы тяжести в точках, далеко расположенных друг от друга, 
можно считать некоррелированными или независимыми, потому что локаль­
ные возмущения, которые вызывают Ад, не имеют почти никакого влияния 
на А </', и наоборот.

Если рассматривать ковариацию как функцию расстояния s = РР'. то мы 
получим упомянутую в начале ковариационную функцию C(s) :

C(s) =  с о у Д А д } =  М {А д  Ад'} (РР1 =  з ) . (9 -6)

При 6 = 0 имеем, согласно (9 2),

С'(О) = М {А д2} =  var{A<;}. (9 7)

Таким образом, ири s =  0 ковариация есть дисперсия. Типичная форма гра­
фика функции C(s) показана на рис. 9.1. Для небольших расстояний s (ска­
жем, 1 км) Ад' почти равна Ад, так что ковариация почти равна дисперсии; 
другими словами, существует очень сильная корреляция. Ковариация C(s)



С(я)

Рис. 9.1: Ковариационная функция

уменьшается с увеличением s, потому что аномалии Ад и Ад ' становятся бо­
лее независимыми. Для очень больших расстояний ковариация будет очень 
небольшой, но в общем случае не точно равной нулю, потому что аномалии 
силы тяжести подвержены влиянию не только локальных возмущений масс, 
но и региональных факторов. Поэтому можно ожидать колебания ковариации 
между небольшими положительными и отрицательными значениями.

Положительные ковариации означают, что Ад и Ад' имеют тенденцию сов­
падать по величине и по знаку; отрицательные ковариации означают, что Ад 
и Ад' имеют тенденцию совпадать по величине, но иметь противоположные 
знаки. Чем сильнее эта тенденция, тем больше C(s); однако, абсолютная ве­
личина C (s )  никогда не может превышать дисперсию С(0).

Практическое определение ковариационной функции (7(6*) несколько про­
блематично. Для се точного определения нам потребовалось бы знать силу 
тяжести в каждой точке земной поверхности. Очевидно, что это нереально; а 
если бы мы это знали, то ковариационная функция потеряла бы свое значение, 
потому что тогда мы могли бы решить наши задачи строго, не нуждаясь в ста­
тистике. Практически мы можем только оценить ковариационную функцию 
по выборкам, распределенным по всей Земле. Но в настоящее время даже и 
это не совсем возможно из за несовершенства или полного отсутствия данных
о силе тяжести на океанах. О дискуссии по этим проблемам см. Kaula (1963, 
1966 b).

Первая всесторонняя оценка ковариационной функции была сделана Kaula 
(1959). Некоторые из его значений приведены в таблице 9.1 как представляю­
щие исторический интерес. Они относятся к аномалиям в свободном воздухе. 
Аргументом служит сферическое расстояние

Ф = ^  (9-8)

соответствующее линейному расстоянию 5, измеренному на земной поверхно­
сти; R -  средний радиус Земли. Среднеквадратическая аномалия в свободном
воздухе равна ____

rms{Д#} = \/l20l =  ±  35 мгал. (9 9)



Мы видим, что C(s) уменьшается с увеличением s и для s/R > 30° очень

Таблица 9.1: Оценки значений ко­
вариационной функции аномалий 
в свободном воздухе [в единицах 

Мгал2]

ф С(ф) Ф С(Ф) Ф С{ф)

оОО

4-1201 8° +  124 27° 4-18
0.5° 751 9° 104 29° +6
1.0° 468 10° 82 31° +8
1.5° 356 11° 76

оСОСО 4-5
2.0° 332 13° 54 35° -8
2.5° 306 15° 47 40° -1 2
3.0° 296 17° 45 50° -2 0
4.0° 272 19° 34 60° -3 0
5.0° 246 21° 35 90° - 4
6.0° 214 23° 10 120° 4-12
7.0° 174 25° 20 150° -21

небольшие значения колеблются меж;^у плюсом и минусом.
Для некоторых целей нам больше нужна локальная ковариационная функ­

ция, а не глобальная; в гаком случае усреднение М  выполняется только но 
ограниченной области, а не по всей Земле. Такая локальная ковариациониая 
Функция полезна для более детальных изучений в ограниченной области, на­
пример, для задач интерполяции. Так, Hirvonen (1962), изучая локальную 
ковариационную функцию аномалий в свободном воздухе в Штате Огайо, об­
наружил, что ее численные значения хорошо аппроксимируются аналитиче­
ским выражением вида

c w - T T W '  <310)

где
Со =  337 мгал2 , d =  40 км . (9 11)

Такая зависимость справедлива для s < 100 км.
Со временем выяснилось, что разумное определение глобальных и локаль­

ных ковариационных функций является центральной практической задачей в 
обсуждаемом контексте.



Ковариационная модель Чернинга-Раппа (Tscherning-Rapp) и 
подпрограмма COVAXN
Фундаментальная модель ковариации Tscherning and Rapp (1974) и подпро­
грамма COVAXN (Tscherning 1976) очень современны и сегодня; это видно из 
следующей цитаты Kuhtreiber (2002 b) :

"Глобальная ковариационная функция аномалий силы тяжести Cg(P ,Q ), 
полученная Tscherning and Rapp (1974, p. 29), записывается как

C,(P.Q) -  Л ±  („ _ " - я‘+ ^  (9 12)

где Pn(cos^) обозначает многочлен Лежандра степени п, ф -  сферическое рас­
стояние между точками Р и Q, а Л, В и 5 параметры модели. Имеется также 
замкнутое выражение для (9 12) (там же, р. 45).

Локальную ковариационную функцию аномалий силы тяжести С(Р, Q), 
полученную Чернингом и Раином, можно определить как

оо ^ J

с < ™ = *  е  + В )  . (9 is)
П=ЛЧ1

Моделирование ковариационной функции на практике означает аппроксима­
цию эмпирически найденной ковариационной функции (посредством трех су­
щественных параметров: дисперсии Со, длины корреляции £ и дисперсии гори­
зонтальной производной Со) ковариационной функцией модельной. В резуль­
тате такой аппроксимации определяются четыре параметра Д  В , N и s. Про­
стая процедура аппроксимации эмпирической ковариационной функции мо­
жет быть выполнена с помощью COVAXN-подпрограммы (Tscherning, 1976).

Существенные параметры эмпирической ковариации для 2489 станций си­
лы тяжести в Австрии таковы: 740.47 mi ал2 для дисперсии Со и 43.5 км для 
длины корреляции ф\. Значение дисперсии горизонтальной производной Со 
приближенно оценивается как 100 Е2 (здесь Е обозначает единицу этвеш; 1Е
-  10 9 с "2).

С фиксированным значением В = 24, следующие параметры ковариацион­
ной функции Чсрнипга Раппа оказались наиболее подходящими: s =  0.997065, 
Л =  746.002 мгал2 и N = 76. Эти параметры использовались для астрономо- 
гсодезического, гравиметрического и комбинированного определения геоида." 
(Конец цитаты.)

Модель Черпиига Раина может быть просуммирована, чтобы получить за­
мкнутые выражения. Ее популярность объясняется ее полнотой (есть выраже­
ния для ковариаций различных производных величин, выведенных по закону 
преобразования ковариации, см. разд. 10.1), и ее гибкостью, так как она содер­
жит несколько параметров, которым можно придавать различные численные 
значения.



Замечание. Выражение ковариационной функции в терминах сфериче­
ских функций рассматривается в разд. 9.3. Более подробно теория глобаль­
ных и локальных ковариационных функций описана в работе Moritz (1980 а: 
Sects. 22 and 23). Там же определены три существенных параметра локаль­
ной ковариационной функции (дисперсия Со, длина корреляции £ и параметр 
кривизны Gq )• Фундаментальные численные исследования локальных кова­
риационных функций проделаны Kraiger (1987, 1988).

9.3 Разложение ковариационной функции 
в ряд по шаровым функциям

Более или менее сложные интегральные формулы физической геоде:ши ча­
сто принимают гораздо более простую форму, если их переписать в терми­
нах шаровых функций. Хорошим примером является формула Стокса (см. 
разд. 2.15).

К сожалению, это теоретическое преимущество в большинстве случаев сба­
лансировано практическим недостатком, состоящим в очень медленной сходи­
мости соответствующего ряда. Но в некоторых случаях сходимость хорошая. 
Тогда использование шаровых функций очень удобно и практически; мы рас- 
ематрим такой случай в следующем разделе.

Разложение аномалий силы тяжести A g в рад но шаровым функциям мо­
жет быть записано в виде

ОО

Д£,(^А) =  ]РД<7П(0, А), (9 14)
п=2

где Адп(г)уА) ость сферическая функция Лапласа степени п. Более точно,
CXj  П

Ад(0, А) =  Y ,  Е  к Л т ( 0 ,  А) + А )], (9 15)
п—2 т-~0

Где
^ nw(^, Л) = Pnm{cos #) cos гаА ,

(9 16)
Snrni'O- Л) = Рпт (cos#) Sill ?пА 

являются основными сферическими функциями, или, в терминах полностью 
нормированных гармоник (см. разд. 1.10),

ОС 71

Д $(0 ,А ) =  Е Е  [«nraW»i»(i>. А) +  bnms nm(tf. А)] . (9 17)
п—2 т О

Здесь i) - полярный угол (дополнение до геоцентрической широты), а А -  
долгота.



Теперь давайте найдем средние произведеиия двух гармоник Лапласа
п
Е  (0,A) + Sbm5f>m(0,A)]. (9 18)
m = О

Такими С1)едпими произведениями являются

M {A gnAg'n} = Г  Г  Agn(i>,\)Ag'n(i)A)sinOdOd\, (9-19)
47Г J x ^o J ti^ Q

так как усреднение выполняется по всей Земле, то есть по всей единичной 
сфере. Положим сначала п! =  п, что дает средний квадрат гармоники Лапласа 
степени п: -I р2к /*7Г

M {A g2n} =  —  I /  [Д<7„($, A)]2 sin tidddX. (9 20)
47Г J д -о J t f -o

Подставляя сюда (9 18) и принимая во внимание соотношения ортогонально­
сти (1 83) и нормирования (1 91). легко находим, что

п
M {A < a  = X > L  + 6I J .  (9̂  21)

т —О

Рассмотрим теперь среднее произведение (9 19) двух гармоник Лапласа раз­
личных степеней, п! ф п. Вследствие ортогональности сферических функций, 
интеграл в (9 19) равен нулю:

М {АдпАд'п} = 0 если п’ ф п . (9 22)

В статистических терминах это означает, что две гармоники Лапласа различ­
ных степеней некоррелированы или, вообще говори, статистически незави­
симы.

Таким же мане1юм, как и для аномалий силы тяжести, мы можем разло­
жить ковариационную функцию C(s) в ряд по шаровым функциям. Возьмем 
для этого произвольную, но фиксированную точку Р  в качестве полюса это­
го разложения и введем в рассмотрение показанные на рис. 9.2 сферические 
полярные координаты ф (угловое расстояние от Р) и а (азимут). Угловое рас­
стояние ф соответствует линейному расстоянию s, согласно (9 8). Разложение 
ковариационной функции аргумента ф в ряд по сферическим функциям отно­
сительно полюса Р и координат ф и а имеет вид

оо п
С(Ф) =  Е  Е  [ *  ,„7г„т (</', а) +  d„mSnm(iJ>, а)] , (9 23)

п—2 т -0

что является выражением того же типа, что и (9 15). Но, поскольку С  зависит



Рис. 9.2: Полярные координаты t/>, а  на сфсрс

только от расстояния ф и не зависит от азимута а, сферические функции не 
могуч содержать членов, явно зависящих от а. Единственными гармониками, 
не зависящими от а, являются зональные функции

поэтому мы имеем

К„а(ф, а) =  Рп{соьф) ,

С('Ф) = cn-Pn(c°sV’) •
п=2

(9 24) 

(9 25)

Таким образом, сп =  с„о -  единственные коэффициенты, которые не равны 
нулю. Можно также пользоваться эквивалентным выражением в терминах 
полностью нормированных гармоник:

СЦ>) =  У с пРп( ^  Ф) ■ (9 26)
п—2

Коэффициенты в этих рядах, согласно разделам 1.9 и 1.10, определяются еле- 
;^ующим образом:

('п —
2п -f 1 

47Г 

2n + 1

/»̂7Г Г1Г
I /  С(ф) Рп(cos ф) sin ф с1ф da

J  а—О J гр=0

I С(ф) Рп(cos ф) sin ф d\\)
Jib—О

(9 27)



Теперь определим соотношение между коэффициентами Сп функции С(ф) 
в (9 25) и коэффициентами аптп и Ьптп для Ад в (9 18). Для этого нам потребу­
ется выражение для С(ф) в терминах А д , которое легко получить, переписав 
более подробно (9-27). Возьмем две точки Р($,А) и Р '($', Л'), см. рис. 9.2. 
Сферическое расстояние ф между ними определяется выражением

cos ф =  cos d cos •&' 4- sin d sin O' cos( A' — A ). (9 29)

Здесь ф и азимут а являются иолярными координатами P'(#', А') относительно 
полюса P(tf,A).

Символ М в (9 6) обозначает среднее по единичной сфере. Чтобы выпол­
нить это, нужны два действия. Сначала составляем среднее но сферической 
окружности радиуса ф (обозначено на рис. 9.2 ломаной линией), сохраняя по­
люс Р фиксированным и позволяя Р' перемещаться по окружности так, чтобы 
расстояние РР' оставалось постоянным . Это дает

С- = -L  Г  Дд(0, А) Дg(tf, A') d o , (9 30)
t o  J n = о

где С* еще зависит от точки Р, выбранной в качестве полюса ф =  0. Затем 
мы усредняем С* по единичной сфере:

—  /  С* sin i) di) d\
Ж •'л=0-'’,=°  ̂ (9-31)

= А  /  I  I Ь д { 0 . \')sini) dtidXda.8тг Jx=0 Jo- 0 Ja=Q

Это равно ковариационной функции С(ф), причем символ М  в (9 6) т ю р ь  
присутствует явно:

C(i>) = Г *  Г  С "  &gW,\)&g(d\\')s\nd dddXda. (9 32)
87Г Jх- 0 Jti--о Jn- о

Координаты i) ', А' в эггой формуле связаны с i), А посредством (9 29) с ф — 
const, но во всем остальном они произвольны; эго выражает тот факт, что 
в (9 6) усреднение производится по всем парам точек Р и Р', для которых 
РР' = Ф =  const.

Чтобы вычислить коэффициенты сп, подставим (9 32) в (9 27) и получим 

2п +  1 / С (ф) Р„. (cos ф) sin V;
Л*-о

-  Г  Г  Г Г а # . а ) а # . а ' ) -  (9 33)JЛ- 0 j  f) О Jci=0 Jib=0

Jrî O

1 2п Н- 
47Г 47Г



Рассмотрим сначала интегрирование по а и ф. Согласно (Г 89), имеем 

2п -f 1 Г2п/*<ь7Г /»7Г
/  I Ag(i)', A') Pn(cos ф) sin ф (1ф da

J а=0 J ф—о

2л 4- 1 Г2* Г*
/  /  Ag(d\ A') Pn(cos ф) sin $  dif d\' =  Agn(tf, A ),

J A'=0 J t?'=04n

замена непременных интегрирования очевидна. Следовательно, (9 33) прини­
мает вид

Сп =  ^~ [ " Г  A  g(i), А) Agn(d, A) sin d dd d\. (9 35)
4тг УА=оЛ=о

Это может быть также записано в виде

cn = M {A g A g n} .  (9 36)

Теперь подставим сюда выражение (9 14), которое запишем как
оо

Ag(tf, А) =  Ag„'(i), А ), (9 37)
п'=2

полагая суммирование по п' вместо п. Получим

{
оо 'j ос

А 9п’ Д<?п } =  £  М (А ^  Д3п'} . (9 38)
n '= 2  J п '—2

Согласно (9 22), только слагаемые с n! =  п отличаются от нуля, поэтому с 
учётом (9 21) окончательно получаем

<-n =  M {A gl)  =  ] Г (a l ,  +  b lJ  . (9 39)
m— 0

Следовательно, cn есть средний квадрат гармоники Лапласа Agn(i), А) степени 
п. или ее дисперсия. По этим причинам сп также называются степенными 
дисперсиями . "Степенные ковариации" равны нулю из за (9 22).

Уравнение (9 39) простейшим способом связывает коэффициенты апт и 
Кт функции Ад и Сп функции C(s). Заметьте, что апт и Ъпт являются ко­
эффициентами полностью нормированных гармоник, тогда как Сп -  коэффи­
циенты обычных гармоник. На самом деле, мы можем пользоваться апт и 
Ьпт (обычные) или Сп (полностью нормированные); но тогда соотношение (9 
39) станет, очевидно, немного более сложным. Заметим, что математическая 
теория, следующая после статистического описания аномалий силы тяжссти, 
есть теория случайных функций. Аномальное поле силы тяжести трактуется в



рамках этой теории как стационарная случайная функция на сфере; описан­
ные в этом разделе разложения по сферическим функциям есть ничто иное, 
как спектральный анализ такой функции. Всестороннее описание указанного 
подхода можно найти в работе Moritz (1980 а).

9.4 Интерполяция и экстраполяция аномалий 
силы тяжести

Как указано в разд. 9.1, цель прогноза (интерполяции и экстраполяции) со­
стоит в том, чтобы дополнить наблюдения силы тяжести, которые могут быть 
выполнены только в относительно немногих точках, путем оценивания зна­
чений силы тяжести или аномалий силы тяжести во всех других точках Р  
земной поверхности.

Если точка Р  окружена станциями измерения силы тяжести, то мы долж­
ны интерполировать; если станции с измерениями силы тяжести расположены 
далеко от Р, то мы экстраполируем. Очевидно, нет никакого принципиального 
различия между этими двумя видами прогноза, и их математическая форму­
лировка в обоих случаях одна и та же.

Чтобы спрогнозировать значение аномалии силы тяжести в точке Р, мы 
должны иметь некоторую информацию о функции аномалии силы тяжести. 
Наиболее важной информацией являются ее значения, измеренные в опреде­
ленных точках. Кроме того, нам нужна некоторая информация относитель­
но формы функции аномалии. Если гравиметрические измерения выполнены 
плотно, то непрерывность или "гладкость" функции достаточна -  например, 
для линейной интерполяции. В противном случае мы можем пытаться исполь­
зовать статистическую информацию относительно общей структуры аномалий 
силы тяжести. При этом следует рассмотреть два вида статистической корре­
ляции: автокорреляцию, то есть корреляцию аномалий силы тяжести между 
собой, и корреляцию аномалий силы тяжести с высотой.

Корреляцию с высотой пока игнорируем: этому вопросу посвящен раздел 
9.7. Автокорреляция характеризуется ковариационной функцией, рассмотреп- 
ной в разд. 9.2.

С математической точки зрения, целью прогноза является отыскание такой 
функции F  наблюдаемых аномалий силы тяжести Дрь  А д 2, •••> Д<7п , что 
искомая аномалия Адр  в точке Р  аппроксимируется выражением

А дР «  F ( A g l ,A g 2, . .  . , А д п) . (9 40)

Здесь Agi обозначает значение А д  в точке г, а не сферическую гармонику! 
Практически только линейные функции F  используются. Если обозначить ис-



комос значение Адр как А дР, то линейный прогноз имеет форму
п

А дР =  п Р 1 Ад! +  а Р2 Ад2 + . . .  +  aPn Agn =  ^  aPi Ад{ . (9 41)
i=l

Коэффициенты ар* зависят только от взаимного положения Р  и станций с 
измеренными значениями силы тяжести 1,2, . . . ,  п и не зависят от Д#. По 
разному выбирая способ определения этих коэффициентов, мы получаем раз­
личные методы интерполяции или экстраполяции. Вот некоторые примеры.

Геометрическая интерполяция
"Поверхность аномалии силы тяжести", представленная гравиметрической 
картой, может быть аппроксимирована многогранником, составленным из плос­
костей треугольников, вершины которых определены станциями измерения 
силы тяжес ти (рис. 9.3). Это примерно го, что делается при построении гори-

Рис. 9.3: Геометрическая интериоляция

зопталей на карте аномалии силы тяжести посредством графической интер­
поляции.

Аналитически такая интерполяция может быть сформулирована следую­
щим образом. Пусть точка Р расположена в треугольнике с вершинами 1, 2,
3 (рис. 9.3). Каждой точке припишем соответствующее значение Ад как ее z 
координату так, чтобы точки 1, 2 и 3 имели "пространственные" координаты 
(#i*2/b 2i)i [x2,y2,z2) и {хг, Уз, ^з); здесь х и у -  обыкновенные координаты на 
плоскости. Плоскость, проходящая через точки 1, 2, 3, имеет уравнение

=  (х2 -  х ) ( у з  -  Уг) -  (У2 ~  у ) ( х 3 -  х 2) ^

( х 2 -  х г) ( у 3 -  у 2) -  (У2 -  y i ) ( x 3 -  х 2) “1 

(х3 -  x)(i/i -  Уз) -  (у3 -  у ) { х  1 -  х 3)

{ х з - х 2) ( у 1 - у з ) - { у з - у 2 ) ( х 1 - х з )  2 к ’

| ( X !  -  х ) ( у 2 -  y i )  -  (j/1 -  у ) ( х 2 -  X i )  _

( x i  -  Х з ) ( у 2 -  У1) -  ( y i  -  Уз ) ( х2 -  X i )  3 '

Если заменить z2, z3 на Ад1ч Ад2, Ад3, то г есть интерполированное 
значение А дР в точке Р  с плановыми координатами х, у. Таким образом,



где ап  есть коэффициенты, стоящие перед z{ в предыдущем уравнении. 

Представительство
Часто значение аномалии силы тяжссти, измеренное на станции 1, является 
представительством определенной окрестности так, что

Л.9р =  д<?1 (9 44)

для всякой точки Р из некоторой окрестности точки 1. Тогда

dpi =  1, (Ур2 — ырз — • • • — <xpi, — 0. (9 45)

Этот метод, конечно, грубый, но простой и для многих целей достаточный.

Нулевая аномалия
Если нет никаких гравиметрических измерений в достаточно большой обла­
сти, например, на океанах, то полагают

А дР =  0. (9-46)

В таком тривиальном случае все ар, равны нулю.
Если все станции с известными значениями силы тяжести далеко, и мы не 

знаем ничего лучше, то применяется этот примитивный метод экстраполяции, 
хотя его точность низкая. В лучшем случае, такой подход можно применять 
ири работе с изостатическими аномалиями.

Ни один из этих трех методов не дает оптимальную точность. В следующем
разделе мы исследуем точность общей формулы прогноза (9 41) и найдем
такие коэффициенты которые приводят к наиболее точным результатам.

9.5 Точность методов прогноза
Чтобы сравнивать различные возможные методы прогноза, определять их об­
ласть применения и находить наиболее оптимальные варианты, мы должны 
уметь оценивать их точность.

Рассмотрим общий случай формулы (9 41). Реальным значением аномалии 
силы тяжссти в точке Р  является Д</р, а соответствующий прогноз определя­
ется выражением

п

= ^2 api Д-9‘ • (9 47) 
»̂ 1



Разность есть ошибка €р нрогноза,

£р = Адр — А дР =  АдР — ^  ар, . (9-48)

Возводя ее в квадрат, получим

=  Ayj, -  2 ^ а Р, АдР ДЛ + £ £  Qpi apk ^ 9к '
i i к

Теперь сформируем среднее М  этой ошибки по рассматриваемой области 
(эта область будет или ограниченной, или представлять собой всю земную 
поверхность). Согласно (9 6), имеем

Получили определенные значения ковариационной функции C(s) для $ =  г А;, 
6* = Pi и s =  0; например, i к -  расстояние меж^1у станциями силы тяжести i 
и к. Сокращенные обозначения С** и Cpi очевидны.

Далее устанавливаем, что

Таким образом, тпр есть среднеквадратичсская ошибка спрогнозированного 
значения аномалии силы тяжести в точке Р, или кратко, стандарт ошибки 
прогноза (интерполяции или экстраполяции).

Принимая во внимание все эти соотношения, находим, что среднее значение 
М величины (9-49) определяется выражением

M {A 9iAgk} = C (ik )  =  C a, 

M {A gpA gi} = C ( P i )  =  Cpit 

M {A g l } = C (0 ) =  C„.

(9-50)

М {е%} =  nip . (9 51)

п п п
Щр = Со — 2 ^  '  api Ci apiOipkCik. (9 52)

*=1 *=1

Таким образом, получена важная формула для дисперсии линейного прогноза 
по общей формуле (9 41). Для упомянутых в предыдущем разделе частных 
случаев достаточно подставить соответствующие им значения «р,.



Соглашение Эйнштейна о суммировании
По крайней мере с этого момента читатель будет благодарен Альберту Эйн­
штейну за то, 410 он изобрел не только теорию относительности -  впрочем, 
даже общая теория относительности использовалась в геодезии (Moritz and 
Hofmann-Wellenhof 1993), но читателю данной книги это не грозит -  но также 
и очень практичное соглашение о суммировании, которое позволило избежать 
несметного количества ненужных знаков суммирования в математической ли­
тературе. Это соглашение просто говорит, что, если в произведении индекс 
появляется дважды, то это автоматически подразумевает суммирование. Ис­
пользуя эго соглашение, перепишем предыдущее уравнение в виде

т2р = С0 — 2 а п  Сп  + a pi apk Сц.. (9 53)

В дальнейшем, если нет специальной оговорки, мы будем иметь ввиду именно 
это уравнение. Такие формулы также удобны для программирования (цикл).

Теперь вернемся к нашей основной теме.
В качестве примера рассмотрим задачу о представительстве (9 44); все a 

равны нулю, кроме одного. В этом случае формула (9 53) дает

Шр — Со — 2Ср\ -Ь Со == 2Со — 2С/>1. (9 54)

Для случая нулевой аномалии raj; = Со, что и следовало ожидать.
Часто мы нуждаемся не только в средпеквадратической ошибке тр про­

гноза, но и в корреляции погрешностей прогноза е р  и £ q  в двух различных 
ч’очках Р  и Q, выраженной через "ковариацию погрешностей" (Tpq. Послед­
няя определяется как

(Tpq =  М {еР £q} . (9 55)
Если ошибки ер и 6q пекоррелировапы, то их ковариация apQ =  0. Согласно
(9 48), имеем вообще, что

Opq  =  М {  ( A g p  -  a Pi A g t) (A (Jq  -  a Qk A g k ) }

= M{Ar/p AgQ -  nPi A(Jq Ag{ -  aQk AgP Agk + a ri aPk Ag{ Agk}  ,
(9-56)

и, наконец,
ctpq ~ Cpq — api CQi — aQi С pi -f api aQk Cik . (9-57)

Обозначения здесь очевидны; например, Cpq =  C(PQ).

Ковариационная функция ошибок
Значения ковариации ошибок ctpq для различных положений точек Р  и Q со­
ставляют непрерывную функцию координат Р  и Q. Эту функцию называют



ковариационной функцией ошибок, или кратко, функцией огиибок, и обознача­
ют <j{xp<yp,XQ.yQ). Если Р  и Q отличны, то мы просто имеем

<Ф>, XQi Vq ) = °P Q ; (9- 58)

если Р  и Q совпадают, то (9 57) приводит к (9 53), так ч то

а(хр,ур; хр,Уг) =  т2р, (9 59)

то сеть квадрат стандарта погрешности прогноза в точке Р.
Таким образом, ковариации ошибок &pq можно рассматривать как част­

ные значения ковариационной функции ошибок, так же, как ковариации Cpq 
аномалий силы тяжести, можно рассматривать как частные значения кова­
риационной функции С(з). Повторим, что под функцией ошибок понимается 
ковариационная функция ошибок прогноза, определяемая как

M {s p £q} ,  (9 60)

тогда как C(s) есть ковариационная функция аномалий силы тяжести, опре­
деляемая как

M {A gP AgQ} .  (9 61)

Термин "ковариационная функция" в более узком смысле мы сохраним для 
O(s) -  в отличие от уравнивания методом наименьших квадратов, где "кова­
риации" автоматически означают ковариации ошибок. Ковариации "изотроп­
ны", то есть независимы от направлений; ковариации ошибок иеизотропны.

Используя (9 53) и (9 57), функцию ошибок можно выразить в терминах 
ковариационной функции; в самом деле,

&(хр, Ур, XQ,yo) = C (P Q ) -  ocpi C(Qi) -  aqiC (Pi) + otpiaQkC(ik). (9 62)

Таким образом проявляется основная роль ковариационной функции в точ­
ностных расчетах. Но, с другой стороны, функция ошибок необходима для 
решения задач о преобразовании погрешностей.

9.6 Среднеквадратический прогноз
Значения ар, для самого точного метода прогноза получаются путем миними­
зации стандартной погрешности прогноза (9 53) как функции а. Известные 
необходимые условия минимума состоят в том, что

а—— =  —2Сж + 2<*р* Cik =  0 (г =  1 ,2 ,... ,п), (9 63)
OOtpi



Cxk apk =  СPi . (9-64)

Получили систему п линейных уравнений с п неизвестными арк; решением 
является

(9 65)

где С\к 1) обозначают элементы матрицы, обратной по отношению к симмет­
ричной матрице [С»*].

Подстановка (9 65) в (9 41) дает

AgP — аРк А дк = C {ik 1) С Pi Адк .

В матричном представлении эго выглядит следующим образом

(9 66)

Си Ci2 •.. с,„'
-1

А</1
Со 1 С22 •■ ■ Съ, Д<?2

_сп1 С„2 ■• • (~'Т1П А<)п_

(9 67)

Мы видим, что для оптимального прогноза необходимо знать статисти­
ческое поведение аномалий силы тяжести через ковариационную функцию 
C(s). Существует тесная связь между этим оптимальным методом прогноза и 
методом наименьших квадратов. Холя они связаны с решением несколько раз­
личных задач, оба они предназначены для получения самых точных результа­
тов. Линейные уравнения (9 64) соответствуют "нормальным уравнениям" в 
уравнительных вычислениях. Прогноз посредством формулы (9 67) поэтому 
называют v среднеквадратическим прогнозом". Обобщение на случай разно­
родных данных -  "срсднсквадратическая кол локация" -  рассматривается в 
главе 10. В своей наиболее общей форме среднсквадратическая коллокация 
включает в себя также и параметрическое оценивание методом наименьших 
квадратов. Эти вопросы выходят за рамки данной книги и детально обсужда­
ются в работе Moritz (1980 а).

Нетрудно оценить точность среднеквадратичсского прогноза. Достаточно 
вставить а из (9 65) в (9 53) и соответствующим образом изменить индексы 
суммирования. Это дает

-.2 = Со — 2 а Рк Cpk + <*pk <xpi См

■■ Со -  2C\;l)CPiCPk + d ^ C p iC y 'C p jC u  ■
(9-68)

Чтобы читатель смог оцепить соглашение Эйнштейна о суммировании, мы



приводим это выражение в его первоначальной форме:

trip =  Со — 2 apk Cpk +  o:pfe ар/ С*/
а- а- /

= -  2 £  £  C k l)C n C n  + Е Е Е Е  .
i к i j  к I

(9 69)
Но теперь вернемся к более компактным заиисям! Мы имеем

C jf^ C u
если j  =  А; 
если j  Ф к . (9 70)

Матрица [бы] является единичной как произведение матрицы [С*/] и се обрат­
ной матрицы. Поэтому

с.(; 1) с,-Г0 Си = с,[:1> б}к = с < - 1}. (9 71)

гак как матрица не меняемся при умножении на единичную матрицу. Следо­
вательно,

т% =  Со -  2 ф } СPi СРк +  С\~х) CPi CPj

=  С0 -  2Cfcl) Cpi Срк +  C\~l) CPi СРк (9 72)

=  c 0 - c (- l ) c P ic Pk.

Таким образом, средняя квадратическая ошибка средпсквадратического нро- 
гноза определяется выражением

т% =  С о - С к 1)СК СРк

С ц C 12 ■.. c lnm
-1

С  p i

C ‘2l С 22 ■■ • C 211 C p2

C nl c n2 • • C nn C Pn

: Со - [Срь Ср-2, С р п \

Ковариацию ошибок в точках Р  и Q мы находим тем же путем: 

(jPQ = С  pq — С\к С  pi C qu

(9- 73)

=  Cpq — [Срь Cp2, • • • > Cpn]

mC n C\2 • Cln — 1
C q i

C 21 С 22 . - • C 2n C q 2

Cnl c n2 С j\n p Q n



Эти две формулы дают ковариационную функцию ошибок среднеквадратиче- 
ского прогноза. Обе они имеют форму, подобную (9 67), и одинаково удобны 
для вычислений, так ч то Ад и се точность можно оцепить одновременно.

Яспо: что после соответствующих незначительных изменений эта теория 
автоматически применима, и к возмущениям силы тяжести Sg.

Практические соображения
Геометрическая интерполяция (разд. 9.4) пригодна для интерполяции точеч­
ных аномалий в плотной сети силы тяжести с расстояниями между станци­
ями 10 км или меньше. Если же необходимы не значения аномалии в точке, 
а средние аномалии для блоков размером 5' х 5' или больше, то рассмотрен­
ное в предыдущем разделе своего рода представительство может быть более 
простым и едва ли менее точным.

Средпеквадрагический прогноз, по самому его определению, представля­
ет собой процедуру более точную по сравнению с геометрической интерполя­
цией или представительством, но увеличение в точности не является очень 
значительным. Главное преимущество средисквадратического прогноза состо­
ит в том, что появляется возможность систематически выполнять простую и 
только численную обработку данных о силе тяжести; аномалии силы тяжести 
хранятся в базах данных, а карты аномалии силы тяжести, в случае необхо­
димости, производятся автоматически. Одна и та же формула применима и 
для интерполяции, и для экстраполяции, так что пробелы в данных силы тя­
жести не сказываются на методе вычислений, который становится полностью 
алгоритмичным (Moritz 1963). Практические и вычислительные детали можно 
найти в работе Rapp (1964) и многих других более поздних статьях.

Для больших расстояний между станциями, 50 км или больше, прогноз от­
дельных точечных значений становится бессмысленным. В таком случае сле­
дует работать с аномалиями, усредненными по блокам, скажем, 1° х 1°.

9.7 Корреляция с высотой
До сих пор мы принимали во внимание только корреляцию аномалий силы тя­
жести между собой, то есть их автокорреляции, игнорируя корреляцию с высо­
той, которая во многих случаях играет важную роль. Поэтому наши формулы 
были справедливы только для аномалий силы тяжести, некоррелированных с 
высотой, таких, как изостатические или, до некоторой степени, аномалии Бу­
ге; или для аномалий в свободном воздухе в достаточно плоских областях. С 
аномалиями в свободном воздухе в горных районах нужно действовать но 
другому.

Рисунок 9.4. согласно U.A. Uotila, показывает корреляцию аномалий в сво-



h fm] h [m]

Рис. 9.4: Корреляция аномалий в свободном воздухе с высотой

бодном воздухе с высотой. Аномалии силы тяжести Ад показаны в соответ­
ствии с высотой h. Если бы существовала точная функциональная зависи­
мость между Ад и h, то все точки лежали бы на прямой (или, в более общем 
случае, на кривой). В действительности, имеется только приближенное функ­
циональное соотношение, некоторый тренд или общая тенденция аномалий в 
свободном воздухе увеличиваться линейно с высотой; но при этом вполне воз­
можны исключения, даже значительные. Это очень хорошо показывает смысл 
корреляции.

Мы характеризовали корреляцию аномалий силы тяжести между собой с 
помощью "автоковариациоппой функции" (9-6),

C(s) =  M { A y A g ’ } ,  (9 75)

где s = РР'. Аналогично, мы можем составить "взаимную ковариационную 
функцию"

B(s)  =  М{ А д  Ah'} =  М { А у  Ah}  , (9 76)
выражающую корделяцию между силой тяжести и высогой, и

A(s) =  M { A h A t i } ,  (9 77)

прсдставляюшую собой автоковариационную функцию разностей высот

Ah =  h -  M{ h}  , (9 78)

где символ M { h } обозначает среднюю высоту в рассматриваемой области.
Если Ад  и Ah не коррелированы, го функция B(s)  тождественно равна 

нулю. Если это не так, то при интерполяции мы должны также принять во 
внимание высоту.

Легко обобщить формулу прогноза (9 41) для этой цели, но оказывается, 
что это имеет лишь небольшое практическое значение.



Применение к аномалиям Буге
Практически очень важным, однако, является вопрос о возможности сделать 
аномалии в свободном воз,лухс независимыми от высоты, добавляя некоторое 
слагаемое, пропорциональное высоте. Другими словами, при каком значении 
коэффициента b величина

z = Ag — bAh,  (9-79)
не коррелирует с высотой? В статистической терминологии, корреляция с вы­
сотой -  это некоторый тренд, который может быть удален.

Этот тренд z имеет форму аномалии Буге; для реальной аномалии Буге 
мы имеем, согласно разд. 3.4,

b =  2TrGo. (9 80)
з

Если плотность о =  2.67г/см , то

b =  +0.112 мгал/м. (9-81)

Составим ковариационную функцию Z(s)  между "аномалией Буге" z (9 79) и 
разностью высоты Ah

Z(s) =  M{ z  Ah'} =  M{ A y  Ah' -  b Ah Ah'} =  B(s) -  b A(s) . (9 82)

Для того, чтобы 2 оказалась некоррелированной с /г, необходимо, чтобы Z(s) 
была тождественно равной нулю. Это означает, что условие

B ( s ) - b A { s )  = 0  (9-83)

должно выполняться при некотором постоянном значении b для любого s, по 
крайней мерс, приближенно.

Мы видим, что "аномалия Буге" 2 не коррслирована с высотой, если в 
рассматриваемой области функции Л(я) и B(s) пропорциональны; константа 
b тогда имеет вид

Можно показать, что это эквивалентно условию о том, что все точки на рис. 9.4 
лежат приближенно на одной прямой. При этом коэффициент 6 определяется 
углом наклона этой прямой относительно оси h:

b =  tga. (9-85)

Эти условия очень часто выполняются на практике с хорошим приближением. 
Более того, вычисляя b из соотношения (9-84) или определяя его графиче­
ски посредством (9 85), мы часто получаем значение, близкое к нормальному
градиенту Буге (9 81).



Если предположить, Ч'ГО b зависит только от плотности горных пород 0, то 
мы получаем способ определения средней плотности, которую часто трудно из­
мерить непосредственно. В этом состоит мметод Нетлетопа" , используемый 
в геофизической разведке: коэффициент Ъ находится статистически посред­
ством уравнений (9-84) или (9 85) и затем плотность пород q вычисляется с 
помощью (9 80). Рисунок 9.5 иллюстрирует принцип этого метода; см. также 
работу Jung (195G: р. 600).

<;=2.2 г/см3

^ ' ' 1  с=2.4г/см 3
\

<;=2.6r/cMJ

Рис. 9.5: Аномалии Буге, соответствующие различным плотностям 
д: наиболее подходящая плотность д =  2.4 г /см 3 (нет корреляции); 
при других значениях плотности аномалии Буге коррелируют с 
высотой (при д — 2.2 г /см 3 корреляция положительна, при д =  

2.6 г /см 3) корреляция отрицательна.

Если условие (9 83) выполнено, то мы можем трактовать "аномалию Буге" 
г как аномалию силы тяжести, которая полностью не коррелирует с высотой; 
мы можем непосредственно применить к ней всю теорию предыдущих разде­
лов. Но даже когда это условие удовлетворяется не полностью, аномалии Буге 
будут в общем случае коррелировать с высотой гораздо меньше, чем анома­
лии в свободном воздухе. Тот факт, что в (9 79) сила тяжести приводится к 
средней высоте, а не к уровню моря, не имеет значения, так как различие обу­
словлено только аддитивной постоянной. Недавние разработки этих вопросов 
обсуждаются в работе Moritz (1990: р. 244).

Таким образом, редукцию Буге можно рассматривать как способ получе­
ния аномалий силы тяжести, которые менее зависят от высоты и, следователь­
но, более представительны, чем аномалии в свободном воздухе. Более точно, 
аномалии Буге ослабляют зависимость от локальной нерегулярности высот. 
Изостатичсские аномалии, кроме того, также в значительной степени незави­
симы от региональных особенностей топографии. См. также главы 3 и 8 .



Глава 10 

Среднеквадратическая коллокация

10.1 Основы среднеквадратической коллокации
Принцип коллокации очень прост. Возмущающий потенциал Т вне Земли яв­
ляется функцией гармонической, то есть удовлетворяет дифференциальному 
уравнению Лапласа

д2Т д 2Т д2Т
A T = M + W + ^ = 0 - (1(М)

Его приближенное аналитическое выражение может быть представлено в виде 
линейной комбинации /  подходящих базисных функций ---- <pq с соот­
ветствующими коэффициентами то есть

Г(Р)«/(Р) = Х>ЫР)- (102)к=1
Все базисные функции являются функциями рассматриваемой пространствен­
ной точки Р .

Так как Т гармоничен вне земной поверхности, то естественно выбрать 
базисные функции tpk тоже гармоническими, то есть

Д(/?д. =  0, (10-3)

в соответствии с (10 1).
Существует много простых систем функций, удовлетворяющих условию 

гармоничности (10 3), и потому мы имеем много возможностей для подходя­
щего выбора базисных функций Мы могли бы, например, выбрать шаровые 
гармонические функции или потенциалы соответствующим образом распреде­
ленных точечных масс в зависимости от того, идет ли речь о глобальном или 
локальном применении.



Коэффициенты Ьь можно подобрать так, что ладанные результаты на­
блюдений воспроизводятся точио -  например, все уклонения отвеса в данной 
области. Это означает, что предлагаемая аппроксимирующая функция /  в 
(10 2) дает те же самые уклонения отвеса в астрономических пунктах, что 
и фактический потенциал и, следовательно, такая функция может считать­
ся хорошей аппроксимацией для Т. Давайте теперь попытаемся выразить эти 
соображения в математической форме.

Интерполяция
Пусть в q пространственных точках Рх, Р2, . . . ,  Ря заданы безошибочные значе­
ния Т; эти точки могут располагаться на земной поверхности или в простран­
стве над земной поверхностью. Мы полагаем

T(P;) =  / i ,  г =  1,2, . . . , q (10 4)

и требуем, чтобы в точках наблюдения (10 4) аппроксимация f ( P )  потенциала 
Т(Р)  воспроизводила потенциал точно. Это означает, что

£ ь т ( Р < )  =  Т№-) =  Л, (Ю 5)
k=1

то есть мы имеем систему линейных уравнений

ч
5 Z A ikbk =  fi с A ik =  M P i ) ,  (10 0)
Jfe=l

или в матричных обозначениях

A b  = f . (10-7)

Если квадратная матрица А регулярна, то коэффициенты определяются 
единственным образом

b =  A -1 f . (10 8)

Эта модель удобна, например, для определения геоида по спутниковой аль­
тиметрии, так как этот метод практически непосредственно доставляет высо­
ты геоида Ni и, следовательно, на основании теоремы Брунса (2 236), дает 
T ( P i )  =  7, N t . Для астрономогеодезического определения геоида мы должны 
обобщить эту модель, чао приведет нас к коллокации.

Коллокация
Пусть опять посредством аппроксимации (10 2) надо воспроизвести q изме­
ренных значений, которые по прежнему предполагаются безошибочными (это



предположение не существенно и в дальнейшем будет снято). Но теперь из­
меренные величины являются линейными функционалами L\T, L{T , . . . ,  LqT 
аномального потенциала Т. "Линейный функционал" означает ничто иное как 
величину LT, которая зависит линейно от Т, но не обязательно является обык­
новенной функцией, а может также содержать, скажем, дифференцирование 
или интеграл.

Так, уклонения отвеса
1 dT 1 ОТ /1л

аномалии силы тяжести
Р¥~Р О

A9 =  - J I ~ R r '
и возмущения силы тяжести

дТ
Ь  = - ж  (10 И)

являются такими линейными функционалами Т1; здесь, x, y , z  обозначает ло­
кальную систему координат, в которой ось 2 направлена вертикально вверх, 
оси х у у паиравлеиы к северу и востоку, a R =  0371км -  средний радиус Земли. 
Выражение (10 9) является следствием уравнений типа (2-377) с ds =  дх  или 
ду\ нормальную силу тяжести 7 можно считать постоянной при горизонталь­
ном дифференцировании. Выражение (10 10) представляет собой известное 
фундаментальное уравнение физической геодезии в сферической аппроксима­
ции (2 263). Выражения (10 9) и (10 10) относятся к земной поверхности.

Повторим, что, когда мы говорим о том, ч то уклонения отвеса, аномалии 
силы тяжести и возмущения силы тяжести являются линейными функциона­
лами на Т, мы просто указываем тот факт, что зависимость £, 77, Sg, Ад от Т 
определяется выражениями (10 9) и (10 10), которые, конечно, являются ли­
нейными; это -  линейные члены в разложении Тейлора, а квадратичные члены 
и члены более высоких степеней отброшены. В используемом обозначении L;T 
символ Li обозначает, например, операцию

< 1 < м 2 >

действующую на Т в некоторой точке.
Полагая

Ljf  =  LtT  =  ti (10-13)
и подставляя (10 2), получим

ч
Y  Bik bk =  £i с Bik = Lupk , (10-14)
*=1

1Речь идёт о значениях указанных трансформант потенциала в определённой точке 
(прим. ред.)



где Litpk обозначает число, полученное в результате действия функционала Li 
на базисную функцию <рк: вычисленный таким образом коэффициент Д* не 
зависит от измеренных величии. Линейная система (10 14) содержит q урав­
нений с q неизвестными и весьма похожа на (10 6). Такой метод согласования 
аналитической аппроксимирующей функции с множеством заданных линей­
ных функционалов называется коллокацией и часто используется в численной 
математике.

Ясно, что интерполяция является простым частным случаем коллокации, 
в котором

L J  =  /(P i), (10-15)

то есть результат действия функционала L ,/ на функцию /  представляет со­
бой значение этой функции /  в точке Р*. Таким образом, мы видим, что и в 
интерполяции, и в коллокации определение коэффициентов Ь* требует реше­
ния линейной системы уравнений (матрица коэффициентов кото]юй, в общем 
случае, не является симметричной).

Среднеквадратическая интерполяция
Рас смотрим функцию

K  =  K ( P , Q ), (10-16)

в которой две точки Р и Q являются независимыми переменными. Пусть эта 
функция К

• симметрична относительно Р и Q,
• гармонична относительно каждой из этих точек всюду вне определенной 

сферы, и
• положительно определена (положительная определенность функции име­

ет тот же смысл, что й в случае матрицы).

Тогда функция K(P,Q)  называется (гармоническим) воспроизводящим яд­
ром (Moritz 1980а: р. 205). Воспроизводящее ядро Ar(P ,Q) может служить 
"строительным материалом", из которого мы можем сконструировать базис­
ные функции. Если выбрать базисные функции в виде

<рк(Р) = К ( Р Р к),  (10 17)

где Р  обозначает педоменную точку и Рк -  фиксированную точку простран­
ства, то получим среднеквадрагпическую интерполяцию , которую мы уже об­
суждали в главе 9, но совершенно с иных позиций. Это название происходит 
из статистической интерпретации воспроизводящего ядра как ковариацион­
ной функции (разд. 9.2); при этом среднеквадратическая интерполяция имеет 
некоторые минимальные свойства (наименьшая дисперсия ошибки, так же,



как при уравнивании методом наименьших квадратов). Однако такая интер­
претация несущественна; можно также работать с произвольными воспроиз­
водящими ядрами, рассматривая процедуру как чисто математический ана­
литический метод приближенных вычислений. Обычно стараются разумным 
способом объединить оба аспекта .

Подставляя (10 17) в (10 6), мы получаем

Atk =  K ( P t,Pk) =  Cik] (10 18)

эта квадратная матрица является симметричной (но в общем случае Aik несим­
метрична!) и положительно определенной благодаря соответствующим свой­
ствам функции К(Р, Q). Теперь можно найти коэффициенты bk из (10-8) и 
подставить их в (10 2). Если обозначить

<pk(F) =  K(P,Pk)  =  CPk, 

то результат можно записать в следующем виде

/ ( Р ) = [ С р ,  С р 2 . . .  С р 9]

(10 19)

Сц С\2 . .. с х; -1
/l

С21 С22 •• • @2 q /2

с яХ Cq2 • ' Cqq A

(10 20)

который формально идентичен выражению (9 67), полученному совершенно 
иным способом.

Среднеквадратическая коллокация
Снова выведем базисные функции из воспроизводящего ядра К (Р, Q), но HecKOJ 
ко иным путем по сравнению с (10 17). Пусть

ЫР) = 1'?к(р,(2), (Ю21)

где означает, что функционал Lk действует но переменной Q, причём ре- 
зультат уже от Q не зависит (так как применение функционала приводит к 
определенному числу). Таким образом, в (10 14) мы должны записать

Bik =  L?L?K (P , Q) =  c ifc . (10 22)

что дает матрицу, которая по прежнему является симметричной. Решая (10 
14) относительно подставляя результат в (10-2) и учитывая



получим

/(Р )  =  [Ср\ Ср2 . . - Cpq]

'С п С\2 •. .  C l , "
-1

V
Сч\ С 22 •. .  С 2я ^2

Cq\ Cq2 • C qq̂ А

(10 24)

Формально, это то же самое выражение, что и (10 20), но /* заменены на 
а "ковариации” С,* и Cpt определяются правилом "преобразования ко­

вариации" (10-22) и (10 23). Понятие преобразования ковариации представ­
ляет собой непосредственное обобщение формального закона преобразования 
погрешностей, известного в теории уравнительных вычислений. Однако эта 
конструкция является чисто математической, а не статистической. Известно, 
что "линейный функционал" является непрерывным аналогом (в бесконечно­
мерном гильбертовом пространстве) обычного понятия линейной функции в 
п мерном векторном пространстве. Мы стараемся здесь не перегружать чита­
теля слишком большим количеством математического формализма. При же­
лании все детали можно найти в работах Moritz (1980 а) и Moritz and Hofmann- 
Wellenhof (1993: Chap. 10). Однако, всё таки предлагаем сравнить структуру

(10-25)

веющую к
соv(6j, bj) =  Ь\Ь\ соv(ak, щ) (10 26)

для конечномерных векторов а и к матрице L  с использованием обычного 
суммирования по каждому из двух индексов, и =  L f А</р, приводящую к

с о v{N p , N q)  =  L f  l J  c o v ( Д gp, Д gQ ) , (10 27)

где N{ высота геоида в точке i, Ад -  аномалия силы тяжести в точке Р, 
a L  обозначает формулу Стокса. Явные выражения можно найти в работе 
Moritz (1980а: Sect. 15).

Пользуясь статистической интерпретацией, мы выбираем воспроизводящее 
ядро K (P ,Q )  в виде ковариационной функции С(Р, Q ). При этом / (Р )  -  опти­
мальная (в смысле наименьшей дисперсии) оценка для аномального потенци­
ала Т  (и, следовательно, для аномалии высоты £ = Т /7 ), полученная по про­
извольному набору исходных измерений. Для определения геоида в горных 
районах нужны наземные измерения, прежде веет, £, 77, и Ад. Ковариации 
C lk и Cpi задаются известными аналитическими выражениями, см. Tscherning 
and Rapp (1974) или Moritz (1980 а: Sect. 15). Общая программа вычислений 
для коллокации описана в работе Siinkel (1980).

Средпекнадратическая коллокация может быть легко обобщена для ситуа­
ции, когда исходные данные содержат случайные ошибки; можно также учесть



и наличие систематических эффектов. В дополнение к оценкам (в данном слу­
чае / )  можно также вычислить их срсднеквадратические ошибки по формуле 
типа (10 24). Всестороннее описание среднеквадратической коллокации име­
ется в работе Moritz (1980 а). По материалу только этой главы изучить кол- 
локацию нельзя!

Гармонический характер ковариационных функций.
Ковариационные функции, будучи воспроизводящими ядрами и их линейными 
функциональными преобразованиями L, являются всегда функциями гармо­
ническими в трехмерном пространстве . Если на сфере, согласно (9 25), мы 
имеем

см. Moritz 1980 а: Sect. 23. Eq. (32-1). Здесь Р{г,9,\) -  точка вычисления, а 
Q{r\ O', Л') -  текущая точка с исходными данными; ф -  сферическое расстояние 
между (0, Л) и (0\ А'); Я -  средний радиус Земли. Зависимость от г определя­
ется множителем

потому что произведение г Ад является гармоническим, и аналогично для г'. 
Множитель

выбирается таким образом, что, если обе точки Р и Q лежат на уровне моря, 
то он равен 1; при этом выражение (10 29) принимает вид (10-28).

Итак, каждое слагаемое в (10 29) является гармоническим, то есть удовле­
творяет уравнению Лапласа. Поэтому и сумма ряда (10 29) являегся гармони­
ческой (если ряд сходится), поскольку является линейной комбинацией гармо­
нических членов. Это вытекает из линейности уравнения Лапласа, поскольку 
линейная комбинация решений любого линейного уравнения есть снова реше­
ние этого уравнения.

Таким образом, все члены ряда по шаровым функциям для Т =  г Ад яв­
ляются гармоническими и относительно г, и относительно г' вплоть до от- 
счетной сферы г =  Я. Но гармонические функции, по определению, являются 
регулярными аналитическими функциями вплоть до г = Я. Поэтому Т и все 
его линейные комбинации регулярны и допускают продолжение вниз вплоть 
до отсчетной сферы (см. разд. 8.6).

ОО

(10-28)

то в пространстве

(10 29)

г -(п + 2 ) (10 30)

(10 31)



10.2 Применение коллокации при определении 
геоида

Хорошо известно, что в высоких горах интерполяция, например, среднеквад- 
ратическам, непосредственно аномалий силы тяжссти в свободном воздухе, яв­
ляющихся, по существу, поверхностными аномалиями силы тяжести (8 128), 
приводит к сравнительно неточным результатам из за корреляции аномалий в 
свободном воздухе с высотами (разд. 9.7). Эта корреляция приводит к заметно­
му тренду, который необходимо удалить перед интерполяцией. Аномалии Буге 
значительно меньше зависят от локальных нерегулярностей высот; изостати- 
ческие аномалии, кроме того, также в значительной степени независимы и от 
региональных особенностей топографии; в разд. 11.1 мы рассмотрим, кроме 
того, удаление глобальных трендов с помощью моделей гравитационною поля 
Земли в виде рядов но шаровым функциям, (например, EGM 96, см. www.iges 
. polimi .it / index/ geoid_repo / global_inodels. lit rn).

Точно так же перед применением коллокации необходимо с помощью изо- 
статической редукции удалить основной тренд в уклонениях отвеса £,// и в 
аномалиях силы тяжести Ад . Таким образом, изостатическая реакция, ко­
торую формально можно рассматривать как способ удаления тренда, являет­
ся существенным условием практического применения среднеквадратичсской 
коллокации в горах (Forsberg and Tscherning 1981).

С физической точки зрения, мы переносим топографические массы внутрь 
геоида так, чтобы восполнить изостатический дефицит масс. Положение точки 
измерения Р на земной поверхности не изменяется. Таким образом, не только 
сохраняется гармонический характер аномальною потенциала Т вне земной 
поверхности, но, кроме того, численное удаление топографических масс над 
уровнем моря делает функцию Т гармонической вплоть до этого уровня. Сле­
довательно, формулу коллокации (10 24) можно применять и на уровне моря, 
получая высоты когеоида Nc. Применяя обратную редукцию (косвенный эф­
фект) к вычисленным аномалиям высоты £с и высотам Nc когеоида, мы полу­
чаем фактические значения £ и N. Есть основания ожидать, что погрешности 
используемой изостати ческой модели (например, модели Эйри - Хейсканена) 
в значительной мере компенсируются в этой комбинированной процедуре ре­
акции и "антиродукции" (метод удаления -  восстановления; см. разд. 11.1).

Эта процедура теоретически оптимальна, а практически хорошо подходит 
для компьютерного использования. Условия интегрируемости, которые в ме­
тоде Гельмерга представлены замыканиями индивидуальных треугольников 
(см. разд. 5.14), автоматически приняты во внимание. Если уклонения отвеса 
заданы только в некотором определенном регионе, то геоид можно вычислить 
только в этом регионе. Разности в высотах геоида между двумя соседними 
станциями А и В , даже при использовании коллокации, существенно завися т

http://www.iges


только от уклонений отвеса в этих станциях, и отсутствие таких данных вне 
рассматриваемого региона едва ли вызывает значимое искажение. Заметим, 
однако, что добавление константы ко всем высотам геоида N не отражается на 
уклонениях отвеса; следовательно, астрономогеодезические данные позволяют 
определять высоты геоида только с точностью до аддитивной постоянной. Эта 
постоянная может быть выбрана так, что среднее значение всех вычисленных 
N равно нулю, что приближенно и получается в результате коллокации.

Непосредственно получить почти геоцентрические высоты геоида - это зна­
чит соответствующим образом учесть глобальный тренд, который отражается, 
главным образом, на £ и N. Это можно сделать путем вычитания эффекта со­
ответствующего глобального поля силы тяжести, например, с помощью моде­
ли силы тяжести Rapp (1981) в виде разложения в ряд по шаровым функциям 
до степени 180, следуя, скажем работе Siinkel (1983). Это описано в следующем 
разделе; в данном разделе мы ограничиваемся изостати ческой редукцией.

Вычислительная процедура
Процесс вычислений состоит из следующих шагов:

1. Преобразование поверхностных астрономогеодезических уклонений £, т] 
из локальной системы координат в геоцентрическую Геодезическую Си­
стему Отсчета 1980 (GRS 1980) посредством хорошо известных диффе­
ренциальных формул Венинг Мейнеса (см. Heiskanen and Moritz 1967: 
EJq. (5-59)). Это необходимо, гак как коллокация требует максимально 
реальную систему отсчета.

2. Исправление "геометрических" поверхностных уклонений £, 77 за кри­
визну нормальной отвесной лииии (8-137) дает "динамические" поверх­
ностные уклонения £, fj посредством (8 136).

3. Вычисление, согласно (8 128), аномалий силы тяжести Ар, также отно­
сящихся к земной поверхности.

4. Топографо изостатическая редукции £. т/, Ag по формулам (8 154) и (8 
101) дает значения £с, 77е, Адс, которые по прежнему относятся к поверх­
ностной точке Р.

5. Применение коллокации к £с, i f , Ад дает аномалии высот £с или высо­
ты когеоида №  простым изменением высотного параметра (h или ноль, 
соответственно) в программе коллокации (см. Siinkel 1983).

6 . Используя косвенный эффект (10 2) и (8 153), мы получим реальные 
аномалии высот £ и высоты геоида N.



Глава 11 

Методы вычислений

11.1 Принцип удаления-восстановления
Начнем с реакции силы тяжести в соответствии с современным представ­
лением об измерении и вычислении гравитационного поля всегда па земной 
поверхности, или, что все равно, па уровне точки в смысле разд. 8.9 и 8.14. 
Более точно, это - топографо изосгпатическая редукция на земном уровне.

Наиболее практичным методом реализации этой идеи является среднеквад­
ратическая коллокация. Дело в том, что она автоматически действует в трех­
мерном щюстраистве, используя нужные топографические высоты h в каче­
стве параметров входа (измерения: аномалии силы тяжести, уклонения отвеса 
и т. д.) и выхода (потенциал Т или какие нибудь подлежащие вычислению 
функционалы на нем). Символически это означает

Т =  С(£) (11 1)

или
выход =  £(вход), (112)

где С обозначает линейную операцию среднеквадратической коллокации (не 
надо путать с линейным функционалом L, использованном, например, в вы­
ражении (10 13)).

В разд. 8.9 мы уже обсудили редукцию силы 'тяжести с точки зрения со­
временной теории. Повторим, что, обращаясь непосредственно к топографо 
изостатической редукции, мы имеем

• изме])еш1ые аномалии силы тяжести Ад на земном уровне,
• редуцированные топографо изостатические аномалии Адс , полученные 

удалением притяжения топографо изостати ческих масс бдп,
• "ко-потенциал" Тс =  С(Адс) , вычисленный коллокацией, и



• "рояльный потенциал" Т, полученный путем восстановления "косвенно­
го эффекта" топографо изостатических масс ^7Vi.

Математически эго можно записать следующим образом

Т = С(Ад  — йдп) +  STTi . (11 3)

Мы повторили интерпретацию редукции силы тяжести, данную в разд. 8.9. 
Заметим, что, если

STn =  С(6дт1), (11 4)
то формула (И З ) дает

6Т =  С(Ад),  (115)
как и должно быть.

Тог же принцип остается и в работе с уклонениями отвеса £,rj на земной 
поверхности, при этом уклонения могут использоваться и в качестве исходных 
данных, и как результаты вычислений (разд. 8.14 и 10.2).

Используемая изостатическая модель, вообще говоря, произвольна. Тем 
не мепсс, она должна обеспечивать хорошую аппроксимацию (разности 6Т 
небольшие) и быть удобной в вычислительном отношении.

Некоторое изменение подхода состоит в том, что коллокация теперь при­
меняется не к "реальному" аномальному полю силы тяжести, как в (11-5), а к 
остаточному нолю после удаления той его части, которая генерируется приня­
той топографо изостатической моделью. Модель произвольна, но выводимые 
величины должны быть строго согласованы с теорией. (Согласованность вели­
чин, полученных методом коллокации, гарантируется корректным правилом 
преобразования ковариации; см. разд. 10.2.)

Указанное изменение подхода может показаться неважным, так как якобы 
меняется только терминология: то, что прежде солидно называли "изоста- 
тической аномалией", теперь стало просто "остаточной величиной". Однако, 
принцип удаления восстановления позволяет также использовать другие при­
ближенные ноля для удаления трендов; в частности, одну из многочисленных 
существующих "моделей (силы тяжести) Земли" (ЕМ или EGM) в виде разло­
жения потенциала Т в ряд по шаровым функциям до степени 180 или выше.

Мы "удаляем" из наблюдений I аномалий силы тяжести, возмущений си­
лы тяжести, уклонений отвеса и т. д. -  эффект ¥.ем, вычисленный с помощью 
определенной земной модели, а затем коллокация "восстанавливает" этот эф­
фект ЕМ на конечных результатах. Математика здесь такая же, как в (11—4) 
и (11 5):

и



Обобщение состоит лишь в замене Ад на L
Теперь мы сделаем важный шаг вперед. Принцип удаления восстановления 

должен удовлетворять только двум требованиям:

1. удаляемые 'Вспомогательные потенциалы должны быть гармоническими, 
просто вычисляемыми и математически согласованными: то, что удалено 
на входе, должно быть восстановлено на выходе;

2. в обычном случае линейности, два или большее число различных вспо­
могательных потенциалов могут использоваться (удаляться -  восстанав­
ливаться ) одновременно.

Так, мы используем одновременно земную модель ЕМ для более длинных 
волн и топографо изостатическую геологическую модель TI для более корот­
ких волн. Мы можем говорить о длинах волн, так как разложения по сфериче­
ским функциям на сфере являются обобщением рядов Фурье на окружности. 
Максимальная степень N  сферического разложения связана с самой короткой 
разрешающей длиной волны Л соотношением

i 2?Г 360° « ч
~ ~  ̂  ̂

Для разложения до степени, скажем, N =  180 мы имеем Л =  360°/180 =  
2°, что примерно соответствует 200 км на меридиане или на экваторе. Часто 
рассматривают половину длины волны Л/2 (см. Seeber 2003: р. 469).

Так как ЕМ описывает (приближенно) длинные волны до определенной 
максимальной степени N, то естественно учитывать только остающиеся ко­
роткие волны, соответствующие гармоникам степеней от N до бесконечности.
Последовательность N + 1, N +  2 ,___оо будем обозначать как СЛГ, где CN -
сокращение для "дополнения (complement)" последовательности от 2 до N. 

Итак, мы можем написать для остатков

6Т =  Т - Т » М- Т ™ ,

se =г.-е&Л-е%1.
К этим остаткам и будет применен метод коллокации .

Замечание
Как отмечено в начале разд. 10.2, процесс удаления восстановления предна­
значен для удаления всех известных основных трендов:

• локальная топография порождает аномалии Буге,
• региональные особенности (то есть, их изостати ческам компенсация) вме­

сте с реакцией Буге приводят к тпопографо изостатическим аномали­
ям.



• глобальные нерегулярности выражаются какой нибудь земной моделью 
и приводят к тому, что скромно называется "остаточными ано.малия- 
ми".

Ясно, что то, что "удалено" перед вычислением, должно быть полностью 
"восстановлено" после вычисления.

11.2 Определение геоида в Австрии методом 
коллокации

Австрия -  приятная страна, имеющая, несмотря на свои небольшие размеры, 
все типы топографии: плоские равнины, холмистые области и альпийские горы 
с высотами до 3800 м. Таким образом, это не только приятное место для жизни, 
но и интересный с геодезической точки зрения испытательный полигон.

Пионерской работой были исследования Siinkel (1983). Более поздпие ра­
боты, особенно Siinkel et al. (1987), Kiihtreiber (1998, 2002a, 2002b) и Erker 
et al. (2003) расширили и усовершенствовали изучение поля силы тяжести в 
Австрии, но работой 1983 года удобно воспользоваться в качестве некоторого 
введения.

Siinkel (1983) для вычисления геоида в основной части Австрии методом 
среднеквадратической коллокации использовал очень хорошие данные об укло­
нениях отвеса. Аномалии силы тяжести аналогичного качества в 1983 году еще 
не были доступны. В дополнение к изостатической редукции (разд. 8.14) со­
гласно Эйри -  Хейсканену (Т =  30 км), он также удалил глобальный тренд 
посредством модели земной силы тяжести в виде ряда по шаровым функциям 
до определенной степени N. В частности, он использовал модель Rapp (1981) 
с N =  180.

После удаления топографо простатического тренда 7ti и глобальнго трен­
да Т£м (напоминаем, что ЕМ обозначает земную модель), был получен оста­
точный аномальный потенциал

<5Т =  Т - Г т1- Т " м + Г " .  (11 10)

Так как модель земного потенциала T£M представлена разложением по ша­
ровым функциям до степени N, то для изостатической редукции можно рас­
сматривать только эффект степеней N > 180 (или, скажем, N >  360), заменяя 
7ti на

7 ^  =  ( 7 t i ),v > i80 =  T t i  -  , (1 1  1 1 )

где 7тj представляет разложение для Ттi до степени N =  180. Это объясняет 
выражение (11 И).



Наблюдения ^ = [£, г/, Д</], которые представляют линейные функционалы 
Ь{Г, редуцированы так же, то есть

е, -  L,TTl -  L ,T ^  +  L ,r "  =  L,ST. (11 12)

Если к вычислительной процедуре, описанной в конце предыдущего раздела, 
добавить редукцию за счет земной модели, то последовательность действий 
можно изобразить блок схемой в вйде таблицы 11.1.

Таблица 11.1: От наблюдений к геоиду

наблюдения, отнесенные к 
Геодезической Отсчетиой Системе 1980

- L , ( T t , +  Т " м  -  Т " )

коллокация

+ (Tn +  T & - I * )

I
т
I

N =  (T/7 )0 , С = (Т/7)ь

Исходные данные
Топография в Австрии довольно разнообразная с высотами до 3800 м. Плат­
ность астропомогеодезических станций была порядка 10 -  20 км; общее ко­
личество использованных данных с уклонениями отвеса было 521. Никакие 
аномалии силы тяжести в этом первом вычислении не использовались.

Топографо изостати ческая редукция уклонений отвеса была выполнена с 
использованием довольно грубой цифровой модели местности, состоящей из 
значений высот, усредненных по трапециям 20" х 20" и полученных по циф­
ровой карте масштаба 1:500 000. Среднеквадратическая ошибка этой модели

I
ST

I
обратная редукция 

TI, ЕМ

(U T )

I
редукция 
TI, ЕМ

4
(LtST)

I



имеет порядок 100 м. Исследования показали, что, несмотря на невысокую 
точность, модель достаточно адекватна для редукции уклонений отвеса; од­
нако, она совершенно не годится для редукции силы тяжести! Дело в том, что 
погрешность редукции для £, ту приближенно пропорциональна наклону мест­
ности; поэтому, если станция находится на местности с нулевым уклоном, то 
эта погрешность очень мала. Это справедливо, когда станция располагается 
не только на горизонтальной плоскости, но и на вершине горы, как э го обычно 
и бывает.

Результаты
Оказалось, что почти вся полезная информация о (7', 7V, С) обусловлена топо­
графо изостатическим эффектом и использованной моделью силы тяжести с 
N =  180. Эта часть, TI4- ЕМ, определяется величинами между 41.5 м и 49.5 м. 
Вклад коллокации (7 -1 Т) после удаления явно выраженного тренда порядка 
3 м -  лежит между —0.5 м и 1.5 м.

Эффективность топографо изостатичсской редукции можно увидеть так­
же из т о т  факта, что она уменьшила дисперсию уклонений отвеса в Австрии 
(средний квадрат величин £ и г/) от 30 (дуговые секунды)2 to 5 (дуговые 
секунды)2. Следовательно, австрийский геоид можно определить с точностью 
1 2 м даже без измерений (уклонений отвеса) и без коллокации, а располагая 
только топографической картой! Это тем более удивительно, так как Австрия 
не особенно хорошо изостатически компенсирована.

Значительный интерес представляет эффект аналитического продолжения 
изостатически (плюс земная модель) редуцированного аномального потенциа­
ла Tti- Он выражается разностью 7 _1 Т  на земной поверхности минус 7 1 Т на 
уровне моря. Эта разность достигает максимума 13 см в Центральных Альпах 
и может быть как положительной, так и отрицательной. По терминологии дан­
ной книги, это различие меэк:ду действительным геоидом и гармоническим 
геоидом (разд. 8.15).

Очень интересна также разность между аномалиями высоты Q (=  7 " 1 Т на 
земной поверхности) и высотами геоида N (=  7 -1 Т на уровне моря). Макси­
мум 35 см для Q — N оказался на горе Grossglockner (самый высокий пик в 
Австрии, Н =  3797 м). Эти результаты очень хорошо согласуются с прибли­
женной формулой

£ -  N =  -(981 гал) " 1 Адв Н , (11-13)

где Адв - аномалия Буге в галах. а Н -  высота в тех же единицах, что и £ 
и N. Согласие можно легко проверить, так как аномалии Буге в исследуемом 
районе варьируют от 10 мгал до -170 мгал, соответствуя топографическим 
высотам от 200 м до 3000 м (Sunkel 1983: р. 140). Согласно Siinkel ctal. (1987: 
p. 69), разности С — N по всей Австрии находятся в пределах между —2 см и 
+56 см.



Все это было вычислено только по измеренным уклонениям отвеса. Изме­
ренные значения силы тяжести были включены в работах Kiihtreiber (2002 а, 
2002 Ь) и Erker et al. (2003) и привели к тому, что можно было бы назвать 
"геоидом с точностью до нескольких сантиметров” .

В конечном счете, астрономогсодезический геоид и гравиметрический гео­
ид сопоставлены и -  после удаления систематических трендов -  скомбиниро­
ваны, см. работы Kiihtreiber (2002b) и Erker ct al. (2003).

11.3 Поправки Молоденского
В разд. 8.С дано решение проблемы Молоденского с помощью ряда, получен­
ного на основе аналитического продолжения. Это было записано в виде (8-68), 
(8 69), (8 67), то есть

оператор дифференцирования L определяется интегралом (8 430), то есть,

С = Со + Ci + С2 + Сз + • • •, (11 14)

(11 15)
a

Ад* — Ад +  д\ +  </2 + + ■ * • •
Поправочные члены дп вычисляются по рекуррентным формулам

(11 16)

п
(11 17)

д0 =  А д.

Здесь функционал L„ также определяется рекуррентно: 

L„(Ag) =  n -1Ll [L„_i(A(7)b

(11 18)

(11-19)

начиная с
(11 20)

(11 21)

О

Это означает: возьмем до = А д , где Ад -  аномалия в свободном воздухе на 
земном уровне в смысле Молоденского, вычислим д\ по формуле (11 17) с 
n = 1, затем вычислим дч по формуле (11-17) с п =  2 и по формуле (11-19),



Таблица 11.2: Характерные значения поправок Мо­
лоденского и rji для уклонений отвеса в секундах 
дуги до г =  4, вычисленные по аномалиям силы тя­

жести в свободном воздухе

6 £2 £з £4 m
мин
макс
ср
ср.кв

-2.44
2.36
0.19
0.90

-1.94
3.654
0.32
0.96

—0.92 
0.88 

-0.02 
0.29

-0.84
0.86

-0.02
0.27

-0.35
0.21

-0.01
0.06

-0.24
0.20

-0.01
0.06

—0.08 
0.05 
0.00 
0.02

-0.12
0.09
0.00
0.02

потом вычисляем g3 по формуле (11 17) с п =  3 и L3 по формуле' (11 19), и 
так далее.

Оператор L ведет себя как дифференцирование (L(f)  =  ^ —̂ ) и потому
иг

"загрубляет" функцию / ;  это означает, что каждое последующее действие L 
становится все менее и менее точным. Эго не способствует сходимости ряда 
Молоденского, даже если исходная функция Ад является очень гладкой, что 
трудно п]>ед1Юложить в горных районах.

В таких случаях некоторое сглаживание Ад  неизбежно. Численный ана­
лиз постоянно сталкивается с проблемами сглаживания и разработано много 
методов сглаживания, например, метод скользящего среднего. Для вычисле­
ния интеграла L можно воспользоваться быстрым преобразованием Фурье. 
Задача состоит в том, чтобы найти степень сглаживания, при котодой сле- 
дующие друг за другом поправки • • • последовательно уменьшались
бы и таким обраюм практически обеспечивали сходимость, но без излишнего 
"заглаживания". Во всяком случае, сглаживание должно гарантировать, что 
9ь> 9ь* • • • практически пренебрегаемы, так как они не могут быть надежно 
вычислены из-за неизбежного накопления ошибок округления и в конечном 
счете принимают характер чистого шума.

Как показано в обстоятельной работе Kiihtreiber (1990), не существует 
какого либо готового предписания для определения оптимального сглажива­
ния. Наилучшим подходом оказывается метод проб и ошибок.

Изостатическую редукцию можно рассматривать как некоторый метод сгла­
живания на основе геофизических данных, сравните таблицы 11.2 и 11.3.

Чтобы показать порядок величин, мы берём некоторые типичные значения 
поправок Молоденского в высоких горах.

Таблицы 11.2 и 11.3 являются таблицами (8-3) и (8-6 ) из работы 
Kiihtreiber (1990). Исходные значения силы тяжести даны для прямоугольных 
ячеек размером 11.25" х 18.75". Предполагается соответствующее сглаживание.



Таблица 11.3: Характерные значения поправок Мо­
лоденского & и rii для уклонений отвеса в секундах 
дуги до г =  4, вычисленные по изостатическим ано­

малиям силы тяжести

6 т *2 т т и ш
мин
макс
ср
ср. КВ

-0.57
0.33

-0.04
0.11

-0.3G
0.4G
0.01
0.09

-0.06
0.09
0.00
0.02

• -0.07 
0.05 

-0.01 
0.02

-0.01
0.01
0.00
0.00

-0.02
0.01
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00
0.00

Намного лучше, конечно, использование изостатической редукции, которая 
дает физически значимое и более эффективное сглаживание. Это показывает 
таблица 11.3.

Таблица 11.4, взятая из несколько более ранней работы (Kraiger et al. 1987, 
Table G.l), включает также поправки Молоденского для аномалии высоты С-

Таблица 11.4: Сравнение численного интегрирова­
ния и быстрого преобразования Фурье (БПФ): наи­
большее и (арифметическое) среднее значения по­
правок Молоденского г/7; для г =  1,2; испыта­
тельный район: 46.788° <  <р <  46.512°, 13.438° <
А <  14.646°, 600 м <  топографическая высота <

2400 м

Cl [ Н Ы "] т П Сг [см| Ы "] т П
наибольшие 40.8 2.0 2.0 0.8 0.2 0.2 числ. иптегр.

значения 47.6 1.5 1.4 0.7 0.1 0.1 БПФ
средние 31.3 0.4 0.4 0.2 0.03 0.03 числ. интегр.

значения 36.7 0.3 0.4 0.5 0.02 0.02 БПФ

Эти значения нельзя сравнивать непосредственно, потому что испытатель­
ные районы и плотность данных, а также использованные методы интегри­
ровании, сглаживания и т.п. различны. Однако они приводят к полезным за­
ключениям.

1. Метод поправок Молоденского сильно зависит от деталей численного 
интегрирования (плотность данных, сглаживание и т.п.).



2. Поправки уменьшаются с увеличением г = 1 .2 ,3 ,___Это то. что они и
должны делать. Можно ожидать, что поправки более высоких порядков 
в конечном счете составляют "чистый шум" из за общей потери глад­
кости и увеличения ошибок округления, так что вопрос о сходимости 
становится бессмысленным как с практической, так и с теоретической 
точек зрения: члены с болею высокими значениями i следует просто по­
ложить равными нулю волевым порядком.

3. Поправка Молоденского Ci может достигать нескольких дециметров. Сг 
и члены более высоких порядков часто оказываются пренебрегаемо ма­
лыми.

4. В конце разд. 2.21 и 8.8 мы отметили любопытное явление. При нали­
чии одних и тех же исходных данных, гравиметрические методы, кажет­
ся, обеспечивают вертикальное положение (в виде С или N) примерно 
на порядок лучше, чем положение горизонтальное (выражаемое через

7/). Если воспользоваться старым астрономическим правилом о том, 
что 1" ~  30 м в положении, то 1 м соответствует 0.03". Предположим, что 
мы достигаем точность в 1 м в вертикальном положении и желаем полу­
чить такую же точность для горизонтального положения. Это означало 
бы. что мы должны выполнять астрономические измерения Ф. Л и полу­
чать уклонения отвеса £, i] точнее, чем 0.03". Подобная ситуация имеет 
место и с поправками Молоденского: если = 0.41 м, то = щ =  2", 
что примерно соответствует СО м.
В этом смысле гравиметрия на порядок слабее в определении горизон­
тального положения по сравнению с определением положения вертикаль­
ного. Этот факт обычно использовался в спо]>е против тех ученых, котсь 
рые утверждали еще примерно в 19G0 году, что гравиметрический метод 
в состоянии сделать все, па что способна спутниковая геодезия. Теперь 
с появлением GPS мы знаем эччэ лучше, и без идеологических сомнений 
комбинируем спутниковые данные с наземной гравиметрией.

(Другая перспектива астрономических наблюдений астдономогеодези- 
ческое определение геоида. Здесь точность астрономии достаточна; см. 
разд. 5.14.)

Заключительное замечание
Вычисление поправок Молоденского является тяжелой работой. В горных рай­
онах среднеквадратическая коллокация явно предпочтительнее интегрирова­
ния, за исключением некоторых опытных вычислений (Sideris 1987, 1990).

Коллокация также позволяет сравнивать и комбинировать астрономогеоде­
зические и гравиметрические данные; ключевая статья здесь - Kiihtreiber (2002 b).



Однако, всё это основывается па фундаментальных идеях М.С.Молоденского. 
В основополагающей публикации (Krarup 1969) ясно показана эволюция пере­
хода от проблемы Молоденского к среднеквадратической коллокации.

11.4 Геоид в интернете
Международная ассоциация Геодезии (International Association of Geodesy, IAG) 
имеет очень активную Международную Службу Геоида (International Geoid 
Service. IGeS IAG). Прежде чем Вы будете вычислять свой собственный гео­
ид, загляните на сайт www.iges.polimi.it. Вы можете найти там глобальный 
и локальный геоиды, исходные данные, программное обеспечение, ссылки па 
лигературу. планы предстоящей работы и т.д. Особенно отмстим следующие 
базы данных о геоиде:

• www. iges. polimi. i t index / geoid_repo / global_models. litm.
• www. iges. polimi. it index / geoid_repo/ regional_models. htm .

В последнем файле Вы можете найти:

• Гравиметрический геоид США 1996 (Dru Smith),
• Европейский геоид и квазигеоид EGG97 (Н. Denker).
• Австрийский геоид 1996 (Н. Siinkel).

Другие важные интернет ад]>еса:

• Международна Гравиметрическое Бюро (Тулуза): 
http://bgi.cnes.fr81 l()/bgi_a.html.

• Международная Ассоциация Геодезии: 
www.iag_aig.org.

http://www.iges.polimi.it
http://bgi.cnes.fr81
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