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ПРЕДИСЛОВИИ.

Теория вращения Земли около центра масс, восходящая к 
И. Ньютону н Ж  Д'Аламбсру, получила свое аналитическое завер
шение н динамике твердого юла Эйлера. Достаточно полное для 
того времени изложение такой теории, впоследствии принятое в 
качестве международного стандарта, содержится в работе Л. Эйле
ра 163]. Вер «од "Г динамики твердого тела Эйлера к стандартной 
теории вращения Земли [10!, по существу, выполнен не по общим 
принципам от локального к глобальному. Поэтом\ стандартная 
теория, не успев стать основой практической астрономии, переста
ла к полной мере у ювлегворять ее потребностям. В 70 \ годах по
строено численно аналитическое обоснование другой теории вра
щения Земли [74J. Однако анализ содержании этой теории, выпол
ненный в [23]. показал ее ограниченность как в постановке, так н 
с применимости для анализа процессов, протекающих в геологиче
ском масштабе времени.

В связи с этим возникла общая теория вращения Зен и [231, 
базирующаяся на неограниченной постановке основной задачи не
бесной механики, качественных методах анализа и спутниковых 
данных о внешнем гравитационном поле Земли. В общей теории 
■«ращения Земли, основанной на полном соблюдении 1аконов со
хранения, отсутствует понятие диссипации энергии. Между тем все 
реальные объекты диссипативны. Уровень диссипативно, т. Земли 
ь'зк свободной системы обычно оценивают через посредство раз
ности чендлеровского и эйлерова периодов движения ее полюса, 
возникает вопрос: где и как происходит диссипации энергии в теле 
•'смлн? Поэтому первый основной вопрос, рассматриваемый в 
предлагаемой книге, заключается в построении соответствующей 
модели Земли, ее обосновании и исследовании эволюции поступа- 
тгльно-нращательного движения.
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Диссипативные системы согласно теореме Бнрктофа непремен
но стремятся занять установившиеся (предельные) режимы дви
жения. Последние в механике называют финальными, а и матема
тике— предельными. Теория устойчивости движения но Ляпунову 
позволяет изучить именно предельные режимы, являющиеся дви
жением консервативной системы. Поэтому второй основной воп
рос, рассматриваемый в книге, состоит в исследовании устойчиво
сти по Ляпунову предельных режимов вращения Земли.

Изучение эволюции движения сводится к доказательству су
ществовании, единственности и устойчивости по Ляпунову предель
ного режима вращения Земли, описанию процесса выхода на этот 
режим, а также доказательству существования, единственности и 
неодннс!венноетн предельных режимов поступательного движения 
модели Солнечной системы, согласованных с режимом вращения 
Земли. Это исследование опирается на качественные методы ана
лиза.

Следует подчеркнуть неприменимость методов теории динами
ческих систем по Биркгоф-, из-за того, что, во-первых, анализ иро- 
ьодится по части переменных, ви-вторых, полная система диффе
ренциальных уравнений движения наряду с обыкновенными имеет 
и уравнения в частных пронзьодных. В связи с этим изложен каче
ственный метод обобщенных динамических систем по Биркгофу, 
общая теория которых восходит к работам Л\. В. Бебутова, 
В. И. Степанова, П. II Боголюбова н II М. Крылова. Построен 
также метод спавнения и взаимного сравнения движения с его 
основными характеристиками (количество движения, полярный 
момент инерции и кинетическая энергия), рассматриваемыми 
вдоль траектории движения как функции времени. Некоторые 
принципы теории равнения движения были получены М. В. Бебу
товым, а с«1ма теория построена Б А. Щербаковым. В данной ра
боте результаты этой теории обобщены на случай движения меле
ли Солнечной системы.

* * *

П Р И Н Я Т Ы Е  О БО ЗН А ЧЕН И Я :

г радиус-вектор; 
г. экваториальный радиус; 
г„ — полярный радиус; *
г0 средний радиус внешней поверхности литосферы; 
г,— радиус внутренней поверхности литосферы;
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г2 - радиус внешней поверхности мантии; 
г3— ралнус проводящей мантии; 
г — радиус внутренней поверхности мантии; 
г6 радиус внутреннего ядра;

гп расстояние между течами О, и Oj Солнечной системы; 
гп- полярное сжатие фигуры Земли; 
ея— экваториальное сжатие фигуры Земли; 
ел отношение радиусов ннешнен п внутренней поверхно

стей лнгосферы; 
ех- отношение радиусов внутренней поверхности литосфе

ры и внешней поверхности мантии;
, 2— отношение радиусов внутренней поверхности мантии и 

внутреннего ядра; 
ннерциальная система координат;

Г ,  I’., е. орты координатных осей системы;
(/XYZ кенигова система координат;
Охуг собственная прямоугольная декаргона система коор

динат;
Од1|1— сферическая система координат;

I ij. в — углы Эйлера;•
К  кинетический момент вращения Земли относительно 

центра масс;►
К х— кинетический момент вращения литосферы;>
К г — кинетически» момент вращения мантии;>
А'з кинетический момент вращения внутреннего ядра;

/— количество движения;>
Q— главный момент относительно центра масс Земли всех 

приложенных к ней внешних сил,
■" угловая скорость вращения Земли;

— угловая скорость вращения литосферы;
,л2— угловая скорость вращения мантии;—♦
н>з угловая скорость вращения ягра;

/1. Н, С I idBinae центральные моменты инерции Земли;
■■1 ■ В  . С| главные центральные моменты инерции литосферы;

С:, С3 осевые моменты инерции мантнн и внутреннего ядра;
/■*> <7. г проекции вектора ■ угловой скорости Земли на глав

ные оси инерции,
v — вектор скорости,
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R i — действительная ось времени; 
t — время;
?— плотность Земли; 

f*j — плотность астеносферы;
ч  плотность внешне! о ядра;
Hi — динамический коэффициент вязкости астеносферы 
t»j -динамический коэффициент нязкдети внешнего ядра;

кинематический коэффициент вязкости астеносферы; 
v2— кинематический коэффициент вязкости внешнего ядра) 
а— проводимость внешнего ядра;

5,— приводимость мантии; 
з, проводимость внутреннего ядра;
If — индукция магнитного ноля;

U , — электрический потенциал;
Е  напряженность электрического ноля; 
с— скорость снега; 
р — давление;
U  — силовая функция;
G — постоянная тяготения; 
s — параметр преобразования Лапласа;

Л

з тензор напряжений,
л
* 1сн:юр пар напряжений;
л
е тензор деформаций;
и вектор упругих перемещений; 
т  число fiyaccoHa;

G*— модуль сдвига.
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С О В Р Б М К Н Н Ы Г .  И Р И Д С Т Л В Л в Н И Я  О ( ГРОГ НИИ  
и д в и ж г п и и  з г м д и .

М О Щ Ш Ь  и п о с т а н о в к а  з а д а ч

Исторически нершш моделью Земли был абсолютно твердый 
ui?p с пси трально-симметричным распределением масс, способный 
вратшьсн «округ своей оси и перемешаться около Солнца. С точ
ки зрения шфф'еренциальпых уравнений движении шар- Земля 
ничем не отличается от материальной точки. Так возникла модель 
Солнечной системы из материальных точек, взаимодействующих 
между соб й по закону всемирного тяготения Ньютона. Модель 
Земли в виде шара с опоясывающим его кольцом, имитирующим 
экваториальное вздутие, впервые рассмотрена И. Ньютоном. .Мо
дель динамически симметричной Земли в виде абсолютно твердого 
те.и с двухосным главным центральным эллипсоидом инерции 
(А - В- С) и теория вращения такой Земли предложены Л. Эьле- 
ро-.' Общая теория вращения динамически асимметричной и не
уравновешенной абсолютно твердой Земли, построенная в нсогра 
ничейной постановке задачи, принадлежит Ж . С. Сржанову и 
А А Калыбаеву.

Подход к н. учению влияния на изменяемость и деформатинность 
Земли (отклонения от абсолютно твердого тела) на ее вращатель
ное движение опирается на различные модельные представления. 
Именно так возникли модели изменяемой, упругодеформир/емои, 
послойно изменяемой Земли и т. д Закономерности вращения из
меняемой Земли - Земли с изменяемой геометрией масс исследо
вали В. Волмерра, И. Гюльден, Г. Дарвин и многие другие. Вра
щение Земли, моделируемой абсолютно твердой оболочкой, с по
лостью, заполненной жидкостью, изучали 11 Е Жуковский,
В. А Стеклов и другие авторы.

Результаты этих работ показывают, что любая трактовка Земли 
достоверна в такой степени, в какой полна математическая модель 
Земли. В свою очередь, последняя фнзнчна в такой мере, в какой
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она отражает общие законы природы и позволяет исследовать эво
люции} движения. Поэтому главной задачей этих исследовании яв
ляется шд гроение наиболее полной математической модели Вемли, 
осиованнлЛ на современные: представлениях о ней, и теории эволю
ции движения Земли, отражающей физические законы сохранения. 
1 настоящей главе приведены общие данные <. Земле как состав
ном элементе Солнечной системы, о ее строении и структуре, а так
же обзор работ о различных моделях Земли и вытекаюния из него 
/'остановка задач.

1.1. Общие данные

Земля является одной из девяти больших тланет, движущихся 
вокруг Солнца. Среднее расстояние между Землей и Солнцем при
ми m за астрономическою единицу длины и составляет МАГ» 978 70Х 
X 10" м. В Солнечной системе самая удаленная планета — Плу
тон — отстоит от Солнца па расстоянии *10 астрономических еди
ниц. Расстояние ле от Солнца до ближайшей зв( иы - 271 ООО 
астрономических единиц. Это свидетельствует о малости гравита
ционных сил, действующих на Солнечную систему со стороны 
звезд. Поэтому полагают, что Солнечная система в пространстве 
изо inponan;i. г. с. па псе не действуют никакие внешние силы.

Все тела Солнечной системы взаимно притягиваются по закону 
Пьютонн а движутся около Солнца по своим орбитам. Движение 
Земли вокруг Сольца можно представить суммой поступательного 
перемещения ее астра масс и вращения около >того центра масс. 
Период вращения Земли вокруг сноси оси составляет 23 часа 
Г»Г> минут 4 секунды, а движение вокруг Со.ишл осуществляется с 
периодам в 3Wi,25 средних солнечных суток Наряду с движением 
около Солнца центр масс Земли обращается коло центра масс си
стемы Земля Лупа с периодом в 27.32 средних солнечных суток. 
Ось вращения Земли совершает долгопериодическое движение, 
являясь образующей почти кругоного конуса, с периодом 2;» 729 лет. 
Изменение положения оси вращения в теле Земли смащает точку 
пересечения этой оси с поверхностью Земли, ш. ело вне чего полюс 
Земли описывает некоторую кривую.

С помощью астрономических наблюдений, а также измерений 
ил поверхности Земли и в космосе определяют форму и размеры 
Земли, ее масчу и моменты инерции, гравитационное и магнитное 
поля, тепловой лоток и.з ее недр.

В нерв» м прнближеш: i Землю считают : : i ч с радиусом г=
— 6371 км Ближе к истинной форме Земли является эллипсоид 
вращения с экваториальным радиусом г а =  (>.Ч7в, 1 б км. полипным 
радиусом г„ — 63o(S.78 км и с геггмстрнческим сжатием е„ = (гл 
—гп\}г „ =  1/298.258.
ь



Характеристика элементов чодечи Солнечной системы
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Еще более соотвеютвует форме Земли трехосным эллипсоид, 
характеризующийся гремя полуосями. Наибольший и наименьший 
радиусы экватора отличаются одни oi другого иа величину, не пре
вышающею 200 м, и геометрическое сжатие экватора составляет 
е, - 1/30000.

Масса Земли равна 5,98-109 триллионов т. срелняя масса ] см* 
вещества Земли оказывается равной 5,52 г, момент инерции состав
ляет треть (точнее, 0,3308) от произведения ее массы на квадрат 
ее среднего радиуса.

Земля обладает собственным магнитным нолем, главной компо
нентой которого являек-я ноле магнитного диполя или однородного 
намагниченного шара. Ось магнитного диполя наклонена к оси 
вращения Земли под углом 11,5°, магнитный момент диполя равен 
8,3-10=6 СГСМ.

В табл. 1 приведены основные астрономические характеристики 
Солнечной системы [23, 42J.

1.2. Строение Земли

Внутреннюю структуру Земли получают главным образом мето
дом сейсмического зондировании. Для исследования jpmhoh коры 
применяются методы сейсмического зондировании с нскусственны- 
VI! источниками возбуждения упругих ноли. Глубинные части Зем
ли вплоть до земного ядра изучаются но наб иоденияч за распро
странением сейсмических волн от землетрясений. Кроме того, ис
пользуются электромагнитное зондирование, наблюдения приливов 
и собственных колебаний в твердой Земле.

Сейсмологией накоплено большое количество данных, позволяю
щих сформулировать основные представления о внутренней струк
туре Земли. Ее делят па кору, верхнюю и нижнюю мантию и 
внешнее и внутреннее ядро (рис. I). К Буллей предложил более 
детальное деление на области, обозначаемые буквами от Л ло G На 
рис. 1 показаны его подразделения. Рис. 2 отражает скоростной 
разрез Земли но Б Гутенбергу., дающий изменение скорости сей
смических волн с глубиной.

Построенная Б Гутенбергом и К Булленом модель Земли со
хранила свое принципиальное значение. В табл. 2 приводятся 
основные характеристики для оболочек модели «1» Гутенберга — 
Буллем а.

Вопросы строения Земли и ее отдельных оболочек исследованы 
довольно подробно [6, 15, 16, 17, 30, 39, 15, 55, 04]. В «твердой» 
Земле выделяются: I — земная жкора (слой Л) средней толщиной 
33 км; 2 — мантия с глубиной нижней границы 2900 км, она делит
ся на верхнюю (слой IS с глубиной нижней границы 400 км), сред-



Рнс. 2. Распределение скоростей в Земле по Б. Гутенбергу

нюю (cjioii С, залегающим на глубине 400 1000 км) н нижнюю 
(слон D с глубиной 1000 -290J км): 3 ядро, состоящее из внеш
не» ■ жидкого ядра (слои F. на глубине 2900 4980 км), переходно
го слоя / между внешним и внутренним ядром (-1980 5120 чч) и 
внутреннего твердого ядра (слой G на глубине 5120 6371 км).
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Каждый пл Э1 их слоен характеризуется следующим образом.
Земная кора. Корой называют верхний слой твердой Земли, от

деленный от лежащих ниже слоев разделом Мохоровичнча. Этот 
раздел находят почти повсеместно под континентами и океанами. 
Она отмечается как граница, при переходе которой меняется хими
ческий состав вещества и скачкообразно увеличивается скорость 
распространения упругих ноли Масса коры составляет около 0,8% 
от массы Земли, а объем менее 1% or объема Лемлн. Земная 
кора подразделяется на континентальную и океаническую. Конти
нентальная кора значительно толще (25 75 км против I 10 км), 
содержит гранитометаморфическнн слой, отсутствующий в океани
ческой коре, отличается и по некоторым формам рельефа.

1 а 6.1 н ц а 2. Характеристика внутренних слоги *е»ми

Слон
Интервал
глуйии,

км

Интерозл 
плотности, 

г/с и®

Доля от 
объема 

Земли.%
MaccS,
10«г

Доля пол
ной ыассм, 

%

Кора м> 0—Щ 2,7-3 .0 1.55 5 0.Й
1«) *3— Ж , Я,.42—.1,65 16,07 10. *

Мантия (С) •100— 1000 3,65—4.64 21,31 ЯК 16.4
*/>) КЮ0 2900 ■J.fiS—.г>,69 44, ^15 41 0
(С ) *'НИ)_'Ю00 9, *0— 11,5 15,16

Ядро ( П .->0**0—5100 II. Г. 12,0 0. j8 188 31.5
(«) 5100-6,471 12.0-12,3 0,76

■Мпнги.ч. Мантия -lamiviuч 8.4 i объема и (>8Ч[ массыНем.чи Верх
няя шпини (слой И), слегающая непосредственно иод домной ко
рон. отделена от средней мантии (слон С, называемым также слоем 
Голицина) границей на глубине около 100 км. При переходе этой 

. ||нцы * гйсмнчес к м  скорости нозрастают. С я м  Голицина отде
лен от нижней мантии (слой Л ) границей на глубине около 
1000 км. Па этой границе возрастание скоростей сейсмических 
ноли с глубиной резко замедляется. Между нижней мантией и 
ядром имеется переходный слон D" толщиной около ^00 км. в ко
тором возможно некоторое уменьшение с глубиной скоростей сей
смических воли.

В верхней мантии на глубине 100 -300 км залегает слой с пони
женной скоростью сейсмических волн и вязкостью Этот слой на
зывают астеносферой. Лежащую выше, образованную сравнитель
но твердыми и хрупкими породами часть слоя Н вместе с земной 
корой называют литосферой. Кора и мантия являются петрологи
ческими понятиями, поскольку »ти слои сложены разными поро
дами. Введение же понятия литосфера и астеносфера связано о
12



i редел он исм нх реологических свойств. Одна и та же порода п за- 
01 «мости от температуры может обладать высокой и низкой внз- 
В ьк> и соответственно относиться к литосфере и астеносфере. 
У с та н о в л е н о , чго динамический коэффициент вязкости астеносфе- 
оу составляет 10>0— Ю-*1 II, литосферы - 10'"'- 10- П
* Ядро. Внешнее ядро (слой £) залегает на глубине 2900— 
4УЬО км, его объем составляет 15,1Н%, а масса — 29,8% соответст
в и ю  от объема и массы Земли. Через внешнее ядро проходят про
д о л ьн ы е  сейсмические волны, а поперечные полностью поглощаются 
Это позволяет считать, что вещество в слое £ находится в жидком 
' i lomniji Эгс состояние вещества внешнего ядра подтвержда
йся наличном нутационных колебаний оси вращения Земли, су
ществованием чендлеровских колебании полюсов, данными о при
ливных колебаниях внутри Земли. Вязкость внешнего ядра мень
ше или порядка 10’ П.

Толщина переходного слоя Г  между внешним и внутренним 
ядром около 110 км. Внутреннее ядро (<7) имеет радиус 1250 км, 
его объем доставляет 0.7%, а масса около 1.2% всей Земли. Спе
цифика отраженных и проходящих через внутреннее ядро сеГк мн 
ческих волн показывает, что внутреннее ядро является твердым 
телом. И внешнее и внутреннее ядро обладает большой электропро
водностью. Обычно полагают, что электропроводность ядра мож
но оценить в 10'— 10L Ом 'м  ’.

Современные модели Земли подразделяются на оптимальные, 
нанлучшим образом \ юн.ютвориющне всем имеющимся данным о 
Земле, и стандартные, достаточно хорошо удовлетворяющие дан
ным наблюдении и сравнительно простые для использования в гео
физической практике. Классические модели Земли сферически- 
симметричны и построены в постановке прямой задачи геофизики 
методом подбора. Построите современных моделей ведется мето
дом решения обратной задачи геофизики с учетом отклонения на
ружных слоев от сферической симметрии. Известно, что отклоне
ния от сферической симметрии с глубиной нивелируются и все мо
дели должны переходить в одну общую сферически-?»мметричную 
модель земных недр. Именно по такому пути построены стандарт
ные современные модели Земли, близкие к лучшим оптимальным 
моделям [05, 79]. В работе [70] построенная модель Земли назва
на предварительной рсференц-моделью Земли, отвечающей основ
ным принципам, установленным Комитетом по стандартной модели 
Земли.

Итак, Земля представляет собой сложную механическую систе
му: вращающийся трехслойпый шар (литосфера, астеносфера и 
'знтия) с внутренней полостью, заполненной тяжелой жидкостью 
(слой /.), в которой вращается шарообразное твердое ядро G, удер



живаемое н центре системы силами ньютоновского тяготения, но 
могущее вращаться иначе, чем мантия. Б ядре формируется глав
ное геомагнитное поле Поэтому движение внешнего и внутреннего 
ядер, обладающих большой электропроводностью, представляет 
собой движение проводников в геомагнитном поле.

1.3. Движение Земли

Движение Земли около собственного центра масс характеризу
ется скоростями ее собственного вращения, процессии и иуташщ 
земной oc.t, движением земных полюсов и вариацией продолжи
тельности солнечных суток.

Различают две постановки задачи о вращении Земли ограни
ченную и неограниченную. При ограниченной постановке . штыпа- 
еия влияние поступательного перемещения Земли на ее вращение 
без учета обратной динамической связи. Отметим, что при этом на
рушается закон сохранения энергии и исключается возможность 
использования априорных сведений о движении.

Основы теории иращепия Земли в ограниченной постановке за
дачи заложены И. Ньютоном [50], Д ’Аламбером [t>8 ], построена 
сна J .  Эйлером [63|, дальнейшее ее развитие связано с работами 
[10. 41, 74, 76].

IS настоящее время Ж . С. 1'ржановым. А. Д. Калыбаевым [23] 
гостроена общая теория вращения динамически асимметричной и 
неуравновешенной Земли в неограниченной постановке задачи п 
т»л. Она позволила выявить ряд существенных особенностей по
ступательно-вращательного движения Земли, таких, как вековое 
движение полюса, вековое замедление и периодические вариации 
вращения, вековой уход лунного узла и сближение плоскости орби
ты ее околосолнечного перемещения с неизменяемой плоскостью 
Лапласа Солнечной системы.

IS упомянутой работе |23] Земля рассмотрена как абсолютно 
тиердое тело. Однако чендлегонское движение полюса с периодом 
п 130 средних солнечных суток, существенно иревьн ающим сно- 
бояный эйлеров период, а также лунно-солнечные приливные 
эффекты указывают на отличие Земли от твердого тела.

В целях объяснении удлинения свободного эйлерова периода 
движения полюса до ченд.тероьского периода внутренними движе
ниями жидких масс IS. Вольтерра [82], II. Гюльден [73], Г. Дарвин 
[69]. II. L: Жуковский [31], Г1. К. Штернберг [61] рассмотрели 
задачи о вращении твердого тела с внутренними циклическими дви
жениями, и частности тела с полястью. целиком заполненной жид
костью. В основу названных работ положена идея о возможных 
изменениях значений главных центральных моментов инерции Зем-
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Обобшая эту идею, >К. С. Кржанов, М. Л. Нзура)биев [28, 29] 
Л - ^довали вращение изменяемой Немец в неограниченной по- 
*!тацовке задачи, используя при этом принцип монотонного возра- 
1 та1|ци длин полуосей эллипсоида инерции Земля, обеспечивающий 
поаобное изменение эллипсоида. Случай немонотонного изменения 

цилуисей эллипсоида инерции Земли остается от крытым
Вратагельное движение слоистой модели Земли в виде абсо

л ю тн о  тверлиго центрального шара с шаровой симметрией распре- 
иелен ия Mai с и объемлюще» его твердой тнтосферной оболочки с  

рехосны м  эллипсоидом инерции, разделенных шаровым вязким 
астен о сф ер н ы м  слоем, рассмотрено в  статье [2С|. Такая модель 
Земли позволила и з у ч а т ь  исковые перемещения земных полюсов 
hiiK следствие собственного перемещения литосферы но астено- 
сфери< IV слою. Отнако при этом не рассмотрены ни собственная 
гр а в и та ц и я  З е м л и , ни ее взаимодействие с внешними небесными 
телами.

Исследована задача о вращательном движении твердой Земли 
(шар) с упругой литосферой и вязким астсносферным слоем вокруг 
центра масс [ 19[ При этом определено напрнженно-деформнро- 
валное состояние литосферы под действием напряжении, на грани
це раздела этого тела и вязкого астеносферного слоя, а также под 
действием центробежных сил.

Поставлена и решена тляча  о напряженно-деформированном 
состоянии пилон упругой оболочки (литосферы), вращающейся в 
ньютштвом поле сил несимметрично расположенных притягиваю
щих центров [201. Установлено, что под действием внешнего поля 
симметрия в строении Земли действительно нарушается, но это 
нарушение отчетливо выражается вблизи внешней границы и с 
глубиной оно нивелируется.

Природу геомагнитного поля связывают с динамо-механизмом. 
Свидетельством в пользу гипотезы о динамо-механизме в жидком 
ялре считают обнаруженную Э. Вестнном тесную связь между не- 
рянномерностямн западного дрейфа неднпольноП части магнитного 
Г'Оля и измеренными астрономами нариацпямн скорости вращения 
Земли Кинематическая теория достаточно развита и показывает, 
что самовозбуждение магии того поля в земном ядре во*можно 
при веп.ма разнообразных движениях. Полная теория, т е. теория 
«Двигателя», находится еше в начальной стадии и активно разви
вается [ 16, 48, 55, Ь4].

Исследования электромагнитного взаимодействия ядра с ман
тией, начатые Е. Буллардом [G6, (37], продолжены в работах [75, 
77. 78j Стационарное вращение внутреннего ядра вокруг полярной 
оси под действием момента сил, возникающих под влиянием гидро- 
“ агннтного динамо, обсуждено в статье [72[. Рассмотрены коле-
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бання внутреннего ядра крутильного тина. Приводится оценки по
рядка величины для крутильных колебаний, охватывающих жидкое 
ядро. Указывается на то, что в будущих моделях гндромашнтного 
динамо Земли следует учитывать внутреннее ядро и его вращение 
вокруг полярной оси.

Выдвинута гипотеза о том, что единственно количественно объ
яснимой причиной нерегулярных флюктуаций в длительности суток 
и р л я с т с я  передача углового момента между ядром н мантией. Па 
блюдаемые вековые геомагнитные вариации и данные о вращении 
Земли свидетельствуют, что кратковременные изменении геомаг
нитного поля у поверхности ядра оказывают определяющее влия 
кие на изменение скорости вращения и на возбуждение чендлероя 
ского движения 179, 80].

В работах I I I ,  47] рассмотрена упрощенная модель Земли, со 
стоящая из трех слоев: мантин. жидкого внешнего ядра н твердого 
внутреннего ядра, движения которых взаимодействуют благодаря 
вязким и магнитным напряжениям на границах жидкого слоя. 
Выведены уравнения для векторных скоростей вращения твердого 
ядра и мантии, для движения в жидком ядре, а также для кинети 
ческой, магнитной и внутренней энергии всех трех слоев. Пришде
ты численные оценки величин компонент энергии и их взаимных 
превращений, однако здесь также не рассмотрены действия гра
витационных сил.

В связи с 'Тим наименее изученным является движение Земли 
с учетом:

слоистости внутреннего строения Земли с перемежающимися 
свойствами твердого тела и жидкости;

— сил виякого трения твердых составных частей Земли о жид
кие слон;

сил гидромашнтного торможения в проводящих слоях; 
сил внутренней гравитации и сил взаимодействия Земли с 

Луной, Солнцем, планетами Солнечной системы;
полной неограниченной постановки задачи о движении.

Отсюда вытекает следующая постановка задач исследования 
движения слоистой Земли.

1.4. Модель и постановка задач

Геофизические данные свидетельствуют о неоднородно-слоистом 
строении Земли и существовании собственного магнитного ноля; 
наличие внешнею и внутреннего гравитационных полей Земли со
ставляет основу ее материального мнра. Отсюда н вытекает еле 
дующее модельное представление Земли и постановка задач.

Земля представлена пятью перемежающимися твердыми н не-
К>
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масМо вязким:: телами: твердой литосферой (внешней оболоч- 
ц> вязкой астеносферой, твердом мантией. вязким ннешнмм и 

г„ердым внутренним шаровым ядрами. Поверхность раздела этих 
теп является софокуенымм сферами, центры которых совпадают с 
Т1’ «ч масс Земли. Предполагается, что эта софокусность сохра
няется во все время движения Земли. Данное предположение, »квн
* 1ецтное юлономной кинемагнческой связи, не нарушает общ 
Ц п Внешнее, внутреннее ядра и часть мантнн, прилегающая к 
внешнем\ ядру, предполагаются проводимыми и их ишжения суть 
движения в геомагнитном поле. На протяжении всей работы внут
ренние твердые тела выступают как абсолютно твердые. Твердая 
Литосфера во второй главе рассматривается как абсолютно твердое 
тело, а » третьей — как уируюлеформируемое тело. Разбирается 
также частный случай данной модели — тре.чслоГшая Земля, когда 
мантия и ядра приняты sa единое центрально-симметричное чбсо- 
л ют но твердое тело.

Общая постановка задачи исследования такова. Механическая 
система ('•„ состоит из слоистой Земли, представленной упомяну
той i ферическя-симметрнчнон референтной геофизической моделью 
с ее собственным магнитным полем, и материальных точек, пред
с т а в л я ю щ и х  Луну, Солнце и планеты, взаимно притягивающихся 
по закону Ньютона. В момент времени t 0 твердые слон и внут
реннее ядро вращаются около центра масс Земли с различными 
угловыми скоростями, а сам центр масс и материальные точки 
имеют заданные положения и скорое'и движения в пространстве — 
начальные условия для соответствующей задачи Коши. 15 рамках 
этой задачи исследуются поступи гельно-вращательное движение и 
устойчивость вращения слоистой Земли, поступательно-вращатель
ное движение механической системы (}„ (модели Солнечной систе
мы) и эволюция эгого движения.

Указанная общая постановка задачи распадается на част
ные задачи об определении главного вектора и главного мо
мента относительно центра масс Земли всех приложенных к ее 
слоям внешних и внутренних сил • гравитационных сил, силы 
вязкого грення твердых слоев в вязких жидких слоях и силы сопро
тивления движению в геомагнитном поле. Отметим постановку 
этих частных задач.

Uomi нты гравитационных сил определяются в соответствии с 
теорией ньютоновского тяготения. — : ----- -------

Для определения моментов ск 
н внутреннего ядра Земли в ее вя 
движения в геомагнитном по.1
дачи:

о движении вязкого пссжн
2-31

!Ы нязбогф тгргмия звердых слоев 
jk h v  -“ *л ff д'нлэдувСФФ'нвлония 
■ I о т  i-я ^дцродннамцческни за-

каем^г» МШЛс/нв ;1стсносферы,

K I T A f l X A K A C f c ! и
ч0Н 2О н



1!Ь»зпаннмм вращением литосферы и мантии с угловыми скоростями
- > .» 
и») I! <•>.;

о движении вязкого несжимаемого проводящего вещества 
внешнего ядра вследствие вращения мапгин и ядра с угловыми
скоростями wo и о)3 при наличии магнитного поля с индукцией и на
правлением оси вращения о>3. При этом ядро и часть мантии, при 
мыкающая к проводящей жидкости, имеют постоянные проводи
МОСТИ П| И 02.

Установив силовые факторы, необходимо:
— вывести дифференциальные уравнения поступателыт-вращд 

тельного движения системы С!„; доказать корректность постановки 
соответствующей задачи Коши и построит!. (Ьормальное функцио
нальное пространство нелинейных членов из правых частей урав 
нений вращения Земли;

— на основе имеющихся геофизических данных о распределе
нии плотности, электропроводности, вязкости динамических слоев 
и о внешнем гранигашюннда поле Земли определить значения мо
ментов инерции и коэффициенты системы дифференциальных 
уравнении вращения ее глоев, а также корни характеристического 
уравнения этой системы;

провести качественный анализ уравнений вращения слоев 
Землн, исследовать предельные режимы их вращения и на но
вации первых интегралов уравнении движения системы G„ в пре 
дельном режиме получить оценки на решение системы;

— изучить устойчивость предельных режимов вращения слон 
стой Землн при неравном нулю моменте гравитационных сил; пбо̂  
сновать правомерность такого подхода с помощью теоремы об 
устойчивости при постоянно действующих возмущениях и оценок! 
на решение;

— определить эволюцию поступательно-вращательного движе 
ния системы (j

Последний пункт частных задач предполагает построение каче 
ственчого метода исследования уравнений движения. В связи с 
этим необходимо разработать методы обобщенных динамических 
систем применительно к теории движения и устойчивости слоист и 
Земли и методы анализа движения по части его переменных.

Наконец, общая постановка задач н постановка частных задач 
отнесена к модели слоистой Земли с упругодеформнруемой лито-
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Л В И Ж  Е Н ИII СЛОИСТОЙ ЗЕМ ЛИ
С. т в е р д о й  л и г о с ф е р о и

В главе исследовано поступательно-вращательное движение 
с лоне гой Землн в неограниченной постановке задачи п тел. Целью 
этих исследовании является выявление механизмов взаимных 
влияний движении Землн и окружающих ее небесных тел; посту
пательного движения н вращения относительно центра масс самой 
Землн; относительных движении внутренних слоев Земли.

2.1. Постановка задачи

Введем механическую модель (1 „ Солнечной системы, состоя
щей из Земли и рассматриваемых как материальные точки Луны,
Солнца и планет с массами М\, Л1г....... Vf„. По предположен и ю,
массы Л1|, Л1г....... М а сосредоточены в центрах масс 0\, 0 2........ Оя
соответствующих небесных тел. Предполагается также, что эти 
материальные объекты имеют заданные положения н скорости дви
жении относительно некоторой инерциальной декартовой системы 
отсчета и взаимодействуют между собой по закону всемир
ного тяготения Ньютона. Выберем подходящую модель Зем iи, обо
значив через О се центр масс.

Слоистая Земля представлена следующей механической систе
мой (рис. 3). Литосфера смоделирована вращающейся абсолютно 
твердой оболочкой с трехосным центральным эллипсоидом инер
ции и сферической полостью радиуса г —г*, причем предполагается, 
чю ннешняя поверхность и плотность оболочки идентичны фнзнче- 

поверхности и плотности Земли. Внутри оболочки находится 
толстостенный тар радиуса со сферическим раенределе-
'■Hi-M масс и внутренней заполненной жидкостью полостью. Этот 
|11аР моделирует твердую мантию Земли. В полости тара содер
жится гвердое шаровое ядро радиуса О- r-q.rs. имеющее также ра
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диально-снмметричное распределение масс н удерживаемое в цент
ре системы силами ньютоновскою притяжения. Последнее условие 
не нарушает общности выбора модели, а выполняется при весьма 
общих предположениях. Астеносфера моделируется сферическим 
слоем низкой жидкости радиуса r ^ r ^ . r t, находящимся между 
оболочко.1 и толстостенным шаром. Внешний слой ядра, виутрен 
ьее ядро и часть мантии радиуса г ^ г ^ г 3, примыкающей к ядру, 
обладают большой проводимостъю и их движения суть движения 
проводников в геомагнитном поле.

Рис. 3. Модгль слоистой Земли: I — литосфера; 2 — астеносфера: 3 — мантия 
4 — внешнее ядро; 5 -внутреннее ядро

Предположим, чтг. твердые слон (оболочка, толстостенный шар 
и ядро) вращаются с разными угловыми скоростями и взаимодей
ствуют между собой, во первых, по закону притяжения Ньютона и 
ио-вторых, бла!одари вязким и шдромашнтным напряжениям.

Относительно гравитируюшей системы <J„ с выбранной моделью 
Земли ставится задача: исследонать поступательно-вращательное 
движение системы G„ и пространственно-временную эволюцию 
вращения Земли около центра масс при условии, что тела системы 
С „  не соударяются между собой.

Дл» выполнения этой задачи необходимо:
определить силовую функцию внешней и внугроьней грави

тации Земли; *
— исследовать вопрос о движении вязкой жидкости в астепо- 

сферном слое;



о п р е д е л и ть  тормозящим момент, образуемый от вязкого тре
ния литосферы об астеносфернын слон;

_1 решить задачу о магннтоГидродннамическом течении вязкой 
н е сж и м а е м о й  проводящей жидкости во внешнем слое ядра с уче
том действия магнитного поля;

— найти результирующий момент сопротивления вращению 
м ан ти и  и ядра, образующийся от вязкого трения о жидкие слон, о т  
непосредственного торможения в магнитном ноле;

сформулировать и исследовать корректность постановки за
дачи Коши, описывающей движение системы 0 а;

- провести качественный анализ поступательно-вращательного 
д в и ж е н и я  системы Оя и обосновать постановку задачи о враща
тельном движении слоистой Земли с вязкой астеносферой и жид
ким п р о во д ящ и м  слоем ядра при равном нулю главном моменте 
внешних и внутренних сил гравитации;

— провести количественный анализ взаимодействия элементои 
модели на основании данных о геопотенинале. динамическом строс- 
. ни и физических свойствах Земли;

— исследовать существование различных предельных режимов 
вращения слоистой Земли.

2.2. Уравнения движения и их разрешимость

Пусгь в гравнтнрующей системе (!„ слоистая Земля имеет мас
су Л1 и материальные точки Ои Ог....... 0 „  Луна, Солнце и пла
неты Солнечной системы — массы .И,, М2....... W , соответственно.
Предположим, что ч т  материальные объекты, имея в начальный 
момент времени / =  0 заданные положения и скорости движения, 
взаимно притш и каются по закону Ньютона и внешние силы отсут
ствуют Тогда силовая функция U системы Gn имеет вид |1Х|.

где функция U lf имеет вид U и - при 1 < 1< /< ч
irU расстояние между телами Oh О );

(2.1)
!<i<i

«г*

т  щ

— v  f^ni,cos3 (Cn*cosfo,+.S'ntsin*a,)п • 1 » 1 Г ЛI 'П 1 1 г0]
при /̂ =0 , У— 1,21,2.....  «.
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Пусть — ннерцнальная, OXYZ — кениговая и Охуг -
собственная прямоугольные декартовы системы отсчета. Обозна
чим через

7 =  f rvd V , К  \ f { r X v )d V  (2.2)
V v

количество движения и момент количества движении Jcm.iii, где * •
{г}. {"Н — ноля скоростей и раднчсин векторов элементарных час
тиц. заключенных в ее объеме V с элементом объема d\

Пусть {1^ т,|, С/)— координаты центров масс тел Af( (i- 0.
1.......п ),м  — у:гловая скорость вращении Землн относительнояф
пентра масс и (р. ц. г) — проекции вектора ш на координатные оси 
системы Охуг. Положим

M - w . (2.J)

Тогда движение системы (/„ описывается дифференциальными 
уравнениями, вытекающими из теорем об изменении количества 
движении тел M i (i I, 2 ,. . . ,п )  и величин (2.2) для Землн [18, 
231

»« * <> ' ^  * д’-; л, ’ д"M p r  а , ,  M , v , =  Т п , M , w , =  д : (2.4)

Л 'р (С -  m /r=  I д .:  -  g: cos 9j g { - f  да ^ и ?i

B , I ( A C ) p r = $ ~ % c o s » ) ; ; ” l - % c o S9i (2.5)

С r  (В —A)pq— f f .

Здесь Л, H п С — главные центральные моменты инерции 
Земли.

Система (2.3) — (2.5) замыкается кинематическими уравнения
ми Эйлера:

р-.= 0 sin 9 sin Я -1- Hcos 9; 

q=* 4 cos 9 Sin 9 —0 sin 9; 

r*= ; cos 0  . 0.

(2.6)



З а п и ш е м  начальные условия

•I f о^-ю; ?,i t o ^ w , 11 о=-|п; 
Ч ц  «=«ю; о~-г/о; ®’j'i о=я'|о; 

v г о ?'* о=?о; %  о-=Н0;

(2.7)

<j»u o-^Vo; 91 < о— го; w . 0̂ =wc 
и через g (/, q) обозначим решение задачи Коши (2 .i)— (2.7), где
e— {i . nio> - • •. *«о. “ ю* ую....... ц'и". M’Q. *fo........ Ьо} постоянный
6 (л-г 2) мерный вектор.

Известно, что система уравнении (2.3) ~(2.(i) имеет десять пер
вых интегралов:

4 .Н Л = = й /  а0; Ь0; У  Г 0; (2 .8 )
1-0 I п I п

{2.9)
t о 1-0 i о

V  , , Л/>соь(х, =) liqco%(y, ;)
< о

Сг cos (г, :)=а,; (2.10)
a

У  М А у ы — Щ 'ч )  COS (.v , г,) / ty  co s  ( у ,  у )  С  г  co s  ( г .  0 = ^ ;
/«0

v  Л1,(о^| w ,rj Л р а^ лт. ".) | В<] cos (у, С) 
» о

4 С гсо » (г , С)=с*1; 

x>J a>J) Л/Я £<? С  г

( 2 . ! ! )

< о
- U ^ h ,

ле а, a0t a,t f,t ^  ^  с> Св< Ci и /j — постоянные величины, значении 
"f ых определяются начальными условиями (2.7).
11ервые интегралы (2.8) и (2.9) называются интегралами дви-
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жен и я центра инерции, (2.10) — интегралами моментов, а (2.11) 
интегралом энергии. Эти интегралы соответственно выражают Ja 
коны движения центра инерции (прямолинейность и равномер
ность движения), сохранения моментов и полной энергии системы 
G„ [18, 23]. Отметим некоторые выводы, вытекающие из априори 
ных сведений, содержащихся в первых интегралах (2.8) (2.11) . Т  

Начальные условия (2.7) можно фиксировать так, чтобы ц0 
стоянные а, ао, Ь, Ь0 и с, сй были нулями. Тогда центр инерции си
стемы Ci„ будет неподвижным. Начало О* инепцнальиой системы 
совместим с центром иперции, а ее координатную плоскость^

— с плоскостью

а , Н  V i - K i -  =  0. (2 .12)

Неизменяемая плоскость Лапласа (2.12) проходит через начало
О системы 0 *;ц;.

известно, что в рамках ньютоновской механики скорости двн 
женин материальных тел малы по .сравнению со скоростью снета, 
поэтому кинетическая энергия системы (]ш как функция времени ( 
ограничена сверху, т. е.

sup
f t » .

V  т-J u't) ■ Ар Ik] С г
I  о

« ' < <2.131

М силу интеграл.I энергии и выражения (2.13) будем иметь

sun U(t)= U*< oo. (2.11)
»е я.

Из неравенства (2. М) и выражения (2.1) силоном функции вы 
текают следующие оценки:

in fr J;(0  a it>0 при 1 ' 
ten,

7 < n : (2.15)

inf гс,(0 а 0,> а , при 1 < J< n .
til Я,

Из неравенств (2.15) следует, что силовая функция U системы 
0 Я имеет непрерывные частные производные любого порядка по 
каждой из своих переменных; эти производные, рассма1риваемые 
как функции независимой переменной /, определены, непрерывны, 
однозначны и ограничены для всех значений /еУ?|. Кроме того, 
глапннй вектор сил, приложенных к каждому из тел Л1, («- 0,
1....... /I) , и главный момент сил, приложенных к Земле, также
определены, непрерывны, однозначны и ограничены для всех зна-
2»



д времени te-R\ имеете с полными по времени производными 
« “ го порядка. В связи с этим будут выполнены все условия тео
ремы существования н едннствонностн решения g(t, q), теоремы о 
*го продолжаемости на всю действительную ось времени, теоремы
0 н еп р ер ы вн о й  «ввнснмости g(t, q) как от начальных условий 
%  7) 1 /к и от правых частеГ; уравнений (2.3) — (2.Н) и теоремы о 
гпа кости решения g(t, q) [46, Г>2. 54]. Уело) ня названных теорем 
могу г 6uib проверены так же, как в [22—25]. При этом правые 
части уравнений движения системы G„ я-нлиюгея элементами бана
хова пространства Сю {R i. з)) и задача Коши (2.3) — (2.7) 
корректив разрешима.

2.3. Движение нмзкого лстеносферного слоя

Пусть литосфера и мантия вращаются с угловыми скоростями
и ■■*>. около центра масс Земли (см. рис. 3). Это порождает дви

жение низкой жидкости, заключенной в сферическом астеносфер- 
ном пое с внешним и внутренним радиусами г, и т2. В сферической

*•
системе координат г, u, f> вектор м, направим по прямой р =  0
(ось Z). вектор <о2 — в плоскости а— 0, т. о. по оси Z u угол между
некторамн wi и **>; обозначим через у (рис. 1).

Для описания медленного слоистого движения сильно вязкой 
ястеносферы воспользуемся линейными уравнениями гидродина
мики лрн ма тих числах Рейнольдса. В связи с этим рассматривае
мо! течение вязкой жидкости между двумя концентрическими сфе
рами можно представить в виде двух осесимметричных течений:
1 - ючением с составляюшеГ, и, щ-ктора скорости частиц жидко
сти в системе координат г. и, р, вызванным вращением обеих сфер 
вокруг оси OZ с угловыми скоростями М|, <02 cos у; 2 — течением с 
составляющей у. в системе координат г, и', р', вследствие враше- 
1 | я инутренней сферы с угловой скоростью м. sin у вокруг оси ОХ 
при неподвижной внешней сфере [27]

Для ташенциальной составляющей вектора скорости имеет 
место дифференциальное уравнение J58J *

dv , / v  \
~дГ ^=V| Г г’« п * т ) ! (2-16)

в котором
л 0  2 д 1 <ГЕ > д

йг* г д' г* < ■' г* 33 ’

' i  является кинематическим коэффициентом вязкости жидкости.



Граничные условия прилипания и начальные условия задачи за 
(тнсываются в виде

V* ratDjrjSin 3 при г- л,;

%  —шгг2cos; sinЭ при г=»гг; (2.17)
■г», с=0 при t—0.

Следует отметить, что дифференциальное уравнение (2.16) прн- 
н?д;|сжит к параболическому типу, а граничные и начальные усло
вия (2.17) являются несогласованными. Кроме того, здесь имеет 
место теорема единственности ограниченного решения уравнения 
параболического типа с разрывными начальными данными [ 13, 59].

Для решения уравнения (2.10) прчменяется метод преобразова
ния Лапласа [87]. Введем обозначение

ОО
v* f_L  =  \ e-‘*v, dt, (2.18)

о
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r le
v* __ изображение по Лапласу функции t>„ а р. — оригинал и 

где _паМетр преобразования.
5 Поеобразоиание (2.18) уравнения (2.16) и граничных условий 
ЯЦ17) приводит к следующей краевой задаче для изображения:

Лг,! ' ' г' ! (;*<,„*> ч  )  “ °5

sin при г— r t; (2.19)

г-* <u2r2cos7 sinfl при г-*/1,.

Вид граничных условий позволяет искать решение гнфференци- 
ального уравнения в форме

V*—x<r) sin Р. (2.20)

Г1о .ста . >1Я выражение (2.20) и соотношения (2.1У), получаем для 
величины . (г) обыкновенное дифференциально* уравнение вида

d*v

I * - d.v-  * ( - ’ ■ +  —  ) “ 0 
г* г dr  \ г '»  /

( 2.21)

к простые граничные условия
г^и^г, при г—/у, (2.22)

и -i-kjr8coS7 при г—г2.

С помощью подстановки

(2.23)
\ г

Я авненн. (2.21) привидится к уравнению Весселя:

У  * Г У ’ - у ( ~  +  4^ ) - 0 .  (2 .21)

общее решите которого представляется через функции Бесселя 
Дробного порядка от мнимого аргумента [14]:

У=Л1т {г  | ~ )  + BK»lt ( r  I (2.25)

Определяя постоянные А и В  из соотношений (2.22) и (2.23)
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/3/2 ( '.  J '  ~ )^a/z ('» )  ■ * ) - Jm  ('* J -^ ) Кг/г ( ' i  [ ~ )  1

г1/г"^ 8/з('г* | “ ‘ 2/’M*c<:>5 T̂ J/2 ̂ 'l | ^

*»/*('* I y M ' *  I -Tf) -^ /2  (̂ » I t J M ' 1 \ т Л

с учетом (2.25), (2.23), (2.20), решение задачи (2.19) для ишбр| 
/.ення v* поперечной скорости получаем н виде:

В~

tг— sin 3 
I г

^ 12ч К л,г (гш\. J ) ■1 1
т \ 

, 1

—r%!  jCos

+
/, 2 (г, J i -i.) (r , J  ~ )  (г, J J L  ) / „ (г ,  | Л .)

Х А ^ г  | / - £ - ) II’.26 Я

Оператор (2.18) обратим, поэтому возможен переход от i зо*| 
Сражении (2.26) к оригиналу [58]:

z),= r, 1 rrl- и>, sin Э 2J j  X

x  ?  £  K«2('*V ~ t ) r*2ir Vy ) 2(r,l  ~ j r)*~3/2[r j
o-ico Кэ/г^ * }7 ' " ) /»a('* I 4 ■ % ( '» }  ^s/a(^‘ I “TjJ
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X  Ц -  — г г у  * <*fios Т Sin ?  2^-

« ' ^ У Ч М '  v /  ] D z
3-/00 /Ся/х |/ *-) 1ъ\г “ J  —

- 1 ш 1 * ( г ' У \ ) К Ч * [ Г V  у )  j s

-■гз/г(г»)'/" у  “ j
(2.27)

Особые точки подынтегральной функции (2.27) совпадают с 
корнями уравнения

А' : | ^ I /з/а (г! | I / , г } ^  I «=0,

где / j^ (ri |> .j )• t*/:[rs\ V|)• Л'*/г(г2|'/ — ) “
функции Бесселя мнимого аргумента.

” Корни последнего чисто мнимые и связаны с действительны ми 
корнями уравнения [14]

GaMXJ/MfoX) Js iX W u d e j )  -0 (2.28)
соотношением

\ / и  п  
г ,  1г — Л » .  

г \
При эгом k й корень (по порядку абсолютных величин) урав

нении (2.28) будет [14]:

'■ * - « + Т  +  — Ь  " * -----ь -------*•••
где

о— --- , ?i|=— , f ,=  —
' f l  ri 3<*i(̂ * —I)

о г Ц ь .  « I- - 1 . A = 1 ,2 .3 ........
S 't f ' i  1) r ,

Особые точки подынтегральных функций в выражении (2.27) 
вляютси простыми полюсами, поэтому можно воспользоваться 

разложением мероморфнон функции на простые дроби в виде [3(>]i
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£/'(£) m . lit
V
Г г  T- s*

Бычеты с̂ > н c'1' определяются по формулам

* — 0 ^ "(s )

C,„_*  ̂J V

Для выражения 12.27) имеем следующие равенства:

Л<” (.ч) Ы У  32 (r V
K?/2 (r*l #i ('■K

— Ы 2 Ы < ) ^3/2 ' r  | <:)
~^32 ( , y * * / ? ( '» }■ 4 )

*

Ff(s) ■) I M i V -
Ks/2 (

л ^ r ) ' " ( ■1 I ) -

— ̂ 3 2 ib l i | ! l*f/2|h K < )

~ !Z?‘ * ! K4 2 1 ■v 0

Тогда на основании соотношений (2.29) получим
I Гх\ц ,*~ А  , г.

w iV i I —i  I ____rl.a)— I —  1 ________ i*0 \ r )  r* »* • \ r /
2 Г1 Л2

(2.^9)

s

*V>-=2 rx* [о „:(л ,)У зЦ -^  X,] - у в/.(х4хг#/а(^- X.)] X
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И Г  х  {''i X*) *~'/̂ ( x*X's/2 ( 'j- X*^ -1

F + гг [с ;(г()*)/1(!( 7; ^ ) - ^ ^ * X w 2( ^ x (,]]|~ ,; (2.30)

^tJ )=2 у  [Gs/2(v ]  Х^Уз/г(-  Х« )Сг/2( "л ;Х* ) ] Х

Д  x  (л  [G3M x* v 3/a(- ; ;к ) - j * f M G 3l? (-&■ х,)]

I  _+ Гг ^S/^(X*)^3/2(t * X*) “ 'Л/2̂ Х*Х5я/2(-|- X* j j j  .

С ум м и р уя  вычеты (2.30) и учитывая равенства

I : j  e<p(.s/)- = 1; ^ J e x p ( 5 0 s4 S, ;= e  V  ,
i- )m  a —lm

in (2.27) нахмдим следующее выражение для составляющей век
тора скорости:

V. -  /  sin ? [ ^  Ц — ;  2 rJ- r' )а V  exp (—v4X* //r|> X  

 ̂ [0а/:(л*)Л/2(--Х*| — ̂ 3/i(X*X»3/2|-i X^ j X

х  ( г , [о >/г(х*) /3/2( л  х ,) - л а ю с ц -;; X ,)] +

.j Xsj  Л/:.(Х )Gs/2f-r| l . ) ] |  |

- - j r c o s ,  S in 3 f  - я— я 2гя( Д : ) " у  С ф ( ^ , У | ) Х  
1 ’ '1^л2 ' '  t |

■ -А-[У»/з(^ Х * )^ ( '- Х ^ У з 2(т Г Х*)с8/2(^  Х .)]Х  

X  {г ,[с „л х ,)/ „/2(-;‘ >.*) - У 8/,(Х )с?3/2(4;- X .)] +
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G / I — ( т*' X*)J| }  2̂-31)
Нели рассмотреть продельный режим решения (2.31) при t-ьоо 

то получим выражение для составляющей скорости у, установи 
шегося течения вязкой жидкости, которое будет иметь вид

г sin 6 [ ' !  1
V,  =« ^ C O S ^ ) ---- ^  - («>1— U)2C O ? l) j  .

Полученное выражение соответствует решению задачи об уст 
новившемся движении вязкой жидкости между двумя вращаюшщ. 
мися сферами [34] при допущениях, принятых нами для решения 
задачи о нестационарном течении.

Определим силы вязкости, приложенные к поверхностям сфер 
и обусловленные скоростью v . .  Дли этого применим формулы

/ 0*’» Va \
( Р г Х г *  Ы ---- г),.**

I  ; V

\ | f  г )/,’

где |i] — динамический коэффициент вязкости.
Подставляя выражение (2.31) н соотношения (2.32), получаем

I 3 ^  т
(/’r ^ 1-!iitoi sin? h r V l-2r i y e x p (- v 1X*/ г;)

*• r « ~ r? * i

х  [ с 3М ч ) ^ ( т /  >-*) >•*)] X

X  {г , [ с заы у ,/2(-;; _ л а (х, х ?;/ 2 >.*)] +

г 3-? rsf2 * 1
-  COS T Sin Э ! 3  -2  2  exP ( ”  V  *» —  x  

L 'Y - ' i  r l' Я

(2.33)

+
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-+ >•*) — ^ j ] }  j ; (2.33)

~ Я ' J l l  «> J

* W " is{n?' f I T S  ‘ 2 2 2 > * P <“  V *  t!r$  —  X  L rI -'2  - » 1 \  

[г ,|с8/.(^ )7 ;/2̂ л , ,  -л.(>.Д7,; ( 7 7 '-»)] 

+  ' ’г [С 3/,(/* ) /»/2(-77 * * )  '•

f 3 г* »
—[î -aCOS J  sin 3 : — 2r2V  е\р (—v,/.  ̂ r | )x

1 Г»~"* Г-! 

x [ « Ц - ^ >■») ' , ( - > ) >.,)M ‘ t) ] x

x ( r , [ o s/yPhi)y;/J(- fjx4) - y JVi(xi )c ;/2̂  x ,)] -

>•*) - b A W n f t  ( j f ’J. (2.34)

Д.г . ашенцмалыюй составляющей i v  скорости чагтиц жидко
сти имеем уравнение

'>'■ Л  1%' \
,11 "> i {  ’ r»4itl*V I

с граничными и начальными условиями

V, =0 при г=/у,

V, <̂n2r2siin  Ĵп3' при г—г*; (2.35)

V, —О при /*=0.

Опустив промежуточные выкладки, аналогичные примененным 
ранее, запишем выражение для ит

* ’ sin Т sin У Y ~  ~  +2г, (-J-) S exp (—v  » </i) -- X
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x  (r, [g m  гЦ - ±  \>) * . ) ]  +

+ ^ [G 3/i(/.*)./3/2;-̂ - v  - л ао-х;3/2('-;; k )]}~'\. (2.36)

Силы вязкости пп поверхности сфер для этого движения ми 
кости определяются по формулам (2.32), гае вместо и, следует 
подставить у,-. Гог да выражения для сил вязкости, действующих 
i ;«'i сферы, согллс ло решению (2.3(5) и условию (2.35), примут вид

г 3--? г* !г  *
(Рга —|i.]«>2siii 7 sin I -т“ -яН 2 ^  ехр ( - Vj/А', ф  -j- х

L ' i ~ r2 '1 i i  я

X  ( г , [ с Л ) У - /2(-^л*) -УяМ>-*)0я/2(-^ >.*)] +

т 8[с ^ ) .* )У я/2(-^ Л,) ^ ) ] Р ] ; (2.3т|

З гЯ 40
( / ? „  J r .—  — ^ « s s i i i  7 s i l l  4У  Г - ^ - Ц  2 г ,  v  e x p  ( -V j/2  /;А ^ )Х

I. г1 - г2 Г ' !

X  [ с „ 2(-а >,)] *

- - M ^ )G a/ Х*)] +

/-*[мх‘)у^(-77*•) . ;; ^ )])_,J. (2-38)
Разлагая компоненту скорости iv ,  определяем} ю выражением 

(2.3fi). на составляющие по направлениям и, и и,- в системе коор 
дннат г, а, р, получим

f ' *  ? — 3 - у < •r sin 7 cos^cos а - —— -8 2г, | —-} N  ехр(—v . 2//r*)X 
I '*  r l ~ r2 '  Г ‘ f * ,

Л /2 Ч  ] Gs/:> (-#}- Ч  ) — Л /2 I —  f-n j Gp{ 2 ' a* j j X

х [ Л / 2( ~ *  > )G.v/-( £  X, ] ]  X
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x  (fi ) А<г) ^Ч'^-^т/г^гщ *■*)]

Л гг\вггР  *)J%lv[T't А») 1 Xk)]j \

^1)=. —  m2rS iH  Т S l n ^ f - J  | , - Л > ( / ]  V n p l - y ^ / . ' ^ X

X  Гй] Уз/2(т7  >‘» )G*/*("TЧ “ Уз/2( U  x»)] x

x * )  * ) ]  ‘
+ra[cê *)/,/3(-j» ).*)-лл(/.,х?./8(т; v ) ] j '].

Учитывая после т и с  соотношения, а также соотношения (2.31), 
получаем поле скоростей н астспоцфсрпом слое:

V. =г». + < 1) оhr  ifn jj | ~  2гг ( - 1 у ‘ V  exp ( V */ / q ) <

X  ^ j G s /Л'-,.)Л /2 (~ r-  X.*j — J r t - Q ' * ) ]

X  ^ [ б ^ Л Л / * ^  >.А) ./•; ;; л ,)]

' г *^ 0 3у..(>.Л)./8 2̂ | | /., | -./ , (  Yj * i > I | ч̂ ) ] }  ]  г

( • • Г f Гу г3u>2r(c«is 7 sin sin i cos Sens a)I z J--
L /» r j - r '

42r, (-? j"'V Л'ГГ) ч-[о«в( ТГ'-.УЦ-^ '■*) -

- - '■ * (■ £  ‘ . ) в а д ( - й  '■-)]• { ' • i [ o « d . ) A / . ( ^ - » . )  -
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- >.,)] + г , [ о ^ , )/ « .(- :;

i *)]j 'ji (2.39)

ф  —-Ẑ 1 *«=• —^ r  sin 7 sin J  f2 r^ -5 lj " y  exp X  |

x( -v.x̂ /гр ч ) -Л/^т;  >*) X 1

x g „ * ( - £ >.,)]• ) . » ) - Л л ( ' * к ? , /г(- ; ;  л , ) ]  4-j

+ ^ [ с , /4̂ ) л /г( ч )  узя/ ;; Ц ]  —1 j;

г1, - 0.

Используя соотношения лля сил вязкости па поверхности сфер| 
найдем выражения для главных моментов, приложенных к лито! 
сфере и мантии.

Умножая левые и правые, части равенств (2.33), (2.о4) соотвег 
пенно па элементы поверхности сфер rf sin f\d<ulfi, r\ sin и

их расстояния r\ sin р, /-jSiiip до оси 07. и интегрируя по всей по
верхности сфер, получаем моменты:

/.'/•> =  I  -hu.jr;[ Ц  2г, V  охр( >; ; t г\)
*■ Г1“ /2 * 1

х [ к,-, f; **)]х

х ^ [ с м ^ у ц ^ A,j-у3/3р.,к?3/2(л  ч)| +• •

-* r2[G3/2(X,)y?/2|-f; ч ]  ^ ] г , | -

J у  V  v x p c - v '^ z / r * )  - j-
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' | ,л *•» ]J Т"

К/ J ев1 «
/ ( / . )  =  j ~ г \  1 2  '„ j  V  o x р ( — V ^ / r i f )  - j -  X

t ri а 2 * , *

х  { r , [ o ^ ( x . ) ^ ( - j  >•*) - « > * )2 я/21-;; ч ) +

+ri\GsiM*)J w (^ \  Ч - 7 */^ *^ 8'2^  >•*)]} 'j  —

I ^ Л г-г cos 7 I “ г 1 з+ 2  г., V  e i  p ( v  *  t r;)
L r i ^ r2 ~

G *n  ( 7 ;  W v s l  ;* > .»)С 9/1Ы ] Х

(г ,[с ,л ('.4> /,/г1 ;; >.*) %  >•*)] н

а [ Щ > - * ) Л /2 7 ^ - )  Л д (^ )5 з / з  I 7 ; ^ j f j  .

X

“! 'г :

Поступая аналогично для сил (2.37), (2.38), имеем следующие 
выражении:

8 г З"-3 г®/2 *“ 1з sin т | _ »  2 ? j V  i-xp (-  v > /̂г5) X
1 I 2 ' l  *

Г*

гг I'«,/.('• * )Л / * |  ч ]  - - V (- » )G v .* *  ;  ^ ) ( j " ' j ;  (2-41)

f t ,  8 , r 3ri *
^  ^  - 3 « IM ^ s In T  j ^ i 2 r 2 \ ^ p ( - v i ; . J ^ ) X
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A / i( 7 , X*) 1 < I

x ( r1|c»M/.,)yJ1,i j >..i -Л/.(ч)53/2| ;; ij f

r i'iG*u('» )J» (i{ 'J  '•> | —■ y ’ '■*)]) j ■

Суммируя |2.40) и (2.П) определяем манные моменты сил 
ия.чкости, приложенные к литосфере н маптнн соответственно:

16
,  \ h ~ w j  -т-«рл^ 2  ехр( - v ^ / ^ x

Г1~'* * I

-<г, >->) A,j|

;; >■*)) i

га[,еад('**)./я^| ^  '■* j ; ) j  «/21 Xft j —

-  ’4- V  exp( v - * W  \
t i

. r r. tit.

. v; i [«*/-(•. > 1 i --л/( »X? ■ ~  >•*)

-f г 2 о „ . ( л ) /т ( л  л» i-  , w , ;

/.<'■'■ 7 ,'-7, К  ‘“ г) V “  -irj V  t » P (—'V j f c 'r J  X

X ^ f - ^ ' V  л  ' Ц  £  **) )] f

'1 r t [ G ^ . ) U , } [^ t ч |  - V ( ' .  > . - J  «Kf t X
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'

>'/-jVexp( |r i ^я/ь(АА)У а̂ 2j ^  >.,J
Я З

—  J s /lO -J tX ^ 8 /x [ l~  | ]  Г? , )  A* j

^af‘X ,'n )G ii2 1 7  ̂ A*)J| •

П о д с т а в л я я  с о о тн о ш е н и и  д л я  ф у н к ц и й  Б ^ с с л я  ( И ]

3 / ,/ .(* )
Л J w(x)\

Я <г.ч  (л )
~  • G i/j- И ;

С я / й (л г ) '--- ,t | J  _s/*(.V) M it2  (*V)J;

0 \ [Л Х ) — W  i J \ ■ C.V)|; 

f  i . : (- ') | r f - s ,n J f :

■/ - , ( - V ) - } /  .“v C O S*;

COS'V ;

j  V  rx ( - s,n * “  -* -j

в формулы (2.42), получаем следующие, выражения для главных 
моментов: ’ *

£ ' 8^h _ J _  <... t„.,) Л  2  exp( —v,/.*f/r|)«iVj, —
1 " A t

Ifi —
--- 3 '  W ?  " ’г V  o x P ( “  '-V s t . (2 .4 :?)

39



}■'■»>= SrjJLj ^-j- ( -41;,) -’g- V  ('\p ( —V,/ 2̂ 'Г-).Л'84-_

где

.V

‘ i к 1

1*

к I

«г^ = j j .  
гi '

f|!'\cosf(«,- i)l>}+ sin Г(- i—l ) ■. 1
I)> J ;

(2.44)

-V iA = l)cos((£’, m j^ f- h D s ln U *  1)Xftj ’

,V8ft— ---------------------------------- l b -----------------------------------
^l^-D CO Sftfj-D XJ+ O j ; l)£in 1^,-1 >i.j *

(2.45)

A TU ’
<,1̂ ftC°s (('~,—I) ^  ]— s i n « r , - l ) > J  

‘ i - l ) c o s [ ( f i - l ) ' . #J i- (r ,+ l)s in  ‘

2.4. Магнитогидродинамическое течение 
жидкого слоя ядра

Рассмотрим движение вязкой несжимаемой провидящей жид
кости с проводимостью а и вязкостью ц2 в слое между вращающи-

■ *
МНСЯ С уг.юиыми скоростями n>i Я W3 МЯПТНСЙ (r^ r^ r- j)  ядром
(О^г-^лз1) при наличии мапишкмо поля с ии lyKuiieii В напрак- 
ленного по оси вращении (см. рис. 3). Пусть ядро харакгеризует- 
|и постоянной проводимостью а-, проводимость ч а с т  мантии

I. непосредственно примыкающей жидкости, равна О], а 
остальная часть мантии непроводящая

Подобная задача решена в работах [12, Зп]. Однако в них рас
смотрено движение безграничной вязкой несжимаемой жидкости 
около равномерно вращающегося шара при наличии магнитного 
ноля, направленного но оси вращения.

Система уравнений, описывающих изотермическое движение 
электропроводящей среды в присутствии магнитною ноля, состоит 
из уравнений Павы.- -Стокса, содержащих члены электромагнитно^
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Ома для дви-.х0>ь 1СНИЯ, уравнении Максвелла и закона 
,<> про"; ' j j ы ии ше м их последовательно:
*  сравнение Навье— Стокса с членом, учитывающим лоренцеву

силу.

АЧ (г grad) у’-- — ] grad р v^2y — I x B ,di v г
у р а в н е н и я  М а к с в е л л а  —

,м г __________
dt

ro t В = 7 ,

. г' dlirot L - — -<т\

закон Ома мя движущихся сред—

J ~ i E  й'Л М .
Магнитит1 ноле Земли можно считать полем стационарным, так 

как изменение его во времени составляет малую часть но отноше
нию ко всему полю. При рассмотрении многих явлений «‘много 
магнетизма пи изменения мело сказываются на величине индуци
рованного электрического ноля, в связи с этим в большинстве слу
чаев пользуются иконами стационарного ноля, которые являют
ся частными случаями общих законов электромагнитного п и л я , вы
ражаемых уравнениями .Максвелла.

Считая панной ннд\ кпню магнитного поля, пренебрежем об
ратным влиянием течения на приложенное магнитное поле. В без

индукционном приближении можно пренебречь величиной —  . Тог- 
••

да rot / _0 , т. е. электрическое поле потенциально. И этом случае 
уравнения движения вязкой несжимаемой проводящей жидкости 
ь магнитном поле и уравнения для электрического ноли в среде 
примут вид [35J:

Ар * у** I ►«. ►
t (г т )о « = р---  ̂ grad/7 \Дг> ■ ,* grad d ivu, (2.46)

rot П 5-0; — grad 6'; div A--0, (2.-P)

плотность внешней силы, приложенной к жидкости; р — 
lemie, \*2 кинематическая вязкость; |>2 — плотность; v — ско
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рость жидкости; Ь — напряженность электрического поля; U
э юктрическнн потенциал; j — плотность тока.

Плотность тока определяется соотношением

/ = з (— grad 6 ’ г а  А), (̂ ■48)

)де о — проводимость; с — скорость спета; В — индукция магнит
ного П01Я. ' 

Рассмотрим случай основного течения, т. е. когда скорость час* 
гиц жидкости имеет одну компоненту у,. Для скорости частиц ма**. 
тин н ядра будем иметь

г'/ -«V sin |t

v ! 3>̂  шщ, г  s i l l  3.
Л *

(2.49)

С учетом последнего и поскольку магнитное ноле направлено вдоль] 
оси вращения, н.< (2.44) получим следующие компоненты плотна! 
стн тока:

внутри мантии —

У' 1J г
sin* - в

с ""“ j

II П.__ I ___ _ » l  .
• 'Ч  Г др

и жидком слое ядра —

1 М sin ?• cosji-
/*

'■ Л ' sin ■ г, В 
] т— ъ  | - j -  , -дг

■ ,  •  д "I - —  -дрт
cos |s • I ’ Л

12.50)

(2 51)

внутри ядра
к1п®3- -шгЦ

I д’' »!в i- со>^''|Г-в
(2.52)

Подставляя выражения (2.50) — (2.52) в (2.47), получаем елг-

С

'

А2



'  лнФФер< мнимый.»- уравнения для электрического потсн-rtvlOUlU1, Д М т  г
н иала:

в мантии —
лг/,— - о ,  (2.53)

В жидком слое ядра —
В ! , г <Э«\ cos ? dv, v, \ Л Л . .

дг/- I si»P-g r+ —  -jT гТ^М-=°> (2>4)
в ядре —

At/*— =0. (2.55)* с
Плотноп i. внешней силы, приложенной к жидкости, составляет

• 1 •* - *

а компонента / ■ определяется как

F » ----- у- (/Р sin 3 /, cos 3). (2.5(>)

Тогда с учет..м (2.51) уравнение (2.-16) для тапгепниалыюй состав
ляющей векторя скорости жидкости примет вид

Д-r, — :— ——  ■ sin& ---- у,- -— i =0, (2.57)
s i n s 1 ' O r  г oh с ’ '  ’

lli , . , Л ’ ’ C.OS $ t f "

■>
s i n e

Or г d f

__ 1Й 1 d» CI(S 3 A

" '  d r * f r » _

где

Граничные условия задачи таковы. что на внутренней поверх
ности мантии и поверхности ядра скорость жидкости равна ско
ростям машин ,| ядра соотиегстненпо:

г г . ,  v ,  —■■(•y4 s in 3 >
(2.58)

г ^ г ъ, V , sin
На мпвррхн и in ядра и па внутреннем поверхности мантии не 

■ферывны электрический потенциал и нормальные компоненты 
“ лотности тока:



. ,  . .  . ч sin* 3. ,.•«./< <ЩЦ Л/Г~ г4; (3,-e) c*- ■ j, (, (2.00)1

d ' s i n *  H. •, 
r . ;  d~  —  -  ^ (2.61)

Таким образом, для решения поставленном задачи имеем си-
< и му дифференциальных ураииений (2.53), (2.5-1), (2.55), (2.57) Q 
1раннчными условиями (2.58)- i2.(il). lie решение построим мето
дом последовательных приближении. За нулевое приближение 
примем поле скоростей жидкости и сферическом слое при от су тет
ин и магнитного ноля [34]:

sill 5
r 'e l  - 'Ь

K ^ ( r 3—rj)—саГ*(г»-гЭ1. (2.62)

Подстановка эюго выражтия н уравнение (2.54) приводит к сле
дующему уравнению для электрического потенциала:

. . .  .-5) H e le n s »  3 - 1) .&L = ---- j —  —  . (»>2 ы-а).
c<rt~ rl) « г* 's>1*

(2.63)

Обшое решение системы дифференциальных уравнений (2.53), 
(2.55) и (2.63) можно представил, в виде ’

(2.64) ;

(2.55) и (2.63) можно прс

U 2- С]Г-(3 cos 3— 1) 

/: _ I/’ г? С» I

1 л3 с

0  + I ,
.1 1

2Л(' Я
а 4 "

COS'’ 5 1).

(2.65)

(2.66)

Постоянные С{ и 1, 2....... ">) определяются граничными уело*
виями (2.50)— (2.61):

р  __ *(Д| I-*1п*3.'ч)— if * К-\* sinJ 3) , ,С ,=  -  _  j -' “ -- -  *аД5-«1*Л6;
<Ф

---- 1---- 3 7 * 'Р I------  - *-*А» ,П'А 1̂
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»,(Л.»-Лм ?) - w,A,7-u>,Alt;
u j  3 ? •

, , * - y  '« ± ' « ' Хп%* ~ » .А и +<*лЛч ;
3 cos* [1-1 « «

»df \u u '*  »ln* ""УЛ»’ ’Лм^^З) • . _ i/» — “ -I**- "  * • I — *!>2л гЭ “ jAwhv | * ^  J  С Л  / — I

ГДе . _  2/*r<"'5 . _ ’ ,S. A \ .
1== .Чс*.,{'®-/^) к,I J 19 *,,

• *n . *1» \ .
Ля *,l Л® *M " 2 ’

л J *u ш
Л.»=»--- ГТ~ 7ч о Лг* -Г'Зсип(г^~гв) Згхп гц х,|

Ал

А«« *1» Л ■ *ii *
*м1 -г • ■*и \ у «

Р
ГП , *1» . *1*

• KitCij —  Л *■11 *11

4 *15 .
- —  л24 *1»

! - v
• к

*11 *11

*м

'2Пгш 
а  ч и 4

*м
'м •̂!?! ‘Vй* 'и

■'51 A u i

™ л*и 15? -̂ю ’-*« * 
7 И ; Л п ==Т-“

*И
Л 17*,

Л • А
Н г* ,м ‘2/h «1* Г1

/Ч Ь IX1■—*
¥ ~

3t'Ag

1 п
4
)'1 и ’/„•71! , * И * И  л »».

' 7Г - с*>■ 5, '* » , *• *

А /,г4'»» 7|В‘ *|| д »<•7 И . ,
л “  “ <7 '  <Г * 20 " г г  м:

Л.«— --  ' '  ̂ _ '*»■'»* л ,*5 V а 4 -Л -»1 -«.Хот.
-i> * 4*

(2.67)
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\ _*lt'x6t l *»»•*« д .л 16— '-‘•2Н.J. ч

А ,’1'4 ,Г5*И *15-*И V V»»-T»» ^Лк =  ---- у- ,г • 7—  Лзз— —  " JV ,Ьс.',(^-г6) л» »л

Вг\-г\хм к,».*и А *»»•*!» *
л ,*“  в « . С ^  • —  ~

\j9— » я,

ю»

** \ ■- ■ ' ;'5i

Л20“  V* ^ 2в* ^ 21— <*
Пг, *11 , fl'g»»'

(2.68)

.“Us, ~Г 3fii,(rJ-r|)

АЯ»

Д»-

--J1' »' 11 •
3ся,( '3 - '•> .4ts4 1

^22“ -.)
cs i n *

iB / J ' *v-n r**M

(»r(rj ■ si (>cv,( r|- r» ) *1

crtr*. »*J1 y«r* ■̂ 5X*>
’ 6f ( r J  r J ) . * j  G c s ^ - г * )  1 

/*г* fg'*t — lir .̂xa
:ic(^ r8)

’J/f*)j /( (з|—c)’/4fl
--------- 3c------- ; A » - ---------- -------- ;

л27“
B r f .S 9 +  2 sH r* .fj Hr* r* .S t + -2>f}rl-A.Sa f l r U t t r i z i B r y S ,

здД-'Ц) 3c

. (•»— t A # — ---------. -V
. /('■J rB-̂ e--3«''4rJ*Sj-/,r“ rjs,

46



■ ' м т г ^ ;  ’ io e^c^-rj) j

i, X2SX11— *1б’ х2Ь л2“ *3в'х|| xJ«*y21«

5 j= x 6 '*x34—  X33,XM  ̂ s « = xM 'x54' *«4, xm !

S6=  хьэ1(у4ч'^1— x«5'sz)*s '.»•*♦)* •'«!’•
Sg =  (*« • x5t • X21 * sx — 4 b • *13 * *21 •s*) • -V1!

■St ~(y;-5xs»"<4*i’'* /4л*х51'/11*̂ »)‘^Г •

S8 — X5*S|*S<-SJ v = xr.3-.VV-v'j 

4'io“ ‘( xm5is* _  xu‘= '’I:

XI8* ‘ ri> XJH“  • х21=“252Гь;

*28“  — 2з/У. y2i Ззг-'; %,-=r-; x,4= r^ ; 

x» =  Г4-1 x.n== ^  я; ч̂а” -3ir i\ vu  ~ 33jr* 4; 

x46 =  ~zr4,\ X4B ЗзГ  ̂ x5J—2rs.; х54*= Згя 4.

Далее подстапнм полученный потенциал (2.66) с учетом выра
жений (2.67) в уравнение (2.57). Этим определяется дифферен
циальное уравнение для скорости

Vt. I * :,{* , 1 ! с ч sin 3(5 o n *  5 —1)
^  (  , * . i n * T *  Г3Т 5 )V" /V » in ? ■ -'7 -----------r * —  f

• Л .  л sin fHS ens* 3—1) . 4 . sin 3 . sin 3
Г Л<* ,* *5 A - .« A* .« ■ (2b4>

■ A*> 1 A ..) + 2,» (A ;!1 ■ A^—A M> f-

i f K r4 - * .J) 1 t/? - .

3i(r* -rj) ' j ; у|т ~  “  К л e OjA»—

- з ^ л , ,  i- зшгЛао]; л  ,(^- /;)->;
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srt* ,  - ~  [*2(2 Л *  +«Л») <'ч(2Л2,—ЗЛ27)1. (2.7oJ
Решение уравнения (2.69) будет первым приближением для aHJ  
чеяня истинной скорости. ]

Рассмотрим соотвегсто} клцее однороднее уравнение:

где
-.сщ—  - 0 .

. «в*

(2.7 )

: v
Решение дифференциального уравнения (2.71) представим н пнД

v. х(г). sj-n?. (2.721

Тогда цля с (г) получится обыкновенное дифференциальное урав- 
пение:

<14-

d ■ * - I ' 1
2 dv I 2

■ -  v 7 >0. I -731

С помощью подстановки

уравнение (5.7.1) приводится к уравнению Ьесселя:

у  - у '  >■{*+•£)-*•

(2.74)

(2.75)

На основании решения уравнения (2.75) с учетом соотношений 
(2.71), (2.72) запишем общее решение уравнения (2.71):

-= ~  1\Сй19Г1 п  ' Щ  C ,K ?iXryr k ) 1.
» Г

(2.76)

Частное решение неоднородного уравнения (2.69) определено 
ферме (2.72) и с иомошыо подстановки (2.74):

г.»
, ! •>/.,('» &)'i Г it г Г

К ф (г\  A) J  - Щ -  w-------- Iv X r / k )  X

Г А'з!л(г} k )'i rd r j
J  ~  У  J

п Ц5 ciw1?—1)
I ' [ки-Ап к)
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' I >.
"r* it , ,x J  j

9Л..1П ,K5c«»»> 1) (* I t̂ 'V *) >
v § -------------

- J i r A n  * ) J — - J - r ,  Й  К

f  ; , л ; '  ' I r

•- ' W r * *  (2.77,
где /

U>W*/2(rt A){/vV,<0 >)Г—I /в/*(г> ф|'ЛГ„.(/ч ft);

W W tM 'I  ft)|^7Mrkft)|' [/7/Д/ I  ft)]'A'7/ (r }  >).
Тогда на оснонанпи решении (2 76), (2.77) •Синее pwm-iuie урав 

нення (2.69) примет вид

г>, =  sin 4 [ С М г У  А)4 С ;Л',л(г1 *)| >2*11 X
1 г г т

х [л г 1(гИ * , j  ;_J - ] .

^ ‘ - - п м  * > *

v Г Kj/,{ry k) V 'r d r  1 9.A4sin fl(5cos*| -11Г
' - J ,*W t ~~ J [A T l f r V  ft) X

y  f  J y A ' y  *) \ ' d ’ J* K m (rV k ) t 'd r  l-- 7 *7  -  - Л * И  *M  "  ' . ,r f  - J  f
4 I jin  3+  J  s ,n 3 I . f  К,Лгук) y-rdr ,

-у - - I ft) J —3 ------h f i r Y  к) к

К г / А г Х  ft) X
i *) » r dr j .4, s in ;

' •' г*»’ “  I 1 “  v V~
<-31
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Г I I ! I • K's/jW > I ■ rf' 1
H-,r /‘ ( r » *>J ,‘ VT J .  <2.71

Постоянные Ce H С? определяются граничными условиями (2.58® 
После ннкмрпрованни и определении постоянных C's н С7 рец^^В  
(2 76) примет вид

{C V s M 'I *) C 7K * iir \  П* '* j  r ' * ) -

_  4 * » « * » « * ?  <r, ’« *« ^
I A /■* • ' *

где
J —--—  M'.(r| b) !• trl *),
3 \Tr  *  7 I  ' (2.791

Ф,(г» k)=J< ,(r\ lc)KsrAr \ A) A'a/iK' I A-)/5/L(r| A);

•M 'l *) .'7/;{rl ^ )AV :('I *> k )h tir\  k)\

ф (п  k )^ r ) k‘\h r(r i k ).KvAr\ к) K liA r I k).ltiXr\  *)]

-\-'2\ 1т[:(г I k )K , iW  k) A' i r| ^ И * / И  A)li 12.80)

•I.4( n  A ) -  ( rk) ,/:!. [ / ^ ( r |  1 ) . Д ' , М г |  к) 

л- H  r l  *)!;

Ч 'ь (п  * ) — J - ( r !  * )  " ' ( I  А)ЯЛ’ -1/,/Дг| А )А Г „.{л |  fc)

1 А'?,~И A)-/,M .'M )| H  5 (M )V './:,/:(r J :)• n r\ k I I

v ( !)’ ( I ) , M l ■' ) " A \ ( r |  к)
a 1

In rl к V» ( I fc) " I . 
—  ■ 

it 1

C ,=  I.WA'./,(r5| ■ 'k)-.4Kv -4rt\ k )M / Vl(M  Q  

h’ мАгА k) hrArb\ к)-Кяц{гЛ  *)I
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г С- \М1*гАгь\ k )- \ rh;.(r<] £)x

Х М М  Ь ) - К , Г (г6\ А’) ./ г/.(г41 А)]

I f *  Л*r\t'k J  k) \ r ^ k  »/Ц->е«>5\3-

_-l)i' (r4| k) 9.\(o£) V4 '/r(5cos- 3 1)1'(л<1 k)

A\\ *) Л Л М  *);

v-- ' j  A»r¥ 2k 11 ,,’i(r»l *) Л7г ^ к  ,/:(5cos 3 -

- l ) l ' ( r s» ft) 9.4,15*) V,-V-’ (r)COi  3-l)-l<(rvi £)-

гГ - * А М  * )~ Л Л ( М  *).
П о л ьзуясь  приведенным решением задачи о магнитогнлродина- 

ш<ческом 1СЧ1 ИНП низкой несжимаеаой жидкости ни внешнем слое 
ядра, определим тормозящие моменты, приложенные к мантии и 
vjipy вследствие взаимодействия с жидким слоем ядра и геомагнит
ным нолем. Результирующие моменты сопротивления вращению 
мвитии и ядра будут складываться из моментов L l{ '  и / jr,), об
разующихся пт вязкого трепня о жидкий слой ядра, и из моментов
l* 1’ и L lt \ возникающих м ^посредственного торможения в маг
нитном ноле

Согласно [58), выражения лля моментов сил вязкости, прнло 
женных с<: I opoiiu жидкого слои яд па, определяются по формуле

- 2-

/['■>= f  \(pr,)r s in - ft** .
<) i)

12.81)

/ /  1 j | (Pr  )r r r * . 4 n ^ . < / j ,

где
J  .

0 0

< " *  к ,•
dv v

< /> ),.- о  .; - 4  .«г Г r r.

(2-82}
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С учетом выражении (2.79) для скорости i', силы нязкост
12.82) примут вил

(p r t )r  г.— Рз

At'A- S n ? 

V к 'M M  ft)

I ' I
A,r~t• sin Э

> * (|,i(nn ft)

k)
Y к r ’

27Ay  . in ^ S c o s » ?  J l l f c j / k )  ( 1 .7 r J  Щ J
5ft-л® 5V/4

. .  *) * —  -  ft)г»-) r4

3 .!»• »«n 3
*  ’ Г Г 7 Г '

( г , (  к )  — ----- i . fr.l ft) ; (2.ЯЯ)

где

/ i f 3 sin * ■ r si и ,* * . *̂ ь-̂
( P  )r r ~ \ i2 -  —  - V  ---- - *| ft * 4 “

I '•»•! 'Ь V I  3 ‘

/l.r. sin,? .- H4<3s;n ,3 -
■ ф,(г,1 *) — - *r«,tr.l *)

« r M w y a « u f r . p i ) — •¥ 1 ‘ '>_ • H r j k ) M
у * 'S V к rB

b 2 7 .V M n S (5 c o , . ^ l )  9Л - ч п Г ^ с о ь ^ _ 1 ) ^

5*-/-j 5* , 's

4  - V -  f  A 1 —  - * W k) -3 '*» n  I '»

-  I  - - v * s i I  t )
J  » ) 'ь  К s '

ii=/a/;.(^l fc)'KsiA.rJ  k )— fsfXra\ ft)*^V.(r4»y Л);

• I'iiV к ) .1 „ {г л 'к )  I 3/3(rs 1 * ).Л ’,л(гЛ A);

f>2



Д Кзр(гл\ k)-h,L<r<Y Ь) 1ц ( r j  k ) -K uArt \ k)-t

V “ A V ( M  * )  l *l'Ar6\ A )-A ’ i / ( r 5| it);

Л6--K,rXrAl Ь )‘ 1чЛг I A) A'i (M  A)./j/-(r4( A).
П о д с т а в л я я  найденные силы вязкости (2.8;}) в формулы для их 

м ом ентов (2.81) н интегрируя, получаем

/-i° — 3 *Ъ<Н»«,-Ел). (2.81)

А1/ ' -  4  ^  (2-85)
где

2,— 3-1 ^  (А,, V

I А)-А,1 - у - ^ - К Ф Д .М  А) -1Ф,(Г41 А)])

/ I k r ’.U -r,H ,  --
- (2ЛМ ЗЛи) ( - ~ ^ . —  |Фь(г6» *)-А--'Ч»Я(Г .К* ).^1  +

з/V»'2 ~
| *  * ) « * . ! * > I) 1 5 ^ ^ 3 7 X

Х|ВФ«(г,| А ).Д ,-4г4| АФ4(г4| ■1г4/4Ф,(/-в|. *)•*»+

|r . V / w i  - -— «-

X [2r’/ V f  А ) .Л- 2л'Ф,(л4) А)0,1 ------ -* — т -  X
•it *•;•»'*•('«— j)

12г$Ф,(г4| к) 8^Ф,(г4)  *)h
/ч , / ,/f 

Л, - ! ( A 2i + A S2 •1 -,‘ ) ( з ^ Г с :

2r^I>1(/ 'J  £ )r*^ .:U ----- ——  к
e '  i A-:-s-r

Х|2г.Ф,(г. I k) f  8i-J0,(r4V A)|) -j (? V;,,- а*\27)(т~ !-
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-.0|г« ’Ф „(г,! Ж 2- г*  ’Ф.(г \ Л).Л,J 2—  

XI2/-W *) 3г « 4 'J r . l  4)1
ЗС т  ‘* < -rs)--i|

Х 1 4 г 4У А Ф 4( г б|| А)А3— 4г 4К й Ф , ( г 41 * ) . \ ,  I 4 г /1>4( г ,| Л ).Л г |-

т 6 Ф , ( г У Л ) Л ]  . ' |2г^Ф ,(г41 Лг)/-;-Д2
>” | *(’4— 5»'а*

Х|2г'1>,(гД i)- J S r t f l ' J r . i  А)]; (г86.

r*l& ,5/2,1 iTt \ .►

4 * —  "  (А |9-А« a j  i ' A w >  м >-*| -*i s'L v

T).A4|4  . = 7  12^^,(ГЛ| *) 8г«Ф,(/-в1' * ) Ж

(5 A „f3 .\ * )' '• ‘ 4 -И ^ ги  А).Аа- Ф ь(г ,» *>-a ,i + 

v* -  \ ,П»,\г\п I..’-•А, |2г.Ф Д гИ з ы г 8| *))
3^1 *-i|( 1- ^ )

Х [4 Ф 4(гйГ ф г 5Л5— 41>4(г Д ^ ).г 6| к Л , 4г6Ф4(гв| А).Л. +

- Г>Ф„(г,| fe)A,| 

8г‘ <Мга1 А)г*|

-г/»*

ч ,  y 3i T ^ T |2r‘ r‘ ">l<r 1 * Д " ■

_ O rn/.rS72„ )i(r^  £ )Л<|.

s -= 3r'- <Л«  А?: Л г О С ^ р - ^ 'М М  ^ . - !
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о , JA 4 < . (r6l * м . )  4'1'4( г  I к ) [ '  -f
i I Л i

(2 Лн 3-Vr) Йд,4 с l !l>“(r 1 * >Л "

-  1 1 : : ' ( r J  * ),:

11г*'1»Дг I ^)A5- 4 (1' , ( r J  k)r I k l ,  4ri‘I’4(r J  А)д,

}  ' ' ' *>» *

r” /-'.K(r, , J ) \ ] +

4 1 s r l 'W ''* !  к ) 4Г-Ф/Г, I *)J.
* * lc V *  ~ ' e J

He i к iiii|K“.iiMfiinio ii.ioi■• »cm t'H.iu /', (2.51). По ф >рму- 
и (2.Ы)1 -I (кионмшн соотношении (2.64) и (2.65) п я  

электрического потенциала получим следующие компоненты плот
ности тока.

внутри мантии -

y u i^ s jj Or ju>jAj—«ь А- (ч>2Л, w3.V10)sin23-f-

(“V^i’ l,'z'^n)(,̂ ctiy  ̂ 1) з  *c

3 r . v.* 4 “ ‘(,пч̂ 14 (югЛ |7—

-.»AuX 3 c o ^ - j )  ; (2.87)

J *~7‘ r(("’2A, J)3Лщ)2iin jic«is 3 (c’sЛip— ^Л ц ) X

1 "6 ‘ ' •'•|i 1“ 2(>«1ЛИ o»,Alh)sin icos?
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+ («г Л ,7—«"а А 1ч)( Csi ni cos » ]  
лнугрп ядра —

г

cos Э 1
• Г

Чв 2r “OjAj -WyA;—(о2Л..— ‘ \,binri

-  (“>2 V  <"3Ав)(Зс< S* j  1 )— tr И sin*i)
г (288

/,*• з21 г|(ш2.\.;—o)aA J 2siri^cos^

+(®гл&- »3A^fisin3cos3| ‘ -

Плотности 1\ (2.56) при найденных выражениях (2.871 
(2 88), приложенные к млитии и ядру и обусловленные наличипри
магнитною поля, примут вид

г '- - ; • ‘- Ч ( А  - Л  Л „ )  2 ^ А (, - Л „ - Л . ) Я

М З Л в - 2 Л м) - ш . ( а А 1ь 2 Л И)|

З Л „) чд \.й ЗА,,)] |2.89)
ЫП-Г. 1*5 1)

F '2 -- *с~{Чг M A . - A j - A , )  2.оДЛ3+ Л , Лд) jr  si и 9. (2.90)

Помножив полученные силы (2.89). (2.90) на г и проннпгрнрШ 
кап по всему объему ядра (0- « г*;) и по объему части уаитин (/ъчЗ 
<Lt-. г,), являющийся нринодящен, найдем mi менты ; П, ми их p i  
р . "  ‘ </':

I T - * (2.91)

(2.92)
гле

-s ' " ! ( £  ( * л , - л .  л „ )
Ч _ *)

5

<ЗЛИ- 2A U)-2 In ~  (Л и — 3A I7)-j-ln —  ;
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н I r ,( rq“  rt)
7e -*• j 2(A jj> - Л10- Л в) j---

-(Ли 2A,e)~i»-* <Л|. — ЗЛ1и) —  In | ;

e 7 =  2;’ (\  Л, л ) ^ :

Z . - « A . - A . - A J j ^ .

(2.93)

2 5. Уравнения вращения внутренних твердых слоев Земли

.Дифференциальные уравнения вращательного движения слон- 
cimi Земли можно получить на основе чеорсиы об изменении ее 
момента количества шнжеп-я Для этого необхоллмо знать ре 
ЭУЛьгнрук)Ш1П1 момент всех действующих на Землю активных сил
' __момент силы взаимных притяжений по Ньютону слоен Землн

между собон, .1 также lov.n . Луной, Солнцем к планетами Сол
нечной системы;

— момент сити вязкого трепня литосферы об астеносфеонын 
слон;

— результирующий момент силы вязкого трения мантии и ядра
о жидкие слон и силы сопротивления вращению в магнитном поле.

Определим мп»и it силы притяжения литосферы внутренними 
слсямн Земли и внешними небесными телами.

Пусть Охуг система главных центральных осей инерции Зем
лн. Она в силу выбора модел. слоистой Земли с< впадает с систе
мой главныл центральных осей инерции литосферы. Обозначим че
рез I область ; I хмерног епк пиона пространства R . «аня'ую те
лом Земли, через р (д, у, г) ее плотность, мерее Р (*, у, г) 
точку, где сое ■ оточена элементарная масса ilm— ptfY, я через
* — часть области V, лнюсфером. Тогда притяжение по
закону Ньютона, оказыь Землей на внешнюю точку Q (дг, у ,
<|еК) V, будет определяться силовой функцией | 18):

</*(Q)=G \ % f $ d je d y d z ,  (2.9-1)
v

' постоянная гравитации; dV‘ — dxdydz элемент объема;
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'< I '■ ' (л- ) • v • 1 > pa.. гоянле м ЖД1 „ ,ч 
ыи Р, Q, интеграл распространен на весь объем Землн.

Функиия U и удовлетворяет уравнению Лапласа, имеющей 
частные решения в виде гармонически\ многочленов. I 
сферическим коорд.шагам. эти мноючлеиы можно выразить че| 1  
сферические функции |1Э, 24]. С этой целью перейдем к сферцЯ 
( кон системе координат Oruji по формулам х ~ г  sin (i cos a, J T  
=  г sin р nn (*. z rcosp, где к — долтта: р — кошнрита.т. ■ 
обычные географические координаты точек Земли.

Пусть в системе Отujj точки Р  и Q имеют координаты: р (г 
ip, $р), Q (гя, a0l f.Q) 11 у - угол между радиусами-нектрр^Ь 
этих точек. Учитывая неравенство rq ~>гР, имеем следующее 
ло/кение функции \/r (Р, Q) и ряд:

1 I 1
г(Р. <Л rQ у х _  2(rf,fr<j) cos 7 у

^ (/■ р г "  Р „ (с< s Т). (2 05)
7* о

|дс Рщ (cosy) - многочлен Лежандра п-й степени, I / '« (cos у) | ®  
< 1/пи

/'.< - V  >̂««(Cos to ) '-r )0 >ь к • ■!. I - у Я
A 0 '

Здесь ft0=2, bt — 1 для всех 1; P nJ присоединенная фун® 
ция ’̂l t -..андра. щ

Hi ииь.пя формулу гложения сферических функций (2.%) и 
разложение в ряд (2.95) обратного расстояния 1 /г(Р, Q), силовую! 
функнню (2.'.)1) представляем в виде

X л
k^Q ) G V  V  (cos 3)[ Л cos rt^sinfo], (2 .e

л о * о щ
где r= r (P .  Q). « =  ««, h — j>« и

л - \  _  f  Гг- P . , (ccsj) i cos f  \dm.
B ak\ lk rk) \ \ sin кг J

причем величиьы -4яЛ, В пк являются постоянными.

(2 911
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ос , иачнм через ие радиус минимальной сферы .S, с центром 
Оо,я . Земли, охватывающей се целиком, и положим 

„ центре
Скк~Л„*1Ма'- ?..- -Вяк!Ма;-ш C n0~ - J n. (2.90) 

I f r  учогом обозначений (2.9Я) 'еопотенииал (2.97) представим в

I V  ^-)ny nP n(cob>J
виде

, СМ
I е ,

л I

v  V  j /’я*(со5|1) (С я jtos А-i S n slti Ь )  (2.100)

реком ендованном  М&ждунароагым астрономическим союзом 
’(MAC) 123.53].

Ряд 12.100) счоднтся абсолютны и равномерно в любой точке 
простран ства  вне сферы Se ii для остатка ( S" после его членов 
с номерами п верна оценка

I (/•«> <g " \ * ; )“  \ 1 - а;- Г ' . (2Ю 1)

Рассмотрим случаи внутренней точки Q, Q a V \ V  . т. е. точка Q 
не принадлежит литосфере, а точка Р. наоборот, принадлежит ей. 
Тогда, rin зак1 Ньютона, притяжение, оказываемое литосферой 
на внутреннюю точку Земли, определяется силовой функцией

( №)- a f uxdytiz, (2 102)
V

>Де интеграл распространен на весь объем литосферы.
При этом, учитывая неравенство гр^>г имеем разложение в 

ряд функции \/r(P, Q) :
1 1 I

r { P . Q )  гр  , | _ 2 ( Гц ! г у  ) Cos 1 { г ц ( г р )»

«О

— ' Z K K  (2 юз)
п 0

%цц ?  РМУЛУ (2.%) и выражение ряда (2.103), пр^дстав-
,Сн'10вУю функцию (2.102) и виде

я



где коэффициенты Л„*, Н\к выражаются интегралами типа 
распространенными на обьем V* литосферы:

К *

\“ п - |2||  

Учитывая, чго внутренняя граница литосферы есть сфера Л  
радиуса а с центром в точке О, и обозначив через .VJ4 массу „щ Я  
сферы, положим 1

с и - SU  Д>*М /\  с>- -у;. (2.106)

С учетом обозначении (2.106) представим ряд (2.104) в виде ■!

Г ,  =  <?лг| 1 V / - ' p y \ ( c c s ; i )

п I * .
Ряд (2.107) сходится абсолютно н равномерно н любой точке 

пространств;] uiiyipn сферы и д.ы остатка U\’l> после его чл^Н  
с номерамип верна оценка

(2 Ю Я

Обозначим через OXYZ кеннгову систему отсчета, координШ 
вые оси которой параллельны одноименным оенм иперциальнЯ 
системы отсчета О \ У* У. . Взаиморасположение систем ОАТД^ 
Ох//г зааалнм при помощи утлов Эйлера:

<]>--(O.Y,/.), ? =  (/., Ох), # =  (0 2 ,0 * ) .  12.109|
тде I — линии узлов, т. е. линии пересечении коордниатных плоск^ 
стен О Л У и Оху.

Пусть (Л*. У , /*), ( ^  Ко, Zo) — инерцнальные ксюряинав 
точек и О; IX, У, Z) н >х, у, г) кепшовые и локальные к<)(̂  
дннаты точки Q. Известно, что



X r * - v 0. z=z*-z;; (z.no)
X : AT cos (a-, ,Y) - >■ cosU. Y)\ 7. a isU , Z);
у «  A'ccs(y, X )  j ' cos(y, Y) - Z  u>s(y, Z ); (2.111)

z ^ X  cos (г, X )  Y cos(z, Y) 7. cos(z, /.).

^Напрэнляюшне косинусы, входящие в формулы (2.111), выра
I  чепез углы Эйлера (2.109) [7. 231, поэтому момент Q отно 

!и„ n’envpa мисс О силы притяжения Земли ючкои Q имеет 
^""^ющие составляющие но осям Охуг:

д' d ' '  \ sin 9 д>'

^ C0S H i^ n « ав C0S? ‘
а

д/ Л ” . ■■ \ со* о -
Q*. -( ;й Г » “ Т Г 8,п?; ( 2  1 1 2 )

<?«“

если Q — внешняя притягивающая точка, и

/ d tr, А Л  \ sin ?  $  ,
#*• I V -  V fo>H)T iire +  W cos«

/ «V/, д!’. \ coŝ p дГ'.
^ “ Ь т ”  ^ cosH)c*T^e- * * 's ln*; <2113)

d'/ 
<57 •

где Q - внутренняя относительно литосферы точка.
Оценки (2.101) и (2.108) показывают, что каждая из состан-

ляющнх (2.112) и (2.113) момента IJ является величиной третьего 
орядка малости относительно (и ,/г) п (r/а) соотиетствснно, т. с.

П Р „ | .  | Qfir 1 , \Qez\)<*nO((aJrfy, 

1.1 Qix i , I Qly , | Qu | \ ^ 0 ({r 'a f ).
(2 111)

П)«7Ь
внещними Пр111/ ‘НВ;,Ю1цая Tu4Ka Q последовательно совпадает с 

небесными телами— Луной, Солнцем и планетами с
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массами Ч>. М VI, (s ^ 2 ).  Тогда силовая функции 
ьяходяшсиси н ною притяжения 41 их IC.T. определяется
СТПОМ

J 1

|де тля снлонон функции Земли принято прежнее обозначение (J

,. i J.il
1 •1 “  .

оу

» н

1 в, 4I — V  | s i  )
/Г"]

v  V  - /’, t(cos^)(C , C O S  Ь J >■„* s i l l  ь , )  1.(2.116) 
n“ I °J \

Здссь roj — расстояние от центра масс О Земли до чнеш^Н 
ила .VIj\ Л/— Не— масса Земли.

Соотношения (2.115) н (2.116) показывают, что выражен 
(2.112) составляющих момента Q, по осям Охуг остаются б езЯ
менения. Ц

Обозначим uepqp Vj==l \ l  внутреннюю по отношению к В  
тосфере часть Зем т . Гогда литосфера является внешним плои 
относительно I i. поэтому внешний ньютоновски П потенциал ■  

!ст I 1 тела Земли, рассматриваемый в объеме ли- . чпжЯ
быть пайдегт по формулам (2.97) п (2.98). При этом интеграла 
входящие в соотношения ^2.98), распространяются по обьему Н  
Ti'K как I | представляет собой центрально-симметричное сфериШ 
с hot* тело, то все коэффициенты (кроме первого) разложения (ДЯ 
ряд будут: равны нулю. Это ошачает, что действие тела Г| с маем 
.V/Jjia литосферу будет эквивалентно действию массы ЛЬ, сосредв 
точенной в точке О, а равнодействующая и момент отноентельщ 
точки этих сил будут равны нулю.

Итак, .момент силы притяжения элементов литосферы элеменЯ 
ми if-ла V i равен пулю. Пусть теперь точка Q пробегает объем И
Тогда си ти притяжении F q точки Q литосферой имеет состав.' 
шне по осям

г  = d/'.  р * . 1 F  -  1 ди
vr 0  ■ ’ ' ^  г si п » 3< * " г да ‘
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г .Но так p^ iia  результирующей силой притяжения точки Q элемен- 
уравнов  ̂ Тогда и суммарным момент относительно точки Q 
тгМГ внутренних сил также равен нулю. 
вС<’ '| им образом , силы самограннтаини и момент ог

;я система находится в ранновесип, то эта сила будет

м носите 1ыю
О этих сил, к л к н в случае абсолютно твердой V v  : . не ока- 

’ ""яют никакого влияния на'ее движение.
ЗЬ1р зу1ьтирую1ии-1 момент относительно центря vacc Земли сил, 

пжённих'к штосфере. представляется суммой моментов гра
витационных сил (2.112) и сил вязкости (2,13):

- L.i Qt r>'BUQtM,'a Qty?if "Г 1

-j* r-Kl^"V У  N ;*'• *P<— * ЦГ\). (2 117)

Результнруюшнп момент относительно центра масс Земли сил, 
приложенных к мантии, определяется сумм и мшгнп.в г»м вяз
кости (2441. i2Hl) и бъемпых сил (2.91):

2 М== 7/.‘ /•/•> Г ‘» 8«и«| ’■-J'l/Of 1)

ifi
V . v u exp( *АЦг*>

-

Hakdi

[2 118)

Земщ MleU* ê3  ̂lbTllf-VKMlllnl момент относительно центра масс
•‘ссгн <о"ос ,|Р|1ложои,,их к я тру, дается суммоп моментов енл вяз- 

U-85) п объемных сил у‘1.92)
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”■* n ”
U — у  =]*i(£a — *• "s) — -л (2.119,

при обозначение (2.4ft), (2.86) н (2.93).
Пусть Ки К\, К з  - момент количества движения и м * , ?

шз — угловые скорости литосферы, мантии и ядра соответствен Л
Г-* * L 4I Iv. ill льзонив icCtpcuy пб изменении Ai, Да и Аз и выражения mq. 

ментон относительно точки О сил, приложенных к лит< сфере, ман 
тин и ядру (2.117). (2.118), (2.119). запишем уравнения враща 
тельног» движения последних:

'*•  ̂| “♦ф » •• ЯЛ9С\ • -• • I

(2.120)
* l 1 

J i i L v , v , . « r t ->.»»<.- * 4 ) U
• ' ' > '  » i I0

~ j-  -  'f £  { ^ ; + w !  v  A - „«p i -  v » .  -  -j 

- ( 4 ?-  4 т ,- ; у л - „ с ч < - т й < .  ' ) d * -
.! | i 3 r ;  Iо

-  v ^ ;  Z K ) - ! • > - ! > ' ;  '

-Щ -  =  -3 - r l’2{ - 3' S — - 4  “a) -  - 7  ш-г -  - Л  ■

Здесь _  — абсолютная производная но времени /, дифферент»*
руемон величины, а через Ц*. С>у*, Q*b целях согласования запи<| 
кы величины (2.112).
04



О б о зн а чи в  через a>.j=-|o>i (0) | модуль чглоной скорости лито- 
ы в начальный момент времени, а через 1 — ее момент инер- 

i 'относительно какой-либо фиксированной в теле Земли оси, 
j^eieM безразмерные величины:

1'1«=!НГ^/ю0; |V=|J jr2//co0;

Л?=А//; B ^ lh U ; су -CJI-

C °- A :f l B - JI- e .JI; К Х~К\Ц »о;

К 2 A'"//u'0; А'.|и А'1//“ о; «*2

<оj — «>Т/ч>0; ^2 z*//<»0; (2.121)

Z, *= I*//u>j; Z* =  Z’//iw0; Zs Z*//n'0;

Z, Z*//a)0; Z7 Z!//u>0; Z, Z7/io0.

Тогда уравнения лвпжпшя (2.120) в безразмерных переменных 
(2.121) примут вид

^  -  « А  <3л I < Ь ?-  Ш  {- b it  +  J U r ,  X
о '■

| r X  £  A V * P l ~ -  t )l|Л  f  f  5 ?  [ J j b .

+  _? г Г > 2  N - se x r l- R / J^ - T )! f/т;
* 1 '

</if» ' ■ „ 
df J rfT* i -73Г* +  - r 2V  .v,»exp[ -  ГЙ ■; (/ — T)]Wt —

0 1 1 ГГт 1

*
- f l u ' l l  8г Г ,  , Ifi “  .

j 1 “̂ i  + T *1 2 i  Л **e,{Pl B'i(* -  'Oil d~ —
h, 0 * I ’
*-31
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---у П ‘.!{Н|“\; — Ег0»,}—

dK.

12.-22)

dt -  *<«>,} — Z„

Здесь Qx -Q*//o>o, Q-j^Qy/Iwо И Qt~QJ/<»o.
Переход от абсолютных производных к производным в подвиЯ 

пой системе координат Охуг, которые обозначим символом d'Jak 
осуществляется но формуле Эйлера: 8

dh d'h - г  
d* Л  -  *  "• (2.123)

где h — произвольный вектор.
Двукратное интегрирование правых частей (2.122) и переход 

абсолютных пронзподных к локальным по формулам (2.123) npf 
водят к уравнениям

d'K | 
Jt '+ !-дЯ+  o f*  ■ 01 “ Г +

^*г1( “ 37^  1 •lX*») “ I

‘id lL :' W2 2 ( Л‘х  dj i ej+ “ tx (“ ix«»!>) |; (2.124|

1^» ' »  A7 «  А  -  г f  Г1 -I-» V  f S l  —7 t  dt 4 ^  +WiX Jr /

— £,(«, — -i)—04( ‘̂ *  ; I», ■ »3)  +  ' 1

Г 12 (•« - V  “»x (* ix» j)— j

С 6 / g \ *♦
-3  « f A  4  E,,j»a Г  (—  Т * й  -  Z8j«V,

~JJ*~ 4 №i .^a ("3" ГНгЗз" '  2T j»>̂ — g-
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где
&  -  rf« J  ^ г ;

* <
« N.

I) — d V  -*«-• 
Г " i *

Z V  </2V
i i *

0 . - 4  v

<Л
16

к I *
гЯ rJ  1 r2

rfl •
V * u .

0 *-ii lj » *

d, a*
V“  H
r i 4 ;

90

X1 В * .1 К  ’

„  rf*
•0
Vв 4 '

16 8.ТГ!

При больших значениях В, являющихся обратной величиной 
числа Рейнольдса, постоянные ei, cj, в3 н играют роль малых 
параметров. Поэтому можно пренебречь членами второго порядка 
малости, содержащими к тому же эти малые параметры. Тогда си
стема уравнении движения литосферы, мантии и ядра в проекциях 
на координатные оси Охуг примет вид

М? D,)p, (С ° — #?)‘7irXs <1Х £\(Рг~ Pi) l\Uh Ч\Гг— <7;;Г,);

/>!>/* (Л® C Jjrjft.-Q , k-Eifa— qi) ПМ>. : P tT i-PSi)\  

(C*}D,)/-| (B ° - Л «=(,», f  /Г^г2—гi) I4 r 2-'r plq2~-piq i) ‘

(С® D4)(p2 ^ r ;—№ { )=  !>■£*-Ihpx —

(~3' r»* S> Z V ’* ( 4  =aW.

(C? Я2г1—Pir2) - — /-)1 - —

~ (t  ' ^ + 2 ^ ,  ( 4 r- t^ - £ « )> ; 12.125У
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(С°2 Д|КГ2 Р 1Й2 /V ,

' (" J"  rlL'-l -i) r2 I С r !4-.! ■ -4 rz\

c?/p3 <7iГк- th r ,)  " r,. -\ s b) /»2— (-3- f  hj/\,;

P ^ - p S t )  =  (- r;J,Z1 I ;  j ?2 - (-J- v A  -I- 2h } <7a;

(-'Ул ! ^ '2̂ t r2- - '^1  H

где pj. <7/. г 1 ( t= l,  2, J )  — проекции угловой скорости a»j на ко 
ординатные оси системы Oxyz\ Л\, $ ь  ’̂1 — гланиые центральные 
моменты инерции литосферы; С2 и Ся— главные центральные мо
менты инерции мантии и ядра соответственно;

- d г д'' cos 9 rf ' ./ - „л  -^cos ^ s u , ? ,

, /й Г  Л/ i ,  \ s in ?  d.”  , <}'
/и,0ГЛ =  ( э г  0=cosH J o t  -  u s COft?- /,Л̂ «  '~S?- \ ■ ' i *

Вводя обозначения

м я - - n 8Ds <V* -3-"!>-■-

/ ) ; = Т ^ г *—*?; » V " T W  -»* (2.126)

Н.Ч системы уравнении (2.12П) получаем

(Л? D,)/'i (С?— /^)?,r]= £ ,(1Pj Pi) АЛ/’з f i ' i — W , )  Q*S

(flj DiWi-f(••'?— С?)ГХЛ —f,(7a ?i) ^ / 2  /V i -/Va) Qv\
a •

(C °|Z),)/-, ( £ °— i4J)^i^1- £ ', ( r a—  r j) Л ,(г2 Ptft— P tfi) Qa

(C °4  £M(/>2 +  q j  —q.Jt) *= r:x(pi—p,) + A a  — ŝA> A>/tt
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(CS+ 0 « K *+ A V i Ptrti F it it  -  (h) + Atf’i ~  й л г +.lhqb\ (2.127) 

(C°, + 0A)(rt + A?2 — Pi/M'-Eilri -  rJ  /V i / V 2 f  DeTa

С ; ( f t  if i f  S (j  ЛГ  j) ■= D r  P 2  D * P i \

c£/a PS\~ p{r:<) — />;./.•— D.qt;

<« ( r *  P i ( h -- p . a i) -= D 7r t —  A/*.

Система уравнений (2.127) разрешима относительно первых произ
водных от составляющих pt, (fo, r t (i - 1, 2, ’Л) некгорон i.t(:

Pia  апР\~г а]<Рг ' (lnPs~ а2оЯггi +■ Qx’,

4l ' ^22?l a  -v/ r (1 tn4x— O ' f‘;/7i I

1̂=* 3 flAoPl(h ' Q*\

p 2= . й«,/72 ■ а<-рл -  вцоЧцГ ] —  (<7,r2 ^ 2r J b

^ “ « 62</г аььЧ£ : Иьойя “ v fyP i-  {/V i— / W ;  (2.128)' 

r  ~  a« /’i ' йв̂ ,’? 1 ila,rA a.oPtfi— (p\Q* Р:>Я\)\

Ря а 'лРч~^пРл Г\Яз

^  я * ?*— а л *— r ift;

z™" з ’ /̂t l *

+ 0  a,,^ ,(C° T D' ‘ /J'XC" * /;') - 
аДо л ч) ш ; л]: я 17-АА /|(л?-к> ,)Х

-гкь I J  “  !) l> a »  =  (C ° Т(.4?+ £>,)(CS 4 п4)-

Е 2 Ц  А  «г)/[(//? i А Ш  £>4>-ЯА1; «25=-
112 r  Z)‘-  п > а д  1/1 Utf - WiXcS-r ot) -  в д . ! ;  в я -  /̂ 20 я/ X



X 1(Л? D ^C i  г  D4) -  D M ,  a,0-  (Л?— C])(Cl »<)/!<«?+/>,)(CS+ 

+ D J -  а д ] ;  a№-  E K(Cl \- D -  D,)/I(C? - D,)(C°+ /),) -  а д ] ;

-  [£,(<:? D-— /),) -  /УЛ]/[(С? | D,XCS D<) а д ] .  a39=> D2D,.Jy 

X  K tf  - D.XQ0 f />4) -  D2l>, J; a40~  (/*?- /Щ (С ? f  A X C j i  

+ Я4) -  а д  I; a 4l~  /TjĈ j h .4?- О )/[(Л? £>,)(<?* f  /J,)-  а д ]; a J

. (A U  0,)ЗД(>»?*- D M C U  D<)-l)*Db]; a47~.

-  (,1?+ Z^) De,'[(/.? 0 ,)(СЦ о ) - а д ] ;  « и =*»;(С»-ЙЙ/1( д И  

+  DiXC? ч- /л) -  а д  1: « в  =■ а д  4- Я? - е д ( й ?  + /;,хс§+ 'Л) -

- а д ] ;  л» | а д  + я ?- м .)  ( « ? -т д , )а д (в ?  м ж Я + е д - !  

- а д ; «м- (А ?  W e/K flf+ fliX C S  - а д ] ;  ~ [> ::(/>,+

+ С ? - Д )  f (С? +  А )О ь1/|(С?-г/Л)(С?- D ) ~ D J h  I: aei (С? г 

/Л).'УК {̂ ^)(Сг° + А )- а д ); - - сЧ-1>.),\(С* +  
+ А)^1-н^-ад I; «ж |ад .с ?-м , )  (с? щ)ад(с?н| 
Н Я ,)(С г /Л) -  а д ] ;  a . -= />.(/*?- Л,)/|(С? D ,)(С5 +■ /),) -  0, 0 . ; 

я 71 -= />т CS; a I7~  D JC n- и W:/C?; /Л/С?; «„= ■ 0 7/С?;

=  £)р/Сз. (2-12i

Величины (<>*, Qj, и У, в уравнениях (2.128) выражаются фор
мулами

/)«)/[(Л?- /)*)(С” )- ПА) — л 2д,|;

Dt)№ \  D,HUl D.) — D2D3); (2.130) 

3 , -  QAC* /Л)/1(С? f  /),) (CS /;4) -  а д ] .

Проведем анализ системы (2.128).
'/и Я



2.6. Анализ решения уравнений 
вращательного движении Земли

Систему дифференциальных уравнений (2.128) преобразуем 
к ВИ.1>

р2=* Ьи(рх— Рг) &и(Рг~~ Л )  (a bJ— ,72j)7ir i <!ir 2 Q/Г\ Qx\

q r - „ - bvi.4\ Яг) (fl<w W r M r i ? , !

r*i_  b*(ri— r2) M 'a  гъ) + (a;o— РхЯг— PrfiM 3»;
(2 131)

p.,— pj= biliPi— /'’?) ^»,(Pj— Pa) — <* irVi l̂ </ir2 l/2r i~* /'i'7» - ? i r :J

<7i— 9:-) ^  (?2 - ̂ з) - at0r tp e -FsT 1 /,1г2~ Af»+ r i/J !
* •

rf - r ,- > M r i— ^i) M r*-4* /■.) — a-.oPi<ii— A ? J  Н м г  V iA  PWs-

Вводя обозначения

Pi P2— -<.\ <7,— £>«=» лу, г, r2-».v.;

f t — A — **: V* <7.. **; r i — rje *X b  (2.132)

систему (2.131) запишем » виде

•*1

л2= 62,.г2 I ^ х 6 .4.,; 

л3— 6 „х, Д ;

-*4“ A i * i  bf.xt Лй  (2.133)

■V Ь&Хг-г Ьмхл+ Л»;

•'■в — Л-з ^  j ,
где
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Ьи~1;,(1)л Л?— Л,— CS О, Д)|(.4? A )(CS - А ) -  Л20 ,Г ';

* . . Н ( 4  /),)/)* ад ц < л? о ,)(сЗ  а д - а д г 1;

*а= £>(Л,- /<1- Д  - CS- />,+ /):)!(М' Д ) (СЗ Л ) -  07Пг]'\  

ь * - 1/), .(д? л ,) л 2л 4] | д? i А )  ( с ;  / ) )  - ■ а д г 1; 

*Л-  ^ (Д г  -с? Z V - с ° - л , ; /М|(с У />,)(C S . л ,) -  л ,л Е]~';

^ -|/^С ?4-а ,) - А А ] | (С ?  DJ(C? Д ) - а д Г ' ;  (2.134) 

£,(/>, л?- Д,)1(Л?+ /),)(С5 Д) ■ - ДАР1; 
ш О ь-т л Ч  Д)(с2 Л;) адо-][(.4? ,д )(са°+ 

д ) - а д ] ' 1*(с;’)~,:

Д )(С 2 Д ) - Д Д Г ' ;

^ - |  сй д ? />,)©*■ о 7(д?4 a j i c S  д )  /улд ]-1 (М ' л ,)(с$ f

/ у - а д г Ч с З )

£',<0,+ с ?  -  Л,)|(С? Д )  (С8 г Л.,) -  а д ] -1;

* » - 1- С Ь(С?4- /;,)/;, D ;(C? - Д ) (С2* г  Л ,) . л 2л :-л; Ы (С ?  + Д ) х!

x ( c S ;  лч) - л 2лнг,-(с2)~|.
Мелнчкиами ( i= l ,  2....... G), пошедшими в урави*н,|Я

(2.133), обозначены нелинейные члены, а также моменты гравита

ционных сил Q x, Q,, и Q2. Hi ли пр1дпспож!пь решение g{i. д) •,У4Ф* 
фсренинальиь'х уравнений (2.3) (2.6) построенным, то, внося его
в выражения моментов грапптацнофшх сил, Ох. 0 „ и Ц, м о **в  
обратить в функции времени /d/?i. Поэтому величины At и**®*!
2....... 0) будут иметь вид [, (/. дг), где х— {ДГ|, х>,. . . ,  х6} — шести^
мерный вектор.

Введем обозначения

/■('.*)= U * .x ) .... r e(/..v)I,



л -

0 0 *н 0 0
0 *22 0 0 *2, 0
0 0 ь л 0 0 *ав
*41 0 0 Ь и 0 0
0 6̂2 0 0 Ь » 0
0 0 0 0 *№

(2.135)

С учетом обозначен in' (2.13Г>) представим систему (2.133) 
в виде

jc — 1.x 4  /’(/ .а )

и отметим начальные условия

-Vn=  {Al0,Jra1,...,.V6o}.

(2.130) 

(2.137)

Каждое решай не системы (2.136) можно нре «манить интеграль
ным уравнением [й. 52]:

t
*</,*») =  Г(/,0)л“  J  tt"(/.T)/r(-.A(T..tc)VT , (2.138)

О
|Дс ft’ — оператор Коши.

Рассмотрим соответствующую (2.13G) однородную систему

у — Лу. у«=х». (2.139)

(2^38)U,° ’ Решеп,1е задач11 (2.139) также выражается формулой

у(/ .> 0-^ (Л О )^ . (2-140)
Условиим задачи постоянно действующие возмущения 

равсщ-тву ИЛУ огРа,11|,|енносТ11 Решения х{1, дс0) удовлетворяют не-

В АЛ a ) D </\ (2.141)
Гд Р [ __
стВа ^  к,,торая постоянная; ! | • 11 — норма банахова нростран-
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С .четом неравенства (2.141) оценим накопление возмущен^ 
{U, л) па бесконечном интервале времени: ’

#>ор II II =  s"P И Г W V r t f c s M V i '  <о  о

Здесь

< F i ’ s-ip | W(t,t) 8 d-. - Г .Ф .1

Ф=  Г sup |j lF(^,t) С 
f>0

(2.142)

(2.143)

а иод Ц7(/, т)|| понимается норма матрицы.
Предположим, что существуют такие положительные ш кп^Н  

ные «По и ао, что

для любых <Х.т<7< г».
Тогда оценка (2.142) примет вид

s-ip 'J x(t,x ') x(t,y) 'У-'\\ Ч -t. 
t> с ‘

Отсюда вытекает, что

Hni II x(f,xn) -  у (/ у )  а — 0 , t-+ 00

(2.144)

(2.145)

(2.146)

т. мущешюе движение со временем стремится к невозмущеН' <
ному.

.. если матриц;] К ши удовлетворяет неравенству (2.144) 
то ь..щмцение/(/, х) не накапливается, а возмущенные и ненЛ 
м\ ые движения стремятся \ стационарном; нре ельному Ре* 
жиму по экспоненциальному закону. .

Для линейной неоднородной системы (2.133) покажем :праве€ 
лгвость оценки (2.144). С этой целью определим коэффициенты си 
стсмы (2.1 И.!) с использованием геофизических данных

г« — 3,5- 10е см; г,- 1,5-10* см: г2=6,0У-10" см; 
г3= 5,47• 10s см; г, -0.27• К)" см; ц2=  W  П;
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Ml =  10 1 ri; й =  3 l'c; (2 147)

a2 10 «; Oi— 10 *; ,*-7 ,29  •10 '5 с 

с- 3-1010 «м/с.

** При вычислении моментов ннершш элементов молелн слоистой
0 „„ воспользуемся распределением плотности внутри Земли 
[65] Моменты элементов модели Земли определим по формуле [7]:

It
j „ — [H l(x ,y ,z ) lx 4  у2)d x d y d z ^ ~ - jn r ) r * d r  (2.118) 

J V 0
в предпол женни радиального распределения плотности р(л) [65].

Для приближенного вычисления интегралов (2.148) иожно вое* 
поль.«1м.1ти*я формулами тралений или Симпсона | 14]. Па осно- 
ианнн табл. 3. с четом моментов ннерцни для всей Земли 125] 
(1 в.пИМЧМ-Ю *4 i- c v , В= 8,102855055 • 104 4 г-смг, С= 
=8,039884391 • 1044 г-см1) значении моментов инерции элементов 
модели многослойной Земли с вязкой астеносферой н жидким сло
ем ядра определены в следу ющем виде:

>«, =  0.38М-М21Э-10" г см?;

В — 0,382779635-IО1' г-см-;

С ,- /  0,409808971 ■ 1044 г-см?; (2.149)

А, — #2=  С2 =  5.9G5GIН• IО41 г-см :

Ал: Н Сл 1,1-13079-10 г см-

При физических и динамических параметрах (2.147), (2.149) 
■оэффнциеты (2.134) системи дифференциальных уравнении 
' 33) имеют значения

1,6554328*37• Ю10; /.»ц — 2,012057-10-10 
1 ■ ’ .41 . ->■ 10 ; Ь-л  = 2,0113551 19-10 .
1.501(110475-Ю!0; /»зб--2,027734428-Ю ; (2]50)

1.79869&J13■ Hi ; b« 1,024837908 10 .
**. 1.798079325-10 ; bM— 1,054837967-10 ;

1,786081802- 10ь; й66 =  — 1,024837940-10 3.
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Т а б л и ц а  3. Распределение плотности внутри .Земли

/ /■j*10~", см ?i. г см* Prrr  Ю 3?. г-си

0 0 12,58 0
I 0.2 12,5.4 0,02008

0.4 12.53 0,320768
3 0.6 12,52 1,62259J
■1 0.8 М.Щ 5,128 Ц»
5 1.0 12,48 12.*)800(1
(> 1.2 12. ■« 25.о()5лу
7 1.4 12,05 -16,29128
8 1,6 11,92 78.11891
О 1.8 11.77 123,5567

ю 2.0 11.60 185,Г>0(.)о
11 О •! 11. 14 267,9*88
12 2.4 11.23 37 1 “ 43з
13 2,6 11.10 507.2 U3
14 2,8 10.49 669,3603
15 3,0 10,(13 861.0.10
10 3,2 10.37 1087.373
17 3, 4 10.09 1348.36,1
18 3.185 9,96 1469.164
19 3,485 5.53 815.710S
20 3.7 5. 1021, П7
21 4,0 5.31 1359.360
22 4,3 5.12 1750.426
23 4.6 4.9.. 22J0,'H1s
24 4,0 4.S1 2772.859
25 *.2 \Л7 3414.524
26 Л, 5 4.54 4154 . зад
27 5,7 4,36 4(И>2,416
28 5.7 •М'7 ■1296,292
29 5,8 3,9Л 4170,015
.40 5,9 3,76 4556,127
31 6.0 3.59 ■1652.61
32 6.1 3.37 4866,04*
33 6.125 3,3» 17*41.789
31 0.15 3,31 4778,088
35 6.175 3,35 4870,714
зв 0.2 3,37 4.979,625
37 6.225 3,39 5080,460
38 <=,25 3,40 5187.987
39 6.2ГО 3,41 • 5316,533

Нычш юнця корней 
(2.133) дают следующие

s а | w к те р ист 11 чес кого 
■лачеиня:

уравнения сяС Ш 11

•: 1,655432837-10 с; /.«= 1,025199890-10 
?.,= — 1,652313352• IО10; л5=  ~ 1,025 HJ9 890-10 
X, == _  | ,5918104 75 • 10 >.s = — 1,025199889 • 10

(2.151)



I u . орни характеристического уравнении вещественные и от
* *1ные, поэтому дли системы (2.133) выполняется опенка 

ри“ Предварительно построим регценце однородной системы

<- ^ системе уравнении (2.139) первое и четвертое уравнения не
зависимы от остальных:

у\- ^пУ1 *u>V.

Уг^иУг ьиУ\. (2.1.>2)

О б щ е е  решение системы уравнений (2.152) имеет вид

у,= C if‘i, + Су? •*;
i * I  л (2,53)

>-4 с . - ^ ^ ч*|4 PI4
Подставляя найденные значения >„ь hlU bu в (2.153), получаем

»■,0*> С  л  1.ад 1в-Чг.
(2.154)

уА — S, 10(5 • 101R *('-1 10

гд« провод н, . • ihkt<>mhhuv С, и С2 определяются начальными 
условиями / =  0, i/i— у®, 1/4- у4 и равны

v° v°г . - , ;  '• -  ><8.106-10“  ’ “ 8,106-ICV* * 

При этом решение (2.154) примет вид

■  у»- у?.в-«-'« »«•» Ч„ ; (:10М(, - , -  ю-з/ _^ - 1. ч ю

у4= yji,—i.o'-'5iu_s*i (12.155)

Уравнений” 4110 опРедсляются решения систем дифференциальных

Уа= М г 4- />2'.У5; (2.156)

Уй— М г  *а«У»;
У*— й«У»4
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Ув ЛиУз в̂вУв» 
Решение этих систем найдено н виде

..о

(2.157)

V \'2,/> - 1 •'-* 10 4 . i, -) 10—y • * 8ДПНЧЙ*Л >'
Уа<=3 y » .e -l.(SS !•-#.

A
v — I0I,‘ /л —1.025-10 ?Г_. -̂1,652 10**/ i.y*~  y* t  7. nO.lt>1*' '•

yB у ; . г ь » » рл

(2.158J

Здесь j/г, ys, уй определяются начальными условиями задачи!, 
На основании соотношений (2.155), (2.J58) к (2.132) реяп-щД 

систем дифференциальных уравнении (2.139) примет вид

Рх~  Рг=* (P °i- p 2V ~ UfSB 10 *' М г 7ПГ. < ^ 1 * 6 10 **- е~' ,6“  1а«,116.10“ ' 

/Y“ /V= (р°2-р1у

Ях-Яг- U .o-r);

Чг ~‘L =  (?s— <h)e~
t  rt Ov( ' -j ''a)

(2.1591

ra= (/•?- rbe «• "* ’^ +  £  o2mo-V_ u « ) J

r2-  ra= ( r ! -

Качественный анализ Лвл)ченного решения |2.159) показывает, 
что с течением времени быстро выравниваются угловые скорости 
лкгосфсры к мантии и относительно* медленно — мантии и ядра 
Количественно процессы выравнивания угловых скоростей . ih t o H 
сферы и мантии, с одной стороны, мантии и ядра — с другой, отли
чаются на порядок ехр ( 10й). Найденный механизм взанмодеист- 
пня позволяет предположи! ь, что внешние воздействия или >нессв| 
происходящие на поверхности Земли, приводят к периодическо
му перераспределению момента количества движения между слоя-
7S



гтпи Земли, тем самым вызывая исковые вариации элементов 
“плательною движения Земли.

R цепях сравнения характера взаимоденствня внутренних слоев 
и’рн наличии и в отсутствие магнитного поля рассмотрим вра- 

* - * «  около центра масс Земли ее литосферы, мантии к ядра с 
Г "  лишь моментов сил вязких трепли о жидкие слои.
'*  М о м е н т ы  сил вязких трепни литосферы и мантии об астеносфер- 
ный слой имеют вид (2.43), [2 .Щ . На основании этих формул н 
обозначений (2.45) можно получить выражения для миментов сил 
вязких трений мантии и ядра об его внешний слой, если положить

•Ф — тф
Г Г 4, Г 2~  Г Ь, р , -  14». »>1— ««2,

(2.160)

•^2*— ~ Л 4*.

При этом в отличие от уравнений (2.120) уравнения враща
тельного движения литосферы, мантии и ядра с учетом приюжен- 
1-ых моментов сил вязкости имеют вид

ЛКх (* d»\ I 
d t ^ Г  1 7 Г Т  + “  4 ■•'I %  r t - v . «  -  ')/ 4 l ]

О 1 * *

+ 1 ^  I т г т  +  f  i  Л  • exP l-  ' № - * ) ! ф ] )
о 1 ' * I

• 1 - - _dKt ' ['d*. f &r-Vt t is *
’3 r  j  dx ~ ^ ~ r 1 V » ( ^ —

d<-1-

(2.16П

J *  I 71Z\ + “3 *v*r3 2 A’Itexri—V*(<—«)/r{l *-■ 
® • Г  i
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p d?  ; (,*Z7 i  v ', , 4ii- o/^l - л-,
n 2 ft -1

“ f p - J  ,, ,, , , 4**r V \  ^ * r t—v / « — tVr*i rf«
4) • *- I

• S I &  - a r < 1- .r V  . I •- •,• -I Г*I ■ .tlz t 1 * 1

Применяя изложенные выше упрощения, из системы уравнений 
(2 161) н проекциях на координатные оси Охуг и разрешенном ви
де относительно мерных производных от составляющих />/. «/,, rt•-*
(/ - I. 1. 3) векторов о),, пол’, йсм следующие янфференанальнф 
) равнения

/>.=л,(д, -  р х) -f а 2{ р г -  р ,) + И,;

Vj—«*(?2 <7i) 4  (̂<7;> -  <?») I Д2; 

г ,= я6(г, — гг) i  а0(г2 — г J  -f Л 

Рг-аЛ Р ’. Pt) + aJr-i /*.<) + A,; (2.I62)

Чг а-АЯг—Ч0 +  М '/ г- 'Ь ) 4- Л.;

Г2 Л ц(Г..— Г,) -г </ |2(Г2— г:() +  Ид.

p . i = a j p 2 р { ) + <>u ( P i  р * ) +  А 7:

<7s~ «15(^г—■9х) + « м(<7г Ч.) +  Л 8;

Г:̂ а х1(г., гх) + ахь(гг -г.,) +  Л9,

I дс A i (i 1,0) нелинейные члены малости выше первого поряД
ка и

Л°х+ /), ’ аг л°хь />, •
/у- 2а1.

J о,

ад



Dt^it . „  jj±  _ ®\av
s d?+ ’ " сГм > »'

a- =  /z/Л; u* ŝ/Л; а э*** Л/**! fljo ““  Л/Л!

« „- / .(Л ; « к - ' Л :  '. -4̂ ;  < c ; + f l « - w -

D%Di . I р _  ̂ ^i e / DfF-i__ _
'с ® + « ,  • 1 •'* /J, ’ ‘3~ с$+/>. ‘' 2'

, £*i°» _ГС°4- /) __D I ___ (V*» . / ______
‘‘ - 'Я - о Т  - { С + п < ° й) с * + о , '  " 1 / f ? H V

/, = J ^ * ~  -  £■•.; -  (С“ + />4 -  />в) - —?!*%-;• с®-*-о, ■’ 4 - 1 s/ n°-D, *

/ £■ - / —£»Р» _  F  . „  />tai .
8 * С? г О, • С » ю .  13 с£+ Ot '

-31

с°»‘ Ь "*  15 c f T o ?  c [+ i\  ’

/» . У̂*ч . _ £» /̂ рРц
1Т c f i - V  ы *-/>,’

/ > . 8,г». Г - — '-  
^ - Г  ■ ^ - Г  1 Ь% •

: . V- ■ V I V .; . 1 •• • ■'1. J  7 —— •
* 1Г ,  • Г г  V

1 ?'i Г “1 >* ’

d ^  -- "l Г2 . 16 *2
1 i *••'* i ; li* T '  i_ r :

v »* «0
W . 2 ; * ,

* - l A* a_ i a*

(2.163)
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Относительно разностей (2.132) систему дифференциальных 
уравнений (2.162) преобразуем к виду ‘ 1

jС Н и JC4 Ь И,; 

х,— Ь~,хг [ *■...**+ Лг\

Л»дс,+ Л- G-r6 + А ; (2.1W)

Л'4=  |- Ьц.*4 | ЛА\

■Хц— Ь̂2Х2 I Ь̂ЬХ Ь ■ ■;

A* : ЬщХгг Л„,

где А, (f— 1, 6) — нелинейные члены и .

й „ — а 7 - ь и -=  а . « * : Ь, и  , « 3;

ь * « 4 « м ; -  Я»! «6 « ) 2 ‘»

*4. а ы - '>и а . « u ’i ^S2~ «15 « в ; (2.166)

«10 «16-, * « 17“  «1Ь V , — « : — «18-

Проводи анализ решения уравнении шнження (2.161). как этч 
било проделано выше, при тех жс гсофп .нческих данных (2 М7) i  
■ип.чмнческнх паригЛП ра х (£ 14], но. . -.-■■м. ire. н m \i i ние маг- 
гигного li-■ я количественна процессы выравнивания углоиых ск« 
р о cruft литосферы н к а ниш, е одноЯг стороны, н матнн н ядра — *  
другой, отличаются на порядок схр ( 101 ), при наличии же м а ги и ч  
него поля подобная опенка была равна охр (10м). Сравнивая э т  
опенки, ж  жно сделать вывод, что влияние геомагнитного поля l_ 
характер взаимодействия ннугренннх слоев Земли з а к л ю ч а е т с я ^  
\скорении процессов выравнивания нх угловых скоростей.

С. нелью проанализировать характер взаимодействия 1 гИ*1



штосферы с ноластеносферной частью Земли посредством вяз- 
*"_0 аСТСносферного с.<оя представим ее в виде сплошного твердо- 
щшгри | южными моментами инерции Л2 R -С\. Главные мо
менты инериии абсолютно твердой литосферы обозначим через Д|, 
р С, и положим, что -4i</i|<C’i. Пусть центры литосферы и ша
ра' совпадаю т с центром инерции О системы тел н точкой *а- 
кренленпя.

И с п о л ь з у й  выражении главных моментов fW.i вязкости (2.43), 
(2.44), приложенных к шгосфере и шару, записываем уравнения 
их движения:

, п  1 1* dn‘l J H ‘ |Л1 . IU ,
j-. ( ; о  1 ‘ I * * г»

ШК 16

V  \ и -ч,г | (h

1 А* » Г
I-.

V  Л'а*ехр[ V;/ I т)/г? | 1 d-.\
Ч I

(2.1<>Ъ)

ttK
Tt\

‘*~1 I в*!*!*! , 1(5 я
J  lit  I ' 3~:,1Ч̂ 2 '

V  V , ■ |
Г " 1

I , о 1 <ь,| 8Г|.,., „5
— J  - —

вз



где d/(it| — абсолютная производная по времени; h* си* и /<•_ 
ы'Кторы кинетического момента и мгмонсннои угловой скорости 
литосферы н шара соответственно; rt — радиус внутреннем сферн 
веской гюиерхности литосферы; тг радиус шара; е\=гх/г2\ ц, ™ 
динамический коэффициент вязкости асгсносферного слоя; ).л 
корни уравнения |2.28); Л, , Л , , N A ,.\\ определяются соотвА 
шениями (2.15).

Следуя преобразованиям раздела 2.5 при выводе уравнения 
(2.125), из уравнений (2.166) получаем в проекциях на подвижный 
оси следующую систему уравнений:

CBTfP< )fl4 (Л‘ - С °\ г  p,==E,(q, 0 2 (4 2  t ЛГ|—Р\Г2)\ <2-,6П

(С? f  Л|)г,+ (Я? л?)р,<7,= Е х[г< п) I /) If; i piih-fhQt);

(А ° (( \ — hi)Q<ri — L'i () р\) -j--Ih(P2~\ Я\Гг Wx)',

D̂ p\ — Hi (p?—pi) -+■ ((‘ 2 “b^ i) (Рг~f Ч\г1 ЯгГ\) \ 

— I-\(Q Q\) +  ((  s i) (9i-{-Pir i—Pirг); 

D j^ H A r - f  rx) +  {C l | D,| (r2 | p ^ i—qipt).

Здесь введены обозначения

m m
/) d. У \ .«/*?; 0 ) -dt y .\ 4 /

*
d .- 16

3 n ‘ ''

8»



I _момент инерции литосферы какой-нибудь оси; А\, В\, С | —
r1j ны< моменты инерции литосферы; Л2= В 2*—С2 главные мо
менты инерции шара.

Система уравнении (2.167) разрешима относительно первых
рроизводи^х от составляющих р\, q\, r lt р2, q2, г2 векторов <ni и w.:

. £ , (C ? i £>< П7) (С° - Я ?)(С ;У Р « )

(/»?+Pi)(CS--НО*)- W *  Pl (»?b«,)(C?+D4) П ,1\Ч'ГГ'

4 ■/>,) {C°t -АЧнс ' г П')
Da) -l\U3 l0t ' 1 <6|+0,XC^ P A) D,D,r ! 

EAc?,+D%-Dt) (/«; .ifxc;: л>4)
'* '"{С?- О .х ф :Ь 4) 0 ,1>, Г | (Cy+D,)«5+/7e) ~ntDt Px4x:

(2.168)'
____£i(4 b/J,-£>,)

(tf+D,HC$+Dt)-D tDM'Pt P (/ f  t />iXCf - /’«) DtBt q r '

(Я\Г 2—q*r i ) .

1,2 <«" -£ > ,)(ф  Dt)- n tn , l4i 9 J  (/ .fh D ,X C f+ / ), )  Dtn / P '~

(Pin p,/-.);

2 <<м * D,Xci'- ̂ >4>- Г (С?4 0 ,ХС?+О4)-а,&\

—  (Pi</: Pi</i).

Из системы уравнении (2.168) находим

Р  P j  —  Oi (р ,— p i )  — й|^|Л4- (</1гг Я'-г.)\
л ♦

91— <7s=aa(7i—•»-' - ^ Р Н  (Рг^г P i 'i ) ;  (2.169)
• •

1Ле г» '■2= «з(г |—Пг1-b ipxqx f (р&г—p2q,),

а 1== l tO h  * D t-C 'i- .t f - D t - n j  _ £ , ( D ,  i £ °—Я « - 0 , )
1 ' !•-/■,iK t?-»«)-D I Di ’ i>” - »i)(C?-fDi) —D ,r, ’
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g t(£ > tf/>,- C  l - C , - 0 t - 0 ,) (C ',-/^ )(C .; • n « - 0 ,)

bjXc*L: !>,)-/>,/* ' '' ( 'j1 a>,>(c° ■ Dt) t jJb  '■

tcj »;><" / v / v  o<Di ^ (c U D t- o , )
(tfj 0^7*7Dt) ~ i v ’ (С^+АХС?т£>|)-ОЛ '

Введем обозначения: Ж|=/>|—рз, дгз— </ -Ц1, *з — О — и cooi- 
кошения (2.169) запишем в виде

Xt — UiXt-}-Ai; д'г ■- tizXz-j-Aj’, хj — o.Jfj-j-yij, (2.170)

1Де 4|. Л г. Л3 нелинейные члены.
Мпммп инерции шара определяем по формуле (2.1-18), поль

зуясь радиальным распределением плотности внутри Земли соглас-/ 
ио табл. 3. Применяя численное интегрирование, получаем

A B i С  --0.89028057-10*’ i . Ы (2.171)

При физических и динамических параметрах (U.1'17). (2.149) и 
(2.171 i корни характеристического уравнения системы уравнений 
нерпы ■ приближения (2.170) раины:

ki— Ut — — 1,630-1010; л2— йг= — 1,620 1010; а3= о : =  — 1,560-1010
(2.172)

При вариациях коэффициентов няэкости щ и начальных скоро- 
пен, не нарушающих условии постановки задачи, сохраняется от< 
ргшятелмгость корней характеристического уравнения система
(2.170). Следовательно, нулевое решение системы уравнений
(2.170) асимптотически устойчиво в смысле Ляпунова при t—~oal 
[43], поэтому решение данной системы представимо и виде

/ 0 0. _-1.610-10»*Pi—Pt— (pt-pt)-e u 1 ;
, о  о, — i.rjo io ■»Qx—4i— (Q\- Q. )• ;

(2.173)

При t-r-яо из равенств (2.173) ввиду отрицательности всех пок 
злтелеи имеем: pi Рг-*-0. qx <?r-*-0; г, r̂ -vO, иными словами, с
течением времени происходит выравнивание угловых скоростей оц,
o)j литосферы и шара. Численный анализ показывает, что чем болЫ
8Ь



. й rt> асгеносфернот слоя, разделяющего литосферу и шар. 
Ш1‘ B6ui рсо выравниваются их угливые скорости, а также чем 
ТеМ и е величины разностей начальных угловых скоростей этих 

„ Земли, тем больше скорость их выхода па предельный 
" к|,м н;:ащеипя.

1 fl-.ii е\ же геофизических данных (2.117) и динамических па- 
жамегр■>' (- решение системы уравнений имеет вид

, о о, !<>•< р° 4. -*.nio-rj . I . *  ic>y
Р \ - Р ‘ —  '(Р*~ Р ' ) ’е  3 ,п .1?.1 (Я*' '•

О о
О 0 -l.ft-3 ЦС*| Ч*~ЧЯ , 4..II 10 С1 |.«BI0»f.

<1 W r  4 W  3 ,0 2 -M ti»» '' '

о г0
/ о „о, - I. Ю** гг » iB  «.ill Ю >• ’

Г|—f.> — ( Г1 r ‘.J.W'MO16
(2 171)

*.-/» .=  (/$

(<&-*> 4-'и ,°

Л. l-j =»(!■;-/>• .=«‘ 10-5».

О иск гав Юнис равенств (2.173) и (2.174) показывает, что ка 
чсственни картина нзаимодсЛй вия собственно литосферы с подасте- 
1<осфер< частью Зем ш посредством вязкого астеносферного слоя 
имеет in ;кс вид. как и в случае взаимодействия литосферы, мантни 
и ядра средством разделяющих их жидких слоев астеносферы и 
biieuuierii ядра.

2 Качественный анализ "осту нательно-вращательного 
движения 1емлн

Ранее было доказано, что возмущения, действующие на Землю 
bii.-v момета гравитационных сил, силы вязкого трения и сонро- 

■Мыешп. не накап.шнаюгеи. Согласно оценке (2.1 Ю ) и предельно- 
ЦОхтнотенню (2 146), указанные возмущения ослабевают, стре- 

ь к нулю при ос. Действительно, в силу оценки (2 144), имеем

Mill у(*,у°И П in W(/,0)jr«> <l — п I - -JO

В7



Inn l|.t°|| • 1 \X'(t, 0)' ^  lini ||дс0||-Фп£ 0;
t-*n  I

Отсюда вытекает, что

lim!|.v(/, * °) || =  lim||//(/, y°) || — 0, (2.1751

иначе гоиоря. узловые скорости coi, ш? и шз литосферы, мантчш и 
»:дра выравниваются с течением времени. При этом выполняется 
равенство

Пш||/(/,л)||=0 (2.176)
Г-*во

равномерно по г. Гогда вместе с нелинейными членами обращается
•# J

в нуль п момент (Jt гравитационных енл, т. е.

Н т  — 0; 1 i rn Уг- =г- 0; (2.177)
Равенство (2.176) выражает, что с течением времени леформ 

тинные жидкие слои Землн как бы затвердевают, превращая ее 
тьефдое тело. Согласно равенству (2.177), этому предельному со
стоянию Земли соответствует ее перманентное вращение с угловой
скоростью U. При >том предельное вращение происходит вокруг 
оси, постоянной как в пространстве, 1ак н в те> 1емли, ибо по Фор 
муле (2.75)

т  I» + " л “  dt и
—*

1 н ювательно, вектор И в геле Земли «аннмап пиложефЖ 
одной ил ее главных центральных осей инерции, а его положение i 
пространстве опр< делиетск из равенстн (2.177).

С учетом равенств (2.177) рассмотрим первые интегралы а̂да 
чи о движении системы <7,. Из нх числа интегралы о движ ении 
центра инерции G не зависящие от нцашения, остаются без нзме 
нения, а интегралы моментов и энергии соответственно принимаю ^ 
вид

1 i in Y  Л/Д*', , , .
t • ш. i О

ьь



где сio. ■ с3ь и Л постоянные величины.
Силовая функция U системы О.. согласно равенствам (2.1771, 

становится как бы не зависящей от углов Эйлера. Это совместно с 
соотношениями (2.178) означает, что с течением времени система 
С„ выходит на предельный режим, т е.:

— тела М0, Л 4 | , Af„ двигаются как материальные точки, 
взаимно притягивающиеся по закону Ньютона:

— Земля вращается вокруг одной из своих главных централь-
них осей инерции i постоянной угловой скоростью Ч

В этой ситуации остается открытым вопрос: какая из главных 
осей инерции Землн избирается за ось ее вращения около центра 
мзсса Чтобы ответить на этит вопрос, необходимо исследовать 
устойчив!ч ih предельных режимов вращения Землн:

а) p(t )- 0, q( l )  0, г(/)= п;
б) р (/) =0. г (/) =0; (2.179)

в) P t O - H  4 (0 - 0, г(/) =  0.
Эти исследования проведены в 4-й главе.



Г л а в а  3

П0( ТУ IIЛТEJ1Ы Ю -В РЛ 1ЦЛГF.J1 Ь IIOL Д В И Ж Е Н И Е  ЗЕМЛИ 
С УИРУГОД»ФОРМ ИРУЕМ ОМ  ЛИТОСФЕРОЙ

В неограниченной постановке задачи п тел исследовано посту 
пап.н -вращательное движение слоистой Земли с упругой лито
сферой Получены соответствующие уравнения движения. доказа 
на их корректная разрешимость и проведен качественный анализ 
решения.

ОIметим некоторые исторические аспекты исследуемых вопро
сов Вплоть до копия \ i\  в. влияние свойств упругости вещества 
Земли ia ее движение не было известно. Открытое С. Чендлером 
('S9 I . ) удлинение свободного эйлерова периода движения полю 
са положило начало изучению влияния механических свойств ве- 
im.CTB.1 Земли на ее движение. Так, С. Мыокомб (1Ь‘*2 г.) дал ка 
чи.. венную картин) свободного колебания полюса Земли, затем 
Д. Лив предложил аппарат безразмерных чисел, отражающих не 
которые механические свойства вещества Земли.

Определение значений чисел Ляна h*, к* и /4 относится к тео
рии упj угости и п них вкладывается следующий смысл: Л* — огно 
и: с и ие высош прилива земной коры к высоте статического океанн 
•лчкого прилива; к ' отношение добавочного гравитационной 
потенциала, вызванного деформацией, к главной части силовой 
функции Земли; / '— число Шида, определяемое равенством /*-= 
=  Л* fr*— 1, где Л * — коэффициент приливного колебания отвес 
ной линии относиIелыю осп вращения Земли.

Приведем значения чисел Лява дли«разлнчных моделей Земли 
(табл 4) [11, 53J.

Последние дне строки табл. 4 дают значения чисел Лива для 
1 як налываиыоп «реальной» Земли. Однако, проанализировав мио 
гне п«физические процессы н их влияние на вращение Мемлн 
Г Джеффрис указал па необходимость создания теории леф орма 
1<ии Земли (но не в рамках чисел Лчва) в зависимости от разлнч
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ых е l'IUHHX и внутренних факторов, основанной на решениях 
Н.., ,|,щ 1Я ■*! иуви. i лн i различными правыми частями и на оценко 
Ни" упругости Землн на ато решение. Так появилась серия ра

бот Г Джеффриса, в которых исследовалось вращение Земли с 
Ni пугай сферической литосферой и жидким ядром.

Т а 0.1 ни а I Унру'И* свойства моделей ^емли

Модель Землн А* к* f*

Абсолютно твердая 0,(КЮ 0,000 0,00
ОДНОРОДНО ЖНДпЛЯ 2,000 1,000 0,23
Модель (> ллена 1 0,587 0,290 о.оед
Модель Буллена II 0,610 0 >81 0,042

ЗНа моае.11> Землн была положена в основу теории нутации зем
ной ot М С. Молоденского, предсказавшего существование раз
личии-. периодов н спекп>е частот чепдлеровского колебания по
люса В дальнейшем обнаружилась нестабильность спектра час
тот. ir в свою очередь выдвинуло модель Землн с затухающим 
чеьдлер ib c k i im  периодом движения полюса. Однако эта модель 
Землн, вязанная с проблемой диссипации энергии, осталась не
разработанной

Резюмируя изложенное, проблему исследования движения слои
стой 3-. млн с упругой литосферой следует считать открытой 
Нмешк iron проблеме посвящена настоящая глава.

3.1. Дифференциальные уравнении движения слоистой 
Земли с упругой литосферой и их разрешимость

Рассмотрим систему (i„ материальных точек Ои О .. 0 „ с 
массами Л/ W2. .. Л;„ слоистой Земли с массой М и упругой ли 
тосфер. н, взаимодействующих между собой по закону тяготения 
Ньютона. Обозначим через Гп, .S0 объем и поверхность Земли в мо
мент ьр.мени а через V7*, S t — объем п поверхность Земли в
произвольный момент времени / Пусть {у), { '}  — поля скоростей
!' Р^лиусов векторов вещества Земли с плотностью р(г). заключен- 

го в ее объеме V', относительно некоторой инерцнальной системы 
отсчета Очевидно.

Ч=» \|idr, =  const, (3.1)
V» V,
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а интегралы
J,.(r )w lK ,, /С,- \’р(а) (rx l')( lV , (3.2)
И» И.

выражают количество движения и момент количества лнижения 
Земли в момент времени I. Напишем выражения производных по 
времени / величии (3.2):

Л- - jV.iM MdV,; ~ j K ,= ^ ( r )  (r'x 'F.ylV,. (3.3)[
V, V ,

где F, — плотность внешних массовых сил, действующих в объеме 
V , Земли.

Об< значив через

\F ti>('r)dVг. К, ^ v (h ( r X r , )d V : (3.4J
V, V,

главный вектор и главный момент всех внешних действующих на 
.Землю сил. из системы (3 3) получим лифференииальные ураине 
мня движения Земли, рассматриваемой как абсолютно твердое то 
ли (жесткое целое):

i ,  к .- ч ,-  l i s t

Учнтыная, что внешними массовыми силами являются силы 
взаимодействия по чакону Ньютона частик Земли и тел Ж  / (i I,
2, . . . .  я ), получаем выражения дли R, н Q,: /?, grad (/Jp; Q, 1
=  rXf>rad & У \ где градиент берется но декартовым ннерциальным 
координатам центра масс Земли, а ее силовая функция U  е  в  мф 
мент времени I имеет вид

(3.5)

Здесь (i постоянная 1раннтаинн, а величина \г, г | выраж 
i t  расстояние между телом О, и частицей Земли с радиусом векто

ром г.
f j

v  I v 
ь —

V г



На оснопанин выражения силовой функции абсолютно твердоЛ 
млн запишем представление U У’ в виде ряда

V  « I  1 -  V  (' л'- \ Р я (cos (*,) 7«0 +
Я «d r0l m1 ! I - :

+  % i f e )  '^ . {c o s p .j je W c o s f ta i+ S ja s in * ,
Г -1 *",i\ * /

1 1 , (3.7)

|ДС flf — радиус минимальной сферы с центром в точке О, целиком 
о.\ва1 Ы ваю щ ен Землю, а коэффициент разложения выражаются 
интегралами

га ■Мл? J  
V ,

(З.Й)CtJ l= \ Z i r ! '  » (0  г (cos p)cos k*x d V ,
* V»

•S«J л£«- j  (cos P)sin fea-dV’,

Здесь л. и |i координаты текущей точки обьема \'t Земли.
-•

Если ютность |i(r) с областью определения V , является инте
грируемой функцией своих координат, то интегралы (3.8) сущест
вуют и однозначно определяют коэффициенты ряда (3.7).

•’яд (3.7) в каждой точке пространства вне области, ограничен
ной сферой S t радиуса а,, сходится абсолютно и равномерно. При 
этом имеп место оценка | 1Ь, 23]:

1ГМ1 и it • т е м  ■ (3.9)

|па Ц ч“ it выражает сумму остатка ряда (3.7), начинающегося чле
нами с номером /-+-), т. е.

П ’*
а м хм

г¥
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~  « ! r t  Jm I ■ 1 ft 1', " / \ J J
Дифференциальные уравнения (3.5) с неопределенный.) к., „ь. 

фиинситами (3.8)1 являются незамкнутыми. 1} целях <амык< ,
0  см ы (3.5) запишем уравнении движения индивидуальна ■

•ф

ни Земли с плотностью (>(0- Дчя этого в данный момент вр м.-цц i 
зафиксируем произвольною точку с координатами (jr. и %|
и проведем через нее оси, параллельные осям п'картоноп . 41Ij)
■ || ! 1а этих осях отложим бесконечно мазые отрезки 

и построим бесконечно малый тетраэдр Ннешнюю норма . 
ного тэтраэдра, непараллельной координатным плоскостям ге.
мы обозначим через с:

е -<.’;cos(<?, е H-ir cos(e,, е ) г е cos(^,f.). (5.10)

Злееь с., с-.— орты координатных осей О 0 *ц и О '!
• • «  -•

Напряжения па плошадках с нормалями а , < , в обозна п мР -► -* • * —0
через о;, з,, л я плошади грани с нормалью i Через \.S\ 
Тогла площади других гранен будет рапны VSeo-l . ■ ;), 

• -♦ -♦ •
\.S os (е, t  j \Scos (e, <’;), а обьем \l I гграллря M

VS где Vi - высота i »тра ■ ipa, опушенная из вершины на грань
| нормалью с Учитывая свойство непрерывности внутренн е  на
пряжений тела, при 51-»1) имеем равенство

>• ■# «• -♦ ■« • —Ф —# <4 « 4

з, з eos(<?, е )-\ a ,co '(rs <?,) « ;с<*(<?, е.), (3.11)

снизывающее напряженно па произвольной площадке с напряже
ниями на площадках параллельных координатным плоск-имям н-
1 и мы О*;t|L

• - р -►
Обозначив через i i ,  т вектора пар напряжении, возни

кающих на г ранях с нормалями г.. i\, а. и е, аналогично (3.11) по
лучим формулу связи между этими нарами. Запишем их п виде

» \ • .V
(3.12)

л л
где о, i - тензоры напряжении и пар напряжений.



Пусть £», У, — плотности внутренних сил самогравнтации и 
г бъ0у Ных сил инерции, соответствующих движению Земли как

п л о 1 0  тела ; V ,  - плотности моментов сил / ,. J ,  и и. гг -
векторы перемещении и поворотив, соответствующих деформации

^ °Мп!ля равновесия выделенною обьема \Г  Земли необходимо и 
достаточно, чтобы результирующая сила и результирующий момент
-ъсех сил н моментов, приложенных н точке с плотностью i■ (/■). при 
д\->-0 были бы раины нулю Опюда вытекают дифференциальные 
j  равнения движения часгнны Земли с упругой литосферой:

V  о+(>(0 (F, (И'')

V  ( a X r+ t|- h > (r )(Q , V ,) м(О . (313)

,де V =  1  дифференциальный оператор Гамильтона и ц(г) - 
дг

момент инерции Земли, отнесенный к единице ее объема.
‘  *  А

Обозначив через о вскгор тензора напряжений а, второе урав
нение системы (3.13) можно привести к виду [51,57];

А
V  п * p ( r ) ( / v f /., J , )  И ' ) * , ;

V  т + *Й |-<гЧ<М « М

(3.14)

дг* •

Далее необходимо устаномпь связь между кинематическими
-* АЛ

ЬСЛНЧМПЯМН и, tr II СИЛОВЫМИ пс.шчинамн О. Т. Для (ТОГО )
воспользоваться прин11 и Hi I м возможных перемещении [7]. предпо
ложив существование потенциальном энергии упругом асфирмашш 
с плотностью т изотропной Земли. При этом, вводя единичный тен
зор I и тензоры

А -» А Л - . А  I Л -»
F -Л/и 2и\, Р  Vu-. т , ---- j t X v .  (3 15)

1ледуя [51|, будем иметь закон малых упругих деформаций

а= л//--Яж }-2|iZIc f (3.1G)
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Л Л А А Л Л
т Х ,/ / .- / ’ с+ 2 ц|/>с f V '

I ie лвс точки означают двойное скалярное произведение, инжнне 
I M.tvbiu а I! с антисимметричные и симметричные составляющие 
соответствующих тензоров, а коэффициенты )., ц, щ, Ху, ,, . 
у I?ру гпс характеристики Земли с однородной изотропной лито
сферой

Дифференциальные уравнения (3.5), (3.11) н соотношении 
(3.15), ( I  i(>) образуюг полную» замкнутую систему уравнений по- 
оупатеяьно-вращательнот движения Земли с упругом литосферой. 
Дифференциальные уравнения (3.14) и соотношения (3.15), (3 lf>j 
образуют систему ураннений лнпейной момептной гсюрии упруго
сти, учитывающей помимо напряжений и пары напряжений.

Заметим, что полная система (3.5), (3.14). (3.15), (3 Н>) нклю- 
к I обыкновенные дифференциальные уравнения (3.5) н диффе

рент-лльпые уравнения и частных производных (3.15). Не види
мому, !акая модельная eiu «а у рявненин пока и получена впервые. 
По отношению к иен шлжпы бы I. поставлены краевые на
чально-граничные условия. Корректное!ь постановки еоответст- 
1’Уloiiuiч. краевых идач :еледуетси ниже Отметим некоторые 
частные случаи этих урашштгя

П р е д в а р и те т ы ю  рассм отрим  вы р аж ен и е  абсолю тной  ckoi г» 

v t  части ц ы  р ( г ) :

г ,  v M уд; v M L '< if(.iXr; (>л и (x iX r, ( И / )

где ож — скорость частицы при жестком перемещении Земли «к
твердого тела; о,- скорость ччепщи при деформации содерж.1
го ее элементарно!о объема. Как швеспт, скорость сж част»ни
ск 1адывае1сн пз скорости движения v центра масс <емли и ск >;■••- 
сти переносного движении частицы при ее вращении около центра
м а .е  с угловой скоростью «>. Последняя формула ш  вы р аж ен и я

(3.17) имеет аналошчный смыс i. Очевидно, скоростью ил м »<ьно
пренебречь но сравнению сб скоросп.ю с'ж частицы, г. е

й к ь * | .  "  (3-18)
9

Тогда количество движения i t Земли определяется количест
вом движении /0 абсолютно твердой Земли. С учетом этого рас-
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мотрим момент количества движения: Л, —л0Х /0 [-| (г Х у я)Х  
с V,

-  • * *
yp (r)dV t — Ао+Лд, |Де Лс1 — момент количества движения твер
дой Земли; К х - момент количества движения Земли при ее малой 
упругой деформации. Из неравенства (3.16) следует, что

*Л'Д | <  | Л'с | • (3.19)
Опенки (3.18) и (3.19) существенно упрощают уравнения (3.14). 

так как они аквивалентны следующему утверждению: :»а деформа
цию ответственны обимнне силы инерции, соответствующие дви
жении ■ Земли как абсолютно твердою тела, и объемные моменты 
эш х  сил, а также силы самогравитацин и их моменты

Пусть при г =  0 Земля имеет сферическую форму со сфериче
ским распределением масс, т. е. р(г) р(г). Tor.ii обьемные силы 
инерции и самогравнтяцни в силу симметрии тела имеют нулевые

А
моменты. Поэтому .j будет нулевым вектором, г —нулевым тепло-

А

рем как обычно, а симметричным тензором и к\— |ti =  ̂ 2— Иг—
- V »

— 0. При этом, нренгбрегля влиянием сил инерции (.»(г)<52«/г?/2, 
можно построит!, двухпараметрнческое решение уравнений (3.11) и
(3.1fi), зависящее от у(, и i> как от параметров [51. Г>7|.

Аналогичная ситуация сохраняется, если учесть лишь главные 
илены разложения силов » i функции Землн. соответствующие но
мерам т  -1, 2, в ряд (3.7). Решение «тон задачи получено в рабо
та f 201.

Исследуем разрешимость задачи о постуиателыю-вращатсль- 
иом движении Земли с упругой литосферой. Предположим задан
ными положения н скорости центров масс тел .VI, (/=(), 1....... п)
системы Gn н момент времени / — 0:

' I  t < -'id'. rii t a — '!,io\ ' i t  0в »ю!
(3.20)

■ ■ • •  * •

; l I 0 ~ :in: t)l I 0— riio", ' !  t 0 — •la-

Каждая us матерна.и.ных точек M t ({ 1, 2....... n) имеет сило*
ВУ«> ф\ нкцию Ui.

-  •  - •  • •  1 - •  •



•* n Ч •
> J{rn г. 2  I I I  : ' I771̂ 1 ft 1

3.21J
градиент которой по координатам ( : t, rlh ' t) тела определяет 
главный вектор I , приложенных к M t сил. т. е.

' Р 1 Ф & я А , и 1.  (3 22)
Следовательно, дифференциальные уравнения движения i \i. 

имеют вид '
= о и jd-c* м ^ ш ш д и , ^ . • 23)

Пусть модель Зам ли состоит из тех же пяти осиовньг. • >ев: 
уп;угой литосферы, вязкой астеносферы, твердой мантнн кого 
внешнего ядра и твердого внутреннего ядра, имеющих цен . масс 
в центре масс Земли и пе меняющих их положения по в. « н-чя 
движении Земли. Эти кинематические условия обеспечив;- ■ , си
лами реакции связей. Предположим, что литосфера в момс- т вре
мени i — 0 имеет форму сферической обоючки с внешним ут
ренним радиусами г0 и rlt причем она сохраняет ннутрен по
верхность в виде сфер1»1 с радиусом г=г\ но псе время двн; ния 
Земли. Эти кинематические условия также обеспечиваются ыи 
реакции связей. Допустим, что в начальный момент врем' го- 
сфера вращается с угловой скоростью

wiif о =  f<>ю- (3-24)
На ее внешней границе г— г0 зададим нулевые нагрузки

— А А -* А Д
(,е - о ) \ г г. —  0; (e-T )lr- r.-O -  -5)

it а внутренней границе г -Г[ — силы I й ее трения об астен и
моменты Л/, этих сил:

F f\r Г1 =  /Л ; (з-2б);
определенные выражениями (2.33), (2.43), и начальные уело.■:

d:i I Z  д г 
dt 11 - о

08

u\t о =  0; ю|*_-о— 0;

£ .  .-«• J7)



n I. о — нулевой тензор и нулевой вектор; е — внешняя нормаль
ГЛ1 1 г "
С^’ед иф ф ерепц иальны е уравнения движения центра масс Земли 
имеют вид

j * .  dl 'f п . .if"'1 « -  о  . ,17 rf'C# D
Я  У  ~ * Г At% д » +  v  ' ,5:** (3.28)
Здесь /?£, R  /?. — состЛляющие сил реакции связей, обеспе

чиваю щ их кинематические условия на положения твердых частей 
и форму внутренней поверхности литосферы.

Дифференциальные уравнения мантии и внутреннего ядра, вра
щающихся при I — U с начальными угловыми скоростями

w2 t 0 <‘>20! <д>з1| О м.зд, (3.29)
имеют вит (2.120).

Тогда будет сформулирована полная система уравнений движе
нии тел М j (i =  1, 2, поступательного движения Земли и 
вращения ее твердых частей, удовлетворяющих краевым условиям
(3.20), (3.24)- (3.27), (3.29) и кинематическим условиям связи.

Отметим, что в начальный момент времени система имеет пол
ную энергию:

т 2 > , й + й  % > + t ' W  t-.— A*.10 (uVoU>
где п. модуль результирующей угловой скорости вращения сфе
рической Земли; Л ее момент инерции относительно это" оси 
вращения, я

I ■ _С V  ___  -*МГ; ________
' 1 :ю -^.Ч-Кц-Ч »*+«•„- ';о*а- и

ОС I
Для доказательства разрешимости сформулированной краевой 

задачи необходимо и д .ню выполнение следующих условии: 
J нссоударяемость тел сипемы С» „ : г1} > 0  для асех / -1, 
.̂......п\ r0j (/ )> « , для всех / -1, 2 ,...,п \  2 — зи а неопределен

ная положительность квадратичной формы, описывающей плот- 
Jj* 1К,Т‘ ппнальс'■ i энертн упругой деформации литосферы, 

vua ^ <’®х‘)ДИМОСТЬ I -го условии вытекает из того, что правые части 
«УИИйып движения лавнеяг от обратных величин расстояний rtJ.

рвб ходим ост ь 2 го условия также очевидна, ибо уравнения упру-
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roii деформации литосферы были получены при этих допущениях 
Достаточность 1 го условия проверяется так же. как в работе [241 
Достаточность 2-го условии при доказательстве единственности 
решения проверяется, как в классической теории упругости, мето
дом рассуждений or противного, а при доказательстве существова
нии решения — методом, приведенным в работе [51]. Схема этого 
метода такова: при помощи плотности т потенциальной энергии де 
формации строится пространство возможных решении; доказыва
ется, что это пространство совпадает с пространством Соболева 
W j, строятся энергетические неравенства, на оснопапнп которых 
устанавливается, что операторы упругой деформации литосферы 
переводят шар в самого себя; проверяется условие теоремы Боля - 
Upas эра о неподвижных точках подобных операторов.

Итак, поставленная задача о п ктупателыю-вратателыи.м лвн- 
я- пи I ел hi ii.fi Земли с упругой литосферой корректно p . i иv а. 
С учетом этого исследуем вопросы об эволюции и предельных ре
жимах вращения Земли.

3.2. Работа внутренних сил. Закон сохранения энергии

Как уже отмечалось, компоненты тензоров напряжений о и пард •• .
напряжений т. векторы перемещений и и поворотов «' являют» * не
прерывными вместе с их частными производными но пространст
венным координатам и времени функциями в объеме \ t литосфе
ры Приняв -I I во внимание, обе част  уравнений количества дви
жения (3.14) скалярно умножим на вектор dr- -udt перемещения 
объема ItV ia нреми dt и полученное выражение пропит» ■.............
общему V»:

А

v ;

Вычислим интеграл, стоящий п правой части равенства J3 .3 I)•
Для этого используем выражения составляющих векторов dr и d т 
н декартовой системе координат 0 *$»|£:
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Тогда

-0>i' rf£ i J i  \ dn ,i i /и) j  ' d  
« #»* ' d t * rf/ W/ / if “• I  ' ‘t t  l it  d i  J

i rff/'Q.yu № г| = '  f L {t ; u \=* "2 d f[\d t ) dt / Ы  ) J 2 dt <" u>■

Л *• ,ft ^ ^ ^
| f.(r)H ~jr, ,itdY,— \ d (p (r)a-u)dV, >
v;  ‘ • '  v ;

- </ ( \ (M-H)p(OdV',) =^7’” », (3.32)
V f

где чере.* обозначена кинетическая энергия перемещений объ* 
гма V* литосферы.

Мерный из интегралов, стоящих в левой части равенства (3.31), 
выражает работу поверхностных енл, т. е.

(333)
V'»

Работу массовых сил, выражаемую вторым интегралом левой 
части равенства (3.3I), обозначим через

j l '( r )  (F t- rL t+ Ji'l& d V t. (3.34]
Vt

Ерюся н равенство (3.3)) яырджеиия (3.32) — (3.3-1), получаем

ИЛИ

(3.35)

1лв М*) — постоянная величина.
диалогично, умножая скалярно обе части уравнении момента

•количества движении (3.14) на вектор wdt повопота обьема dV за 
«мет Н ^  И ,,ffTerPHPyH полученное выражение по объему V',, будем

Щ  (3.36)

10!



где / {? ) - мшетичегкан энергия поворотов объема I*  лнгосферыш 
^ Д . -работа поверхностных нар сил; — работа момента*
массовых сил; h'g 1 — постоянная величина. Я

13волн сбозначспня 7',*= TiJ ) ~ Г 1/*; Л„ , - ЛII,’. • Л™’»; Лт И
=■ Л ^  Л « ’; //,*= ЛV*-f-Л̂ г* и складывая выражения [3.35)Я
(3.36), получаем закон сохранении энергии при упругой деформ^И 
пки литосферы. 1Й

 ̂в ~ Лио»“ 'Лот (3.37)1
Учитывая равенство (3.37) и независимость ст времени кип, ча-1 

тнческих условии связей, наложенных на элементы Зем. i. н;.ходвм 
закон сохранения поступательно-вращательного движения Землн! 
как жесткого целого тела в виде

V.Vf/tj -,)+ ф  ■ ~ [,\ p *+ B f+ C r> )- U = h ,  (3.38) 
Го

где /i — постоянная величина; (I силовая функция системы G„.
Tor ia сохраняется полная и ергня системы

7* +  £/• =  /г, (3.39)

где /'*■ ■ кипе7]1ЧРская энергия; I нотенцнальнм энергия н 
h — четоянная энергии системы (■„ причем - /i". где h* опреде
ли-. . I равенстпом (3^0).

Птм гнм, чго равенство (З.ЗО) получено путем существенного, 
нс/шль i вания мал юти деформации литосферы, так как в выраже
ниях (3.32) — (3.34) npene6pei ается изменением се объема 1г

Перенаем к анализу вращательного движения твердых частей 
3ev« in.

3.3. Предельные режимы вращения Земли

В гил> малости информации литосферы существует сфем Щ 
центрам н центре маа: Землн. содержащая ее во все время явйжв 
ния te=R\. Радиус мои сферы примем за единицу длины. Тогда в 
силу известных свойств 124. 33] полиномов Лежандра гармоники 
С и S ilt  геошпенциала, описываемые вмряжгннятн (3.8), оце
ниваются 1 ик:



У с pi “.том номера т  стремятся к нулю, но крайней мере, как I/m, 
т. е

l im lC ^ K l im  Iiin|Sm*|<lini — . ..
т  ® т * ю т  т  ~ш> m - <* I J.4  I |

p.iCCMoipn.M дифференциальные уравнения вращения литосфе
ры, мантии и внутреннего ядра, обозначив через К\, Кг и Кз и* 
кинетические моменты:

lit (3.42)

гд< Q= пням:,griidk'n — момент силы взаимодействия литосферы с
те.|. I 1,. ЛI ......... Vf„; Q| — момент силы трения литосферы о
вязкую астеносферу; Q2 и Q3— моменты силы трения мантии о

*• *
вязк ■: астеносферу и внешнее ядро; Н\, 112 моменты силы со- 
грчт. 1Я движению мантии и внутреннего ядра в геомагнитном
ПС.:. Qi момент силы трения внутреннего ядра о вязкое внеш
нее ядро.

— *- ■.«>
Пу ть ом, (i)j и 0)3 — угловые скорости вращения литосферы, 

v..hhih и внутреннего ядра около их центров масс О , Оху г си
стем;! главных центральных осей инерции литосферы и Qs —  мо
мент 1 ил ннершш, возникающих вследствие движения системы от- 
c .tn a Oiyz r геЛ( Земли. Тогда уравнения (3.42) будут иметь вид

«м х Х'— у  i g ,  -ь
/ • • ■ •«

UTT 1 *»Х "j,' ) I W|) • А  | - J *  "»1 X (1)2 j —

I i//1* /г* (3.43"’

T7e v. J». • 9 -

. к ; , *  i j L x I - t
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Здесь через (il'/dt) обозначена локальная производная по вре
мени.

1J силу оценок (3.40) главные центральные моменты инерции
АЦ), B it ), C(t) литосферы \ ювлетворяют следующим равенст
вам:

А * - 1-пЫ (/); Я , - infft(f); с ,  infC(/);
It.*. i £ R i  f t * ,

.-1*»si«p3 (/); В ш - stip/f ( )̂; C* -stipC
ifcRi и:*,

причем выполняются неравенства

О Л ,< Л (/ )< Л *< о о ; 0 < Д *< Й (/ )< £Г< оо ; (3.44) 

0 < С ,< £< /)^С *< ос; Л ,^ Т (М ^ Д (/ )< £ (П < С \

Г  учетом неравенств (3.44) нетрудно >становнть с\щесп)'>ва-
t  t '

ние величин .-1 r =  lim I A (s) Js-, Не --lim '- I fi(s)ds\ ( 'c —
t -Ш 1 ■' »-.«> 1 ■

I
=  1 in -- \ C.(s)ds, принимающих конечные :•t. «паченнн, и

Ис^ Л ( ^ С с. (3.45)

Вместо литосферы рассмотрим твердую оболочку 5* со сферн-
■ tcKoi полостью радиуса г--г\, имеющую главные моменты инер
ции Л*, В е, C t и кинетическую энергию Те. равную ки н е ти ч е с к о й
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энергии Т* вращения лншсферы. Очевидно, такая замена будет 
эквивалентной, если к оболочке будет приложен момент, обеснечн- 
никлиий равенство кинетических энергии Г е и Т*.

П нолях сокращения записи кинетический момент и угловую
• ф

сК,,р(и Г1. оболочки обозначим по-прежнему через Л'ь шъ моменты 
икернии Лс, В е, С е — черн Л|, й| и Сь Далее, как и но второй 
главе, систему уравнении (3.43) разрешим относительно пронз- 
ь,.цн .х составляющих угловых скоростей и запишем эти уравнения

«  —•  • •  •

относительно разностей им—ш2 и —cd3. Последние сохраняют вид 
(2 131). Здесь, переходя к новым переменным Х\, х«, ха, .v4, *5, г* 
ч»рез замену (2.132), получим линейную неоднородную систему 
вида (2.133). Й пей линейная часть совпадает с линейной частью 
сттемы (2.130) как по форме, так и по содержанию, а нелинейные 
сйоби.шые члены имеют др\гой вид и содержание. Однако шесгн- 
MWiiiiH пекюр-функция, составляющими которой являются уиомя- 
ьутые свобсдные члены уравнения, будет ограниченной как но вре
мени. так и по пространственным координатам х. Следовательно, 
все рассуждения предыдущей главы применимы по отношению к 
слоистой модели Земли с упругой литосферой. Отсюда вытекает 
существовании предельных режимов вращения Земли:

P' =  lh— Рз--0; v. ---(/а=^з=0; /-1 =  г2= г 3='- ; (3 46)
Р< — Р2-м*/Ь=0; q*. г,= г2 =  г3— 0; (3.47)

P x - P i- P i^ P * -. Ц\~ $2 — г, =  г2= г 3=0, (3.48)
причем р* -*-(). ц*Ф0, г ’Ф-0.

От метим отличительные особенности вращения слоистой Земли 
‘ \пругой литосферой ог вращения слоистой Земли с твердой лито
сферой. В случае слоистой Землн с упругой литосферой в линей
ных частях первых Tpi х уранмоний (2.1*28) соответственно появля
ется линейные слагаемые вида

1 d \  I d 'B  1 d ’t l „
"  Х * 'Т Г л ;  “  • Tt .

а а б  (3.19)

® в нелинейных свободных членах — слагаемые, соответствующие 
-пРугой деформации литосфегн.
hit как У*?У*ж  тело ммшисшю приспосабливается к положс- 
Ш СГо ,к:н аращення, а Д.1Я Земли деформация от вращения г у 
, ТВснно превосходит деформацию от гравитации (20). то всегда 

У«ввствлястся лишь одни из режимов (3.46), (3.17), (3.48). Э т т
105



реж ч будет представлять собой перманентное вращение вокруг 
orн наибольшего главною центрального момента Земли, т. е. со- 
нпадасг с *3-48). Если учесть, что н начальный момент времени ли
тосфера имела сферическую форму с шаровым эллипсоидом инер
ции, то Земля осуществляет выход на режим, затрачивая па это 
минимум энергии, т. е. по нанкратчайшему пути. Следовательно, в 
случае слоистой Земли с упругой литосферой выход на предельный 
режим вращения убыстряется.

В существующей литературе влияние упругости вещества Зем 
ли на ее движение как твердого тела учитывается через числа »г1я 
на и Сида |4Г>| Некорректность такого способа изучения тнжения 
Земли установлена в работе [41]. В связи с чтим рассмотрим зааа 
чу о напряженно-деформированном состоянии литосферы под дей 
сгнием приложенных к ней объемных сил и их моментов.

3.4. Напряженно-деформированное состояние вращающейся
литосферы под действием поверхностных сил вязкого трения

Решим задачу о напряженном и деформированном состоянии 
I толстое генной сферической оболочки (литосферы) при 

вращательном движении Земли. О линейной постановке 1адачн сво 
днтсн к рассмотрению равновесия полой сферы, находящейся под 

лтем объемных сил, которыми являются центробежные сила 
инерции; на внутренней поверхности полой сферы приложены си 
лы вязкого трения астеносф рпш слоя. П ощч-^елнютш
из решения задачи о нестационарном движении низкого астено 
cib- ого слоя, пршм денного в предыдущей главе. Олласно гидро- 
лн ’ .1 ■: let* к ой лала**е, силы вязкого трения на вну.ренней поверх 
нос и литосферы являются резулыпрующнми сил вязкости 
{P r. 1 • обусловленных вращением ли т. форы и шара вокруг об 
uu-ii юн 0Z, и сил вязкости (рГ1 ) козннкаютнх при вращении 
шара вокруг оси ОХ и при неподвижной оболочке. II «ваги с ним 
in пая зад;»ча о напряженно- сформированном а>стоянни обо- 
очки при вращательном д виж ении  Зем л и  разбита па две: I об 

и **  равновесии обо ло чк . п <• 1кчеч цеи:роо»-жм«г-: < iU E  
ьр.|. .женнычн к ее внутренне;'! поверхности силами вязкости  
(/V J. ’• 2 о напряженном состоянии Й Гю л о чкн , вызванном только  
си. *ми НЯ *К0< 1 И (/.•„,. )„ .

В свою очередь, первая из них вслс цгтвис симметричной нагру- 
у счиюсти оболочки распадается на задачу о кручении, с в яза н н ую  с 
. пределением компоненты перемещения и„ по краевым у с л о в и я м , 
налмжениым на выражающиеся только через нее напряжения тг,. 11

1Ш.



згаачу о деформации в меридиональной плоскости, когда искомы 
Ми величинами являются составляющие перемещения иг и и и на
пряжения ar. Op аа, тг,.

Задача рассматривается как квазистаципнарная.
II. |ь упругая литосфера ограничена сферическими поверхно

стями радиусами Г\ и г0. Положим, что вектор угловой скорости
,.j вр аш гн и я  литосферы п сферической системе координат г, а, р 
ц:пр • ieii 110 прямой fi- П, я вектор угловой скорости (1)2 вращения 
шара - но оси Z\ в плоскости и — 0 (см. рнс. 4).

Сна 1ла рассмотрим задачу об упругом равновесии оболочки, 
пах ид ейся под действием распределенной по ее внутренней по
верхности нагру :ки (РГ,)Г|- определяемой формулой (2.33). За
пишем выражение сил вязкости (2.33) н следующем виде:

(/V«Vi Mij1"!
Л/*

— \  • 2л V  Ч (- ■ >.»//
> г* Г \

4 г > ч
, ‘ I 1 I • .1 Г 4/-'

с}' ** у  .;*■ | : у| , , - itt

у , щ  >..)]+

(3.50)
Уравнения равновесия теории упругости в сферической системе 

Koop.imur г, «, р имеют вид [10]:

• г sin рп,-) i- *  | г sin Цт г ) ?  (гтГ1) -д‘. '■ * ...... .. . д*

з rsinp -о, г «in Ц =  0;

-^f I '  sill fiOf ) f  ^  (r-C,,) 4. A  (r *in |iT r,n) —
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— Од г cos p-t 1г)Г sin р =  0; (3.51)

(}~ (Г; ) +  -J7 ( *  *>» рт г , )  Н ау  '  sin pT,v.)-h

-f-„г  sin p-f-т 3*r tos p =  0.

Пользуясь выражениями, связывающими составляющие тензо
ра деформации с компонентами перемещения в сферических к ,-, 
дннатах [2 |:

е, =-

Тг

и принимая во внимание го, что рассматривается задача кручения, 
когда единственной нулевой компонентой смещения являете» и,,

0.1 Г 1 да г Ur ! да. «5 Clg ? “ г- • it'  * 6 г <)Г г ■ Б.Г 1 . . I I - . д: Г Г *
(3.52)

(til* ‘h 1 ди- I <)л, e g 3 ,_____1 ди,
дг г г d 'i * 1*  * , ' $ г /-sin? д15

1
/-sin

д /г ,
5 71 т

з».
Sr~ *  ' г 1

U, {г, f,). получаем

£г т= S. -1г = 0 ;

Ли, « , .
7г»*= д- г”  ’

1 1( <!а , \
7 ь - - 1 [ ~д1 ' i’tg Р

(.4.53)

Таким образом, из шести компонентов тензора деформации от
личными от нуля оказываются только два — сдвиги уГ7 и 7 .. 

Применяя закон Гука в форме

* , - 2 * * - « v  :

*  J - ,  > t., =  «»Y>.;  (3.54)

о, — 2ri* (г, *>г” 0*1,г.

Iде А =  гг £ч -г £t; G' — мод\ль сдвига; т  — число Пуассона, Ha
lt is



иМ СЛедуюишР значения для напряжении п рассматриваемой 
задаче:

з з. ■= ~г) 0; == 0*у г»; “ ч * d  у?«- (З.ээ) 
П о э т о м у  из уравнений равновесия (3.50) получим

. т " 4 т + -‘ ,я,'-+* * * • « ">-а  <зл»

Граничным условием задачи будет

тг. (Рг.)г, при г=^г)( (3.57)

где (р Л определяется формулой (3.50).
Выразим компоненты напряжения т Г5 и т через смешение 

и на основании соотношений (3.55), (3.53):

/<*“ . и .  \
'" - G 'W r  ~  Т->

(3.58)

Подставляя найденные выражения для напряжений тГ1, к и 
уравнение (3.56), имеем

. 2 d“ i , I 
»)■ * 1 г дг г* <)5*

(3.5‘J )
I 1 4 0 011 о “ • (о C('S'^ I Пh —  aigfi дГ - ri 2 g. ^ j  -0.

Таким образом получено дифференциальное уравнение для 
определения смешении и г Вид граничных условий (3.57) с учетом 
равенства (3.50) указывает на возможность поиска решения уран 
нения (3.59) в виде

и, (/, р )= и (г ) sin р. (З.М)

Топа из (3.59) для определения и как функции г получим 
обыкновенное дифференциальное уравнение:

rf*« 2 du 2а п
(3.61)
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общее решение которого представляется ь виде
Г

u — C,r-\- г , (3.^2)

где С| и С2 произвольные постоянные. Следовательно, для ком
поненты смещении i^iio формуле (3.G0) будем иметь

«. (г, Ц )=  |С > +  7 *-)siri Р- (3.63)

Подставив найденное соотношение (3.63) для ut в выражение
(3.58), определим напряжения тГ1 н ? ;

5 ' c s i i i p , (3.64> 

(3.65)
С учетом граничного условия (3.57) найдем произвольную по

стоянную С2:

v-='о.

Следонате н.но,
('z— r\{Pr.)r,/3(i* sin p.

(; i6b)

Тогда напряженно-деформированное состояние оболочки, нахо 
дящейся под действием сил вязкости (0Г1)Г , па основании соотно
шении (3.66), (3.65), (3.55) характеризуется следующим, компо 
кентами напряжений:

f'-— о — : ~ ".•-■=1! " 0j

- ( Г , Л
V .=  —Hi V I Mi I 'а ' а" -|-2г| V  e xp I v ,V J Ir ty X

[ L *1 - г2

х ( т г х* ) >•*)- ]

. \ 1 ; -1 1 * I Згп Г i1
“  J J  WjCOSV'1 2 “ 8,' Г

Л/2
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v  схр(— vay/ rD  I ' * 11r i ^cs/2ĉ 4i)j  */2  ̂,J x
Г*!

/.("Г *̂)|*̂  Г* j  [т ,’ j j
1

sin p, 

(3.67)
и деформации:

Ег“  ъ “ e, =^тг. =  7 , =  0;

IV ?
T' =I G*i*

3/J
Н-2г, V  i xp( - v iX^/r|)\г3 _ я  _

r \ ' 1  . ,

x [ g 3/2(>̂ /w ( ; ; - ; *) ■ \]

- y ; >•» j>2 COS Y 3-S
J !  a

I + 2 52- \  i-xpl—Vi>.* X
' T ^ i

x i/r  j> £  { r , [ c , ^ )  ^-x.) -  j , f i . , ) o ; „ (  a  >.,) | •

■!'■* j si"P- <3-6s>

T> ! i найдем напряженное состояние оболочки по., действием 
распределенных по Се внутренней поверхности сил вязкости 
(Р п )г,< определяемых формулой (2.37) в сферическон системе
координат г. а', |Г, введенной в разде ie 2.3. Пользуясь поражением
(2.37), имеем

( г Зг* .вз «
(рг,')г, =  —riiO)2sinv V  {ХР( “  V|X*//r*)A-* X

I L ri ~r* rt ‘ А-»

- ^ ‘)°.»(т;х<)1! ’ ! т .' * ■* . ) (3.69)
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Ясно, чго но введенной системе сферических координат г а* 
ось ОХ играет ту же роль, что 0Z  в системе координат г, u, f}. Го
да, применив изложенный в настоящем разделе метод определения 
тГ1 и запишем выражения ;ци тГ1. и v»„-:

V,- - ф т ,\ / г '* \  (3.70)

'г .— О- (3.71)
С учетом формулы (3.69) выражение (3.70) перепишем в виде

1 .» ^ я/г ^ 0ЧР (  - •
t • J  f l « 1  *

х (r,[G?/j[/) r j .ft* , ) - Vo; j  )./,,I
sin p". (3.72)

Итак, ц чтой задаче о напряженном состоянии оболочки, обус
ловленном нагрузкой (рГ1 ) , имеем компоненты напряжения 
яг s.. - : — ~т — т = 0, а гГ1. определяется выражением 
(о.72). Соответственно для компонент деформации получим

*г =* 7 0 . 13.73)

т-/- T;v*_ * 5.-+ 2 -̂ -, V  ехр(—v,).*//rj) j-  X
’i г 'i  ' Г> 

г| | с, -( > , ) / , , у , ( ,) A» ) j 1 г>|б»л(*■»V«Д т^

sin 0'.

Таким образом, напряженное состояние оболочки, вы зн ан н о е  
с ламп вязкого трения, рассматривается как ре.зу 1ьтат на.юже- 
ия двух напряженных состояний, получаемых при нагружении 

шлам» (pr,)fi и (Рг, )г . симметричном относительно осей OZ и 
ОХ. Результирующее напряженное состояние само не исесимчет- 
рично.
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В системе координат г, «, }i напряжение тГя разлагается па слс- 
Луюшие составляющие.

Л  I г ,*  S/2 •в • ̂  1 I ‘ *» а  •
V  -  . -  -Т—  -’ 1 ^ 4 1  w W l l ' X

L 1 1 * i

COS Р COS u,
(.,.74)

•г.. ,*
«Ч>ПТГ|

pc|ri A*J Г* *̂ a/2 Л*)

| . \ ] J

« J  Б/2 <e

-X Z T  2 > /2  2  i " — v , X ; / / r | ) / . - «
' 1 2  r l f t

Л/гО '^зуг^ '-*.) j J 1 J sin «. (3.75)

Тогда, суммируя компоненты напряжении, определяемые соот
ношениями (3.67), (3.741. (3.75), получаем

л  о-.

j f
— - V  -1-2'’, V  exp( Ы ^ / ф Х

1 '2

Vя г5/2 “  I- « « о м -  ? ц
' '  '<  Г г . *

* К с,**»ч>(: -■) Л,А)е„.(- '̂■.) ] I *л ,.Л »ЦОД -

8-31
II I



bin p-f

xp< — V|.'. /̂/л;.') p
I * 1

■iA't/J I r \ ' ] "̂ 8/2̂ *)Gs/ĵ  r| ^*)j" гг|С8/2(>. • )̂ s/J ̂  i

/ . i I - 1
■ 7 J  *)'C,/2 [{*-'• t) J J cos (J cos <i: (3.76)

7^ - 2 т й - I  rl 2 *1 i |  *

< « . . ' ,1 , )  ••• ( - i e - ,  b .( A . ) 4

Полученные соотношения для компонент напряжений (3.76) 
определяют напряженней состояние литосферы пол и-нствнем сил 
н.изкостн, приложенных к ее внутренней поверхности, асгетх-фер- 
ного слоя.

Аналогично находятся соотношении для компонеш деформации:
_ * * „Л .♦ л
‘ r“  V .=

Г 1 ;
___1 я " T ”L > - • 2

v  . I > ■ .  )

”  > 2 ]  r s ' i

— <|>2 COS Y
4 r® .S/2 »  _

- Д г  -2 ^ 2 -  PII — 2 'i jTl
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г/2 ■y,tlr\)- ' j  ̂ r z^G,/2(/.A) '

( t -Л/2Сл*)°з(а( ,^ - .) ] )  j J ^ J H -

+ 2 i n 2  jr 'G ,..(• ) /?/2( 7 /  ) -
'» . it * I I '

' r : 1 r  * : i ■ " - :

Xcos p cos n;
j ,  ‘ ,s;2 « ,

2 2/2 V  V X
‘~ 2  -I ^r, *

x j r ,  G.71(a ' r J21 , л- I j  J Г2^у/г(л ) •'г'/г1, rJ A*)~

- j J M O j  ; j I , )  ] j

fr
I i^ 'T i
<■ ; * *

44  <r. 3 77)

Рассмотрим задачу о напряженно деформированном состоянии 
литосферы, вращающейся с угловой скоростью о».. Ни и ми словами, 
требуется построить решение задачи об упругом равновесии полой 
сферы, находящейся под действием центробежных сил, внешняя и 
внутренняя поверхность которой скобочны от нагрузок. Действую
щие центробежные силы имени потенциал, представляемый в виде
15»]:

.. ■ ,« I
-  ,- 'г \ « гЧ)- (3-78) 

где (cos(i) ' |,4cos f5 1|, v' -удельный вес g ускорение 
силы тяжести.
 ̂ В монографии [38J для рассматриваемой задачи лап метод

федслепия компонент перемениний и напряжений на основе ре-
■ HIHI вну'реннен и пнешней задач для сферы. Воспользуемся этим 

методом. '
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Решение поставленной задачи получается наложением частного 
решения задачи для сферы, соответствующего первому слагаемому 
(3.78): 4

„  п .. ^  Г * ! ' ( 3m-I г2 Л  и,.,= 0."г  bYi*g{m о г )' ц»

<rS <  <3-79)|

/ ,  f * 1"! 'Лт— 1 [ г т + З  Л
= l 5 T m  1 I Го-  З т _ Г ^  j*

частного решения, соответствующего второму слагаемому в вира- 
женнн потенциала (3.78):

Ч*и,(от-2)'* ]* 1 ^ * dP%

,5, Т*‘"’ (бя-5) 3(/л -*) df\ , п
^ з п г а к  - и ' /(cosf5): хг2) а r « s = i)  ; <3- *

^  g fC(m - h  ^  < « * » ) —  f f c ^ T )  rf?

в.» . ±?-. r  (cos i i+  ш  ~2)r *- - я *- < t «г в 
“  7 ( « - l )  * 1 “ '’ p-

и решений внутренней и внешней задач для сферы, определяемы* 
постоянными Л о, 1)\. /1'. И*, С*, D*-.

»>?>=—2И*"1 ' ' г .  «<э>=0; з'«==а1*)=з<*).- 4GMC t<;V=0;Г  О ^  * Г  J? < ^ ,ц  » Г;1 *

- 0; 
(3.81)

'П -1

ы(4)„ нм) _о- э(4>= • ст«)--=х*=» — — />0 • ?'< —0;
г  г* ' 9 * Г г »  I р a i  1 Г ’  1

Т! - t Л3+

rJ
1 '6

л т  -J 2t f * r j/>г (cosp): tfi=

+ » ' ' ] %  ^ - [ - 7  « - + < « * * •  f

Г 2(7M *  - + - f 20* B ‘ ; £»'«>== -  f 1 7m-— r4-m | dp ’ »> I m



- fS G ’ ri J P  ( c o s p ) - [ 2 6 M -  7- ^ _ L - + 2 G  В *  c tg P ;

Здав  j _  C M V + 4 C  f i* ]  P s (cos p )+  [2G *.4* '>+

2« * я « ]  cta p: 

г ч'*(5<" I )  3D* 1 „  , ... ,6, 2C*(M -• , 13* 1 / Г .
*» *-  . ---- - r  j ^  1« * И :  < > -  ш «~ f- -Ti I IT *

I SG*C*<5« 1) 24GV>»ln /..... o. .  .«.I0(Ц  .  I ---------m-t - , ---- pp—  J l \  (COS P  ) .  * / I 1 к Л Л в М )

J^ D * J  dP, 
>' i J ’

f  4G*C‘ (m 2) _  JH O ^  f jg !C !< " ^ )
» | m>* ■ ’ L ",r

« ;* с ч «  2)
mr*

‘2<TD'\<lPt
-  —tb— |-5Г  »-*KP:

,, Г 2 0 G * C * l m  2 )  1 Й Л Ч  „  .
< ’- [ ---- ~mi*----- ^ - J^ ( c o s p )-

. 2G a D *  | <IP7 . u
1 -  - - J v _ c ,g p -

iipn котор. \ общее решение задачи для поло сферы будет удов
летворять условиям обращения в нудь напряъмшиЛ « Г н тг на 6е 
внешней н внутреннем поверхностях.

Постоянные Ло, //>, /?” , В*. С*. 1)т определяются нз систем 
уравнений v

2Л* m+1 + ? - °  «О 
Р (3.82)

4 * r 2 j_ . ,n  4С-(5|»~|) , 120* 
т  о ■ “ Г7з 1 5"*r0 •(* BtriV(w-l) •
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4 ГУ

__ 6 »*_2 .)/>• 4C*i.5«i 1) , 120"

7N| 'о(3^-б) 
8iG*g(m -1) •

, * ; r?(12m-!0) 
«*l6V(et -I) •

7mi - л v*+/**.+m i 1
■ID*
Л •#(«—!) *

( 183)

где m — число Пуассона: г . г\ радиусы внешней и внутренней 
поверхностей оболочки; О* — модуль сдвига.

Найдем выражения компонент перемещений иг и и,. С учетом 
(3.82), (3.83) из соотношений (3.7У), (3.81) получим

т Ч (т-2)г  / Л я - 1т ^ г ) -
2 (я-2 )(3/я-1 )(^-1 )г,{ (3m -I)(«g- l)^ r«

' 2-1 ОЧИ)'*
+

• - 1)
124 (от 2)r>+ \ ;r»+ 2A ; r J r b

•' -i .к  1 .

7**?
H,! S K i V ( n  — I )

« 2(m-2)rf
+ " ?л :+ ярт-1- 

iae введены обозначения

(да 2j/" г — ~ г * К -т
*> 7. .  pori . .л * . ,* л, dPt 

d} '

(3.84)

- (60/н—72да-)(?5 {-(42/и- -64m+2)^J-f-30/«*-|-4m—2;

</*=* (42от-'4- 12m)eJ *5̂  й5ш ■< * -7даг— 12m Г>;

LI • =. —36m*Jj l- (10— 70да2)еЗ+70отг+36ш— 10;
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rf# - (36/и — 18/л2)<?*-г ( 18/н2— %;п)<>оЧ (З т  4 т — 1)«?’

—З т  4 т — I: d ;= (2 8 m  20)е*^<20 100m)£>*-f 72т. 

d* = ( I4«i — 10)tr® (10/«4 Ю)е0--2‘\т ;

• i* л® л* _ »• j* -•
' г ' f» J * . л* _ 1 _  c »•Л ,в  Г» j* ,• .» • 2 j* » **»'. . . . u .
• t  ? -- J

i л! v*- л +  й ^о*ч*
7m t-2л : - о  зp i - - л ;

 ̂ Чт-И 
•»

21 m H )

7 m 4-5 , . .
IS T - M *  

л; -Ь'-л;. (3.85)

Напряженное состояние оболочки характеризуется следующими 
компонентами напряжении, получаемыми из формул (3.79) (3.83):

От 1H*S • г 
■ гТ Ч  Г.-, , „ 8 .. (-1"  »*•

* — n s rs b .T l» '4™ - 1̂ ^  г "  — л ц -v

(6т  5)г2 —
'•-I

___?_S__
.Ме(« -I»

' i-  л -r л* г. 1 .и - .ч - к д :  1т  - I /гс • л1 0 * /* Л  (cos?);

7/7! I 1
\2* п  1) rf? 42й(т -1) j m JV !!+ A »r  +

4 2 — - 1 A.j Г‘ 1 I - P%'* *  * ,* ‘ ол 1 ,» •

■ *“i im — 1 I , /n4--3 - . *o“ l » . (‘o '0*o '? \
1 £  m-l \ ro m —Г  Т Г»’ Г ’ 2(i 5 - 1 ) '• /

***,(«-2) dPt . Г  
Ш т -l) clg‘ 42e(m -l)

■ s ; f j )  a *^4-

+ 4 л ;г ; . 2 " m2 л ; ' :  -з.> л;i - j p - * / » P.(cos3 )-

____ i v 7m -4 
m

*•_ j  i • j n ^ 2 * * 1̂ I о Л • | . n* - b V l- * 2 —  AsT, + 4 Л17г  V -  c1&3:
(3.8 J
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3 e  Ь* -} [ г? - т  ь3 г I г  и “ п '* I
• Т 5 г  * - i  [  0 <п I .» . | > ’ » j , • j

1*-?(2«+3)r* _  j  />.
*1 2 I* («- 1 ) ^COŜ  ' * Г .'л я - П  с1К Н *

ь
•»2в(ч| - 1 )

-зо л ;г

г1Л - -‘ сЛ| ,»
т Ч 7ет-4

*=£. L • , • \* -:- -5- с,р?

1>рн обозначениях (3.85).
Таким обра.юм, построено ранение второй частной задачи. Тог

да напряженно деформированное состояние литосферы, находя
щейся пол действием как си i иязкости, так и центробежных сил, 
определяется суммон соответствующих компонент перемещений 
напряжений (.4.76), (3.84). (3.86).

Исходя ил полученных решении задач проведем анализ наиря- 
mi'HHoio и деформированного состояния литосферы. В случае на
гружения литосферы силами ее вязкого трения об астеносферу на 
основе решений (3.76), (3.77) можно сделать следующие выводы:

1 — компонента напряжения т*ш принимает >трицагсльные к а 
чения в слое между внешней и внутренней поверхностями лито
сферы (А|</'<г0). наименьшие — на ннешней поверхности (г*—»Го) 
и наибольшие значения по модулю— на внутренней (г— rt);

2 — компонента напряжения т* равна минимальным величи
нам на внепшей поверхности литосферы (г г,,) и раина нулю для 
значении углов и- 0, и — л; принимает наибольшие значения на 
внутренней поверхности {г-- rj) и при а —-- , i | ; **. -отри
цательна при л< !и< 2л н положительна при 0 < « < л ;

3 — компонента напряжения т*, минимальна на полюсах обо* 
лочки (ц — 0. р--л) и максимальна по абсолютной величине в 
экваториальной плоскости 1 £ у* j. а компонента напряжения т|
постоянна п я  всех ft при фиксированном угле и;

4 компоненты деформации у’г » \*г СУ1Ь функции углов а и|

lilC



следовательно , деформация литосферы иеосесимметрична и не- 
мметрична относительно экваториальной плоскости.

СМ Проведем анализ деформированного состояния литосферы под 
; твисм центробежных сил. Для исходных геофизических данных 
-6.171 м; г, — 6,271 • IО6 м, g — 9,81 м/с: ; у* —3 J КЯ кг/ма; 

--7 2921 Ю »■ 1 по формулам (3.81) вычислены компоненты 
п е р е м е ш е н nii Mr и и при различных значениях г, т  и |(. Результа
ты  вычислений  сведены в табл. 5 и 6.

f  4 б пп .' '  Зависимость упругих паримгпмвий в литосфере от числа Пуассона

m С  10* \  *• ar-G*-10 П , кГ/м 10 n , кГ/м

б.:*71 921,259— 1599,337 Р 'cosfl) rfPt
- 729.̂ 1 S - r f

4 6,42! 920,<*78 -15963» Pj (cosfl) dPt
-735,910-75* d P

6,271 916,106— 1593,157 Рг (cosf.) dPt-742,591 - j f
6,371 601,153 1728,501 P2 (eosfi) dP . 

731,447-Гд-*dP
3 6.321 604,342 1724,903 Pz (cosp) -738,911^-?

6; 271 604,592 — 1720,931 (cos?) — 746.».! Г .^ '*d?

Результаты вычислений п о зво л яю т сделать следующие выводы:
— деформация литосферы симметрична относительно эквато

риальной плоскости;
радиальные перемещении частиц литосферы иТ имеют отри

цательные значения на полюсах |Ц .0 , |. л) и положительные в
|ммП0|миы№п плоскости следовательно, вблизи полю
сов пропс хчдит сжатие, а в области экватора — расширение;

меридиональные п е|Ц  m i-.ц с н и я  « к  | феры и. равны
нулю н полюсах и н jKBaiopiia.ibHon плоскости, имеют положитель
ные значении для верхней ио.тьииы литосферы 1Ь — ) н от

рицательные мя нижней |-^-<р<л
перемещения иг равны нулю для внешней поверхности лито-

гфе ijj (/•„ у 71 10* м) при in— 4 для значений угла р, близких 
К иЗ . "
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Г а С I м u а > Хараитгрж тика радиальных и меридиональных перемещение
литосферы

р Г .10 6, м
ur.G *.10 п . кг/ы " <;• Ю » , кг и 

т \ | п: 3т 4 т —3

6,371 -(574,078 —1124,348 0 0
0. X 6..321 -675.416 -1120,561 0 0

6,271 —С77.051 -1116,339 0 0

)( 6,371 24,031 -355.536 1091,123 1097,171
6,321 25,401 —363,329 1103.865 1108 41 и4 6,.>71 22.34Е -360,831 1113,887 1119.923

ТС 6.371 1720,928 1163, I01 0 0
о 6,321 1719,175 N66,794 0 0

6,271 1712,685 146г,, 058 0 . 0

6,371 24,031 -365.5.Vi 1091,123 -1097,171Тж 6.321 25,401 —363,̂ 29 -1103,863 — 1108.412
т 6,271 22.345 —360,851 -1113,887 —1119.&23

Таким образом, в процессе деформации литосфера под действи
ем сил вязкости и центробежных c j i . i приобретает форму сп юо- 
нутого тела, иными словами, становится твердым телом с сланными 
м mi I 1. Ч мик-рцни I В, С, удовлетворяющим! диош >м> неравен 
ству А <С В  ■< С.

3.5. Напряжснно-деформированнос состояние вращающейся 
литосферы в поле ньютоновых сил притяжения Луной, 

Солнцем и их моментов

Анализ влияния объемных сил, соответствующих гарм оникам  
второго порядка силовой функции ньютонова воздействия тел Со" 
печной системы, на процесс деформирования упругой титосферы 
npOBL-иен в работе j 20J. Результаты расчетов при исходных дан 
пых, отвечающих реальной Земле и различным положениям притя 
гнвающи центров- Луны и Солнца, выявили ряд  особенностей 
деформирования В частности, осевая симметрия деформации вр» 
шаюшеися литосферы нарушается под действием нью тоновы х  сил 
притяжения; асимметрия обусловлена появлением перемещ ение 
точек поверхности титосферы в направлении вектора, касательной^  
к параллели; названные перемещения меняют свой знак вдоль 
ридианов- от полюса к полюс». Указанное решение получено при



. пни 'Iго главны й  вектор к главным моменч всех приложенных 
, УС„ ° тосфсре внешних сил равны пулю, т. е. ммеет место самоуран- 

к гь внешних нагрузок, отнесенных к центру масс Зёмдгн.
Очевидно. .чанное условие не выполняется, как только число т  

,одяшср выражение (3.21) силовой функции, превосходит Цвом
кл.т .'* В сви • положенным рассмотрим задачу о нанряженно-дефор- 

«пованш м состоянии литосферы, моделируемой сферической обо- 
ло'чкоЛ с i Мусами r t и г и плотностью |>t,=const. Пусть литосфе
ра b')3Ui. : гея с угловой скоростью о>| в иоле ньютонова притяжения 
ее Л V ,f,il Солнцем и планетами, принятыми за материальные точ
ки О О. Сферические координаты тел О, обозна
чим чер> г/, «|. Р-j)- Н предположении, что n»i=const и коорди
наты (■;*■ i< //) являются постоянными, построим решение задачи

Любы< две части литосферы, разделенные некоторой поверхно
стью с вн иней нормалью е, взаимодействуют между собой через 
доктор ряжении о, и нсктор пар напряжений i e. При этом име
ют Mei ' равенства (3.12). Обозначим через R и Р  интенсивности 
гдех обтачных сил и их моментов соответственно. Тогда, согласно 
принцип Даламбера, условия статического равновесия формули
руются ; алогично (3.14) и имеют вид

-У^=0; з 0. (3 87)
А А

Здесь о [о1}] — тензор напряжений; т — } тензор пар 
напряжем' и, причем л ih всех « r j  выполняются неравенства

z4 xij~S'x]t ('./=1.2,3). (3.88)

Обозначив через и{иг, ма, и ) и w U  г, я-'.. ®  ) векторы упругих 
перемещений и поворотов, предположим, что они связаны кинемати
ческим условием

-* | —
«’ - -у ?Х « .

Тогда тензоры о и т будут выражены равенствами
л а » . л
3=/./v«. + 2 ^ v « ) .  3.

л * - i»i ‘ I -1*1 .х= »+  ~ 2 V (HV).

(3.89)

(3.90)

(3.91) 
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i де точка и крестик означают скалярное и векторное произведений 
индекс а — выделение антисимметричном части соответствующего! 
тензора и

(av)— + / X (v X « ) ,  о . ---\-1 э.

Обозначая через 0 — V -м объемное расширение, а через Д —J  
оператор Лапласа и учитывай выражения (3.90) — (3.92), из систе
му (3.87) получим векторное уравнение равновесия литосферы а 
перемещениях:

- YV *u  -г +  С - /- Т - П - и +

+  1  + -~r v ( / ></5) 0. (3.93)

Согласно выбору модели литосферы, исходя н.ч выоажения 
(3.21) силовой функции ньютоновых сил пригяжения ее Луной, 
Солнцем н планетами, имеем

«•■I

- О я .  2  -I т 2 (3.94)

где у*— угол между радиусами-векторами ючкн Ot и текущей 
точки литосферы. Силовая функция объемных центробежных сил 
равна sin- «ж. Поэтому существует силовая функция

Ф—{/+ j  (3.95)
» • | 

риражающая ректоры R и Р  посредством равенств

? =  Г 1; Р - г Х Г " . f3.96)|
Запишем граничные условия уравнений (3.93):

(*г,3)|г г, —(«’г*3) г г, —0. (3.97)
Однородное уравнение, соответствующее (3.93), имеет вид

-j—-ту YY*i; Лг/ r-^ -v/-V *T V X «= 0 . (3.98)
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решение задачи (3.93), (3.97) можно представить суммой обще
го решения м* уравнений (3.9*) и какого-либо частного решения
* «равнений (3.93). Соответствующие этим полям перемещении ы3

WC }  I д * й
и тен зо р ы  напряжении ои и о* и тензоры пар напряжений то» i* 

Определяются по формулам (3.90) и (3.91) последовательной заме
ной и на и I п Пон этом граничные условия (3.97) принимают 
един 113 следующих двух видов:

(er* 0 \-er-i*)\r г, =0, (3.99)

( -0,1). (.3.100)
Соотнош ения (3.99) н и  100) эквивалентны системам скалярных 
равенств вида

-* =  —  з °  • -* — з °  • з* — зГ ( 3  1 0 П"rl гИ  v . l  r i J r?/’ U

~'Ы - •?*!» V i r" (3.102)
Граничные условия (3.99) или (>.101) используются для опреде

лении '. шальных печ гокш-ых интегрирования, в.чодшинх и об
щее решение и ‘ уравнений i3.9H). Для этой цели в ранной степени 
пригодны и условия |3.]011) илн (3.102).

С учетом выражения (3.95) н (3.96) построим частное решение
и|, уравнения (3.93). Исходя ни потенциальности объемных си., н
уравнения (3.93) решение ии будем искать в виде

ио'Гго- (3.W3)
В силу линейности уравнения (3.93) достаточно рассмотреть 

случай одного притягивающею центра ( ) t с потенциалом //, и не-
вргщающен! .■ литосферы, иби искомое частное решение uD будет 
получено < I Н'.'рш, jimuefi решении, сочгвстствующн.х силовым фуик-
ииям * ....... (/«-I н J ; Х  sin «•

Итак, рассмотрим случай лишь одного притягивающего центра 
с массон Л , которому соответствует силовая функция



где Р т  (cosy*) полином Лежандра и он, согласно формуле ело 
жсння, имеет вид

P JLс«*7* Н  j L  гкк с *
V  . '' -k)\

’ ‘ {т г k)\ ^m*(cos3*j P„.,lcosp)cos ви

. (3.105)
Здесь [г , а*, р*) - координаты притягивающего центра; (г, ,х 

р) — коордннаты текущей точки объема титосферы; Й — 2, 
для всех k^sl. Гак как кчэггрдннаты притягивающего центра фикси
рованы, го выражение (3.105) можно рассматривать как функцию 
переменных (», Р), а именно, как сферическую функцию;

т

ГЛС

^ (c o s p X A ^ c o s f c t- H ^ s in & J ,

ч  -fr)l

к О

2
я * ‘ Ьк ('Л |-*)! Р м (СМ fi') coats»*;

в - ~  г, ■

(3. 106)

(3.107)

с\гь постоянные, зависящие от угловых координат прпгяпшнюше- 
го центра.

С учетом выражения (.3.106) представим ря.1 13.104) в виде ^

(3. 108)

глс <1„  = ( '* )  Psu (3.108) сходится регулярно в любш' iочке про* 
странстна, лля которой г < г “ . Первый член ряда (>4.108) не зависит! 
от координат текущей гочкп и отвечает за движение ли ю.ферьМ 
как абсолютно твердое тело. Поэтому под L ~ будем прш.имати вы
ражение (3.108) беч его первого члена Оц —.

Полагая R ~  V U *  и Р — r X V U*, равенство /3.103) внесем в 
уравнении (3.93). Тогла

W tPo '1 — I j g  
4,̂ (1 -v) U ' (З.Ю9)

Функция i[o, являясь решением уравнения (3.109), непрерывна 
вместе со вторым» частными производными по каждой из свонзе 
переменных. Поэтому она разлагается в ряд по степеням радиуса г



по сферическим ФУ,,киням. При этом с учетом порядка производ
ном по г функции ч . входящей н уравнение (3.109), будем иметь 
рырэжснис

т
? о V  ь „г ”  *}'„(<*$), (3.110)

т I

|10 1>я — неизвестные коэффициенты.
рил (3.1 Ю) также сходится регулярно в области г<С.г’.
Внося представление (З.ПО) для ц, в уравнение (3.109) и срав

нивая правую и левую части полученного при этом выражения, 
определяем коэффициенты Ьт ряда (3.110). К  примеру, укажем 
на  ольки первых коэффнциенгов:

L Л /) п. h ^ ‘̂ | 1. (1 2̂ )ОГ|
„  0, 6 ,-0 , й. 56ч(1—•») : ■»— '36Kl-v> • (3.111)

Итак, функция <ю построена. По формуле (3.103) определим 
искомое гное решение. Для простоты ограничимся начальным 
приближением ряда (3.110), содержащим члены с. коэффициента
ми (3.111). Г01 да

G "Г ’ 2м(1—-) [ 7 ' | ч  J (*>?)];

•• - o , v .  п * я + ; ; » W ) | .

(3.112)

Сферические функции У* и ) входящие в решение (3.112), 
01 редр.тяются по формуле (3.106), а их коэффициенты А тк и Ьтк - 
по формулам (3.107)

Компоненты тешора напряжении о0 найдем по формулам (З.УО) 
заменой вектора и на и< Укажем эти величины:

° rr r«sin3 1 дг ( r l t 0 f S J ,  ( г;/о )+  ^•(/•//o.sinji) j -t 2и у *- ; 

о” - J (  . 1 d"tr  _  u 0. \ , 1 I 1 Г д . . „  . ,
’ д? г ) +  2 | ~  /■•sinfT' 1
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/ ^'Or I да.. I Ои0г "о? \ | 1 | d .
(  <Jr ' > rsinfj * *  r  J 2 I r*sin? '  [ dr

+  ^  ( rx? J  H ^ - ( r ' 4.i'n3 j-b  ^ rs in ? -  rt*  COS?
0Ф '

sin? * di 11

4*5« ="  7 *7iHT [ i f  (r ' wor sin^  +  157 ( ruo > ^  a/ ( r "o.sln3)

. 21» I .. , a“o- \
’ r ( "or '• d* Г'

♦ “ 7  (т а г  + з г -V * « * )+ ^ a « r l ^ 1 ^ SMM| -

I- 4 i ( r ' ° r ) + l | - ( r " " r S i n '1) — 'r - ^ s l n S — Г ^ т з ] ;

0 / 0a<h . I dl,Or u O. \ , 1 f  I f (3 , 4 .
=?r“ J‘ (-dT-+ 7—tf----- f~ ) + T { 7 * s-nT- I

I / ; ( « * . (+  »  (r< ,Sl«H-<-^ln?-l-<V.C05 t*j -  £ ;

• I * , . *  [ w  *■

iK‘
I

(3.113)

. j .  A  
• <h| sin3 <)i

1 &J 0- ,Jm \
-s'uji <i* ~ r \

o<)-\-2ur \-Ua>ctt# | 

<»-, ’ * ‘г "as I I d

• £  « - W )  +  s '*s!n3 X

£■ ( r '^ s l ir t )  !- -$~(r-z?T) |--yr (r t4rsln?) гт^1«0- -rx°sln? ].
*

В выражения (3.113) входит, во-первых, составляющие йог, и
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„  вектора и , которые будут юлу чем и по формулам (3.112); зо-IdO ' .
вторых, компоненты тензора пар напряжении то- Запишем выраже
ния элементов тензора т0:

А Т+« Д f 1 , *», , л  I \ 1
к \ — ( г

( 7* i r [ ^ r2sinH- f ( % -  *  - l i 5e T ^ )

д . а  1 1 диг д“ \ О I /
■ & ?****•  ■ т тж  г г  и ~ г  о I щ  *Г - ; " и +

. / “ « ’ .
' д'  t>H I j •

-» «  14  I d  I 1 I 1 д“ Г - И  г ' " '  \1  L  1 ( д“ - _1_
•ев 2r { Ов г \ SUI0 7% ■ Г б- ) ]  г  "г {  дв

«Ч» \ т- а Г ! I
+ * « « ® - к г т ? )  ¥  ж [ т ( т и т 5

• ' £ - ) Ь ‘ - » 3

V  л ! « т [  - « еще- aiH  ~  ) +

d и  t / 1 « К  \ ,-^•rsinH.—  — — . ---и Г —— 4-J B  г  ̂ sinB 0? dr I 1

, <> I / '^О *«г \1+  j - г , т — - *- )

2 / " j  sir.O df [  r \ w

da r ■ i  j do
—  i l  I 1 Г dH j J ,  ̂ cm U. Ct£H—
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(3.114)



Очевидно, п» форчч ia'i (3.113) н (3.115) можно построить ком- 

лен ты  топоров и ■:*. а также тензоров о п т е  пом нам »аме* 
вектора но на w* и и соответственно.
Построим общее решение м, уравнения (3.98). С э;> и т . чью 

оанцеинс (3.98) сведем к системе скалярных уравнении иг отно
с и т е л ь н о г о  объемного расширения н, радиального перемеи ння иг
и величины  in г -радиальной составляющей вектора о»,, определяе
мого выражением (3.89) н называемого вращением. Эти >равне
ния имеют вид

(3.115)

(3.116)

где
И ,  V  \ : „  Ч . . , -  „  V "  (З П 7 )

-1 л  - « в  i‘ ■ ;■  я ; • а .  <*•»«

оператор Ьелыра.ми, л дифференциальные операторы V |. V j, 
V s зависят or г и

\ иг
4чг*

2_ _£_
г а ;*

<>’* Г «“ »fl 1
‘ 7 н  ( £ Г

j j .«г* 'J ,* j*

■яг _ о -

; Vr

4<ir*
И

гг- дг* дг

1 2 ^ , - ^ д !  г .: (1 2 *

'дг)
/•>д
г "ib
)
г Or j

■; i- с
2~<r*

th '

?  +

. ( I  — °  М  1 дг (3.119)

t B , * аие *1 уравнении (3.113), (3.1 IG) зависит лишь or одной 
втетнои функции и, следовательно, решается аптономно. С уче-
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том свойств дифференцнруемостн функций мг, Н н ыг разложим их 
ь ря 1 но I армоннческнм многочленам:

т
«г ( ' .  «• Р ) =  i  шГт I') >'« (fl. | i) . (3.120^m i ‘

ш
В (г , а. р> ^  *̂ 1 > m <“ • f>). (3.121)

ur IГ, a, P ) -  Т ,и г„ { г ) ) ’m{a, p). (3.122)
m 0

Выражении (3.120) и (3.121) соответственно внесем и уравне 
|||‘Я (3.115) н (3.1 Hi). В последних, учитывай равенства Д*У *

- т  (m + I ) ирнт Ним подобные члены. Гак как система <фе« 
рических функции | ) я («, |1)}» 0 независима, ортогональна и пол
на н I единичной сфере, то выражения (3.120) и (3.121) представ- 
."чю1 собой решения уравнении (3.11 Л) и (3.1 lf>| и юм и к>лькоя 
том случае, когда в приведенных выражениях все коэффициенты 
равны ну 1 Ю. Приравнивая последние к нулю, получаем счетную 
систему обыкновенных дифференциальных уравнении, каждое из 
которых имеет второй порядок и зависит лишь oi одной функции 
К ™  10} и (г )} Решая упомянутую систему решений, опреде
ляем коэффициенты рядов (3.120) и (3 121); используя найденной 
риление й (г ), поступаем аналогично с ря юм (3.122) и уравнением
(2.117).

Таким образом, общее решение уравнения (3.‘.*8| строится без 
особых усилии. И частности, учитывая предположения, при кото
рых было построено частное решение (3.112), будем иметь 
в  (г, и, |i) с,г ' U  и, |J) i сгг * 1 Г (а, |5), где С] и <2 — пронзволь 
ные постоянные mrreiрнрования. Значения этих постоянных опре̂  
дол я юте я из граничных условии (3.101).

Итак, Г‘ | rpoej о решение )& ДО шо напряженно деформирован^И 
состоянии упругой литосферы вращающейся Зем ш в ноле иьюто- 
нова притяжения ее Лупой. Солнцем н планетами. В силу ■'ЫЧ 
ценности уравнений, описывающих поле перемещений элементов 
литосферы, решения рассмотренных в разделах 3.4 и 3.5 задач скла
дываются и дают решение более обшей задачи о напряженио-дсфоЖ 
т ированном состоянии вращающейся упругой литосферы, взаимо! 
действующей с астеносферой через вязкие напряжения, с другиШ 
рпутренннми слоями и внешними телами по закону тяготени| 
Ньютона.



Численный и качественным анализ, основанный на энергетике 
„х оценках, показывает, что деформация от объемных центро

бежных сил количественно на четыре порядка выше деформации от 
ыотсшоных сил. Однако особенности фигуры равновесии литосферы 

\  | 1сляются действием внешних силовых факторов. При этом еще 
остается чтьрытым вопрос о влиянии неоднородности плотности ве
щ ества литосферы. Этот вопрос исследован в следующем разделе.

3.6. Напряженни-леформировлнно*' состояние вращающейся 
литосферы с центрально-симметричной плотностью

Рассмотрим вращающуюся с угловой скоростью i-; литосферу, 
представленную упругой сферической оболочкой внешнего и внут
реннего радиусов г0 и г,. Пусть литосфера имеет центр масс в 
центре масс Земли и исптралыю-симмегричное распределение ве
щ е с т в а  с плотностью |>(r)— f»(/•). где г радиус-вектор точек се 
объема. L* кая»дои точке литосферы с плотностью р ( г) действует 
центробеж ная сила. Введем функцию нида

!• <r>jfl>(r. Ф)<- ,.!/■) ’ r l sin1 Н. (3.123)

Здесь Н кошнрота. Ценгрибсжная сила /'— \ l 'TtF  , F 0] име
ет составляющие

F '  <3-134> 
или в силу выражении (3.123).

Fr — to - г  *in :’Н  ; /•. 0 ; I .. p l (V ) r t l:r  sin H-cos 0. (3.125)

Р (.нла /-, являясь фиктивной силой инерпнн вращения, удовлет
воряет необходимым и достаточным условиям равновесия Земли, 
а именно, условиям

W 7 i l V = 0; fff ( r x h d V ^  0. (3.12(i)
V ‘ V

где V - объем Землн, a dV элемент объема, 
win - UTO%1 равенства (3.12Г») и предпосылок линейной бе:<мо- 
М1Ч1' 110,1 Гоо1МП| учругосги условия статического равновесия эле- 

арного объема литосферы дают следующее уравнение:



(3.127)

где* в  - объем н.н расширение; и нектор перемещения; >. и ' 
упругие постоянные Лям* Решение уравнения (3.127) б 'дец
искать н ннд| суммы общею решения и* и какою-либо части л !
решения и . Последнее будем искать в виде (3.103). Тогда с учетом 
выражения объемных сил (3.124) для функции будем иметь ура 
пение Пуассона:

(3.128)

где G модуль упругости или модуль Юнга: v* ■ киэффицневт 
Пуассона. Они связаны с постоянными Лям* соотношениями
С‘ (*(U-b2f0

1 21^+|» ’
Оператор \. входящий в уравнение (3.128), в сферических коор

динатах имеет вид

- i о . <>
О П  д

д> < I i d I . 15 <1—n*l or п* • *
' * /  ‘

гП
«*■* (3 129)

где через т| обозначен cosfl.
С учетом свойства непрерывности функции q разложил* его в 

ряд по полиномам Дгжандра. При эгом, исходя из вида (3.123) 
i-равой части уравнения (3.128), будем иметь выражение для сро:

Ч о (л  в ) = 1ц (г)+ < рг (/')/52(л)- (3.130)

Здесь ip! и — неопределенные коэффициенты, а Р>(ц)— 
(>быП| полином Лежандра второй степени. Оператором (3.129) 
годпк т е м  на обе части равенства (3 .130). При л о м  ■ у ч л о : ' 
правой части уравнения (3  128) получим систему, определяю щ ую  
искомые коэффициенты и •) (г):

j  t r , I ■ I
d r  Г  d r t) '| j ( Г )

1 -2>* 
(Гг?*( I —« > .1 Г) г'\

d
37 d r '

I -2-*
(3.131)

Второе уравнение (3.131) интегрируется, а первое из них имеет 
регулярную особенность в точг*' t — 0. Так как в р а с с м а тр и в а е м о ! 
области (сферическая оболочка) 0< Г|^/-^г0, то и первое ур авн е  
кие интегрируемо. Предположим, что решение (3.130) построено
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Тог к' "ччченты векюра и0 упругого исрсм*темня, соответствую- 
те  го yf'jwy частному решению, выражаются формулами

. <?** 0; ы® * • , (3 132)t Or' г г si n ?  fhf ' it г (М ’ ’

llpi-Mi м. го напряжения на |раничных поверхностях р «ним ну- 
, ю I бходнмо б\дег построить решение однородного урав
нения, соответствующего уравнению {3.127):

(>.-f (O V H *- fu\uV  .о, (3.133)

с измп ими граничными условиями, которые записываются с
учетом частного решения гг*. Решение и* такЛе будем искать н ви
де ряда по полиномам Лежандра:

«I
и ; (л. h i  V  ьгп \г ){'т [ц)\

т - 0 
о»

ИГ* т  (3 134)
т - О

н *р \н /  0.

|де ^гт, 0.-, — нтчвестные коэффициенты. Подставляя выраже- 
ни- I . I уравнение (3.133), получаем систему уравнений ни ы 
(3.1311 СгСомых кевффицнентив. Однако исходя из граничных

м, что суммы в (3.134) обрываются на /и — 2. Окои-
—• • а —*

чагелы •. • нд решения и =  и0--и* зависит от конкретного распре
делен г нещесгва литосферы. Решение и для частного случая 
функции ,. • 1 указывает на существенное влияние (>(л) на напри- 
женн . j рмнрованкое состояние литосферы. В частности, выяв
лено, ч r<I . функция (»(/■) непостоянна, то в зависимости ог вели
чины угловий скорости (О] может произойти повсеместное сжатие 
литосферы

3.7 Качественный анализ предельного режима вращения 
с- "«с гой Земли с унругодеформируемой литосферой

7Рнм движение системы G„ при условии, что осуществ- 
выход на режим (3.46). Это означает выполнение раиенегк
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(2.177) и обращение d нуль моментов всех возмущающих сил. Гог 
да интеграл энергии (3.38) имеет вид

2 (3.135)
I о

где U — силовая функция абсолютно твердой Землн, фигура ко 
юрой соответствует равновесному состоянию:

— равнодействующая объемных сил инерции вращения лито
- •

сферы с постоянной угловой скоростью <}* {0. 0, г*}, массовых 
сил само! равнтации и массовых сил взаимодействии с телами М , 
ЛЬ. . Л1„ в каждой точке литосферы равна нулю; ’

результирующий момсщ указанных сил в каждой точке ли-, 
юсфсры также равен нулю.

Пусть координатная ось О ’- системы отсчета 0*Ц«1ь и вектор Q 
коллинеарны Тогда интегралы моментон имеют вид

Л
V  ид:,г, -const;
/ 0
п t

V A f|(V - i const; (3.136)
/ о 
« e

V.W,(-,|: , i^ j )  I cr* const.
I 0

Интеграл энергии системы G'„ принимает форму

! / •/' f ' : h =  /i*— —  (,•)* (3.13Л
” I « :•

и имеют место равенства

Q, 0; Qr— 0; Q .-0 . (3.138)

При этом интегралы движения центра масс, не зависящие от нра 
шения, остаются без изменения и подходящий выбор начала 04 
системы 0*5ц? придает нм вид



V . \ l , . r O; V . W , v (3.139)
I в 
m

I 0
«V

v  ,W ,:,~0; v  MiZgmO.
I—n --0

Итак. »■ выходом на предельным режим (3.48) Вемля совершает 
перманентное вращение около осп ее наибольшего главного цент
рального момента инерции, поступательное движение системы и „ 
учовлетвориет условиям (3.15(>j, (3.137) и (3.138), уровень полной 
энергии системы снижается до величины h и возрастает уровень ее 
энергии покоя (потенциальная энергия).

рассмотрим вопрос о предельном режиме поступательного дви
жения системы 0 п. С этой целью режим (3.48) представим в виде

V — 0; ч — <f0f; Н- 0. (3.140)

Выражение (3.140) внесем в правые части уравнений лшпкення 
центров масс тел М0, М  , W, и иредеганим их к векторной 
форме:

<1\‘
dt У;

d Y
dt Т а . X ). (3.111)

1де л, У, и Г  3(«+1)-мерпые вектор-функции:

—  {&о. *)о......... £ „};

' ! ; л. ••••.,)?

) — { ) 0. У .....> У&П t-11 ).

(3.142)

В общем случае в силу (3.140) вектор-функции )(/ , А ) (является 
Почти периодической функцией времени. Предположим, что посту
пательное лшОкенне системы Gn устойчиво по Л а 1ранжу, г. с.

■ *Р SUP i | j l <  oc'- SL)p | “ i - 00;I " »£«, ti.H, '
• • •

Sli'> i :  I I o c ; S i ip | i | , |  < o o ;  s u p  11, i <  oo ,
*• я tt;*, ten

(3 М3)

Где ‘ ‘ -0, I,-- ,n Зафиксируем произвольную <■>-последователь*
1.17



иость времени { f . }  Пеплу (3.143) и ■ последовате и.ностн {/ Л 
можно извлечь хотя бы одну «о-подпоследовательность. дли кото* 
ром вектор-функция '

_ • • •
Ц ibu» *|о> • • • f тл h • • • > 14-я} (3.144)

h 1 Itl ■ 11 pt*,l <*.1 Q u - (̂1* « . . . , л 11 -Ош, 0 -.......... J
Ilo  отношению к уравнениям (3.111) поставим 1адачу Коши с 

начальными условиями

! V. Г}, о <?« . (3.145)

Задача Коши (3.141), (3.144} имеет едннсгвениос решение, кото* 
рое обозначь* через #(/, q .) .  Н силу перанеттв uV 143| движение 
£(*. Ч-) устойчиво по Лагранжу. Докажем, что оно почти перио
дично. С этой целью через У* обозначим замыкание траектории 
движения (3.114) I !о условиям Z* есть компактное множество. По
строим множество

F{Y, У ,/. .V)} =  {>(/ + s), ) (l-rs, A) v  « , } -  (3.116)

мн- жество т е х  ■ чипов по времени пряных частей уравнений
(2.141) Очевидно, множество (3.146) предкомngkriio в пространст
ве ( '(R iX Z * . Ran i l ) ,  построенном при условиях движения систе
мы 6 , .

Пусть I означает замыкание множества (3.14(1) н Р{1)г* — его 
произвольным элемент, где г*С1/1 . Рассмотрим уравнение

Ц~  = Г>(t)z*. (З.И7)

Каждое уравнение вида (3.147) имеет единственное решение г*(1). 
являющееся устойчивым но Лагранжу. Согласно известном теореме
о согласованных решениях [Ь2 ], решение г* (О будет изохронны» 
по возвращаемое!.' но времени с функцией /’ (/*. . Гак как P{t)z* 
сен. почти периодическая функция, то н решение г * (/ )  будет почти 
периодическим Отсюла к силу произвольности м-поелвдователЫКЯ 
сти (/*}. «о-предельного элемента q.. , элемента 2 *e=Z* и элемента 

множества F вытекает, что поступательное движение систе
мы (j„ имеет своим предельным режимом некоторое почти периоди
ческое движение.

Итак, построена полная качественная картина эволюции и взаи- 
уовлияния попунагельного и вращательного движении Земли, по
ступательно вращательною движения Солнечной системы G „ н 
целом.
138



В  закл ю чен и е  отмесим следующий факт. Так как упругая Земля 
у1ц0В| 1едует приложенным к иен нагрузкам, то для доотаточ-

малУ" 1 отличи.по or нуля момента времени t имегт место нера
венство

и0< и * .  (Л 148)

Здесь £. и L - значения силовой функции системы С я , соот- 
в гвуюшие моментам времени / — О, / — /* и /* мало.

Согласно неравенству (3.148), потенциальная энергия — U си
стемы 0 Я резко падает, так как

~ и 0> — и \  (3.149)

Пр= м кинетическая энергия вращения Землн не может рас
ти iu-за увеличения ее момента инерции относительно оси враще- 
II! я и <- 'к анергии, определяемый неравенством (3114У), иере- 

орбиталыюе движение системы ( J Поэтому прежде все
го сле.1>- жидать рост кинетической энергии поступательного 
движения Землн. Если гак, то под действием центробежных сил 
должна рг.:шпрягы'я ее орбита. По-видимому, подобный уход не
бесны .. от светила продолжается и сегодня.

1 ■ рируотси ja.i.jwcfi тух  кеф орм тт*
'Дтверл [еннем тому служат взаимная чьолюции систе

мы Земли — Луна в виде векового ухода Луны от Землн, р е м м ц  - 
ность л* ижеиня и Положение осп вращения Л уны .



ность времени {»*} LI силу (3.1-13) к:* последовательности ([ i 
можно I «лечь хотя бы одну о>-жипоследовательносгь, для кото
рой вектор-функиня

тт »  »  •

Ц Ib'J* f|0i • • • • - я -  ̂J ' • - • • i (3.1-44)

к*.еет or предел q. - { . . .  у о......... 1 ,. J .
По отношению к уравнениям (3.1-11) поставим задачу Koiiih с 

начальными условиями

{V, П / о  q. . (3.145)

Задача Коши (З .Ш ) ,  (3.111) имеет единственное решение, коти 
рое обозначим через g(/, qm ). И силу неравенств (3.143) движение 
£(/, <7„) устойчиво но Лагранжу. Докажем, что оно почти перио 
дичнм • этой цел».У) черсч ?. обозначим смыкание траектории 
движения (3.1 14) По условиям 7* есть компактное множен гво. По
строим множество

/■ { ) , ) (/, А I } =  ( )  (/- j- s ), ) (/-т-S, Л ) |А>'€;/?|} —  (3.116)

множество всех сдвигов по времени правых частей уравнений
(3.141). Очсннлно. множество (3.l4t>) нредкомпактно в пространст
ве C (litX Z * , /?*.« .и ) ,  построенном при условиях движения систе
мы 6

Г1у. ч. ; о:<начаС1 замыкание множества (3.1 К») и P [ t )z "— его 
произвольный элемент, где z*e:Z*'. Рассмотрим уравнение

— •=/>(/) г*. (3.117)

Каждое уравнение вила (.5.I-17) имеет единственное решение z*(t). 
являющееся устойчивым по Лагранжу. Согласно известной теореме
о ц гласованных решениях [(if], решение г* (О будет изохронным 
по возврашаемости во времени с функцией P(t)z~. Гак как P[t)z* 
есль почти периодическая функция, го и решение г" (I) будет почти 
периодическим. Отсюда в силу произвольности «-последовательно
сти го-нределыюго элемента </ , элемента z 'c Z *  и элемента 
P (t )z ' множества Г  вытекает, что поступательное движение систе
мы о „ нмее1 своим предельным режимом некоторое почти периоди
ческое движение.

Итак, построена полная качественная картина эволюции и взаи- 
уовлняння поступательного и вращательного движений Земли, по
ступательно врашателыюго движения Солнечной системы G„ в 
целом.
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^ .. . ючеине итмешм следующий факг. Так как упругая Земля 
UQBI следует приложен ним к ней нагрузкам, то для достаточ-

* мн 1 огл и 'ж а т  от нуля .момента времени / имеет место нера
венство

U0< U \  (3.148)

;>.а: Г'» и I- — значения силовой функции системы G„, соот
ветствую щ ие моментам времени / — О ,1 — t* п ! ’ мало.
ь Coi iai неравенству (3.148), потенциальная энергия —  U си

стемы Л* резко падает, так как

— Vo >  — //*. (3.149)

П]> 'м книегпческая энергия вращения Землн не может рас- 
и личения ее момента инерции относительно оси враще
ния и -г iцок анергии, определяемый неравенством (3.14'J), пере
дается на рбнтальное движение снегами (i Поэтому прежде ше- 
I | ж идать рОП кинетической энергии поступательного
ЛВИЖ1ИМИ Земли. Если iah, то под действием центробежных сил 

!. пь^ширяты'я ее орбита. По-видимому, подобный уход не
бесной» и ла  ог светла  продолжается н сегодня.

Ci нос хорошо иллюстрируется задачей двух деформируе- 
ких Т\Д. Пол 1 ЮОИк тому служат шнимнаи .волюинм ctM - 
ыы 3i v — Луна в виде векового ухода Лисы от Землн, решнанс- 
Н' . i ■ лвиження н Положение оси вращения Луны.



Г л а в а  1

у с т о й ч и в о с т ь  в р а щ а т е л ь н о г о  д в и ж е н и я
СЛОИСТОМ ЗЕМ Л И

Основу современной теории устойчивое i: шил си и я . -лавлиют 
методы и теоремы Ляпунова и достаточных условиях непрерывной 
зависимости равновесных решении от возмущений в некотором 
Функциональном пространстве. Огромный вклад в ггорню устойчи
вости движения внесли советские ученые, обогатившие се новыми 
Категориями, методами и своими фундамента 1ьиымн результата ми. 
Построение равновесных решении, восходящее к работам А. Пуан! 
каре и А. Ч. Ляпунова, получило свое развитие через посредство 
асимптотического метода Крылова — Ьоголюбона, метода точечных 
преобразований Андропова и L>?'rra. метода Колмогорова и т. д. 1

Равновесные решения, как правило, представляют собой пре
дельные циклы, открытие которых связано с именем \. Пуанкаре. 
Качественная теория рождения п устойчивости предельных циклов 
к предельных режимов движений является интенсивно развиваю
щейся ветвью современной теории устойчивости движения. По
следняя в самом широкий п жимапии i i . i  a i . <н<>н теорией ПО» 
строения и исследования ус тойчивости равновесных решений нели
нейных уравнений движения. При лом под равновесным решением 
ьыпгупафт состояние покоя, периодическое п изредка почти перио
дическое движения, соответствующие стационарным и повторяю
щимся во времени процессом.

Как показано в предшествующих главах, но вращательном дви
жении слоистой Земли имеют место равновесные решения, совпа 
дающие с одним из ее перманентных вращений около главных 
центральных осей инерции. ». точки «рения качественного анализа 
вращательного движении слоистой Земли каждый из трех ее пре
дельных режимов является равновозможным. В связи с этим воз
никает вопрос: какой из пределмГых режимов вращения слоистой 
Земли избирается ею н холе .волншии движении всей Солнечной

по



щгемы? Дли того чтобы получить ответ на этот вопрос, в данной 
С |аве исследована устойчивость предельных режимов вращении 
tщистон U-мли окпло осей ее главных центральных моментси» 
„иерцин Соответствующий анализ проведен на основании теорем 
Ляпунова чб устойчивости кингкення ni> первому приближению 
При этом сначала рассматривается случай равенства нулю глав 
кого момента внешних приложенных к Земле гравитационных сил.

н м . .босновывастся правомерность такого подхода путем приме
нения теоремы об устойчивости при постоянно действующих возму
щении'. При геофшическнх данных с Земле, указанных выше, пай 
дины коэффициенты уравнении первого приближении, составлен 
мфакгеристичискпй определитель и вычислены его миноры Турин
ца. П о казан а  устойчивость вращения слоистой Земли около оси ее 
наибольшей» главною м ом ента инерции ;i неустойчивость ираще 
пня <■ ли иг ей среднего и наймем1 шею главных моментов инерции

1.1. Исследование устойчивости движения модели Земли 
с вязкой астеносферой и жидким проводящим слоем ядра

Дифференциальные уравнения движения около центра масс мо
дерн Земли вязкой астеносферой и жидким провидящим * ь м 
ядра при равном нулю г чайном моменте внешних сил имеют нид

9

— --аир1 ; aiAp2 f ui7pj ar q r,;

4\ — i т J.-.-/. • Чм>Г\Рй

Г\— - албг2~\~амгз— Uv)P\4u И  I)

Рг— а*\Р\ (</,/■, q2r\)\

Q2= аъг<}\ «ss<7H tfse'/э—aKriPi— ip?ri—P\r2)\ 

r2- — (is6r7-\-<K»t &l»P\l]\ (P\Qj' P2<7i);

P i= tiu lh-  u-'Pi+rrfy- *i\r3-
m

I /Vs ЛРз.

гй— — <iWr -̂\-Q\Pz — PiQi- 
За невозмущенное чвиженне слоистой Земли примем ее пре



д е л ь н ы »  режим - вращение пколо оси Ог с постоянной угловой 
скоростью <>, описываемое равенствами '

f I -Ч1--Рг=Чг — /'5= «/з =  0; г\ =  г2— гъ̂ -ц.  ̂4.2)

В возмущенном движении положим Г| =  <.'-|-и, г2— 12 • г , -=-о L w 
Тогда уравнения (4.1), линеаризованные около решения (4.2), при
мут вид

•

:■ UiW—iw + atbw ; (4.3)

UJ *-a2 U%  t* 11 ‘jg 11't

P i*  — 1̂ U\7p3 Cl'jvLltil',

p3— uAtp,— auPs+BvPs (aMiJ liu, • (44)

Рз— а.Ар=—сг71рз~{Ъ]у -f Oq3, 

v ,=  - u Opi «2̂ |+ А:з^2+ а^з; .

i/2— (—06o£i-j-iJ)Pi— 12/?2-f-a*</i— %̂»<7з; i

<?. — OPi -  <ip3-i- <h*qr- вььЯз-
Подученные гаким образом преобразованные уравнения (4.3), 

(4.4) называются диффс t шпальными уравнениями в« мушеннпго! 
движения.

( Обозначим возмущения р . qi, ps, q?, Рз, Цз, и. I*. « ’ через пере
менную дг. (* 1,2,. . . ' »I Запишем неравенства

| .V, i!v) |<.|, (4.5)

I (/) I < f . (4.6)

I .да определение устойчивости движении формулируется сле
дующим образом [ 10].

Невозмущвжое движение (4.2) устойчиво, если для всякого по
ложительного числа к, как бы мало оно ни было, можно подобрать 
другое положительное число такое, что для всех возмущен
ных движении, для которых н начальный момент времени to вынол-



л*)тсн неравенства (4.5), при всех />/п буду т выполняться нера
венства (4.В)

I , h i невозмущенпве движение устойчиво и если чн ю t ->0 
,м м.братI настолько малым, что для всех возмущенных дви

жений. удовлетворяющих неравенствам (4.5), будут выполняться
VC .IO BIIB

lini-v, (Л — 0, (4.7)
I •

то невозмушешюе движение называется асимптотически устой
чивым.

Н мппом определении рассматривается угтпнчнвост ь пн . 1яну- 
ною невизмущенного движении (4.2) по отношению к им м ущ енн- 
яч» "начальных условии. Физически это означает, что рассматрива
ется УСТОЙЧИВОСТЬ по отношению К МГНОВСН I II з\ ■
IUtHHHM.

Одна ко рассматриваемая модель Земли находится п ■■ >стоян- 
1 i.n йстьием возмущающих сил в виде приложении ■ кмле 

внешних гравитационных сил. Поэтому представляет мrupee нс
, . I «тончииостн рассматриваемого движения (4 :j по г- 
кншчшю к таким постоянно действующим возчуншниям.

Уравнения ипцкення (4 1) запишем в виде

- jf  — К . (/. У.......... (4.8)

где через переменную у (s 1, 2........9) обозначены р,, </i. г\, Рл
</.. /'з. Чз, г3.

Наряду с уравнениями шипения (4.8) рассмотрим днфферси* 
ш.ильные уравнения 

«/у,
7 Г =,>^ /’ У.........1 1,2........9). (4.9)

г-к Я» U. У ........Уч) — некоторые функции, характеризующие воз
мущающие фактиры в виде внешних гравитационных сил относи-
• (лыш котрых мы можем сказать. что они достаточно малы и 
удовлетворяют оценкам (2.114).

Будем говорить, что певозмущенное движение y,^=f,[t) (4.2) 
•U ! 1 ' при постоянно it*fitтвуюшнх возмущениях, если ли- в< 
|»н*- п и* ап елыюго шел а к, как бы мало оно ни было, существу- 
ког>ДВ,а др- |,,х положительных числа ^(я») и ц. {г), таких. ч\ вея- 

Р Рсшенне у,  (/) уравнений (4.9), удовлетворяющее при / г
*'ев ствам |y ,( ir j ulto) j < i) i (г), удовлетворяет при /> /0 нс-
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равенствам / » ( / ) | 0 ',  каноны бы ми были функции
R , (I . УI. ■-.</:•). удовлетворяющие в области Г>/0, |у , / » (/ )|< е
неравенствам |/f, (/. ух........у») 1< т|2(с).

Дифференциальные уравнения возмущенного движения (4 3) 
(•4.1) не содержат явно I. 1аккак соответствующие Дифферент,.’ 
ильные уравнения возмущенного движения не содержат явно i, Гц 
ьевозмущеннос движение является установившимся. Тогда задача 
об устойчивости при постоянно действующих возмущениях непо 
ередственно приводится к щдаче об устойчивости по Ляпунову 
Для установившихся движений достаточным условием устойчиви- 
ста при постоянно действующих птмушен ' является асимптоту] 
четкая у  тойчивость по Лннупону [10J.

Поскольку дифференциальные уравнения (4.5), (1.4) возмущсн- 
нои' цвижения Hi удается пр ни <rpnponaib в замкнутой форме, 
ьрименнм mi юты решения задачи устойчивости, не прибегая л ин
тегрированию уравнении движения.

Пакую возможность чают георемы Ляпунова, при которых воп
рос об устойчивости для системы (13), (1.4) разрешается рассмот
рением .шип. уравнении первого приближения независимо от <рунк- 
цпи, харакп ризующпх возмущающие факторы н являющихся чле
нами не ниже второго порядка.

Имеют место следующие основные теоремы, установлений 
А. М Ляпуновым:

1. Если все корни характеристического уравнения системы нер- 
j | •> приближения чеют ; рнпагильны* вещеегвеиные части, то 
исв.1 смущенное движение устончиво и притом асимптотически, ка
ковы бы ни были члены высших порядков в дифференциальных 
уравнениях возмущенною движения.

‘2 Если среди KOptlfA хлракирнетичсгммг» уравнения системы 
первого приближения имеется хотя бы одни с положительной ве
щественном частью, то невозмущепное движение неустойчиво при 
люб' w выбор' членов порядка выше первою н гфференцнальпых 
уравнениях возмущенного движения.

i 1;< hi характеристическое уравнение ш п гм ы  первого при 
ближения не имеет корней с положительными вещественными час
тями, но имеет корни с вещественными частями, равными нулю, то 
>.лены высших порядков и уравнениях возмущенного движения 
можно выбрать так, чтобы получить по желанию как у с т о й ч и в о с т ь ,  

так и неустойчивость.
Таким образом для задачи устойчивости имеет большое значе

ние вопрос о знаках вещественных частей корней алгебраически-' 
уравнений. 15 частности, на>ыю знать необходимые и д о ста то ч н ы *  
условия, при которых все корни уравнения имеют о т р и ц а т е л ь н ы е

I и



„ениые части. Эти необходимые и достаточные условия да-
^«Гтсорсмой Гурийца. .

П у с т ь  предложено уравнение п-п степени

а0хп * uiA"1-1 +а?лг|» 2-|-"*+a.t | V а п =-0. {4.10)

Доставим определители

Ai — о», ka~
(ll d(i 

CIS «2

Q] (к. О 

«.) «2 а1 
«5 «4 аз

X . -

«1 «0 0 0 ... 0

«л аг «1 «0 ... о

йгч-i Я-я— а.„-  s а ч—« ... а„

I —Дд^л-Ь

гдеО| 0. если i> n .
Л | mill ч тб ы  все корми уравнения (4.10) имели отрицатель

ные I щ. т п н ы е  части, необходимо и достаточно, чтобы удовлет
ворял 1. неравенства

А*>0; Л2> 0 ........Ли- ,>0; Л„ >0. (4.11)

Заметим, что из теоремы Гурвнца и первой теоремы Ляпунова 
оС yrrm 1ИНОСТИ по первому приближению можно сделать следую
щий вывод: если при о, > 0  все миноры Гурвнца Aj, . . . ,  Дп по
лол, и льны, то невозмупцннос движение асимптотически устойчи
во, hi зависимо от членов выше первого порядка малости.

Заметим также, что если хотя бы одно из неравенств (1.11) 
имеет иригивоколожный смысл, то среди корней уравнения (4.10) 
имеются такие, нешестненные части которых положительны. Это 
£ * * » »  признаком неустойчивости согласно второй теореме Ляпу-

ч  ? аРактеРистнческие определители систем уравнений (4.3) и 
I*-*) имеют вид
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— flj3—i  ®se 4̂9
a M —an—}. utl 

0 Otg — Д|>ч—^

—o. (4.12J

— an— >• «14 an 0 0

- a,4—>. 0 4 —rj5oS2-12 Й 0

0 a :i — «77— A _ o 0 £

— flw-2 0 0 — — >• a ts a2i
— a«,,L>- i> — 0 0 Й|Й — 0*5— X Ogs

2 0 _с > 0 — 088

где

—0.

(4.13)
Раскрывая определители (4.12) и (4.13), получаем характери

стические уравнения

Ы Ч - Ы Ч  Ы+*>з=0, (4.14)

A W t4  -AU*-KW2X4 4-Л13?.3-ЬМ'Аг-ЬЛЫ+Л16=-0, (4.15)

bo — 1; b\ =  Озз+Дбя+Яэ:Г. Д9ввзэ+ (й?9+Одз)Ябб * 

— Я бзЯзб —0'ЛаЛ'У< Ьз — ОвбОдоЯзя— ЯбзЯ.'вОоо—

— 9̂6Й69̂ ЛЗ— ЯЭбОбзОз»!

М г~ bAl |?/ 29+/'в/ IjF23+ I'l*l 2б1'П~\-Г 1|/ |7^23— /‘ ц / 8^29+

“|- / 26̂ *цЬ й

М| — FtF  19 /■ 22+  ( /' ь/' IS—Flf is)b 23— ^ п1'2в —

— (Г,4̂  10+ /■ »/■ |-)^23— ^Мbztl'io ~ (F )4^£5+/'!з/Г2в)/ -|1 +

+  ̂ 11^ I ' J  22 ~ ( Ь  11 / 16+  /■ 10^17 ) l'23-\-Flif' »/Г2 8 +  ( ^  14^ 71“

+  /" 13/7sW'^g ■/*!2в/' 10̂ 3+ (/"'гл/'is srF )о)F41 

М?— F +Ь\-Ь̂ 7+  (/ 4A le-r/’V 'i? ) b2s-f (F3F ic—/■.•/• ]7)F 29— 

— FtFiaFn-t- {bл/'i8— 1-,F„)F22— [F jF ■«— F6b 19)^ 23+

146



{ ( f'lit 2.6)1" |0 + (/ ' м/‘14'| /■ 13^25+

+  z712̂  2б)/|1—  F\\F\lF 21— (F  l l /  ]6 + /rio/'l7)/'22 +

г  (^1оГi6 I /"■>/ 17) /23— F h F tsl'r,—  ( / H f 7 + Г 13/ e)/7a -

— ifl’\*Ff\-F\iF\7 +  / 12^ в/^гь ■ /' 2б/ l!*/‘ 2- ( F 2fi/' If — /'25Л 9) ^3+

4- (/■ *4^ 19— 2 5 / 1в) /'4l 

Af3 =  (Fjf 16 ■ 1 ]I п)1'2Э— (Z73̂ 16—Fzl tf) / j»-r (I F$fy) F2t\~
-f-Гя/чэ/го {I sf'i8— / 7/ 19) / 21— ( / 7/ ie  - / в / 19) / 22т  

I I bl 18^23 — ( / I «/ 2b~T'l liF2в) /'9 - (/■ \aI'Ц-\~ 25+

-f-/7̂ / — (I'nFu^-l 12/ '^ ) Fu-\-F\\f‘ 17Г 2о

I -i I  16^23"Ь ( /  II / IS' J гт) / 21 “I ( / '10/ 1 6+ /»/ I») ^22 +

+  (/ j/ '.'+ ^ IS '/ 's) /27 +  (/]4-^«_l I'lil'J-\~ F\zf « jFae 'f (^13^6 +

+  |2 / ;)/ца — (F :al'\a- /‘25/ 19 )/'2  U'uF\S-~
—  Z7 2 5 /  i s ) / 73 Ь / 2 а/'1(“/ ‘ 4;

,W43  ̂(/ . / 6- ô/ 1 7 ) / 7  -

(Z72/ !fi / ' 1 / 1 7 ) / " 2* г F \ P  i t f ; j - ( /■ * / in /  7 / is) /  a*.iT -

+  ( / . / ■  It»-  / ' б / is )  /  21 " I" /7в /  1 в / 2 2 T  ( /  14/"24~f ^  1 3 / 2S~T F y j t  ив) f  0 +

-r-(F|3J / 12/ 25) / !  / 12/ W  h ( / 11 / i6"f"/ 10/ 17 ) /2 0  -

—  is ^ / 7 Г' 17) /'21 -F9F tel 22— (Fuf‘6-̂ -t\lFj-\-I i2/*b) F 2T—
( / " i j / s ”* / | ? / 7 ) /' 2 * / 12^'fi/ l/ '.e/^ l*  / '2 5 / |в) / Г  ( F j i F  1 -1 —

— / 15/ it*)/ 2  / 21/ n th :

Ms— I'iFjfiFxr- Fitnf-2i—' ]F')el'28- </7 /18  - / f / ' i a ) / » —

■ I cF isFh - (/ |a/'24 +  * l2/2s)/|< 1 / '12/ 24/̂ 10*- (/lo/’ ie+

'* /• ^ 17) / 20'!' /'«/■ 1в/ 21 “I (/|з/лЧ*/'|2/ 7 )/27+ /l2/.i/  ■■

■ (/ W ’te-- / W ie ) /\ -Fuf-^f -z:
* ^ ”  / 1 / I* f  21~\ /  b/ In /z D T - /  1 2 ^ 2 4 / 9 ^ 20—  /  1 2 / ( 1/ 27—
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S l~  С\2СцСб1— СцСцСсз— С\ъСь\С22-\- 

-{-СцСвэСк ) тт<-лз̂ 22—CjsCei+CnCoa; $з=*Сбз;

— СцСйэ-, <Зз==<:4|Свз; Qi~C6\CnCti,

Q s -=Cs4— Сх>сц; Q e— С5«Сц— Cs2Cn; с , i —  — а п ; С|2 = а м ;

£м Я|т; Си*— — «2oiJ; t'Hl-----Озо£2; С44 —  — 2̂2*. CiS— 0 2 5 ;

С 46—  Я г в !  С ц  —  0 < Г ,  С'22—  — а -Л , С%3 =  047;  ^ 2 4  — й з о Й — £ 2 ;

С51= — as.,<}-j-<2; С5 2-- — cS4=>-«52; си =  — ass;

<56- -fls*; с32— «т4; с33=  — U77; Сз4= - -И, См-—£J;

C e i * i i ,  Св3—  — i-! Сб5 —  ^<S. ■ С — — flee". ^ 1 -Q*C-24Cl3--

— Q*Ci*C22 j •S]f44Cei; f'2 — Q *Cn— sscu ce i— sjCer, / „  — ■<*s*4*T6i-}- 

F4=S9C$i\ F 5-~гСц^4', I  ■, —

/■Ю=^7Г«Гр1-гСб15б; /'II SjCbl', /■ 12~ У 3C12C2SC6I— QsC2|Cb5C|s+

-I ГевггСпФз+^Фа; 1̂3 -QsCesfai-f-QiKesCaz 1 siQt>

I ' m -  c e s Q y b S i Q t *  l - i s — c s i c K Q it:  / " i s * - Ф л С п ^ й ^ з г + ^ О а ;  

/Г|7~С?3 ‘ 6.«.С32-Г ':.У г. I  ' i  Vjtl.Cs.-Cnl -Q rtb lfi.^ - J-  С?3с 11с« <г524'

-f SoQzI I  19---- 3̂<’|2^8|" Qi<:dSCs2‘ •SrQj". f 20 - А:2̂ 11̂ 66̂ 33—

—C2jCl2£‘l«Q3+^lC4|C6l —  S|C4iC<iG; F 21 = C ]  iCbeQa+^Z^efcQs +  ̂ C l lQ l

-  C 2 \C ] iQ 3 - \ - S 2 C u C b v — S z C iiC & i-  S 1C 41;  I  a —  C s a Q j -т « ‘ц ^ з  I ^ 2 : Ф з Ч '  

-f"S3C’4lt’<»l —  ■'>3̂ 41̂ (54— A’2^4lt f~23—  s?Cti- Q 3\ Гц -— QlC36C(>lCl2~t~

Г Q.lC32Ci|Cc6't'*'<̂ 46̂ 61 - S^CtiCei,, I  25—  QaCs2C*H Q-iCy^C) i -)- S5C4«Сб1 —

~ S5C41С'бб— •*’■)C41 ; f~2C ~  QjCi2— -sbC41; l 'T I ~  Qs^l2^M(~ei- Q 3t'5lc66C|2"f" 

b QaCsjfi iCee~Ks't>t'46< ei— s.iMiCo6; I  c^Ck Q  CtsCuQc -  ^ 12^51 Qa^" 

-| SjC^bC^ 1— S7C41C60—^>oC/i; / 24~^ t’b lQ i S jCn.

П р и  зн ачен и ях  ф изических  и динам ических  п арам етров, указан
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х выше, для характеристических уравнений (4.1-1) н (4.15) вы- 
" с ,с н ы  миноры Гурвица:

|«П Ь\ =  1,5918-10475- Ю10;

.\р- =  rv V &э*в=3,59бИ8713а- Ю1':

Л 11 bi— 1,582852632;

\*> =Л1, =3,807746189-10 5;

Л'2) =  д/,.л^ -,Ч0- \f0=.y,047657575;

Л13(Д1|Л1г— МоМа)— А*4.Ч* =--5.07««31!Ю7. 101; (4.I7J 

Л <2> ^  (.\1 M i-M o M JM iM t  f  (A W r- M o M s )* !,М s+ 

-l-MJ-ИгЛв— (Л1аЛ/| Л10.Ма)А12* 15—

— (М 4 Vi, AfcA/j) Л/1 Д14-= 1,167399652■ 10';

V »  _  (Af2Af, At,A13) (A M I*  - Af,Mc)Af3+  ( М ^ - Л ^ И в ) A M f f+  

- ( .V M f5 W,.4*)A<?A1w AJ.Af|,Vf»Aff,iWff M M X

X (.M 44 5 М0ЛГ3> (.М2МЯ- Л1,^6).Ч5=

— 3,877056624■ 10 4;

Д iг) „  > 1Ь=  1, 166643326 -10 's.

Соотношения (4.17) показывают положительность .миноров 
1урница. При »том и* теоремы Гурвица н первой теоремы Ляпуно
ва пб усп йчнвостн по первому приближению можно сделать сле
дующий h u b o . i :  иенозмушешюе шиженис (4.2) асимптотически 
упиичнво, I с» шиенчм <tr членов выше первого порядка малости.

Гакнм обри.юм, предельный режим вращения модели Зсмчн с 
,,и 'К"Н геносферон и жидким проводящим слоем ядра около оси 

наибольшего главного момента инерции является устойчивым. 
Из доказанного и оценки (2.141) вытекает устойчивость этого 

режима (4.2) при постоянно действующем моменте гравитаннон- 
|,ь*х сил.
^ Исследуем устойчивость движения модели Земли с вял кон асте- 

' ‘ Ф '1>п , и жидким проводящим слоем ядра около оси наименьше- 
главного момента инерции.
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За нсвозмущенп.о* движение примем предельный режим — нра- 
щенке вокруг оси наименьшего главного мешеитл ннерцин с углу.
вой скоростью L\ описываемое равенствами

qi =  q-2— q3~rt — r. =  r~ — 0: pt --р2̂ р 3 — £>. (4.18)
В возмущенном движении положим р 12 , к: />2= У + у ;  Рз~~1}-1- 
Н>и.'. Тогда уравнения (4.1), линеаризованные околи решения 
(4.18), примут вид

и=  OnU-r a:<v+ay,w,

й!1 —— ̂ 74 ̂  >

. (4.19)
«/• «'2Ц' !' n25*/2~J‘ Щ»Цз U -J--rГ.

ф2_О Д Г| «',(/. • (Г.,. («,:,<> г  I-')/-! LVVJ

Чз и; q tiesf/j- r3<> -г,!.';

' ' I е - «3=r o * r s , a JSra u40£i’<7i:

Гг=«ел—««8/2+ — (Л .,£}—<>)</. 0 ^ ;

Гз— и-лг.ш a*,r3+ < J 4 , 1 > q3.

Характеристические лпределитв-лн для системы уравнений 
"(4.19) имеют вид

(4.20)

«11 2. « и ti j 7

« и л fi 47 - 0 ,

0 «74 «

— «2? /• «2в «21 .12 0 0

«63 —  «55 — л «51 iTlS- 1- <) 0
0 f lS6 — ««) -л < 1 0 2

-  U«u$ 0 0 «зз— ?. «  86 «Зв
— Н- -- 2 0 * ^(4 йй* /. а вЭ

L* 0 _ n 0 «В6 Ои&— А

0 .



р а.крыв определители (4.20) и (4.21), получим характеристиче
ские уравнении

i/oAH d ib '+ ^X+ da— 0, (4.22)

А’о?.6 I- Л1 ]/.Ч --V*?.’+ Л о/.3- Л’4л 2 N5?, j Л'*— 0. (4.23)

где da— 1; i/i =*0ii + uw+fl;7iBl2==Uiifl77+(йц-}-£177)а44 -

a 4|(iM U74‘477; d „ а *« ].Н 44а 77—  «4|ацЙГ7 —

- ti;4n4;U 11—«74a4|lJ]7.

Коэффициенты До, hi. S 2, % .  iV4, Ars. Л’в уравнения (4.23) опре
делим через величины /-to. Mi, М2, Л/з, Af4, Afs, ЛГв (4.16), по
ложив:

1 * О*

C2i~Ua\ c-j2 =  — Ob'.; C2 . —  с25— 12 ; Сг\= — ««ой— Q ; 

t-i2~Ujj, Г33---- a..: Cj4=  — Й; t\i6= LJ;

f 4!=  — <4-1 — - O30; * <1 «39.’

< '5 1 =  — 1 2 ; Cm — — £2 ; С о < = О м ;  C s s =  — < W . t ’56 c*6«; 

t'6i— й ! = й ;  Сб5=й^,; tse—  — И99.

Вычисление миноров Гурвшы лает

\.1> ./ 1,6Г)Г)132837-И)

V28 — d,d2 (Ы , -^2,80786836* И)1 ;

— d.,— 1.47Г)244148;

\ ," V, 3,244103827.10 ;

4̂ > =  Л V2 V...V — 8 Г>3283Г>91Б;

•V,' -.V3(Ar,.Vj Л, V^)-.-Л ,.У* -  1.59974 1740-10 ;

' V  f^= V, \ У 1 3) \ ;Л 4 | ( A 4.V, Л .Л ,)Л '0Л Н -  

+ Л {  .V jA t Л о Л lA'j.Vs ( ■ v 1 \ ̂  M ^ e J . V jA s — ( м -'Vj
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— .V \ 5)Л',Л —  1,278181027■ 1<> ;

.\«>-=(.V,.V| N0S3)iN<Hb Л'зЛГ6)Л'3 Ь [\’Л  .VnV U W *  +

-f- (Л — N IЛ о) Л f Л в—Л ,.V | Л' з-V 5:V в ( \ i Я 4 AoAj )X  

X  (.V4.V5 Л ,iV6) Л’| — fjVjjVj—Л 0Л 3 ) (Л 2Л 5- Л ; Ал) Л в —

=  — 1,623820!Ш-10 

д м )^ Л '0= п.

Соотношения (1.24) указывают на отринате,ньносгь мннора Гур. 
ьица м, согласно теореме Гурвица н второй теореме Ляпунова о не
устойчивости но первому приближению, невозмущенное движение 
слоистой Земли около оси паи меньшего момента инерции неустой
чиво независимо ог членов тшше первою порядка малости.

Этот результат и опенка (2.144) позволяют заключить, чго по
стоянно действующие возмущения в виде момента гравитационных 
сил ис могут обеспечить усюйчивосп» вращения около наименьшей 
оси инерции Земли.

Исследуем устойчивость движения слоистой Земли около оси 
срочного момента инерции.

»а павозмушенпое движение слоистой Земли примем ее пре
дельный режим — вращение около оси среднего момента инерции 
с угловой скоростью [2, описываемое равенствами

P\=p2**P3=r1~ r 2=*r3=Q-> ?! — ?2— < 7 , - (4.25)

В возмущенном движении положим

$ i= Q + M f //2.= о+ и, q ^ ii- rw .

Тогда уравнения (41 ), линеаризованные около решения (4.25), 
примут вид

//■= — (/. ̂ !1-т ~f“  (1‘2Ь ^

V— Ом" — « . « ?  Т- ами.‘;

W~Us,V—(bKUn

Р '— — U\iPi-ril]tf$zT^i Р:* 1;
. *
Р2 — а»Р1—а*фе~гО*тРА— («s«Q— S>) г, —L»ra;
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(1.26)
Рз — <ЬаР2 anp3-t-&*t-4.1r3;

ГI - -(1;цГ! -j - (Ij6f2-j-0i3r 3

f 2 —  Й6,\Г|— ОббГ2"f «o9r3 (<l70~ +12  ̂Pi ~ rQp2*

Гз =  Й: 1ЦГ4— ОрЛ +  ̂ Р з— ilp I .

Запишем характеристические определители системы уравнений 
(4.26);

Ojj /■ Ujj а̂ н

О

— 0,1— ?. a  и a l7

--«44“ °4 7

0 й ;д -  «77

«4(Д2 0 0

L> 0

— f ) 0 11•te

Р а с к р ы в о п р е д е л и т е л и

<*55 - ?«

Й 6 — Ogs— j 

Н^Й 

— «soQ+f>

-- «33— А

- 0 . (4.27)

0 0

- 2 0

0 —  0u.

<ha a »9

— «с*  /• O gl

a,* — Us9~

• 0.

скне урлниения
/оА'-} fit. Ч-^А-г/з=0,

А* г Л * гЛ-.Л 1 /?гЛ /?, t/. /V 1 /. -4- /?■;/. ■} У?.; — О,

(4.28) 
с I иче-

(4.29)

(4.30)

|де /о— 1; /|- /. (о̂ -}-</88)« 5ь- 5 «u.-u-g;
1г - - fl-.UsMIи  05jfl25flss —ОвоИЗлИд: -а*5Й52«.х.

Коэффициент А\., A’i, /?2. Я; ■ # 4- # 5, Re уравнения (4.30) опреде
лим через величины М0, Л/,, М:, Л/j, Л1Ч( М$, Мв (4.16), положи»:

Сц — «I,: с-,2 — «ц; С)з- £? 17; *' ’ — — <%|й; C2 1— Q41',

С22= —о44; с^ =  а47; г., -  — «solH-U: с£5̂ ж —О; c32=fl/<;

Саз— — a77; t:34 =  <J; fjg-- — <<; cAI — — a40U- сц — — a33;
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Cv --fljft', С4б»«зэ; Cs, — — «7ci?— 12; Си— 12: с*4 — о«а; 

ск =  ц6в; си м а 69; rgi ■ — Q: с& — 12; tes— а г. сц— —«в9.

Вычисленные значения миноров Гурвица таковы:

А,* — =  1,852313.452-10|0. ^ » в / , / г /3/о =

=  2.797162940- Ю1'; \«* '= /?=  1,481473761;

/?■■ 3,247278311 IU : N . - - /?. /?, -

— 8,557105897; Д;6> = J{3(R iR i £ ctf3)- 

4,621501680 10 ; tf'^lRaRr R P*)R*R<+

- (В Д  A’ /?s)A?„/?,+A'*R.Rt. R,R,RR,

RoR»)RiR. (RtRi-RoR&yRiR*^
— 1,285221431 10 : A*'»== {R,Rl R ,RJ (R tRb—

- R.-R‘, i R  Ri RcRs)R..R2-l (RzR- RiRr,)RRf 
-{R R R Rt \ \ P Pj RiR«) R R. R R.,RsR* - 

~(R.R RRi)(R»R', R,Rb)Rf- «,«4+556848-10 *;
A<«) =R6=fi.(l32733516-10

С»i .■ ь.а:шваю| на отрицательность мимор» \j.5'. Тогда, согласно 
TtiMW Mc Гурвица н второй теореме Ляпунова о неустойчивости 
днн/> имя (го irt'pufviy прлй.||(жонша, нЛозыушенное движение 
I. ■■ t ' Земли около оси рс.'лего м мента инерции неустойчиво.

Полученный результат и опенка (2 144) показывают, что мо- 
ме : гравитационных сил не может обеспечить устойчивость нра- 
me loiicToii Земли около ос i ее среди*ю момента инерции.

При -ном открытым ос:яется вопрос: какие внутренние силы 
ян I . я определяющими в устойчивости движения слоистой Зем- 

? и>i <п с этим обратимся к исследованию устойчивости движе
ния m i д е л и  Земли с н я а к и м  пстсиосферным слоем в  п р е н е б р е ж е н и и  
I Спитыми Относительными гонженнями в нодастеиосферной ее 
чисти, 7. е. рассматривая мант ню как сплошном твердый шар.
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4.2. Исследование устойчивости движения модели Земли 
с вязким астеносферным слоем

Пусть модель Земли представлена абсолютно твердой литосфе
рой с главными моментами инерции .■1|<Д|<С|, подстилающим 
вязким астеносферным н внутренним сплошным твердым шаром с 
I тавнымн моментами ннерцнн Л%= Вг= Сг а пренебрежении глу
бинными процессами п подастеносферной ее части. Центры лито
сферы л шара совпадают с центром инерции О системы тел и точ
кой закрепления. Взаимодвнивис ее элементов происходит через 
посредство вязкого асгоиосферного слоя. 11а основе метода Ляпу
нова исследуем устойчивость вращения системы, используя форму 
ф\ккции Ляпунова, построенную в работе ftWj.

* Уравнения движения данной модели слоистой Земли имеют вид 
(2.167): •

ЛйР\ +  {С  В\Л<1\Г\=кАРг Г У .  

lt qi +  {A0 С.и)г,р, ~ к11ч 

г \li 1 'Pi(h- * i ( r2 '■>; <4.31)
• •

НР*\Ч\Г-- ~<ПГ ) DiPt-rH (р РЛ;
* • 

f и/2 Р2Г1 Р г.) — Dtf, ■ Г  (f/i Цг). 

1(г2+р](]2 Р-:Чi) /Vi-' О .
где

.•1 .-1;н-Л | D tD i/ l: По- Й? + Л , D 2D 3//:Co  Г*-|-

4/>, ада//; / - С "  | />,; *,=/Г,</ £>,)//.
Вводя обозначения

к - 1 . ' 'j ч _  'о / V / /V>.l
• V

Й Г
fiMP, /)ь»/ I h t h  1. *

- £ | <-•
/:i!<C0 -A,U

/ )  * • ^ ; I) ' ,J : *
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из системы уравнений (4.31) получаем

AoPii (Са Н{>)Ц]Г\ ~ к 1(р2—рх)‘,

ВаЦ\-\- (Ло С0)Г]р: fej (q2 — <7i ) ;

Cf/j+f/in - Aij)Piq\ — k\(rz—Г|);
.  Н М )

НРг\-Ч\Г2- Я2Г\)^=к2(рх—р2) h q }rr,

I Ргг\ P r'>)' qt) -  krtriPi\

H ri+P\qi -P.4H M r»  ■ r-A k:p q-.
Пусть невозмушеннос движение — вращение Земли вокруг оед 

Ог с постоянной угловом скоростью юо, описываемой равенствами

Pi- = <r.-— P: — ih- 0\ Г] =*г2-=!*,. (4 35)

В возмущенном движении положим г^сл.+лг, г .— г.». — //. Тогда 
уравнения (4.34), линеаризованные около решения (4.35), при
мут вид

С л  — к,(И  -V);

1у к4 (.г—  у ) ;

ЛоР1-ИСй-Да)<?1Мо— М/>а~ /’0 ; (4
«

//>г4 /<■»■!(01-  </-i **к2{Р I Ри) *5(0М/ :

^o</i+ (Ли“ -Co)«>o/’i — 1̂ (</* 0i) i

Jtji j-!w o (Р ;— P i )  —  A’3 ( 7 i  </..) -k$mPi.

Верхние два уравнения (4.38) ш таииеими or остальных еты- 
|.ех уравнении, и тш о м у  характеристическое уравнение для си
стемы 14.30) распадается па два уравнения. После раскрытия 
определителей в левых частях характеристических уравнений

к,

*4
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СЛ . £j 
-к< -//.

=0,



—ky— *U — (Q>—Ho) O' о 0

k! - к*—Л  — (/+£5) Me f u)0

(Ci Л$)мэ 0 1̂ Hp). ftj

(/*)“ в̂)<0о • —/irtfl ... It.

0

инеем

( 4 . Л )

где

(4.38)

Col}, -i*(k il-ThiCo) -0;

fl UX4+ a 1 /.3 -г я2л2+ «.vH - 

Ou — Ao&qI2',
( V  йл)Л вИ1.-й|/(Ло i « 0) ] ;  

д2«=/-,„1"| (C'c— Z?(i) l̂ -o—Л<>) + Л0/$0] -]

-j- [k il—kili ) I ;

(jj— /«^[(Co- /3>0 (С., Лр) (fej i ^3) ■ 

+  (C i  - 2 1 ;))k k r f  (2(.q— Ло Ho)kil (Cn 2/i )klkb\. 
щ — a i J J k\k[tk̂ ((.. Л )--l-(C,. llc) 

X ( t  I n) r M*--k:kskt(C. /in) (C„ /i„)iCo Ло)ЗД-

Как известно, для устойчивости днижепня необходимо, чтобы 
истее .еипые части всех корне» /. уравмшшм \4.37) были неполо
жен п.ны. Для к injH'ii пержм 1м уравнений ( I  37) это условие вы
поли ..гея. Действительно, имеем

А| — 0, /.2- кл! И«С 
(V

Для k\ и kt из (4.32), (4.33) получим

, C ?fD 4- n , <C?+ft-/V (С? h/->*> 
' = L \ — .̂п . -- . bi— L  1 ;С 2+1?4 <с2 f  £>*)(С? rD jl-D jD ,

Отсюда нетрудно убедиться, что k\ и /.-« суть положитетьные ве
личины; следовательно, принимает отрицательное значение.

Д 'я юг чтобы корни второго in ураннений (4.37) были непо-
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ложiiтелыhw, необходимо выполнение условий Льенара— 111ипара

U oX ), а .^ 0 , а2̂ 0 . ij._ -О, 

ац!га^а^а\ '■ а\аА. (4.39V

Действительно, из ^4.38) г учетом обозначений (4.32), (4.33) имеем 
ао> 0. « |^ 0 . а. ^ 0  и для а4 получаем:

«4 * l K k ~  £ U ( C „  4 *  I

-^kikn-^ -!-Мз ]> 0 .

I la основании формул (1.38) последнее из нераиенств (4.39) 
представим в виде

/*»5 [<' ~Ао) * (Со-Во) ’ *1 ( *с+ &э+*. +A| %  ) X

X ( Л о + В и) (/ 03) -{- (Со Ли) {Сй- В 0)к,  i к. r *j+*i I
V.

+ * i §  ) l * i  (*4о+йо) (/— £>»)— Ло/JtoJ • | (/ ©*J ( t V - B B) +

-f-(/ D ))(C ' —Ла)] г-'ЬВо[^|(/—/)з) (^о- Во) + 

+ Ь О - П 3)(Со  1)1 [А|/(2В - С  оН к ! С 2 Л и Со) +

■t kiD-^Ca Во)Н ^\Л3(Со I I | j +  [Ai/(.-1о Во) +

(/■■ Я  *)(*§*»+*?*а)

-</-/>-) ( М з  ; * i* |  I kV  %  + * ;/  § ; ) ]  ^0- <и 0 )

Ия условия а<^;0 следует, что необходимо, чтобы либо о> 
либо Со^/Ь Но условие (4.40) оказывается выполненным только 
при С^-А С ,^ В ,  ПерацеттЯа С ^ U 0, С ^ .1  являются необ
ходимыми условиями устойчивости движения (4.35).
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Перейдем к достаточным условиям. Система (4 i l )  имеет пер
вый щпеграл: _ .

А  =  (У<|»| j I I I ;  I —  ( - l P l + / P i )   ̂ T

1 - (« 0 i+ / ^ r i- (e i i+ / r , )2-= c«stt (4.4 1)

a [),. И —D-.C - *: !С® -lh главные значениягде /» til _  *»
тензора инерции J. Кинетическая энергия //, определяемая равен-

* / / = % , *+/ty* + С г ^ Ц р ^ - д П ф ,  (4.42)

не возрастает при мвнжеини в силу ураннений (4.31), т. с. fhŜ Q. 
ф\икаия Ляпунова, имеющая вид

1 — 2{С+ 1)Н—К 2+ \К3— (<: /) ui\Y, М-13)

обрашаеюя в нуль в невозмушеином движении (4.35). Для возму- 
шенного движения г п> с. гу -ьуу̂ -у, используя (1.41), (4 12), 
записываем функцию, определяемую формулой (1.43), как функ
цию переменных х, у, pt, р-г, q„ q2. пренебрегая членами третьего и 
высших пирядкоп малости:

V=\Cl(x i/)'+-4«..?4(C4 / )?(Сл-+/!/ ) ',| + [Л (^Ч/ А)р\
2А1р,рг , 1Cpl\ -| В (С + /  Out* ?«/</!«. ; )■

Для положительной определенности Функции V' достаточно выпол- 
ниме неравенств С (С + /—А)~>А1, С(С-г1 И)'>В1, которые при
водятся к виду С'^>А. CZ'-ft. Гак как К  = 0, а //s^O, го производ
ная функция (4.4.J) по времени I в силу системы уравнений движе
ния (4.34) неположительная, т. е. V^O. Поэтому но теореме Ляпу
нова, движение при условии С > В > А  будет асимптотически
устойчивым.

Таким образом, устойчивое стационарное вращение Земли, 
представленной динамически несимметричной литосферой и шаром, 
разделенными астеносфсрным слоем, может происходить только 
около оси наибольшего главного момента инерции.

1.3. Ндинствепность предельного режима крашения 
слоистой Земли

Полученные результаты свидетельствуют о том, что из предель
ных режимом (2.179) нрашення слоистом Земли в ньютоновом ноле 
ил устончнвым является ее ирашенис около оси наибольшего глав



лого момента инерции. Более того, любое отличное от (2.170) по
ложение осп крашении Земли в ее теле, как что вытекает из оценки 
(2.J45) и и| едельного равенства (2.I4G). не только является ненер- 
клиенты ым. но и неустойчивый. Поэтому Земли избирает но вра- 
, Н'жиV* цшжемия (-1.35- Покажем *то, исходя из прогнвом
ложного допущении.

Итак, пусть Земля в ее вращении может выйти на режим дви
жении либо (4.18). либо (4.2Г>). Гогдл под действием постоянных 
возмущении — момента граоитаднонных сил, моментов силы вяз
ких трении о жидкие слои и силы сопротивлении движению и гео
магнитном поле — ось вращения выйдет in  yrnro положения. В си
лу неустойчивости каждый из режимов движения (4 .IJ)  и (3.25) 
имеет oiipi (елейную окрестность, для которой существует харак
терное время, по истечению которого Эта окрестное., может быть 
гокинута осью вращения навсегда- А так как оценки (2.1 1Г>) не за
висят от начальных условии движении, го ось вращении, покинув 
упомянутую окрестность, не может застревать в любом .трутом, от
личном от ("4.2), положении. -)гим доказывается единственность 
предельного режима пзижения слоистой Замлн it ньютоновом по
ле сил.

Отметим наиболее сущее г пенные положении, стравш ие опреде
ляющую роль а едигктиенгкк т.т прет- ?ьн<го режима прошении:

— наличие постоянно действующи\ попущений: момента силы 
вязких трении о жидкие слон, момента силы сопротивления дви
жению в геомагнитном поле;

независимость оценки (5.145.) между ь" душенным и невоз- 
*|\щенным движением Земли;

— неустойчивость отличных от (4.2) режимов вращении слои- 
стон Землн в ньютоновом поле сил.

ПолуЧвНИЫй резуль I Полностью согласуется > известной те<* 
ремой Н I Жуковского |.'Ш Согласно пой теореме, если в теле 
имеется какая-нибудь по.кхть, заполненная низкой жидкостью, и 
такой системе сообщены какно пнбудь начальные скорости, то двн- 
женне ее будет стремиться к предельному состоянию, при котором 
c.’uia из главных осей инерции рассматриваемых масс займет на
правление главного момента начальных количеств движения, и вся 
система будет вращаться около не» как одно неизменяемое тело с 
п стоянной угловой скоростью, получаемом в ретультате д елен и я 
главного момента начальных количеств движения на момент инер- 
ш 'и  системы относительно этой оси. Э т и м  о б с то я те л ь с т в о м
Н .  С . Жуковский объяснял то, т зо , несмотря на всякие случайны е 
начальные скорости, планеты вращаются около своих осей инерции.
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П о д о б н ы й  результат получен Ф. JI. Чериоусько при псследова- 
,,, движения твердого тела» содержащего сферические или осе

! НЧ1М-. гр и чн ы е  демпферы [00]. Рассматривается твердое тело 
%i о}н*рмч1ч м)й полостью, н которой находится д руте 1вердое тело 
сф ери ческом  формы (демпфер). Между сферой н стенками полости 
им еется  у «кий за.»>р. в котором действуют вязкие силы (смазочный
- ц.н) И. система ( конечным числом степеней свободы была 
п р е д л о ж е н а  М. А Лаврентьевым в качестве молечи для описания 
д в и ж е н и я  твердого тела с  полостью, заполненной вязкой жидко
стью (GO J

Уравнения, описывающие движение тела с демпфером в систе
ме координат 0 * 1*..^, связанной с твердым телом, имеют внд:

А"^о*Х ^ VI; Л —Учи ■ I i<oj w ))

Ui)| ■ /<!)> (ч,— fe(<i>; (о).

где К кинетический момент тела с демпфером; / — тензор ниер 
цни всей системы; / момент инерции демпфера; о)Ь и> — углоныи 
скорости вращения демпфера и тела в ннерциалыюн системе КО
ОрДИНаТ Otjytjilji.

Коэффициент к найдем по формуле
. 8гр, :

Р А

где а радиус полости; h толшнна вязкого слоя; vi плот
ность li кшн магнческаи вязкость жидкости.

Покаино. чш  в случае большей вязкости смазки движение 
твердого пма с демпфером может быть описано темн же уравне
ниями, что м движение тверюго тела с полостью, заполненной 
жидкостью высокой вязкости. Установлены соотношения между 
параметрами систем (n  ю с жидкостью и тело с демпфером) аля 
их механической эквивалентности. Требуется, чтобы были равны 
waccu демпфера н жидкости в полости (для эквивалентности урав
нений движения центра инерции), моменты инерции демпфера 
(для равенства центра инерции всей системы) и выполнялось со
отношение

Pi -I 7pv-- _// a
ГД| (». v -плотность и кинематическая вязкость жидкости в поло-
С,п твсрдого тела радиуса п. 
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Определю! ы стационарные движении свободного твердого тела 
г демпфером. Нутом аналича характеристического уравнения пай 
дены необходимые условия устойчивости этих движений, а с по 
мощью метода Ляпунова получены и достаточные условия устой
чивости. Они аналогичны тем, которые имеют место для тела с 
жидкостью. Mi этих результатов следует, что единственным устой
чивым стационарным вращением свободного 1верлого тела со сфе
рическим демпфером при малых числах Рейнольдса является вра
щение вокруг оси наибольшего главного центрального момента 
инерции всей системы.

Атлогичный результат имеет место в случае движения прово
дящего твердого гела около центра масс в медленно изменнющем- 
ih  магнитном поле [32]. Полу ; i h . го медлен ил* * ЫИиширноЗ 
вращение проводящего твердого тела вокруг иен ианомлынего мо-| 
мента инерции. совм< .сипом е вектором напряженности м. гни’не
го поля, является ешнственпо устончнным но Ляпунову стационар
ным вращением.

Изложенное еше раз укачивает па определяющую роль внут 
ремних сил для устоАчнвостн п т ж т и я  слоистой Землн.



Г л а в а  5

О Б О Б Щ Е Н Н Ы Е  д и н а м и ч е с к и е  с  и с т  г М Ы  'П о р и  и 
д в и ж е н и я  СЛОИСТО И и м  л и

i ' l  |ц -| HfilillJM путем НЛучОНИЯ движения СЛОИСТОЙ Jt'M.lli ИВ.'Я- 
tTi n к.. I. ственпыи анализ сретсткЯМи обобщенных динамических 
f m г  v Э обьясияетсн. меньшей мере, tvie.jyiomi v . обстоя
тельствами: по парных, нсвоамлщенные движении механических 
систем часто имеют число степш ен свободы мв*и>шее, чем н \  воз- 
мушЛМУС иш жепия tew. главы 2 и 3): следует ожидать, что и 
п|п и.иыс |'«-1\ПМЫ m ш уш еппого движения обладаю! vr i мним 
чнг. 1 степенен свободы но сравнению с самим движением. и тогда 
в - и ier пооблодимость в анализе движения по части его нере- 
•• п р ых ,  Н|* имьиый режим шмжений аналитически
нир .к к-тся функциями времени; по приводит к системе шффс* 
ренинальных уравнений, » правые части которых явно вхо . п  вре
мя, 1Тчм\ паяна иным уравнениям не соитпептвую т :п амнче- 
скт* u r t v . i  по БнркгЛфу; ь-третьих, различные харакге • .стики 
лви i-он о* iKo.ii 14-mi :виже1шя. кине пчвекая оперши. ырпый 
Mi мент I<11орниц системы и т. I.) по обладают свойством инами 
ческой системы по Биркгдфу. Эти обстоятельства иривели ь |ц  
лнчнмм «бчбшениям поня тия динамических систем по Гяг . офу. 
Так, н недрах небесной механики возникли квазислучакч«с дииа- 
«НЧ1ЧЦ11С системы Алексеева; актор -jtiix систем решил проблему 
финальных типов движений в надаче трех тел с точностью до оцен
ки мери мнпжесгва начальных условий, порождающих осцилли
рующие движения [71].

Обобщенные динамические системы впервые появились в рабо- 
Т( И bi-бутона | -I | ; полная их теория построена [». \ Щерба- 
оиыч [<>2]. Однако обобщенные шнамическне системы не нашли 

11'нм..ш ипя ни в одной из прикладных Задач. Настоящая глава но- 
т.ншена исконным положениям теории обобщенных динамических 
систем, направленным нл изучение глобальных свойств движений,
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устойчивых по Лагранжу. При этом новые факты излагаются с до- 
ккзательс гнамн

5.1. Свойство самоорганизации движения

Пусть Л Г -полное метрическое пространство с метрикой т *  
и C(R\, М*) — множество всех непрерывных функций со значения
ми в М  действительного аргумента — времени i<EzRt. Во множестве 
C (R i,M * )  выражение

m [u(l), v(t) | - sup inin I sitpm* | w-(f), с (/) ], —  (5.1)
a > 0 I I f | <a “  J 7

задает метрику |(»2, 71]. Она согласована с метрикой т *  и том 
смысле, что дли любого е> 0  и для любых « {/ ), И.О из C (R h VI*7 
условии т\и{1), у (0 ]< к .  /»]«(/), t> (/) ] », m [u(t), t> (()J> e име
н I место тогда и только тогда, когда соответственно выполняются 
условии

sup/л [« (/ ), t '(0 ]  Slip т * [н 1 0 , ['(/)]= *"•
I П < 4  И  < - 4 -  '

supm *[u(t), и (/ )]> в .
I  > I

Множество С(/?(, Л Г ) с метрикой (Г>.1) образует полное метри
ческое пространство (Л1, т )  [62J Пусть О (s. •) — одноиараметриче- 
скос семейство отображении Л1 на себя, действующих но правилу

G(s. u (l) )= « (s + 0 . (5-2)
где u(t) — произвольная функции ил М, а параметр s пробегает 
нею действительную ось времени R t.

Свмейстио 0{.ч, •) отображений сдвигов (5.2) пространства ж  
на себя называется обобщенной динамической системой по Бирк- 
гофу [5]. При фиксированной функции отображение (5.2)
называется движением, а функции О (0, м (/)) u(/), 0(s,
Hls+O — его начальным и актуальным состояниями. Актуальное 
состояние ir(so+0 движения G{s, u (t)), соответствующее моменту 
ьремени s0, представляет собой сдвиг на 50 функции u(t). Мно
жества

G(/?,- 'MO)=3 W( s+/) l — (fU)
G [R {, и (t )) =  {u(s И )  |< Xs< oo }, (5-4)
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6'(/?|, и(Щ))=  (m(s+/) | — ot><s<oo}. (5.5)

G (siO's^So. u == {«(.?+/) | s i^ s O ? }  (5.6)

Hi «ываюгся соответственно отрицательной, положительном полу- 
траекториями, траекторией н дугой траектории временной длины 
si- Si движения G(.ч. u (t)) [49]. Замыкания множеств (5.3) (5.5) 
обозначим через G (и ), С (ы ’ ) и О(и), т. е. G(u u (t)),

u I А', , ’ >. <> I *-) — (>{R\, u (t) ). Дугa (5.(>) кик непре
рывный образ отрезка |S|.s:.] компактна.

Область значений функции и(1) для /<= R j“ , /crW,1, tezUt, 
/е=[5|,5з]. I е. множества

i/(/?;) - { « ( / )€  A f i /с/?, ), (5.7)

и(/РГ)--» {и«е.М*|/€гЛг). №■§)'
и(К<) - { « ( / к  .¥ * |/е # |}. (5.9)

U(S|</<S2)- {w (/ IQ W * |s i< /< s2} (5.10)

гвотственно положительным, отрицательным еле 
дачи, следом и следом временной длины s; s, движения G(s, u(t) ) 
в фазовом пространстве ЛР.

Последовательность {s s | моментов времени называется со-по- 
следовательностью (и-пос тедовательностью) н обозначается сим- 
ролом {% } .  ({s  ' ), ее.hi

0<.s-:< s 2<  . . . < s  * < ___ 1 ни >̂  , (5.11)
А - се

(0 ^ S j> 5 2>- . . .  > s k >  .. ., Him sg — nc.). (5.12)
GO

Произвольная по. лодонателыюсть {s,| вида (5.1!) или (5.12) на
зывается А-последоиателыюслью и обозначается чер< {s „J .

Функция o(/)er/*f начинается » предельной (а предельной) 
точкой нол\'траекторин (5.4), (53 ), если существует такая {s4} 
( (« * }.), что

lim m [i‘(/), u{t-rs „ ) |  _-0. (5.13)к • да
Множество всех о> предельных (« предельных) точек полу- 

*Р*еиторнм (5.4). (Б.31 называется ее (и-нредсльным (и-нредель- 
,Ь1М) образом н обозначается символом С Г я ) ( ( i ( u ,  )). \̂?п кест-
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l i o G (U i )  Я ( и ..) U ! u . )  называется л-нредольним образом 
трлекюрии G '(W i.h |/)) движения (1 {s, n{t) ).

Справедливы следующие ичевг 1Ныо включения и равенства;

G(k, js O (m  ); G[u.. ) s 6 ' ( h ' | ;  6 '(н , ) e_ G ( m ); G [u ) =

G{u , ) J  G (/?, , u U ) y ,G ( u ' j  -G(u. ) j G ( R j \  ttU)). ( , (U) =

- G >  )f J G i R u u i t ) ) .  (5.14)

I lot ледова юльность {.<>• ft|,. называется собственной ы-последо 
ьательностью движения Gf(s, и (П) ,  если

lini т  [ G (.s' j., « (/ ) ) ,  Ci (0, //(!)»j — 1 im m[w(/-j-s*), и (I) | =0. (5.15)
b * GO к * 93

Множество всех собственных ^-последовательностей движения 
G Is. и (Г)) обозначается ч?рс.> .V (*«>. и). Аналогично вводятся поня
тия собственных п-носледопатвлытстей, /.'Последовательностей и 
множеств Д (а, и), Л'(л, и).

I I юдователыюсть {л J , называется направляющей ы-после- 
. он I ьн >стью движения G(s, и (П ). если последовательность его 
актуальных состояний {G (s* , « {/ )} сходится в И. Множесгви ясе> 
напран 1ЯЮ1ЦНХ (1)-н(.следовательносгсй движения G(s ,u ( t ) )  обо-
| и iat ч через Д (ы. w). Аналогично вводятся понятия направ 

.•’чиним\ «-последимггвльностсй, /.-последовательностей н множеств 
А '*(», и), А*(л. и).

Фиксированный момент времени sэе = /?i называется f смещени
ем движения G(s, « (/ )),  если для данного f> 0  выполняется 
\ словно

wfG(So. « (/ )).  G((>. « ( ! ) ) ]  - т [н (/+ 5 0), м (/ )]^ в . (5.16)

Дли Инною к -0 множество всех г смещении движении G(s, и(/)) 
обозпачаеи-я через R(i>, и).

Фиксированный момент времени ste R называется е почти пе- 
рнолнм движения G(s, u (t )), если лля данного е -0 выполняется 
условие

snpw [G ( . w t /11, <?((), w(/)J | лир m* [ м ( r -r-so), и (/) J^ e  (5.17) 
»ii«. >ев,

J I jih laHHOro f> 0  множество всех с почти периодов движения 
G(s. ы(/)) обозначается чсрс < R (e -̂-u ).

Фиксированный момент времени s0̂ R i  называется периодом 
движении G(s, и (/ )), если G(s0, м (0 ) G(0, и(( ) ) ,  т. е. u{t+So)**
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^■ и )  Д-1Я /c=Afi. Множество всех периодов движения
., | * обозначается через R(u).

1 ■ | ;к< не G(s, и(1)) насыпается положительно (отрицательно) 
■стой чиним по Ла/рамжт (сокращенно— устойчивым 7 (Л  п . 

<*С1И множество )(fi(M  ) )  компактно в Л1. Устойчивое Л  и I 
движ nut «азывается устойчивым по Лагранжу (сокращенно -
у с т о й ч и в ы м  Л ) .
• ’I .i.Kiiiiie и (.4, « (/ )) называется положительно (отрицательно) 

s н м (сокращении компактным R i R ) ) ,  если замыка-
■ (« (# |-)) множества i .7) ~, к) viliai «> и М Ком 

пак hi • Я и R движение называегся компактным и в тмим  (со- 
кран'- компактным R ). При чпш множество u (R i) компакт
но в

Предложение l.l |K2J. Движение G (л, « И ) ) устойчиво .7 (Л " 
иди Л ) тогда и только пн да, когда оно компактно R  (Л* или /?I
ii ф ут  !-(М равномерно непрерывна на Л’ , (R~  и. 1 R )

ие G(s. « (0 )  на -икается положительно (отрицательно) 
vet 1 •" но Пуассону (сокращенно устойчивым П (// ) ) ,  
Vc.n ество \ (о|. к» (Л (а, чШ непусто. Устойчивое II н //*
дьнженin называется устойчивым по Пуассону (сокращенно — 
уч П) При j г о м множество Y(/., и) непуст.

liniinine устойчивости по Пуассону движения в небесной меха
ник* ■ 'и, Л Пуанкаре и на'ваиоим шннращаемостып

I г 1ьнжсннс 6'(д и(1)) устойчиво // (// ). го нарьдч с (о. 1Г>) 
bU!ii няется равенство

l i m / ? j [ G ( s *  \ .s„, « ( / ) ) .  G 'K .  и [Щ  0 ( о . I S )
к ■ «

....... о фиксированного s„*~ R]. П оэтому  имеет место вклю
чение

G ( R y, u(t))cz(i{tf )\

(G[R,. u(t))c=('j(u )). (5.19)

п Предложение 1.2 171J. Если движение ( J ( s ,u ( t )  ) устойчиво 
•’ II ) и Л  ( 7 ). то оно устойчиво Л.

Лока.1 7.ш,степ Действительно, устойчивость I I  дннж 1ия 
^ 1 • I ) ) orttvii» пн.юг включение (5.ftty, а его устойчивость Л  ‘ — 
К()М11,||\гность G(u I. Тогда множество О {и), как замкнутое нпд- 
М|‘ • тно компакта Сщг),  само компактно. Иначе творя, движе- 
* ' ^ ls. н (П ) устойчиво Л. Дока >аii н.ство завершено.

1 •_!»*ода следует, что если некоторое движение устойчиво 
J (-7 ), то сто устойчивость Л  является необходимым "условием 
УСТОЙЧИВОСТИ IV  (//■).

167



Если — некоторое подмножество Vf. то его образ при д11И. 
женин <7 (5, •). соответствующий моменту времени обозначается  
символом

6'(л‘о, Л/() — (6'(su, u(t) )  !«(/)<--.Vf,}. (5 20)

Открытая (замкнутая) г-окрестность точки и (/) е:-М обознача
ется через

S ic , к ( * ) ) -  {y(i)f= ,U |m |u (/), (5.2!)

I.Vfe, « (/ )] =  {t-(/)G^f|rtf|«fi), t>(/)]<F.}). ( ri.22)

Движение G (s, и(/)1 называется блуждаюшнм, если существу
ет такая скрытая е-икрсс i имя ь .S (к, w(/),) ею начального состояния 
и(() н момент времени socrtf ,+ \01, что

S(e, и (-Г)) П G (s, s(e, u (t ) ) )  =  0  (5.23)

лля всеч s^;si.. VI противном случае оно называется неб.пуж- 
дяющг.ч

Применяя к обеим частям равенства (г>23) преобразование 
С I s. ■), получаем

S(e , « (/ )) П G (—s, S(«\ и (* ) ) )- = 0  (524)

для в<сх V . . Сопоставляя равенства i5.23) и (5.24), имеем, 
что если движение бдуж ia<*i в >дном направлении по времени, го 
оно блуждает и в другом направлении. Гак как люб<. актуальное 
состояние движения можно принять '.а его н.гчалыиме состояние, 
то cbqmi I во блуждания не ависит от выбора определенного состоя
ния пиижения и любая точка. его траектории «адает блуждающее 
движение.

Пусть .И; множестве) исех функций пространства .4. располо
женных на траекториях блуждающих движений, и Ч п — его до
полнение до V/, т. е. U 0- Л1\ М н о ж е с т в а  Vf и ,М0 соответствен
но намываются множествами блуждающих и неблуждающих точек 
пространства W

Предложение 1.3 [40]. Множество Л1 инвариантно и открыто, Щ 
множество М 0 инвариантно замкнуто.

Доказательство. Действительно, если uii)  — про извольная  точ
ка множ* ва Л! . т»> она вхои. т и Vf,, с. иекот й имей о тк р ы то й  
^окрестностью. Поэтому М открыто, я ег< ■ нолнение \10 ламкну- 
ю .  Действуя на обе часш равенства (5.23) преобразованием



t-,s I где Si* ripoiuuo*b!!bift момент вцгмгин, поручаем
^ирвжсние

С,(St, S ('г. и (Г) I ) (/ (ч, С (si, ^ (*. и |/)))) =- 0,
( i ()p(K. (ижязыша! инвариантность множества ( i (R  1, S Ie . ы (/))|. 

П этому множества Wg, М'0 пиварнантны. доказательство за вир-
njCi I 1

1Й равенств (5.23) в (Г>.24) следует, что если движение
О is, н(П ) устойчиво I I  или // ю  оно не блуждает

П р е д л о ж е н и е  1 , 4  | 4 9 ] .  Г ,  и  д в и ж е н и е  < 7 ( s .  i ' ( / ) )  у с т о н ч н в <
Л (Л ), f °  множество fi ) I G ( с » jf содержит хотя бы одно не
блуждающее движение.

'Доказательство. Денетвителыю, и этом с iv ii;u множество 
ftdi. ) непусто, компактно и инвариантно. Обозначим через
О (v ) — C (v  J Мо множеств** всех блуждающая точек из О (и ). 
Предположим, что множеств» всех неблуждаюши.ч точек G0 (г ) - 
=-= )\ (io(v* ) на (i (V*.) пусто. Тогда каждая точка « ( O s  
e G ( c  ) имеет открытую блуждающую г-окрестность S ir  н (П ] 
дли которой выполнены равенства (5.23) и (">.24) Ь  силу комнак. 
ноет» м« три чес коп.) пространства (1 (* ) из числа окрестностей 
i(p , Ш Ц) можно ныбраи. конечную сеть S (r j ,  //](/)), 
5(ez, и-ill) ) , . . .  5(1*. ut (/ )), так, чтобы каждая S{%,, ut (/)) была 
покинута движением G |.s\ .S (r/t u t( f ) ) )  раз навсегда за конечное 
I ремя Si н

G(v„.) U Гф)). (5 25)
/ I

Пусть и(1 ) произвольная точка пространен па G(v , ) .  Не нару
шая общности, можно считать, что м(/)сгЯ(д[. « | (Щ  и спустя N1 
времени точка u(t\ попадает в sr . wa (7)). Од н aim ома покинет 
множег ю S(e_, иу(())  раз навсегда за впемя su н т. д ПочтОму в 
силу выражения (о.2Г>) за время sa =  Si-i .s2-|—  ! S), точка и (Я  вы
нуждена будет покинуть пространство 0^'««). \ это противоречит 
свои» гну инвариантности (/(и ) н доказывает сформулированное 
утверждение. Доказигсельс! чо ‘.аверше.но.

Ире иложение 1.5 [40, 71 I ели простран.™ C(R . ЛГ) ком- 
плкп",, 1, (_1Я кяжлого ! . О . \ шествует такое характерное время 
«с(0 . что произвольное f>. > ж ;.iчнцее движение U | s. и{1)) за время 
*• ио превышающее s , входит в к окрестность -S(к. ,Vf0) множества 
иеблуждаюшнх •*-0i!CK пространства .4 и остается н ней.

Домаауг.ин тш>. Пусть i произвольное фиксированное положи
тельное число п M r , Vf р) окрестность И 0. Тогда множество
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M  v -S' (e, Mn) как дополнение открытого множества замкнуто и как 
замкнуто иодмножестпо само компактно. Гюлее t o j o ,  п о  построе
нию оно сосюит т.п .ко  и) блуждающих точек пространства \} 
Поэтом каждая точка м/> 6'(е, имеет окрестность
5(.« « (/ ) ) .  для котрой будут ныпм.шены равенства (5.23) и (5.21)
I .1 выбирай I  ̂ нспг кре< тостсй 5'(к., н (/ )) конечное мокры’
чне 5 li . u (0  ). <S<r.. wzp ) ) ........-S' (tu, 1̂ * (П ) np.ri p.ii .
M  $ (f U j) Л1к, чтобы выполнял к  (5251 и M .S(г. Л1,) было
покинуто дннженнем (Us, ■) j j  про:пн я ----s*. /беж-
дгеыся и справедливости сфирмулиуоиашшгА утверж гения. Дика- 
лательст но завершено.

Лд»л> время я,, за которое окрестность S(p lt //J.0 ) будет поки
нута движением С s, ■ | ра.? наисегда, не «аниент oi выбора точки 
ut {/) из окрестности S i r , .  //1 <./)). Полому время n . за которое 
произвольное блуждающе*, снижение (/($, u[t) ) входит в е-окрегт- 

блуж ■ !юшн.\ движений, ян.ти*.\и'н абсолютным в том смыс- 
.11. iro оно зависит только oi у.

Таким образом, если (разовое пространство движений компакт- 
Ли. то про» (ьолыюе движение либо не блуждле*, либо с точностью 
наблюдений (до с) блуждает лшн xie toe время Отсюда выте
кает следующее: 1ак как и небесной механике изучаются конечно
мерные движения, то можно уиерждать, что любое движение, ia 
ьнмающее ограниченную часть фазовшо пространства, обладает 
свойством так на шнаемой еамооргатиании. жмущи й от бесио 
|.}|..ка к порядку I.mui.i этон самоорганизации заключается в том, 
что движение е точением времени становится иоблужчающим в 
пределах точности» наблюдений ia ним

Пусть некоторое движение описывается «мерной равномерно 
непрерывной на R | вектор-функцией u{t) — {iv, (/)- wi’ (n . '**(/). 
и» НО» • • • * un Ю }.  первые Л1 компоненты которой представлены 
ограниченными функциями времени, i е

Г((/) - {«!</). М О ........«*(0}, Щ(а.26)

sup|itf(/) — sup|;.f (/ )+ «* (/ ) * ...+м:(0]1г< со.

Согласно введенным ранее понятиям и терминологии, векгор* 
функция ч(1) порождает ди;;жение 0(я\ м(/1), которое в силу оцен
ки (5.26) б у д е ;  устойчивым ,7. С.и ювагелыю, движение (7(s, «(Г)) 
либо не блуждяе , либо .а конечное время «наматывается* на не* 
блуждающее движение. Поэтом) движение 6‘ (.s, м (0 ). по м еньш ей



чапи своих нареченных, выхолит на прело льный режим. 
^ j мысле обобщенные динамические системы [гфладлит | 
м ■ , ■ муиичтв перед динамическими системами пи Ниркпзфу.

1ред ожешде I.tt. Если пространство С ( Л \1') компактно, то 
ми' ' гнс‘ м о ■Иблужлающих движении всюду илогмы устойчн 

, [j . • ,1 жен п и, мера Карагеодири которых равна единице.
[,,м: ателыню  Заметим следуки ►бгтоятельаво. Но-пер 

них. множество М 0 инвариантно, компанию и может рассматрн- 
ar фа юное пространств Во-вторых согласно лемме Ьо-

Кры.юна |4!)], н пространстве М„) можно ввести
12-kvh) инвариантную по отношению к динамической системе 
6'(>. 1 '' РУ м- ,|ТО (ьИ 0- 1. В-третьих, согласно теореме Пуанка
ре- Кара «одорн о возвращении ючек. множество I: неустойчивых 
// м>чсц про» 1 рансгва имеет р меру нуль, г е. и/. =0 или 
, ц , 1. < у ч е т у  j t o i o  покажем, ч т  в произвольной t окре
сти каждой ючки u{t j прост ранствл Л10 существует устойчн 

... // точка ;■ ( г) S’(f , n i l ) ) ,  где v >0. Зафиксировав г >0 и окпе- 
CTii"' ."i- 'in . *•'(0), рассмотрим последовательность {.s j. . Так как 
и ,. I И, пеблгуж тающая точка, то для данного а> 0  и данного 
s найдется такой момент времени /Г>$ь что S ( t ,  ufl^J П 

г I. > и , ( / ) ) )  .S и S i t£ 0 ,  причем .S’] -открытое множество. 
П "  -I ' I . -S'i сотержнт в себе такое открытое множество S-iv j, « И М  ).

.. S ' i ] w I | -S . lit  нарушив общности, можно ноло-кнть *i 
с к/2 Диалогично точка *; (/>< .\fn также не блуждает. По? . м\ 

длн данного f  и данного s2 нандегия такой мбмеит времени I , .  что 
S’(. I С I 5 I- i l l :  .Sj .- .S'i есть r-

K|*i. п. множество Г .та S,  содержит в себе такое открытое мно- 
ал п-' СП]. чп 1 .4[«в. я2(/)] .S... Пе нарушив общности, но-
Л",.1 j |-« .. —  . Про толжлч -»го I прогюсс неограниченно, ыо.чушм

• -магельность вложенных друг в зруга замкнутых шаров

•ч‘!> u(t) ] ~>3'| у ,  '<40 1.S [ Й9(») ( ’>27)

1‘ J которых стремятся к нулю. Поэтом) последовав ii.ni сп. 
•̂ ■27) имеет непустое пересечение, состоящее ш  единственной точ- 
К|' 1 '0 М; Очевидно, v (* (̂/}1 П авто му покажем, что

140 \ с I ■ • it I I //. ( этой не.о.ю ^фиксируем произвольной 
|,().южнте.1ыпк- I , ,  [|<| -строению последовательно!.ли (5.27] 
Натуральное шел о к 2п можно •! побрать 7 ак, чтобы
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•V* p *- j e  “ Г- 1  S ( E* . u k ( / ) ) c r .S (c  *- i ,  u » _ |  ( ' ) ) d

crS(Co, v ( ! ) ) .  (5 28V
Тогда ■

И ' ) е 5 ( е ь ь  « *п (0 )с .5 (в * _ 1 , П « (-  /

.‘ (е*-ь (5.29)

p ( / ) e S ( « » rfl « b i l / ) ) c . S ( » lf K * (0 )n < i(/* .l. £(•». u„ ( t ) ) ,  (5.30)

где но построению последовательности (5.27) u согласно (5.28) 
**и >  **> i , >  s0. e* + i < s* <£*—i <Oo- Применив к обеим частям 
ьключспин (5.29) и (5.30) преобразования СЦ1,,, •) и 0(  .)
соответственно получим

G(tt , i'(t) )e=5(e*-i, « *- !(/ )) G(/», .S(sft_,, «*_, (/ ) )c  6'(Po, u (0 ),

G (— /ли. i ( M ) e S ( i i , t «* </)) n G (-**+ b  «* I/ ) )c ;.S(f.o, u (0 ) .

Иначе говоря, для произвольных ■ !>0 п S o X )  всегда найдутся та
кие моменты времени i г; * и t f* s coi 1ветс иен- 
но,что

G(tk, v U ) ) ^ S ( t 0, y (f) j, (Ц I* ,, y (/ ))e S (Po . у (0 )

Следовательно, ишжешк fits, u (/)) устойчиво П Дока >агелы mn 
завершено.

Итак, множество устойчивых I I  движений всюду плотно но мни- 
жостно иоблу ждающнх ишженнй:

М0 S l~ iЕ . (5.3!)

С учетом равенства (5.31), объединив предложения 1.5 и 1.6,
П и .П Ч И М

Предложение 1.7. Если пространство C(R  . И ')  компактно, го 
каждому н> 0 соответствует такое характерное время so(e)>0, 
что произвольное блуждающее движение G (s, u{t) ) :ia время s, не 
превышающее ‘гл, pas навеччда войдет в к окрестность множества 
всех устойчивых П движений обобщенной динамической системы
С(*. : ).

Таким образом, окончательно свойства самоорганизации дви
жения с компактным фаювым прпстрамстпом заключаются в том, 
что в пределах точности наблюдения яа время, характерное этой 
точности, каждое движение становится устойчивым П, т. е. обла-
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свойством возвращаемосги. Поэтому необходимо изучать воз 
^рашаемость движений.

5.2. Структурное описание

Для структурного описании движений обобщенной динамнче- 
,, система введем понятие типон, классов, видон и групп двнжс 

»гй и докажем соответствующие утверждения.
‘ Предлож ение 2.1. Каждое движение G(s, « (/ )) обобщенной ди 
лампческой системы G(s, ■) относится к одному и только одному

следующих трех типов:
1 Состояние покоя, при котором для каждого момента времени 

5 е Л> имеет место равенство

G(s, /<(/)) 0(0, u (t ))  -ы(/1, u(i) — const. (5.32)

2 Периодическое движение с минимальным положительным 
действительным  периодом т. г. е. для т и каждого s<=(0, т) спра
ведливы условия

G i t , u ( t ) ) — U lO ,u ( l ) ) - ,G ( s ,u \ t ) ) /G (0 ,u i i ) ) .  (5.33)

|| >е движение, г. с. для любого отличного от ну
ля момента времени s c /Л выполнено неравенство

G (л, и ( / ) ) * « (0 .  «(/))- (5.34)

Цокалигельство. Пусть движение G(s, и{1)) не относится к ти
пу 3 Это означает, чю  найдется такой отличный or нули момент 
времени s}<~Rh для которого нарушится неравенство (5.34) и

G I s , н (/)) G(0, u(t) ).  (5.35)

Не нарушив общности, можно положить s0> 0, так как в против
ном случае — so> 0  и

G (—s0. « ( / ) ) -  G(0, и ( I ) ) .  (5.36)

Итак, иус i. s. 0. При этом возможны два случая. Во-первых, мо
жет существовать такое наименьшее положительное число t< s 0, 
■Ьля которого выполнено условие (5.33). Тогда движение G(s, « (/ )) 
является периодическим, т его минимальным положительным пе
риодом и G(s, ы(/)) относится к типу 2. Во-вторых, может не су
ществовать такого наименьшего положительного числа т. .за ключей- 
Г5 М<-ЖДУ "> лем и s-o, для которого выполнялось бы условие 
to.d.i) Тогда для каждого s e [0 ,  s„) имеет место равенство
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Пусть -ч - R*  — проп «вольный момент времени. I го вичда можя 
представит к виде s ks„~rsf, где к натуральное число и 
а'- И'. -<о>. Используя (5.37), для s ’ будем иметь равенств .

0 ( 0 ,  » ( Л > : ( G ' ( b ’„- r s \  « ( Л ) -  ( j ( s \  u i t ) ) ,

означающее, что s ' есть период движения Gfa, н(М) .  Отсюда в си
лу произвольности • /?,* н равенства (5.3(5) вытекает, что каж
дый woMciiT времени является периодом шпжемии Gf.s, u(/)j 
и выполнено условие (5.32). IIdii атом лвпженис 0(.s-, «•/)) отно-
• пен  к I ипу 1.

Таким оГ>р;ыо*!, устаповлит, что если движение <7(>, u(t) )  не
■ шоеитсн к типу .4, ТО они гпюснтся К одному И ОЛЬКи о t Му ти
пу (1 или 2), ,Чока iare.ibcf но .аверпипо.

Заметим, что если движение 6'(.s. u ( t ) ) отмоется к типу I или 2, 
то оно возвращаемо. Оушеств;,ют также возвращаемые 1вижения, 
но относящиеся к гнпу li, например. непериодические устойчивые П 
движения. Полная клан: фи»ашш repi анческих ни .врмщаемих 
движений получена П. А. Щербаковым [*12]. В ■ «снопу . . класси- 
фикаиин положено с u iy ющее отношение эквивалентности: два 
движения называются подобными, если они принадлежат всякому 
основному классу пг> «врашаймых 1»ижений, которому прин , i. ■ кит 
хотя Аы одно из нн.\.

( h мстим 31 и классы возвращаемых движе ний: L класс вп х 
движений, относящихся к типу I; /., класс к vex движений, итно-
i нпшхея к типу 2: ’ . клао: всех почти периодических движений; 
!. ■ к л нес всех рекуррентных лннжшнЛ. которые псен . ■ н >днч- 
ны. Но не почти периодичны: La класс всех рскуррентны ■ динже- 
ипй, которые не псен юперноднчпи: / класс всех п--чти рекур
рентных движений, которые псевдопериодичны. нг> не oi . ррентни; 
L  класс всех Почти рекуррентных движений, которые п евдоре- 
куррентяы, нм не рекуррептны и не псеидоперподпчны; 1. класс 
всех почти рекуррентных движений, которые не псечдирекурренг- 
ны; Lf класс нсех псеьдопериодических движений, к т- рые ни 
гочтн рекуррептны: Ц  - класс всех нсерчорекурренших движе
нии. который не почти рекуррешны и не псевдопериодичны /.ю— 
класс всех устойчивых но Пуассону движений, ксиорые не почти 
рекуррентны и не псендонерноднчны. I

Классы Л1 состоят . з движений, относящихся к типу 31 
Так как но «вращаемые движения не исчерпываю! движеинн. отно
сящиеся к типу 3, ю  вР.едем иоАятж; в и д о в  движений: возврата-* 
ч-ых К и !квознратаемь1х К.. К возвращаемому виду движении Ki

Гг l-s, ыu >) 0 (0 .  и ( I ) ) .  (о 37)
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- оснки все движения. ншлишне. в классы I.«— L\o, а к К* все 
°1!,*ении шпа .1. не попадающие ни в одни in классов !-о /-'о* 
п ч видно, множество К 2 непусто.

Извращаемые (вижепня не блуждают. ('ушествуют также не*
_ ч . :i‘v I ней*у ж лающие и блуждающие движения Поэтому 

ьнетем понятно групп движений: пеблуждаюших В, и блуждающих 
р , j,, му Ь втъ.чиг все движения вида К и поблуж тающие лви- 
й <п1м ни и  К. Группа В. сие гонт из блуждающих движений ви
да К. .

I . м л е и т е л ь н о е  структурное описание жнжеини выгля
дит гак. _

Предложение 2.2. Каждое движение С; Is. u (M ) обобщенной 
.... i у,..,, скон системы < / (s. •( относится к одн и у и только иди му 

к I. -• принадлежит ..:шому и то.и.к олпому и< классов
I I ..........I . им ее г ( in и и только один из видов К ь  К и являет
ся э.л*м«*н ■ м одной и только одной из групп f t Ц: .

И m-беспой механике дпетато'нго хорошо изучены ерийд* че
ткие, iio'n-i периодические, рекурренише и устойчивые и П. v
HV л’нп ....... [ Г|„ |fij. Введем тре деления чт*,\ 1виж. гь и г л я
ебм'чнгннои динамической сиси мы.

Двн кение 0(я, и[Щ I называется почти периодическим. если тля 
каждою >• 0 множество R 'v  С- «) его «гПочти периодов sg, \ юв- 
.■1М . гти'пшх условию (5. J 71, ттентельно плотно в R u т. е. суще
ствует такое положительное число что каждый отрезок 
длины / действительной оси времени /?> содержи i хотя бы один f 
почти период ч .

Крмнрнй почти периодичности принадлежи? Бочнеру 14*»].
Тгорема Вохнера. Движение G(.s\ u(t) )  почти иериоди ню тогда 

и 1ч.it.| о тогта. когда замыкание его траектории кчмиякшо и
ир< I I [• I in ш C(R-, i н смысле равномерной сходи.моми на R .

Дн - I не 6Ц.ч, i ( J ) |  называется рекуррентным, если ч-iя каж
дою -() существует гакое положительное число /(f) > 0  что )ж- 
Дая луга G ( a ^ ^ a  I, u(t) ) временной длины I с точностью до г 
аппроксимируем всю траекторию (г [R и (П ). т. е.

(itRi, wfZjj S'tr. Си I, u C ) i )  (о.ЗК)
Дли любою tie- R,.

В качестве определения рекуррентного движения используется 
Следующая

Теоргма > стоичиммр .7 движение G(s. и(П\ рекуррентпо
‘У  а н ..... ко rnj-да. когда для каждого <-■ .>0 множество его г гме-
............  ' • < > Til* I ГОЛЫМ 1 I . ТНО В R\.

Критерий рекуррентности движения принадлежит Д. Д. Пнрк- Миф to
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Теорема Ьнркгофа. Движение G(s, u(t) )  рекуррентно тогда и 
только тогда, когда замыкание его траектории G (и) компактно и 
минимально, т. е. множество С/(и) непусто, замкнуто, инвариантно 
и не содержит истинного подмножества, обладающего этими тремя 
свойствами. '

Состояние покоя определяется тавтологически. Поэтому пред 
ставляет интерес рассмотрение периодических движений как нан 
более простого возвращаемого и устойчивых // движений как наи
более общмо возвращаемого движения. Однако каждое из чтнх 
движении, являясь представителем верного нетривиального и по
следнего классов возвращаемых движений, не обладает признаком 
описывающим их. Рассматривая этот открытый вопрос, заме
чаем что как теорема Вохпера, так и leopeua Ьнркгофа формули
руется в терминах «траектория». Поэтому сформулируем крите
рии периодичности и устойчивости // движении в терминах :• ■ >. 
тория».

5.3. Критерий периодичноеги

Предварительно сформулируем следующий общий факт, играю
щим роль теоремы единственности

Предложение 4.1. Движение G (s. ы(/)) является периодическим 
тогда и только тогда, когда найдутся такие неравные между собой 
моменты нремспн s4 и s2. что

G (s ,t i<(/))-=G(s2. м (/)). (5.39)

Гели т - минимальный положительный период движения 
G(s. u (t ) ) ,  го существует натуральное к. для которого выполняется 
равенство

ki =  Si S| (5 40)
При УСЛО ВИ И, ЧТО SoГ > S | .

Доказательство. Пусть движение G(s, ы(/)> относится к типу ■  
Тогда, полагая s. — 0. ,s2- = t  и к 1, получаем равенства (5.39) и 
lo40j Допустим, что, наоборот, выполнено равенство (5.39), где
* ‘ч — sо и 4’о^»0. Применяя к обеим частям равенства (5.39) пре
образование G(- «|, •), б)дем иметь выражение (!(ьэ, и (())=*■ 
=  6(0, г/(/)), означающее, что s период движения G(s, u(t) L  
Следовательно, движение G(s, и(I ) }  относится либо к типу 1, либо 
к типу 2. В нервом случае равенство (5.40) пановитси песодержа- 
тельным. Поэтому допустим, что G(s, w (0 ) относится к тину 2 и 
т — его минимальный период. Представим s} к виде s0— Ат-f -V где 
k - некоторое натуральное число и s0s [0 ,  т). Нели то вы-
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Л0 .1 НЯСТСИ  равенство G(0, « ( * ) ) -  С  (s0, н ( / ) ) =  G(fcr-fs0, u ( t ) ) ~  
^ 6 (5.,, « (/ )), Hi которого 1<ытекаст, что s 0 < T t  ii s0 — период дви- 
j. ,. .ми G(s, u(t)).  А это противоречит минимальности т. Поэтому 
s и и выполняется равенство (5.40). Доказательство свершено.

|п;«к, если траектория GiAJi. ы(/)) движения Gts, u(t) )  имеет 
>0ти 6 .J одлу точку самопересечения, то такое движение нерноднч- 
„ 0 || iTOMy предложение 3.1 играет роль обычной теоремы един
ственности, утверждающей, что через каждую точку u[t) фазового 
„пи- исства .VI проходит одна единственная траектория 
С (/Л. « (0 ) .

Переходя к двойственному для предложения 3.1 утверждению, 
ем Лризнак иеперноднчности движения: движение G(s, « (/ )) 

Ян. ся непериодическим тогда н только тогда, когда для любых 
щ- | них между собой момептии времени 4\ и выполнено нера- 
венсI но

или неравенство (5.34).
Предложение :1.2. Движение G(s, ы(/)) обобщенной динамиче

ской системы G (s, •) является периодическим тогда и только тогда, 
кот la выполнены следующие условия:

I) траектория Сi (Ru u(t) ) замкнута, т. е.

2) хотя бы одно из множеств G (y ,)  и 0 (иш) непусто, т. е.

Л"кампельство Пусть движение (J(s, u (t )) относится к типу 2. 
Тоглп G (/?,, и (! ))  -G 'tO O ^T , « (/ )) п каждое из условий I и 2 
выи» мено. Допустим, чго, наоборот, выполнены условия (5 12) и 
(5 43). Для определенности положим, что множество G (h . )  не- 
|‘УС1и (случай С(и, )- 0  рассматривается аналогично). Следова- 
’ слы существуют хотя бы одна функция t’ (/)e=G(u. ) и соответ
ствующая ей ы-последователыюсть (**} такие, что

G(si, и(1)) ф О (я 2, « (/ )) (5.41)

(5.42)

G(«* ) - G (u ,  ) U G (w „ ) -Ф0. (5.43)

limm[ G(s *, ;<(/)), G (0, *•(/))] — 0. (5.44)tl к
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Итак, движение G(s , u( l) )  устойчиво /7f и выполнено условие 
(5.12), а согласно включению (5.19) — равенство

0(Ru u (r))- *G (ii) =  G(u+). (5.45)

Докажем, чю  движение G(s, u(i ) )  пернолично. Доказательство 
проведем методом от противного рассуждения. Положив движение 
G(s, u ( t ) ) непериодическим, конструктивно покажем существование 
такой функции у(/|, что 1>(/)е0'(и) и v( t )e .G (Ru  и(1)). С этой 
целью зафиксируем {s*}.. е.Л'(со, и) и положительное число е. 
В  силу устойчивости П' движения G(s, u (t) )  для данного в> 0  н 
данного S] найдется такой момент времени что /|>5| и

m\(j(tu « (/ ) ) ,  0(0, u ( t ) ) ]< e .  (5.46)

И силу непернодичносгн движения G(s, u(t) )  его актуальное с< iroa- 
ине 0 ( lu « (/ )) не ирннадлежиг дуге G'( — ы (/)). Поэтому
компактные множества G(t-„ « (/ )),  « f — u(t))  отделены 
друг от друга и /;;[о i/lt ы (/)), G (—t ^ s«. г, и ( ш ]  — «*, « i> 0 . Обо
значим через b 1 расстояние /n[G(/i, ы (0 ). G((), f ( r ) ) ]  =  &i. Оче- 
ьилно, &|<р, так как выполнено условие (5.46). Выберем

El — min г — Ьи

В силу этого выбора имеют место выражения

S (e ,f G(/,. uV)))<=S(*t G(0, « (/ ) ) ) ,

Sfe,, G ( t u  u(t) ) ]  П G (- / ,< s < / ,f u ( t ) ) ^ 0 .

H i ус*гойчивости II  движения G(s, « (/ )) вытекает, что для данно
го e i> 0  н данного s2e  {s*}„ найдется такой момент времени 
/jtEtf,*. что t2> s2 и

т\0 (17, ы (/)). G (0, u ( t ) ) ] < n .  (5.47)

Так как движение G(s, ы и )) неперноднчно, то актуальное состоя
ние G(t2, u (t )) не принадлежит дуге G « (0 )  11 
m\G(t2, « (/ ) ) ,  G(-  « ( / ) ) ] — «г. Обозначив через bt 
р;«:стоянне n:\(J(t2, 6 (0, и (/)) J = Ь 2, где < » в силу 
(5.47), выберем

E: =  inin t- ' , У I—bn, ~ * J.
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Тогда
S(e2, C (t2, h (/ J3 )c S (« , ,  0(0, и (/ )) ) .

S|ei. G(/2, u ( t ) ) } ( ]G (- t 2̂ s ^ t 2. u ( i))  — 0 .

Н еограниченно продолжая л о г  процесс, получаем такие последо
вательности

£* — min ! e *_ i-  Ьк, П тг * 0, (5.48)

S (°* ,G (f it i , ( / ) ) ) c S ( e *  i, G(0, « (/ ) ) ) ,  (5.49)

^1«л. G(it , u(t? ) ]П  « (- * * < * < * * .  и ( / ) ) » 0 .  (5-50)
ЧТО ,

**>$*» lim/* =  oo, u (0 ) ,  G(0, «J(/))1 < е *- 1, (5.51)fc *>

Sfe. G(0. G(/ i , K(r))]r>...=>Gfe*, G(/s. И / )) ]= э . . .  .
(5.52)

Согласно предельному равенству (5.48), радиусы вложенных 
друг и друга замкнутых шаров (5.52) стремится к нулю. Поэтому 
дайна последовательность, согласно теореме о в юженны.х шарах 
в полных метрических пространствах, имеет непустое пересечение, 
состоящее из единственного элемента. Обозначим его через v(t), 
причем w [G (l). w(M). G(0, у (/ ) ) ]< е  и у(/)е=0(ы), так кок

lirij«f[Gу л, ii(/ )), G(0, с;(/)) 1^Пгпр-й 0.
-1 -• Cfl Л - ОС

По построению G(0, u (/ ))e O ’ |Wi, u (t)) так как л противном слу
чае для некоторого s/z R i было бы выполнено равенство 
d(s u( t) )  — G(0, t» (0 ). Тогда хотя бы для достаточно большого к 
вмело бы место утверждение ? *> л Л>1хо| н О (*'о, u(/)ied 
<BG( ik • sc. ik, и ( I ) ) .  Следовательно,

G (se.M < /))®S [p ,. С(/*, и (/Й ]. (5.53)

Поэтому, сопоставив выражения (5.50) и (5.53), получим, что 
G(s0. « j (/ ) )e G (— /,? « (/ )). Таким образом, актуальное со-
стоинне G (s0, м(М) одновременно принадлежит и не принадлежит 
луге G ( — и (/ )). Отсюда вытекает, что G ( 0 , p ( f ) J e
о Р в это (,-»1«»чает, что замкнутая траектория 

1“ |. и(1)) не содержит свою си-предельнук» точку G(0, у (0 )-  Тем 
Симым пилучено противоречие с условием (5.42). Следовательно,
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допущение о непериоличпости движения С (s. u(t ) )  неверно. Дока
зательство завершено.

Отметим, чю  каждое из условии (5.42) и (5.43), взятое в от
дельное ш, недостаточно для периодичности движения C(s, u(/)) 
Плпример, движение по прямой и конечномерном пространстве со
вершается по замкнутой траектории, но не является даже воэвра 
шаемым. Это означает, что условие (5.12) замкнутости траектории 
не всегда обеспечивает возвр2шасм<>сть движения. Существует не- 
нозвращас'мое устойчивое Л* (Л  ) движение, например движение 
г *  спирали, наматывающейся при /-*»сх>(/->- -оо) па начало коорди 
i<ai точку покоя. Для таких движений условие (5.43) выполнено,
I с не выполнено условие (5.42).

Объединяя (5.42) и (5.43) в одно условие, получим
Предложение 3.3. Движение (> (s, ы(/)) обобщенной дннамнч^ 

скои системы является периодическим тогда и только тогда, когда 
его траектория G{R\, t i l l ) ) компакта в C (R t, Л1*).

Действительно, из компактности траектории (i(R\, » (/ )) следу
ет ее замкнутость, т. е. условие (5.42). Пусть {sft! — проимольная 
г.»-последовательность. Тогда пз последовательности {О(л», « (/ ))}  
можно извлечь сходящуюся подпоследовательность, которая в силу 
компактности C(R,. Л)*) принадлежит траектории и обеспечивает 
ьы ).шеиие (5.4^.).

Другое эквивалентное утверждение получится, если учесть, что 
у  Хчпвосп. /I движения является необходимым условием его нер 
рнолпчнисти.

Предложение 3.4. Устойчивое Л (Л  или Л ) движение 
(7|*. я (П ) обобщенной динамической системы 0 (*>, ) является пе
риодическим тогда и T o.ii.w n  тогда, копа выи» mono условие (5.42).

Действительно. из ит< ост 1 1нижеиия О (s, м (0 ) следу
ет компактно* И» множества G(u ). Это влечет за собой неравенст
во d {и») -А0. Поэтому выполняется условие (5.43). Тогда, со
гласно предложению 3.2. движение G (s, и(1)) является периодиче
ски м.

lice перечисленные предложения эквивалентны между собой. Од- 
наки анализ и\ содержания показывает, что в предложении 3.2 
указаны самые слабые условия, обсснечивающш периодичность 
движения (i (.s', н (/)) Поэтому -*го предложение назовем критери
ем периодичности.

Сравнив предложение 3.2 и теорем) Г>о\пера, заметим, что в од
ном случае требуется компактность амычания траектории в смы 
еле локально равномерной сходимости на R \, а в другом случае — 
компактность замыкания траектории в смысле равномерной сходи
мости на R |. Поэтому создастся такое впечатление, что периодич 
пость движения обеспечивается менее слабыми условиями, чем его
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почти периодичность. Зто вовсе мс так. так как периодичность тре
бует замкнутости |раекгорнн.

Предложение З.Л. Движении (i(s. « (/ )) обобщенной динамиче
ской системы О (s. является периодическим с минимальным по
ложительным периодом т тогда и Только тогда, когда луга 

•••[г, и и п  временной длин и т минимальна по Внркгофу. 
Действительно, если днижонне G(s, к (/) > является иериодиче- 

(кнм с минимальным действительном периодом т .*0, то для каж- 
u>ro sfc£ {0. т) выполнено условие (5.33). Полому луга 
(, | ' > 1. it It 1 i ком . ктна и минимальна по Внркгофу. Пусть, на
оборот, дуга ( i (O^'.s^c, u [ti) минимальна но Виркгоф/. Следова
тельно. для каждого sc?i<). т]:(?{А?|. w(s }-П) — (Л 0: . « ' i ,  « (/ )). 
Полому Q iR |. u{t)) (Ци) и (/fu) (s (OsCs-s т, in f ))  компакт
ное множество. Гогла движение G(s, « (/ )) является периодиче
ским, а т — его минимальным периодом.

Сравнив предложение 3.5 п теорему Ьиркгофа. замятия, что за 
счет замкнуюстн траектории периодичность движения ойиспечииа* 
fii-м менее слабыми условиями, чем его рекуррентность 

Рассмотрим вопросы нозвращаемостп движения.

5.4. Критерий возвращаемое ри

Пусть (j  {s. и (if I некоторое движение обобщенной динамиче
ской системы G(s, •}. В силу полноты пространства C.(Rь .VI*) 
уножес 1 но 6 ( 1/) полно. Оно и инвариантно по отношению к дина
мической системе (i(s, •). Полому каждое движение чтпн системы 
кожно изучать в замыкании траектории, рассматриваемом как 
фазовое пространство Движения. В него можно ввести понятие от 
крытого множества открытом по отношению к пространству 
С{и). Это позволяет райгматрппать границу и внутренность каждо
го не ^множества из 6'<м).

Итак, под внутренностью траектории (HR,, u i l ))  движения 
G(s. MU) | бу lev понимал максимальное открытое по отношению 
к фазовому пространству Сци) множество. содержащееся в 
'iR i. и (/)). Внутренность траектории обозначим через 

S (R |, u (t)). Тогда границей траектории G (R U u (t) )  движения 
(s. u( I ) )  является дополнение до О (и) ее внутренности Границу 

обозначим через с G (R t, u(t') j. По определению имеем

v 1G(/?|. u (/ ) l— G {u )\ in \G (R ,, и (/Ц , (5.54)

G(u) iiH0 (/?It м(М) <з<«Г\ u (t)j. (5.53) 

Для внутренности и границы использованы стандартные обозна-
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чепня теории топологических пространств. Однако, чтобы подчерк
нуть, что «десь внуipe’.uiocTi, и Гранина множества рассматрива
ются относительно 6 (н)> Ini н О  заменены на ini и d.

Предложение -1.1. Движение 6 (s, и(1) )  обобщенной динамиче
ской системы 6 (s, •), онюсящееся к типу 3, является устойчивым 
по liyaccoii, тогда и только тогда, когда внутренность его траекто
рии нуста, т. с.

intr; А\. и(1)) .= 0 .  (5.56)

Докизительство неоихо<)имости. Пусть движение 6 (s, и (t ) ) о 
носится к типу 3 и устойчиво Л. Следонательно. оно имеет хотя бы 
одну собственную <»■ последовательность. Обозначим ее через 
{$*}, е=Л'(<о, ы), зафиксируем произвольное число f > 0  и дока
жем, что

5 1«, G (0 , « (/ ) ) )  П (С (и ) \ G U iu  u { t ) ) ) ih & .  (5.57)

Hf'paiuncTBo (.’>.57) и начает, что для любого г> 0  окрестность 
£(г 6 (0 , м(П )) начального состояния 6 <0 , ы (Л ) содержит хотя 
Си f гну ю-нредельную точку v(t), не принадлежащую траектории 
Дли доказательства перав. нстпа (о .>7) применим построение, 
помп 1ь.чованпое при доказательстве предложения 3.2. Проделав это 
no rpotmie, получим последовательность (5.о2) вложенных аруг в 
друг- шаров пространства О'(н), радиусы которых стремятся к ну
лю. Поэтому пересечение последовательности (5.Г>2) непусто н со
стоит им единственной точки i'(/ )6 (5 (i(), причем

lm im |6 (f*, н (/ )), 6 (0 , u(l) I J 0 , (5.58)
к • оо

и поэтому 1м/)е=6 (м»-). По построению 6 (0 , :•(/) ) e 6 (/?i, u(t)\, 
но, согласно равенству (6.56), 6f0, y (/ ) )e S f t \  (7(0, ; j(/ )) ).  Следо- 
p. льни, имеет мецто неравенство (5.57). Применяя к обеим час
тям нераненстна (5.57) преобразование 6 (5, •), буде\' иметь

5(е, Гф\ и (/)).) f ) ( 6 (w) CrfR,. u ii ) ) )- rb  (5.59)

для любого S€=R|.
В снл\ фоязнолыюсги s и. неравенства (5.59) получим выра- 

женн?
&{и) \  G{Ru Щ 1 )) — G{u), (5.G0)

о ‘начаюшее, что дополнение ло С (» ) траектории G [R U u (t) )  нею- 
ду плотно в пространстве 6 (нТ. Сравнение^ выражений (5.55) и 
(5.60) м< жду собой дает, что 6 (и) • 6(7?ь и(1)) - 6 (и) ч



С(/Л, “ ( I ) )  G(iA. ©тс#»да следует раненство (5.Л6). Итак, 
iii'iv;ренпость траектории устончнного 11 движения пуста.

Д оказательства достаточности. Пусть выполнено условие (5.56), 
означающее, что никакое состояние дпижсния G(s, « (/ )) не пре .- 
с |;iп.Iяет собой внутреннюю ючку траектории. Рассмотрим проип- 
.р .о последовательность таких положительных чисел {tA}, что

:rrt г ,<  * . (5.61)- Г j

Дл | . того v окрестность -S(с i. 0(0. u (t )))  содержит хотя fiu 
оЛм. .,кую /.-предельную точку (М траектории, что

(/l&S-O, 0(0, u {t)), linim [£  (.s*,, и (t ) ) ,  <7 (0, i (/ )) | = 0,
<I ••

где f s * , } — /.-последовательность. Аналогично в силу (5.5G) для 
да1 го ъ\ окрестность S (n ,  (/((), м (0 ) )  содержит хотя бы одну 

ip< дельную точку {if траекгорки, что

i/)«=S(eb 0(0, « (/ ) ) ) ,  I iin/ггj O'(s*„ u (/ )), 0(0, »<(/))] — 0,

где (s»,} Х-поеледователыюсть и .S J я i. О JO, u ( t ) ) ] ~ S x  
X  | . G(0, «/(/)) |. Неограниченно продолжая этот процесс, полу-
ч.м. iiuiлсдонателытсть таких /.-предельных точек [v t (/)} траек
тории, что

О (0, u (t ) )) ,  linvn [(* ,£ * , u (t)), ОГО, м {/ ))]= 0 .
V *  (5.62)

И п. клеенны х друг в друга замкнутых к-иiцент
рических шаров

•S[k G (0 , l l ( i ) ) ]  S 9 . 0 (0 , 1/(О ) ] —З" ■ —-S| к 0|П, и (/>) ]гэ . . . ,
(5.63)

pa I I. которых it i нл\ (3.1)11 стремятся к нулю. И силу единст
венности точки пересечения последи патслью сть (5.Go) п е р е е с г- 

ке и(1). Пй-что\!\ пропели диагональную процедуру. из 
"мовательностей |0 (а ,„  и</))}, {О (*■»,. « (/ ) ) }* , . . . ,  

i u (s. . н ( / ) ) } . . . .  можмр юнлс»ц> сходящуюся к OKI, u(t I)  юсле- 
ОСТЬ <7(5,1. н С* I 1 - О Кч2». м W I I , . . . , О  (.S* . Ц ( / ) ) ..........т. е.

liirw [0 (s*» , it i t ) ), 0(0, м (/ J ) ] =  0. (5.64)А * -*
^ ттачает, что движение С fs, и(1)) устойчиво П, так как но
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построению {5 кк \ t't’Tb л-носледователытс1 ь. Доказательство 3aJ  
ьершенц,

Сформулируем двойственное у гвержденне.
Предложение 4.2. Движение G'f.s, м(/)) обобщенной динамичл 

u -ой гмпсмы G(x. ■), относящееся к типу 3, неустойчиво П Тигда и 
только тогда, когда внутренность его траектории непуста, т. е.

int6’ ( /?|, и (/ )) -/- 0 .  (5.65)

В силу и род идущего предложения достаточность очевидна. По
кажем необходимость. Пусть движение G (.<>, £/(/)) относится к ти
пу 3 и неустойчиво П. Поэтому не выполняется равенство (5.56), 
а выполняется условно (5.65!

Этим доказательство свершается, но следует уточнить нера- 
гещтво (5.65|.

Предложение 4 J. Движение G'(s, н (0 )  обобщенной динамиче
ской системы О {s. •). относящееся к тину 3, неус г шчпво П тогда и 
только тогда, когда внутренность его траектории сопи; 1яет с самой 
траекторией, т. е.

int<7(/?,, ы(/)) =  <мЛ’:. «(/))• (566).

Докажем необходимость так как достаточность очезидна. 
Пусть движение G(s, н (0 ) относится к тину 3, неустойчиво II, но 
по выполняется равенство $.66). Тогда разность (!(R\, u (/ ) )\  
\  int(7(Л?!, u (t ) ) и содержит хотя бы одну точку /. (/-) •>'«), не являю
щуюся внутренней точкой траектории. Тогда, применив построение, 
in по. ’ьзовамин в доказательстве доста точности предложения М. 
in : км последова ельность ( Cj ( s а*, и (М )}. I I»  построению она 
удовлетворяет условию вида (5 64) и сходится к -чг s ). для не
которой л-носледоваиммюсти {£*»} . Следовательно, движении 
C(.s\ и (П ) является устойчивым П. А это противоречит услониям 
предложения. Полученное противоречие доказывает равенство 
(Г..ы;1. Док.. етьст! "ijiepi iei>

Внутренность m ^траектории ( i\ R x , ы (/ )) . и{1))) по от
ношению к подпросграштьу Gin )(G {u  I) обозначим через 
int G (R j ,  ;;(/ )) (int G (R~ , « (/ ) ) ) .  Внутренность полутраектории 
С (R | , и (7) ) (Gt R~, и (/ ) ) ) по отношению к пространству Glu) 
оЙнначпм через intG'(/?]', « (/)) (intG'(/?f, u (t ) ) ) .  Очевидно, 
mi G‘ (/?, ,» (/ )) \u\(i\R{ ,и\П ): int G { R r , t i l ) )  111T G {R ^ ,u (t)t

i lecymeci венные модификации доказательств п р ед ло ж ен и й  
4.1 - 4.3 потволяют установить следующие факты.

Предложение 4.4. Движение 6(5, м(/)) обобщенной динамнчс-
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, Ь(.п систем ы  6’ (s. •), о 1 носящееся к типу 3, является устойчивым 
р  (// ) тогда и только тогда. когда внутренность положительной 
(о триц ательной ) полутраектории относительно ее замыкания пус
та. т. е.

ir.rG '(/?j+, в (Д )  =  0 ,  fint-O'(У?~, i . (0 )  0 ) .  (5.67)
Предложение Движение (j (s , и (())  обобщенной дннамнч. 

ск«»й системы G(s, •), относящееся к типу 3, яиляется неустойчивым 
fi (// ) тогда и только тогда, когда внутренность положительной 
(игрнцате.тьнон) полутраектории относительно ее замыкания ш- 
пуста, т. е.

nil <7(7? + . и(!))-/-0, ( int (J[R  i. (t)) ^ 0 ) .  (5.68)

Два к  it нчио (5.66) перашистеи (п.68) имеют следующие уточнения.
Предложение 4.U. Движение G(s. » (/ )) обобщен ной . ^ом иче

ской системы G(s, ■), относящееся к типу 3, является неустомчи 
, .  II \11 ) тогда и 7 мько 1 >г̂ а, Koi.ia внутренность положнтель 
ной (отрицательной) полутраектории относительно ее замыкания 
» ■ I it '.it • с ■ амий полу]раекторией, т. е.

ii:t*6'(/?, , ы (0 ) ,//(/ )), (nit G(R~, m l)\ G iR f ,  u {t ))).
(5 69)

Итак, .формулированы критерии возвращаемости и певиивра- 
ui. 1 .ь I м-i ынамнчсской системы. Можно доказать крн-
т» р it r.>t ения. попадаюте! в любой щ  h-тассов L ,■ (i 4, '■.......
. ...Ч |. I . к как шдставнтслн зп:х классов ниже нами не рас- 
«мам иваются, то не будем приводить их критерии.

5.5. Сравнение лнижений в метрических пространствах

Наряду с М рассмотрим другое полное метрическое простран
ство И ( метрики! cf*. II;,i n .  1 - C (R |, 1Г ) — множество нсех 
1 enpi рыниых функции со ч.аченлямн н It . зависящих иг времени 
^ R . а </ — метрика в U , eoiласонанная с <i* и введенная по пра-
ЬИЛУ i5 .i). / (s, •) динамическая система, заданная в простран
стве Ц'.

Рассмотрим движения G{s, и(1 )) и F(s, v (t )),  где u (l) И и 
l ii)< И. Движение I (>, t>(/)j называется положительно (отрица
тельно) сравнимым по нозвращаемости (сокращенно — сравнимым 

) с лвижением G(s, н(/)),с-сли имеет место включение

-V (ш. « ) с - А ’ ((ч, у ) ,  ( Л ' {а ,  и) с :А ’ (« ,  у ) ) .  (5 70)
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Здесь V(-, X )  — введенное в предыдущей главе множество собст
венных (• ^последовательностей функции ( X ) .

Движении 0(s, гф )) и t'(s, v(t)\ называются положительно 
(отрицательно) изохронными по возвращасмостн (сокращенно—. 
изохронными R (R  ) ) ,  если имеет место равенство

Л (о). v)=> Лчо), к ), (Л’(в, у) =  Л'(а, и )). (5.71)

Движение F{s, v (t j)  называется положительно (отрицательно) 
равномерно сравнимым по возврашаемости (софащенно — срав
нимым HR (RR  ) )  с движением G(s, u (t)), если справедливо 
включение

Л'*(to, «)с_Л’*(<!>. у), (Л * (и, //)с_Л*((1), у )) ,  (5.72)

где Л’*(-, X )  множество всех направляющих (^-последова
тельностей функции (X ) .

Движения О * I u (/ )). I {s. v (n )  называются положительно (от
рицательно) рав -мернч изохронными по возвращаемостн (сокра- 
шен изохронными RR ( R R ) ) ,  если справедливо равенство

,¥*(». г) — Л * (to, к ), (.V* (a. t-)=.V*(n, и)). (5.73)

Аналогично вводятся понятия сравнимости R, сравнимости RR, 
изохронности R и изохронности RR  дннжений, ладанных в различ
ных фазовых пространствах [24]. При этим соотвентвенио имеют 
место услоьин

-V(/.. м)( \ (л, у), Л*(л, « )с :Л ’*(?„, е);
(5.74)

Л (а, у) — Л (>., и), N * (K  V) — Л/*(л, и).

Двойственные части прнв. i c i i h i j x  ниже фактов не шказывают- 
ся. ибо они получаются при помощи jhw h u  знака плюс Н  ) на 
уииус (— ).

Предложение 5.1. Чвнжеине /•'(.**. у (/ )) сравнимо R (R~) сдви
жением (7(«, и {{))  тогда и только тогда. кпгда из каждой {>»} S

«(а), и) ( {sA}, etf(T£, и ) )  можно извлечь такую нойледоватсль- 
I*,! ( ( с>) ). что is*l £{**}■■ и {лгА! &.V(w, ;■)({-%}. ~ 

С- {"* ). И {5*>. G=;V(a. у )) .
Необходимость очевидна, так как если движение F[s, v it)) 

ерл.ннмо R с движением C(.s, ы (/)), то выполняется у с л о в и е  

(5.70). Докажем д о сы тчн тть , полагая, чго каждая {><,} е
i- \  (ю. ц) содержит в себе {« J *  V(<d, г) Предположим, что дви- 
. /•'(«, М О ) несравнимо R с движением (!(*, м(М). Э т о  о з н а -

:st- I
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ч | чаpyun-iiне условия (5.70). Поэтому найдется такая (s*) f= 
£ \ , м), но |s*J SiV («n, у). Тогда из {.ч»}...еЛ' (м, и) можно нз- 
„ 1акую носледовате п.ность |s#) . e:/v (о», ы) |21], что никакая 
с о с . к'донатсльность не является элементом \ (w, Ы . \ это 

рсчит исходным допущениям. Доказательство завершено.
Г. /ложение 5.2. Движение Г (s, v ( l ) )  сравнимо (К  ) слип 

л. Gis, н (/)| тогда и только тогда, когда существует ненре-
отображеыне V полуграектории О (/?,'•. и (/)) (О [R~, и(/))> 

н, . траекторию/ (/ ?f, у (/))(/ '(/?, . обладающее свои

: тбого s s /?,+ (se / ? ,‘).
•xoiluMoa». Пусть движение Г (s, у (/ )) сравнимо R с ави 

. Vi G(s, u ll) ) .  Отображение V  полутон к горни ( i { R f , ы у ))  
п .  /траекторию F{№\ ,  г(/)| построим 1 ак, чтобы каждому 

ц.ному состоянию Cj(S, u ( l )  \ (oimiici.'i •. n.*t<v > ■
n  / (s. с' ( D ) ,  где s j/ ? ,'. Это правило будет выражаться pa- 

i 'Ч (5 ,75 ), Покажем однозначности и непрерывное п. постро
ишь « отображения V .

К-смот рим тачал а  случаи периодического движении 
(its, ■(/)). 1'сли (i(s, « ( / ) }  npt- являет собой состояние покоя, 

R и и щ«лу включения им ем ,' V («.». «,■> R |.
1 о:. л hi жепне / (s. !.*(/) > гоже соответствует состоянию покоя. 
Э к  .1' п.. .ыьает однозначность it непрерывность отображения V . 
1ч i>. н(/|) периодическое шижение с минимальным поло 
>' 1 .ныл пе])нодом г. то, согласно предложению 2.1. и я  любого 

временii .ч--|0, i| имеет место условие (5.71). При что* 
s': -i Hi/) I сонпадяс! со всей траек юрпей Си R,. н(/|) и 

in •», непрерывноотображается на дугу / (0* >■ i. с (/ )). так 
1 1 п.п включения (Л.70) i является пернол^м лнмжения 
у (■'. с-(/))'.

■ чогрим случай непериодического движения Ц(я, :.(/}) *-3 
>м. согласно предложению 3.1. ни при каких .шзчениях мо 

*''' ' в решат ' /-.ч. не выполняется равенство (Г>.ЗУ). Поэтому 
тачное отображение. Докажем его непрерывность 

у. н иелыо рассмотрим произвольное актуальное состоянии 
(/)) и произвольную последовательность актуальных см-

1 < >*, K<t)))r  СХОДЯЩИХСЯ К (/(.*! U { t ) ) ,  т. с.

V Ci (s, u ( I ))  — F(s, v (/)) (Г>.75)
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При чгоч мяможни д#ц i inуашш. Во-первых. {>*} может окд. 
зоться ограниченной последователыюстмп. Гогда, согласно лемме 
Волы Вечер /pin ■. a j 1 j , ил |s* } можно извлечь сходящую, 
си к Хщ п«ииюс.чедо»атедытсгь. Пи-этому. не нарушив ибщноигц 
можно ttOJuwKHTj. liins1 =  i*. Отсюда н силу свойства локальной ,1е1

* - 00 1 
прерывности движении обобщенной динамическом системы имеем 
равенство

l:'md[/'(.«*, гЧ.Ч), !'{s0, у (/ » |  &  (5.77)J: *-00
ил которого вытекает m прерывность отображ. пня \ ,

Во-вторых. { s i  не«и ранпченная ikh.ic юнателымсть. Тогда 
{.V*—.So) с -V (<•>. и), ибо 1ля { ^ } выполнено равенство (” .76). 
Л гак как движение / (s, ■(/)) сравнимо W с жнженнеч 
f У (s. u (t)), то { — ч } ■— .V (<о. ; )  Поэтому снова имеет место pa
in  .тии (5.*). Этим доказана не Сходимость.

Достаточность. Пусть существует непрерывное отображение 
\ множества 6 (R f ,  ы(<)) на множеству / i г ч ;) ) ,  обладающее 
свойством (Г».6). Покажем, что движение F (ss и (0 ) сравнимо R с 

ьнженно.ч G (.s', «|П> С vr-'fl целью зафиксируем произвольную 
} > } — V I (.», ц) . Но определений) множества V (о>, и) для {.<*}, 
выполнено равенство (5.15). 1ак как V есть непрерывное отобра
жение. о оно, в частости, к прерывно в точке G (0, м( |)<=
t  . t i l ) ) .  Следовательно, пн/[/'|' . - </) l / ’ (Q, ;■' (/))  | П 11k '<*
{s*} A i т . it). Отекла в ciu\ произвольности js*J ~.\ iui, u) 
имеем включение (./.70). Л »то и доказывает достаточность пред
ложении 5.2.

ПтиК, предложение 5.2 дока sano.
Предложение Г>Л. Движение / (s, сМ./П сравнимо RR (RR ) 

i лн(Женнем O'(s. » (/ )) тогда и только тогда, когда существуя^ 
равномерно непрерывное отбпажение V  полутраектории
О ( /?, , m l)) {G\R~, } на полутраектории) I \R, ,  v[t)) 
lF(R~r  M l ) ,  обладающее; свойством (5.75) для любого sr-' 
f -Л’j* (<^=R{).

llpe lapure*!. 110 заметим, что ееш .внжение /'(.s\ |/|| гравии- 
v RR (R R ) с движением G(.s, /ш )|. то e ним оно сравнимо 
R [R ). П) лом,у н снл> п'.ч\:ы ушего предложения существует не- 
прерккнее отображение V  множества u { R ’ . /<(.') I на множество 
/ ' iD p U i . ' l )  н оно обладает пи петвом (5.75) Следовательно, 
нре моженис 5.3 справедливо в т м  п только в том случае, когда 
отображение V равномерно непрерывно.

Необходимость. Питт» движение i (s, 1>(Г)) сравнимо RR с
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внжением G{.<;, « (/ )).  Покажем равномерную непреривиость ото
*,, ■ имя V . 1 iroii целью нровс icm рассуждения oi противного, 
'* 1ог;1Я V  непрерывным отображением, не являющимся равномер

но непрерывны м . Последнее означает существование такого ■•<> >0, 
цТо при любых Л> 0 найдется пара (s,. j>2) моментов времени 
р*, для которых

//й[О (sj. ttU )), С Is*. u(f) ) 1 <?>;
(5.78)

( J [ f  | S i ,  p ( / l ) ,  i > ( 0 ) ]  ».

Цилмуясь. произвольностью числа ft. входящего в неравенства 
(5.7S). фиксируем последовательность тпкнх {ЛА},что

f -Л, -Л, — , lmif>jj.=̂ 0. <5.79)Ь- - се

В силу I -7«| каждому числу Л* соответствует пара таких момен
тов времени s’u, '«vCiA* . что

ж| г; (5 ц , V (/)), Q (4-„. и {/)) ] < \ ;  (Ь.80)

CJ (/)?,/■ («2t, :1 П )]> « 0  (581)

дли любой натурального А:. При этом ишможпи следующие три 
случая

Ь ервых, каждая из последовательностей {sj j и I ) ока- 
:1Ывг. и ограниченной. Гогда, согласно лемме Ьо.п.цамо- 15енер- 
uiTpaci а, {лц} и J- ] имеют <. холящиеся подпоследовательности.
11е нарушив общ ж ‘тн, можно положить, что { f i t }  и {^2* } сходят
ся и ■. .. hi 1ЯЮ1СЯ их пределами. При этом, учитывая неравенство 
(5.80) в си п (5.79) будем иметь

lirn/n[(i (sUl « (/ )),  (j (.s2*, t ( / ) ) |  —
ft ■ Co

m[ <7(si, « (/ )),  C/(*g, иТО) imA, 0.
к *®

Огеюад ПО ч о р и е  о единственности предела получим, что 
G U i, u(t))=zsG{:s’2, u (l)) .  Поэтому из последовательностей {su }
11 iS?.i } можно образовать такую направляющую т-гкс. едовагель-
1,,)сгь {»*}_ ’* (и), и), которая, согласно неравенству (5.81). не 
принадлгжнт Л’*((п, у ). А з ю  противоречит тому, что F {s, о (/)) 
равнимо RR с 6'(s, и( ) ) .  В этом случае необходимость предло

жения 5.3 доказана.
Во-вторых, может oKaidtbCH, что одна и* последовательностей
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{$!»), {fad  является ограниченной, а другая нет. Г>ез ущерба па*,. 
г.:ем, что {si*} является ограниченной и сходящейся к %,»
{^2*} iteoi раннченной. Поэтому {х**} представляет собой о>-пЛ 
следоватслыдость, н н силу (5.7У) и (5.80) будем иметь

lim/n[G(.sr , ч[1)), (i(.4u, u (/ ))]ft - оо

!imm| (I{Si, u (i) ), 6 (ij», и (/ )) |^ lin it\— 0.Aw i  •»
(.Угоняя вытекает. iro {.sj»_ S|}- < \ (tit, м). Ни в силу (5.81) 
{-S2*— -чЛ,.. e  A (j>, и). Последнее означает, что движение F(s, «(/)) 
несравнимо /? с движением G(s, и{1)). Итак, для рассматриваемо
го случая также доказана необходимость предложения 5.3.

В третьих, пустг. последовательности { s i* } н {.S2t} нес раниче- 
| ы. т. е. {si } н {ляv) . Зафиксируем произвольное чнс.' >0. 
Ь  соответствии с условием выбора {ft»} найдется такой номер 
fe*(t), что, начиная с этого номера, все f>k - к. 1огда и силу нера
венства (5.80) при любом k^sk’ имеет место неравенство

/н[0($п, u (t ) ) , ( } { s 3k, М 0 )]< р -  (5.82П

Т.*к как к и|• 01; шолыюе число, то неравенство (5.82) означает,! 
что {G(>'u, м (/)), G (s jt, u (0 ) j  есть фундаментальная последова
тельность Кошн. Она в силу полноты пространства О (и) сходится 
к некоторому элементу из С (м ), т. е. из {*i*} н {*2  } можно обра
зовать такую направляющую т-последователыюсть чгО; 
{5*}» e-.V* (о>, и). Однако. согласно неравенству t">.8l), го<тветвИ 
ь\ющая последовательность {F (s k, t»(/))} не является фундамсн 
тальной и {.?») е А '* (ш , у). А это противоречит включению (5 72) 
Полученное противоречие завершает доказательство необходимо
сти предложения 5.3.

Достаточность. Пусть отображение V , действующее по прави
лам (5.7о). равномерно непрерывно переводит О (/?,', ы(/)) на 
/■'(AJ+, и (/))■ Покажем, что движение F(s, счО) сравнимо RR
О is , и (t) V Д ля этого достаточно покапать справедливость вклю ч 
ьия (5.72). С этой целью рассмотрим произвольную {s^ JS  
c=<V*((i>, и). Зафикптуем произвольное число к> 0  и выберем 
число fi> 0  п соответствии с равномерной непрерывностью отобра 
жения V7. Тогда для данного б найдется такой номер к*, что 
/n|G(s*, м (М ), G ( i*  + i, u (0 )]< CA для любого k^rk*. Поэтому*

F[s,f, v (t)), F (sk i

■

Г-
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=*d[S7G(sk, М Л ) ,  V fi(> 4+1, r (/ ) ) j< K .  (5.83)

так как V  равномерно ненрерынно. В силу произвольности е из не
равенства (5.11) вытекает, чю  } f ( s A, « (/ ) ) }  есть фундаментальная 
рт-ледонательность. Поэтому {s* J ezA'* (ш, с.'). Итак, произвольная 
последовательность {s*)eA*(o>, и) входит но множество A*(w , v ) 
п движение I'(s, v { l ) )  сравнимо Rk  с движением G(s, u (t ) ) .

Предложение 5.3 доказано полностью. Ил установленных нред- 
н, -.ний 5.2 н о.З вытекают следующие утверждении, выражающие 
критерии изохронности и равномерной изохронности движений.

Предложение 5.4. Движения (i(s, м (/)), A(S. t’ (0 )  изохронны 
Я (/? ) тогда и только тогда, когда существует гомеоморфное, т. е. 
Р1ЛИМН0 однозначное и взаимно нснр< рывное отображение V  меж- 
"V полутраекторнямн G[R\ , « {/ )) (G (/?Г* “ (О ) )  11 M ^ i+. VU )) 
(/ f { 0 ))> обладающее свойством (5.75).

Предложение 5.5. Днижении 6 (s, и(1)). / (s, :•(/)) изохронны 
RR (RR  ) тогда и только тогда, когда существует изоморфное, 
т. с. взаимно однозначное и взаимно равномерно непрерывное ото
бражение V  между пол;,траекториями G {R j . u (t)) (G (Iii ,  « (/ ) ) )
и F (R i , c*(/)) (/ </?» . И 0 ) ) .

H i и т. ыожепня 5.1 вытекает, что изохронные R движения име
ни один и тот же гнп, попадая в » дин и тот же класс L0, I < и Lio. 
Из предложения 5.5 вытекает, что изохронные RR  движения при
надлежат самому и тому же классу Ц, I______, / . [11]. Далее эти
замечания неоднократно иепплыу ютсд.

5.Г». Сравнение в банаховых пространствах

Гак как каждое банахово пространство является и метрическим, 
то сформулированные в предыдущем разделе предложения спра
ведливы н этом пространстве. Однако банаховы пространства сле
дует ассм греть отдельно, хотя бы потому, что в них вводятся по
нятия производной функции и интеграла от абстрактной функции 
со значениями в этих пространствах. Тогда естественным образом 
возникают понятия сравнения по возвращаемостн движения г его 
производной по времени и с интегралом от лого. Исследование этих 
вопросол составляет содержание данного раздела.

Пусть М* — банахово пространство и 1 ■ -норма его элемен
тов. Через т  обозначим метрику, введенную как обычно по норме 
пространства Л!*:

т*(дг, м/1, (5.84)

где х, у _  произвольные элементы из М*.
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При каждом фиксированном значении времени /V  R, значение 
каждой функции u[t)t^C [R ], ЛГ ) принадлежит Л/*, т. с. и{1*), 
е^М". Поэт >му cymecin/ei m iilviu и (Г )  . С учетом этого в прост 
ранстве C ( R Ч*)  можно ввести метрику т ,  определенную ранен, 
ством (5.1) н согласованную с метрикой (5.84).

Элемент лс~\1* называется производной функции ы (/ )^  
е С (/ ? „  .Vf*) и точке /=-4% ес ш при t ^ s  выполняется равенство

[ e(ftlnvm —
I *» I —S ] (5.85)

£слн найдется такая функция v(t)<z.C(Ri, М т), что она при каж
дом фиксированном значении t —s принимает значение х, удовлет- 
юрнющее равенству (5.8 j ) ,  то v(t) называется производной функ
ции u(t). Производную обозначим через ^ . Гогда

1(1) =  v (О (3.86)

для всех iczRi.
Функция a’(i)c :C (/ ? i, ЛГ*) называется первообразной функции 

г (/ )еС (/\ ’|, Щ , Лли при лмбих sc R : и t*=R\ имеет место ра- 
генство

t

iv[t) -*»(.s ( 5 . 8 7 )

Функция и (l) и ее первообразная связаны между собой обыч
ним соотношением, что t:-(/) -« (/ ). Иначе говоря, производная но 
переменному вертем ; пределу от первообразной совпадает с са- 
мои функцией. Как в классическом анализе, нетрудно показать, 
«то первообразная ы’(!) к каждой точке st^R | имеет производную  
н она равна подынтегральной функции.

Докажем некоторые утверждения о сравнении функции, се про
изводной н первообразной по позвратаемости. При этом следуш 
[23. 62]. 8

Предложение 6 .1 .  Коли функция u ( t ) e = C (R V f * )  р а в н о м е р н о

непрерывна на R-(R: ). то движение G(s, u (t)) с р а в н и м о  
R R 1 <RR ) с движением G (.ч, ы (0 )

Доказательство. Для каждого натурального k введем функцию

Я ,  ( /)  - i - )  -  и (/) ( 5 . 8 8 )
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и П'Ч<аж1М, что для любого фиксированного » -О найдется такой 
|шмср к , что 1лн всех к^к" оценка вида

IIй* (/)—и(/)||<е (5.89)

ьы м *■■ яетц'и равномерно на R*. С этой целью для данного е выбе
рем Л (к )> 0  в соответствии с равномерной непрерывностью функ
ции и (/> на R*. Тогда для любых таких 5, что
и у  сем

j|« (/-j-s) — и (i) i! <е. (5.90)

Is.и смотрим выражение |ш*(/)— и (/) II. Оно имеет смысл, так
i; . »Г банахово пространство л u(t)ezC(Ru  Л Г ) .  Оценим его,
\ .ян представление Г>.8Я) функции ьц{*):

1/Л i;*
Ilw* l0 —а(<)Р -li* j  Mf-|-s)(ls -к | u(t)ds —

о 0

1 Ik \ik
All J  [k(H-s) M (n ]rfsi.^ ftJ li«(/+5) и (i)

0 ()

С п и  с учетом неравенства (35.90) имеем (5.89). Л эго означает,
•  ̂

i I ледователыюеть {м*(/)} сходится к u(t) равномерно на R\ . 
Очен ■ т о ,  функции «*(*) сравнима RR  с функцией и (/]. Обозна
чим ■ ie:j V  отображение, переводящее нолутраекторию {«(/-+-*>) I
|s- на полутраекторшо {« (/ - f i )\sc.R* } и определяемое ра- 
BOiicn iM V u (/- fs )-= lim u*(i- fs )~ ^ (/  f-s) для всех s -RГ , По до*

ft-* CQ
казанному выше V' есть однозначное, равномерно непрерывное
отобе; кение. Тогда, согласно предложению 5.4, функция u{t) 
сравнима RR + с функцией u(t) или, что то же самое, движение
G (s. и (0 ) сравнимо А#* сдвижением (r^s, и (/)) Предложение 0.1 
Доказано.

Предложение 6.2. Если первообразная ц'(г) компактна R (R ), 
то Движение 0(.s\ uMO) сравнимо R ’ (/? ) с движением G(s. « (/ )).

Доказательство. Пусть {s*} произвольная собственная со-по» 
‘ ледовательность функции и (1 ), т. е. и):
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(5.91)

Действуя нл обе части выражения (5. 87) преобразованием G(s, .) 
где sf=r/?f. имеем

G(s; » ( / ) ) -  (Us, u/fO) )-j-G | s, J h ( t )</t j. (5.92)

В  частности, равенство (5.92) нерка п для
/ t \

0(st , & ( ! ) ) -  о (sk, a-(TT).)-j-c| -V*, J  r ( r ) t h  j.

С учетом (5.91) рассмотрим выражение
t t 

G(s*, ^«(т)(/т), G<0, j H(r)rfr)liinm

=-- iiinm
л-»»

— rn

0
t

G(0, J j / ( t  G(0, | w ( T ) r f t )

G(0, |и (т )^ т), G(0, J;v(T)dT) 0.

(5.93)

(5.94)

Ил компактности R функции tt'U) вытекает, что последователь
ность {О (.*»*, t ' ( 0 ) ) --и.'(5*)} имеет сходящуюся подпоследователь
ность. Не нарушая общности, полагаем, что последовательность 

сходится и а*-  ее предел. Исходя из представления 
(5.87) имеем

a 1 ( s A) —  а |( 0 ) +  | 'н ( т + 5 Л)с?':.

Здесь с учетом равенства (5.9J) перейдем к пределу при Л-***! 
Тогда получим u>* =  tf(0 ). Итак, исходя из равенств ш* — «’(°)<
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, '  )1) ii переходя к пределу при Л-*-оо d выражениях (5.93), будем 
иметь

iim m [G(s*, ы-'(П), G(0. ыЧ/))] <•.1 - • вО

•,им с говоря, {•>*} (=-Л («о, гг’) . Это включение* и докашвает нред- 
«ожеиие Ь.2.

II pt-д ложепиг (>..‘3. Исли u»(7) первооГфазпая функции u(t) и 
движение Gis, w (/)) устойчиво J1 (Л  ), го оно сравнимо 
R R  (RR ) сдвижением G fs, « (/ )).

Цоксиательство. Пусть {я*} - произвольная направляющая по
, и опателыюсп. движения G(s, и ( ( ) ) ,  т. е. { . s > }Л* (̂ci>, иь  З а 
фиксируем произвольное число «> 0 . Так как {s ft} и) , то 
j.i ланного г :>0 найдется такой номер к*, что при всех к ^ к *  
HMCi-r место неравенство

fr( [0P|.s>. u ( f ^ , ( i { s k ,, » t n ) j < p .  (5 .9 5 )

] i . i f ! ua (5.92) имеем

r/;[ ( i ( s * .  u  ( M ) ,  G ( . s * . , f ^  ( / ) ) ] ■  =

‘ / • \ / * \  1 1
m G л*. \  ̂< т ) //т 1, G I s» 1. и.‘ п Ь/т 1

0 / ' ь Л

m G I 0. f » ( t 1 st) i *  I, G j 0. |а (т + 1 н  №  ■
I » / ч 0 .

(>n i а к силу (5 % )  произвольности с и полноты пространства 
С (/?,, Л1*) имеем

lini/nlG(.s#, и i i ) ) ,  G (s * . j. * ( П ) | ~ 0H-+ oo
A .!, run а чает, что {.чд} а Л '*(«>. ц’)- Предложение (>.3 доказано.

Па основании предложении 0.1 и 6.3 получим 
Предложение 6.4. Если функция u(t) равномерно непрерывна 

" а R] (/?, ) и ее первообразная ц.'(/) компактна R j4 / ?fb  то двн- 
же1 (и G ( .. и ( ( ) ) и О (s, и’ (/)) изохронны R~iR ).

Предложение 6.5. Пели функция u(t) равномерно непрерывна 
1 !| ”  |* С /?, ), ц '(0  — ее первообразная и движение G(s. «>(/)) устой-
чн| //■ (Л  ^  Т() движения G{s. u (i))  и G(s, к '(0 )  изохронны 

(RR ).
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Во многих ситуациях возникает необходимость сравнения по 
возвращаемое™ движении G (s , м (г)) ii G (s , li«{/)||), где скаляр
ная функция llw(f) II при фиксированном ie :R , принимает значение 
ранное норме элемента м(/)е для данного 1<̂ R\.

Предложение 0.6. Движение G(s, |!«(/) j ) сравнимо RR  с двц. 
жеинам G{s, u ( t ) ).

Доказательство тривиально следует из того, что если тля неко
торого н̂ --0 имеет место неравенство p>||u(j-f-s)—u(/)||, то вц. 
нолняется и оценка р>  «(/ -i-.s) u(t) || ^  11 u(t-\-s) il —!|ы(0 •! |.

Дальнейшая цель заключается и обращении предложения fi.6. 
И ведем отображение траектории 6 (R  i, w (/)) движении G(.s, f<j(m 
на траектории) G (R U i|u(/*) ) дпнжения G(s, Huff)!!) с помощью 
cm 1ующего соотношения:

\(,{s, и (/ )) -  О (а\ ||ы(/> Ц) (5.96)
i-pif всех R\.

Обозначим через \ продолжение отображения Л до отображе
ния всего пространства tiro построим так: для каждой функ
ции i/(()e=G ( м ) \ G(Ru u ( i ) ) положим

\G(s, v {t)) =  G(s, ||р(/)Ц). (5.97)

а на траектории G(Ri, u (t ) )\  совпадает с Л. Отметим следующий 
очевидный факт.

Предложение 0.7. Отображения \ н Л однозначны и равномер
но непрерывны.

Предложение O.N. Движение G (,s\ и (О ) неиериодично, а отобра
жение \ взаимооднозначно тогда к только mi да, кат да движение 
G (s, Ц» (/| ) ненериоднчпо.

Необходимость. Пусть движение G(s, м и )) ненеоиоднчно, ото
бражение \ взаимооднозначно, по лвнжепне (7( 5, и 0 j II) перио
дично. Не нарушая общности, положим т минимальным действи
тельным периодом движения G[s, ||) . Тогда

4 ( i .  n « ( / ) i ;w ; ( o ,  iimW C ). (5.98)

Так как по условиям движение G(s, u (t)) неиериодично, то акту
альные состояния (7(0, и ( { ) )  и G (т, и ( /) > движения G{s, и (0 ) ||е 
ювнадаюг между собой. Поэтому взаимооднозначное отображение 
(ЛУИ) ставит нм в соответствие различные точки 6(0, |1м(f ) I )• 
G (т, |]мШ  ) траектории G(Ri. « ш } li) • А это противоречит равен
ству (5.98). Следовательно, допущение о периодичное!и д в и ж е н и я  

G{s, II и (ОН) неверно.
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Достаточность. Пусть ишжепне 0 (.*?, и (?)|') ненериолнчпо. 
р силу предложения (>.б движение G(.s, ч (п )  также неиериодично. 
Покажем взаимную однозначность отображении (5.1Ж). Допустим,
■ го это не так. Тогда хотя бы одно актуальное состояние 
Oi>t, l ( l ) ) движении О (л, ..(/) i|) соответствует двум различ
ным актуальным состояниям G(sit « ( f i )  и u(t)) непериодиче
ского движения С (s, г/( ! ) ) ,  где s^ so .  Следовательно, имеет место 
равенство O'(slt |ы(/) \ (!(s0, чМ($ ). Применяя к обеим частям 
.ю т  равенства Hi>eo6pj30u;iniiH Q[t sa, ■), имеем 0 (.s+i'i s0, 
u[t) II) — G(s, Им (О II) для вссх rn^R-. Тогда число т .̂sr  s0 / О 

шляется периодом движения О (s, j!u(/) I вопреки условиям пред
ложения.

Итак, предложение R.8 доказано. Затем. что если движение 
(7(s, u ij) \ нслериодично, то А, являясь взаимооднозначным ото
бражением, становится обратимым. Пусть Л 1 — обратное к Л ото- 
б: 1жение. Очевидно, оно действует но правилу

* C (s,||w (ОII) =  «-(*,«(/))
.■ли всех s e A |. В  силу непрерывности \ при отображении (">.?)')) 
h i * юс открытое и каждое замкнутое множество актуальных со
стояния движения О (а\ 'и (Г) ) переходит счютветствснио в от кры
тое замкнутее множества актуальных состояний движения 
С (s, и ( ( )).

Предложение 6.П. Пели движение О (s. «(ОН) неиериоднчно, то 
.рнження 0(s, u (t)) и C [i, u ( i ) ' ) изохронны тогда и только тог- 

дь. к. |дн оыбражение \ 1 непрерывно хотя бы к одной точке тра
ектории о [Иг, «{7)11Ь

Необходимость. По ч’еливиям предложения движение' 
||) непериодтмто. Согласно предложению 6.8, отображе- 

ым \ 1 супистнует. Пусть движения G’ (s, н (0 )  и G (s, ,u(t) \ изо- 
>роннь. Р  Покажем непрерывность отображения А-1 в точке 
^(0. .«(O il)-  С этш  целью зафиксируем такую произвольную по- 
е.1'‘Донательност1. {**}, t io

liiiun| (J (,чл, ||w(r)i|). <7(0. j|«($ ) 1 =  0. (5.100)рф
Гсли последовательность [**} ограничена, то из нее можно ih b .tcmi, 

Д )юся подпоследовательность к нулю. Пе нарушив общно ги, 
можно положить, что s*->-0. lor да

l im m[G(s„,  iU t )) ,G (( ) ,u (t ) )  | — 0 (5 .1 0 1 )

» оюбражение \ непрерывно н точке 0(0. Нели последн-
ательность {s ft} неограничена, то, согласно равенству (5.100), она
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пршк'Л.н лиг множеству Л'(л, lu,1). Гопа п силу нчохроштег» ;1В„_ 
женин 0 (s, ы{/)) и G {.s. mt) ) выполняется {х» }^Л  (/., и). (]„. 
этому гщ на имеет место равенство (5.101). in коюрого вытекает 
непрерывность отбраження \ 1 и юмке О'(0, .« (/ ) ') .

Достаточность. Пусть отображение Л 1 непрерывно в точке 
G\s,. |’.«(/) ) и {>А} — прмиэиильная собственная /.-последователь
ность Дйижения 6'(5, u(t) ), г. е. для {.чЛ} выполнено равенство 
(Г\100). Тог л и

m(/i }. G(sn, it/ (/)|i)] — п.
it • ао

а в силу непрерывности \ ’ в точке (j ( s {}, u{t) ) имеет место ра
венство

i'itii7n[0'(.s'* 1 -S. &CQ}', G ($с, w (/ )lj — 0.JS r 50

П- чтому } —\ (/.. «)• Огсюжа следует изохронность R тиженнн 
O'(s. « (/ )) ii ti{s, m l )  ).

Предложение 0.10. lie ih минимальные периоды Т' и т2 двнже- 
ими 0’(75, и (Ш  » G { *  « |0  ) совпадают, то йпи изохронны.

Доки уин'Аьство. При ?том луГЯ О IIKC s^t, а (/)) компактна и 
совпадает со всей траекторией, а отображение \ названном дуги 
пр. итавлясг собой гомеоморфизм между G (Os$.\s- т и{!)) и 
G (0« >•<£%, ц (1) |. Поэтому движения (/(•■>', и (u s ,  « ( / ) . ] )
нмохронны.

( i4tnii.ini . справедлив и обратным к предложению (>.10 факт.
Предложение tt.ll. Пусть движение G'l.s. « (/ ' ) устойчиво Л  к 

И' ир.юдично. Движеннч 6’ i.s\ u {fif устойчнпо Л  ч изохронно RR 
с цшженшм G(s, иfl) ) тогда и только тогда, когда отображение 
\ непрерывно хотя бы в олаюп точке траектории G(Ri, м(<)11)-

Необходимость следует и.< предложения 6.9. Докажем доста
точность. 13 силу того же предложен» '>.0 отображение \ 1 непре
рывно всюду на G(R  j, и ii) |. Покажем, что \-1 равномерно не
прерывно отображает G (R  1, tut) I на Оф\. и(1)\. С 9той целью 
на 0 (н) введем факгорпзаиию по еле тующей эквивалентности Э. 
Два элемента и.ч 0 '(«) назовем эквивалентными по отображению
\. «.. . и эти элементы при отображении ( ”>!)?) имеют один п тот же 
обр. в (!{\\и ). Ii каждом классе эквивалентное™ за представи
теля ■п'Ог» класса выберем элемент траектории (;(/?, н (П ). сс ш 
такой элемент имеется. В силу ненериодпчност и движения 
(its. m i) ) me элементы пространства (?(/?., «(71) выступают в 
качестве представителен сьоет класса, причем каждый его чле- 
мелг npe;u I ав.':яе] один единственный класс н, ироме того, с)/пест-



*\-ют классы, представленные элементами м t ( ; (И  • G{R  i. н(/)7« 
(i6 шачнм через Л ' сужение отображения (5.97) па фактор-про
, ,м. i'.ibo б (и)/Э, которое ivi'-кдому представителю ставит в соот- 
сет. гвне его норму-функцию Ц • |1. Очевидно, V  есть факторное 
, .1 рлжешп-, т. е. оно ыапмно однозначно и нзаимпо непрерывно 
,-,1,)|’ [1ажаЕМ фактор-просграныво ( i (u )/d  на пространство G[ ul!) 
С il чвателI.HO, (мратнео к Л отображение (A*) существует н 
, I . жномермо непрерывно отображам- кампакч С\\\ш\) па win-
I .г (Ци)/Э  Сужение отображения (A*) 1 на 0 (Р .  » (? ) '!)  совна- 

, с \ Поэтому А ; равномерно непрерывно отображает траек- 
т,,| 0(.£ i, i!u(/) I па траекторию движения tt(R i, ы (0 ) C.ie.Lo- 
Iliire.lbHU, движения (i (,S, u(/)) II (j{s, н (Г) ) и «ох рои ни RR  11 
\ ,-11 мчи вы >7. Тем самым достаточность предложения fi.ll u>- 
казана.

I . предложение fi.fl и <5.1 i вытекает 
Предложение Ь.12. Движения G(.s, м(<)| я <5(s, u{t) <) n w  

. ■ . R тогда и только тогда, когда отображение (П.У(0 обратимо 
н мое к нему отображение непрерывно хотя бы в одной точке

фИИ О {R,, и(!) ). 
i многих частных задачах пебн-ной механики понижает необ 

xi> ■ ость во взаимном сравнении по «обращаемости решения и 
I,-них частей дифференциальных уравнений этих .чндлч Обпшн 
г. под к проблеме существования согласованного решения диффе- 
р-. альтах уравнений разрабщан Г>. \. Щербаковым в [(>121. Сло

ги ft работе, отметим некоторые факты и необходимые прнзна- 
| .роения согласованных решении в банаховых пространствах.

5.7. Сравнение движений с описыппюшимч 
их уравнениями

1> п. :М* — банагляп пространство с метрикой т *  и 
VI . И*) множеств^ всех непрерывных функций fit, м) от 

|i< ентов l< Ri. и ,-И u> н;ачениями в пространстве М*. Рас- 
■" I м компакт Q iu  .W п обошачим через (], \f‘ | нро-
■ ■ T it o  с метрикой 71 j :

rn\j(l. u). A'ft, w)]

^iip inm  f f l jp « i* (/ ( i ,  </>, j, ! , (3.102)
I ..(1 I t ! <  J.  Wi i l  I  ,

1де / (/. i/) C iR :xQ , И i и яи . u I c l  С | ft) X  Q. M * ) .
■ > iR'Koi орых случаях вместо пространства C {R txQ , VI*) 

Удобно рассматривать щометричное «му пространство C(Ri
l«*S



C(Q , .If )) (ft£, 71]. Ш омстричлот, означает, что, но-пярвцг 
каждой функции / ((/?., C(Q, \1 ), c o o i b i гствует единственная* 
функция /с_ 6'(/?i X Q, М"*), определенная равенством

r ( t )u ^ iU ,  и) (5.103)
нрн всех / с  А’ 1. uciQ, н, во-вторвлх, для любой пари функций ф и 'К 
цч C (R | C(Q, '*/*)) выполнено условие

/«](<!), Мг)= ш [(|  (/, и), if(/. и)]. (5.104)

Здесь m j- метрика пространства C(Ru CiQ, Л/*)}, а функции 
<f (Л и), 'р.'. и) из С (R ,XQ , Л/'), соответствующие <1* и Ч', опреде
лены но правилам (о. 10'5).

Определение 7.1. Функция f(t. u ) & ' { R  XQ , М*^ называется 
устойчивой {Jl~  пли Л ), если траектория G { k ,  / (/, и) ) 

f([, w )) inn G(Ru f(t, и ) ) )  имеет компактное d 
С {R \X  И ", \f*| замыкание.

Определение 7.2. Функция /(/, u )c .C (R l XQ , W’ ) называется 
устойчивой I I  \П или И) равномерно относительно ue-.Q. если 
для любой гройкн положи ге#ьиых чисел к. I* п / сушопвуст такое 
денствшчммюе Ц.к I или j s j /), «по выполняется неравен
ство

supm* £/(/+$, и), /(/, //> ] <н.. (5.105)
11 • ". ИСЧ

<Очевидно, справедливо
Предложение 7.1. Функция f(i, и)езС(/? Х О  .Vi*) устойчива 

П 41 или /7) равномерно относительно u^Q  тогда и только тог
да. когда существу ет гвкая to последовательность fit или а  после
довательность) {/в},ч то

иинн|/(/ : u ),j(t ,  г/)| — 0. (5.106)
И  3G

Последовательность {/„}, для которой выполнено равенство 
(5.106). называется собственной п> последовательностью (а или 
Х-послеювртелыиктыо) функции jit, н )е  C(R\XQ , At ). Миожест- 
во вс« х собст венных (ч-носледонательностей (»- или л-послелива- 
тельжктен) функции /(/, и) обозначается через Л (<ч, /, и\ (Л (а, /, и) 
или Л (д ./ '.« )). ^

Определение 7.Д. Устойчивая Л  фуикаия f(i, u\e=C(R <Q. М 7| 
натыкается рекуррентной равномерно относительно u^Q , если для 
любых е> 0  и г э й ,  множество R, (/*, f, и) моментов времени
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R i. Д-чя которых выполнено неравенство (5.105), относительно 
плотно в R |.

Аналогично вводятся понятия всех основных составляющих 
классов возвращаемостн движении (i(s, f(t, и )), заданных на 
функциях /(/, и) из С (К iX Q , W*).

' Пусть аргумент и функции /(/, и) представляет собой непре
рывную функцию u(()c=C{Ri, Л11), имеющую такую производную
u ( I )ceC (R i, Л1*У, что

и — j(l, и). (5.107)

Определение 7.4. Решение

t
Ч U) — tfo+ 1/(т. ч (т))й?т, (5.108)

*'
0

где || - (0) и q e . W  дифференциального уравнения (5.107) на- 
ынаенн положительно (отрицательно или просто) согласованным, 

сикрашенно — согласованным R [R  или /?), если оно сравнимо 
R (R или R) с функцией /(/. М ), где Q — и*/?,).

lh  laiuioro определения вытекает равносильное ему 
Предложение 7.2. Компактное решение <| (() дифференциаль

ного уравнения (5.107) является согласованным R (R  или R) тог
да и только тогда, когда для любого е> 0  существует такое Л'-0, 
■| всякое число smRt (iQ-Ri или . '- / ? ) .  удовлетворяющее не
равенству

supm|/(/-r-S. u ),l(t ,  «)]<?>,
I f I < tfXI

где Q-. ij (/{■), является «--смешением решения (5.103], г. о.

sup/н* h  (/-t-s), <f (/ )]< € .
,n< 4-

Учлтывая равенство (5.104) вместо с уравнением (5.107), будем 
fact матривать дифференциальное уравнение вида

u ~ r ( i )u .  (5.100)

Определение 7.5. Если u (R ,)c rQ — <р(R i), то дифференциальное
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уравнение (5.109) наливается уравненном, присоединенным к ком
пактному решению (5.108).

Предложение 7..Ч [62|. Компактное решение ц(1) уравнение 
(5 107) является согласованным R тогда и только тогда, когда оно 
сравнимо Д’ с правой частью присоединенного к <| (f) Уравнения 
(5.109). ____  *

Рассмотрим множество 0 (R t, 1(1, и) и каждой функции #(/, u)i=. 
€T(j (R\, j(t, и) ) поставим в с$ответс i вне уравнение

u =  и). (5.110)

Определение 7.tt. Нслн •} (/) является компактным решением 
уравнения (5.107). то при Q-^<\{R]) уравнения (5.110), получен
ные на (5.107) предельными преобразованиями, нашваюгея пре
дельно присоединенными уравнениями к решению (5.108).

Предложение 7.4 |62]. Нмн функция fit, u )t= C{R iXQ , М*) 
устойчива Л  и каждое уравнение вида (5.110) имеет единственное 
компактное решение, то все чгн решения являются согласованными 
Р  и устойчивыми Л.

Рассмотрим устойчивую .7 функцию »{t)^=C(R,, М ), нмею-
зцvк) равномерно непрерывную производную и (/) f^C(7?i. Л1*), гдв 
ЛГ гильбертово пространства. Тогда при каждом фиксированном 
значении toe. R i норма элемента может быть изданной
чере скалярное произведение («(<о). w(fo)) и

«(/)■= {« i(/ ), и ,(/)........и „{1 ),..  }. (5.111)

/<•(/)-= {mi (О, i t )---}, (5.112)
00

I « ( I )  |Р =  (« (/ ), и (О )— (5.113)
/ 1
00

u(t) 2=  (w(/). ы(/)) =  2«г-’ (/). (5.114J
i 1

При этом имеет место равенств')
св

5*J-il«U) ,2 = 2(«(/), й ( ( ) ) = 2 ' £ н (г,1|5)
* t 1

Предложение 7.Л. Если устойчивая .7 функция u(t)c=C(R i, М ■



, у i-i'i равномерно непрерывную производную u (/ )e C (/ ? i ,  ЛI*) и 
.(/) есть непериодическая функция, то движения G(s, « (О ),

G(s. к (П ) ,  (i(s, ui/)l|) и G(s, i u(t) ) изохронны R.
I  гвнтельно, так как функция «(/) устойчива .7. а и (1 ) рав-

•

непрерьшпа, то движения (J(s, u (t)) н <7(s, u il) )  изо- 
R. По условиям данного предложении функция u(t) — 

i,i,i.|in дическая функция, а вместе с ней функция |!н(01 также 
п  и. I "- шчна. Поэтому отображение (5.1 И ) обратимо, как взан- 
у. ч тачное отображение, причем

**(0 =  ! {;гас1||«(/) ||2. (5.11(5)

Ь .IV (5.112| огоб])ажение (5.1 ]fi) имеет непрерывную производ
ную nil времени. Следовательно,

! . [ { )=  (^radll»)/)]^), (5.117)

.■ к ,iy равенств (5.117) и (6.114 |

и (I) г' =  ' (grad и II) ), -j- |цгжГ м(П ) ) .  (5.118>

I :■ к н. икая дифференцируемая функция нвляе.ск непрерыв- 
| | и, движения (f (.Ч-, и (Г ) ) и G(s, « (^Н ) изохронны R. Тогда из
и шности R движений O' (s, «(M l,) и O'(s. м(м ) вытекает 
.о гелычво предложении 7.5.

5.S. Обобщенные динамические системы 
теории движения слоистой Земли

нор была изложена абстрактная часть теории обобщен 
наммчеСких систем безотносительно к движению слоистой 
Напомним, что анализ предельных |>ежимов пращенмн ,'iev 
•стунателыюго движении спел над ы 0 п проведен па основе 

itcKnx анэгнцшеннй. При этом функции, определяющие 
|альпук> и кинетическую энергию вдоль траектории движе- 
обладают V.войством динамических систем по Ьнркгофу 
время движение, определяющее указанные скалярные .ха- 
гики, является динамической системой но Ьиркгофч. Далее, 
ные динамические системы возникают естественным обра 

31 1 при рассмотрении закономерностей предельных режимов по.
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стунателыю-врашателыюго движении системы С!Н а гл я д н ы й  при- 
мен этому .uiei уранненне (3.1 11). Исходя m предельных режимов 
звижепня системы U a, введем следующие обобщенные динамиче
ские системы.

Пусть ц(1, у») — движение, совпадающее с одним из предель
ных режимов Солнечно» системы (/ Рассмотрим кинетическую 
энергию

Т., [}>((, Q )] -jj-V О*) Я- )!•
i* l

силовую функшиц

£ M « l t , q  ) Н а ^ | А М 1 8 « . ' . . < у  ) г ; < > - H - ; 0 .  7 - ) l 1/2
1 U J  4

и полярный момент инерции системы О п

/- U M / , )1 ^ л Ц Ц и .  я- )'■ ф ,  я ) <?■)].
i I

Каждая н.ч скалярных характеристик Т , U  и / движения 
f>{t, q ) ii само движение «(/, </. ) ut являются динамической си- 
i i c m o i ' i  m i  1зчркГ(и|/у. Поэтому рассмотрим движения 6 ' ( s ,  1 ) ,  
G(s, U ) и G (s, 1 G(s, ц(1, q )). Очевидно. каждое из отобра 
лений 6 (•*>. •) обладает свойством динамической системы п« Г>ирк 
тофу. Следоватыл ыг о, они опроделякп обобщенные динамические 
системы и смысле данной главы.

Закон сохранения энергии выражается равенством

Т\цЦ, £/» )! Щ йИ, ./- )3=А .  ,

где h . — постоянная величина. Поэтому имеет место уравнение 
Лагранжа Якоби, которое будет записываться в виде

<1Ц «(/,</.„ >] 
it 2 [T[g{{, {/ . )  //,.}.

Гог да теорию §ьиж«П!я слоистой Земли можно строи п. аналогично 
обще.» leopnii вращения 'Jcm.hi [2.'3| методами обобщенных дина
мических систем. Соот вепмвуюшнн . <а*Гк выполнен в следующей 
гляш .



Г .1 а в а 6

О ВО ЗВРЛ Щ Л ЕМ О С ТИ  Д В И Ж Е Н И Я  СЛОИСТОЙ ЗЕМ Л И

le.ii.nui режим вращательного движения cyiuhc-or Земли, 
об. лощен как абсолютно твердой, так и упругой .чнтоь-фероп,
, , !ает с ее перманентным вращением около оси наибольшего 
г. 'го центрального момента пмрции, причем этот режим елин- 
ст; и устойчив. Соответствующие предельные режимы посту 
на I 1 1впжелин Солнечной системы, устойчивой но Лягран-
>v представляют собой ночгн периодические движения. Кроме го- 
I я с выходом па предельны! режим движения как бы

вае, N казанные факты, представляющий выво. ы предше- 
с 1 \ глав. нрнводян к необходимости исследования закоиомер-
I поступательно-вращательною движения Со пкчион систе-

>тпо твердой Землей в постановке общей теории вра- 
пи* Земли [23]. В  свою очередь это приводит к исслодонанию 
эн I ин движения гранитнруюшнх систем. Поэтому н пятый гла- 
нс .«• ivh 124. 71]. а также [23|. излагается f серия движения гра- 
П1 .и)1пп\ агсм, дополненная новыми фактами.

I Обоснование метода анализа нозвращаемости движения
I равиТнрующей системы, устойчивой по Лагранжу

Рассмотрим механическую систему п тел G J  , рассматриваемых
ьак материальные тонки О,. Ог........О „с  массами Л/;, М2____  Ч „ ,
в ^действующие между собой по закону тяготения Ньютона. 
Система G°t называется гравнтирующей и имеет силовую функцию 
[18. 23J: ’

L ^ G \ M ,M . f г , ((i.l)
К/О чл

1ЛГГП OtOj - расстояние между телами О, и ( ) jm
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Отмстим, что мотель (1°а гравнтнрующей системы приемлема до 
и х  пор, пока взаимные расстояния г1} между телами О, и О ве- 
. икп но сравнению с их линейными размерами, т. е. тела О, мож
но принять ял материальную точку j 18 ]. Таким образом, выбор 
модели 6 ° гравнтирующей снегемы уже основан на условиях, бо- 
."ее жестких, чем неравен*, 1ва (2.15).

Введем прямоугольную декартону систему координат 0*Ь»|.. на
чало О' и координатная плоскость О*2,ц которой совпадают с цент
ром масс системы 6 °  и неизменяемой плоскостью Лапласа. Пусть

т}/. */ — координаты точки О,, aie i 1. 2........п.
Движение системы 0 ° описывается системой (>л дифференци

альных уравнении:

«П,
dt dt ~

1 d>r
«ь Afl * v

dv, 1 df
"i. dt W, <)Ц|’

u'i~
dtp t 1
*dt "* M

dr.,
dt

5

с начальными условиями
^ ! ( ‘)=б/о, н,(0> —  Ы|о;

Ъ (0 ) — г/а, г-, (0 )=-гп;

С, (0) wt (0) — wio,

( 6.2)

(6.3)

где 7— 0 начало отсчета времени.
Задача (Г».2) допускает десять первых интегралов, из которых 

шесть в силу выбора системы отсчета вырождаются в инва
риантные соотношения:

V  М;':, 0. \ M , u ,  О,
f-1 I I
п п

У М т  о. V  ЛГ, , 0:
1-1 1-1

Л  л

2  Л1{,~  O . - ^ A I ^ - O .

(6.4)

I 1 I- I
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I 1нпарнзнтпые пюгношеипи ((i.-t) выполняются вдоль каждого 
решения уравнений (6 2).

Запишем интегралы площадей или моментов количества дви
жения:

П
V  Щ т  *.,г,1
МI

п

^  (6-5)
> I
*

2 ) i V O  <V 
1-1

Здесь a, fr. с постоянные площадей, значения которых онредо- 
.п,|"гся по начальным условным (0.3).

Интегралы (6.5) показывают, что вектор у,- (<*“, /»'. с") и пло
ски п. L, проходящая через центр масс О* н перпендикулярная век-
11 цу х, остаются неизменными в пространстве в течение всего вре
мени движения системы О® Плоскость L описывается уравнением

и называется неизменяемой (инвириинтной) плоскостью Лапласа. 
Запишем выражение интеграла энергии:

■ V  fw j f ® * ) - L ’r =/i°. (6.6)
i i

Здесь Iv — постоянная энергии, ее значения также определяют
ся начальными условиями (Р.З).

Первые интегралы (6.5) выражают закон сохранения момента 
!■' лнчества движения механической системы 0 °п ,а интеграл (6.6) - 
•закин сохранения ее полной энергии.

Введем 6и-мерные вектор и вектор-функцню

<?-- ftelO. >|1 O’ ■•■•£«<>. »!«. i’io........и’ „о};

RU. </) =  {1iU, ii). in (/, < ?),..., (/, q). Mi (/. q), (6.7) 

........(t. <?)},
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называемые начальным состоянием и движением системы ( ". При 
этом полярный момент инерции и кинетическая анергия системы 
С® вдоль траектории ее движения g{t, q) имеют вид

Ч)]^= ^  Ц) + 1\] (/, q) ( v ) ] :
1-1

16.8 )
T[gU, <?)] =  -j~ V  .V4\ut jr) +  t-J(/. Q)-\ ir; (/, V) 1 

“ i i
и СВЯ1. ш  мои iy собой уравнением Л  трап*, а ■!• .. ] 12, 2Л|:

57. Ь№). (6.9)

Считая безразмерными компоненты вектора-функции #(/, q)t 
вводим функцию

я)] q)\ \ 2-T\q{i, </)]. (6.10)

Значение функции Qltfll. q)\ в каждый м мент нремепн Гс совпа
дает с евклидовой нцпшй вектора-функции ц>(1, q\. т. и

q)\l =  <i[gVo, ? ) ] .  (6 .11)

Равенство (6.11) дает информацию об изменении евклидовой 
ялииы вектора-функции £(/, </>. П< п сту  возникает естественный 
вопрос о взаимном сравнении но возврншаемости движений 
(i I ' (/, q )) и А (s. Qt , ,. <i! ! I < .Г«;ц- I \ динам 1 ■ сь х систем 
(j(s, ■).

Запишем выражение, вытекай шее из уравнения (Ь.9) и пред
ставления (С) 1(1):

%  + А - С Л  2h\ (6.12)

Отметим некоторые предложения, доказательство которых мож
но найти в [23, 71 |.

Предложение 6.1. Движение g il, 7 ) системы 0 ° определено для 
всех / R u оно единственно и шн;опараметрическое семейство ото
бражений f>((, ■) множества g(Ri, q) на себя образует динамиче
скую систему, порождающую это.дннженне, тогда и только тогда, 
когда выполнено условие несоударяемостн (2.13).



Отмстим следующие свойства силовой функции 11, определяе
мы также условием (2.1Г>).

Предложение 6.2. В каждый момент upi мени / R . силовая 
функция U системы ‘ конечна, непрерывна и однозначна как
функция переменных (ц , -j) (t — 1. 2........п) в каждой точке
г : . Ч\ замыкания траектории движении g(t, q)

Предложение «.3. В каждый момент времени tczR силовая 
функция U  системы G® сколь угодно раз дифференцируема по лю
Сой из се переменных у,ь С, ( i '= l,  2........и); эти частные иро-
извидные конечны, непрерывны и однозначны как функции всех
i >их переменных в каждой точке <)) замыкания ipaeK-
торми движения "(/, Ч)-

В небесной механике гравитнрующую систему принято назы
вать устойчивой по Лагранжу, если тела системы во все время их 
юнжения оставались и остакж-я внутри сферы конечного радиуса, 
1*М1»тцен центр в тСчке О [ i >J . li лом смысле устойчивость по 
Лагранжу совпадает с устойчивостью по Хиллу (5J. совпаде
ние можно объяснить следующим образом. Аксиомы Ньютона 
(классической механики) применимы для исследования движений 
со скоростями малыми и сравнении со скоростью света Сз. Поэтому 
кинетическая энергия удовлетворяет неравенств

sui>7’( s (t, q )\<  W V*"/2, (6.13)
Ir.H,

|де .VJ' н ; х{ И., Л12......... \i я}. 1'огда согласно интегралу энергии
(о.бj будет выполнено

^ р ^ и ( ' . < / ) ] < ^ °Ь - М * ф 2 .  (6.11)
<е R,

Неравенство (6.14) в соответствии с видом (6.1) силовой функ
ции дает

mipJimV,, [ft (/. q )))- - r* ,r*>  0. (6.15)

Отсюда и вытекает, что условие (6.15) приводит к совпадению 
понятий устойчивости но Лагранжу и Хиллу. Однако, если отГ>ро- 
1ить ограниченность скоростей движения, выражаемую неравен
ством (6.13), то эти понятия устойчивости не совпадают. В свжи с 
этим сформулируем

Предложение 6.4. Движение git. q) системы 0 °  устойчиво но 
Лагранжу тогда и только тогда, когда функция Q ограничена 
вдоль его траектории g (V?i, q), т. е.
W —31 ofltj



гкя. (6.16)

И силу определения (6.10) функции С,)[д(/, <Л J имеет место 
Предложение Н.5. Движение g(t, </) системы Ояп усюнчиво по 

Лагранжу тогда и только тогда, копа функции l[g (t, 7 ) ]  ц 
7 [g(/, ц \ oipaini'ieiiu вдоль его траектории g\Ri, ц), т. е.

*ьн,

supT\g(t, </)]-Г*. ?■*<».
»GH.

(6.17)

Это предложение обратимо.
Предложение (i-О Дви;ч» г .. i 1 «пн и во по

Лагранжу тогда и только тогда, когда не выполняется хотя бы од
но из условии (0.17).

Отмешм следующие нелокальные свойста кинетической энер
гия. рассматриваемой как функция времени вдоль траектории 
 ̂ движения системы 6 “ .

Предложение Н.7. Цел и шижепш g(t,y\ системы <7° устойчива
но Лагранжу, то

1) носюянная энергии h отрицательна, т. е. /г< '0 :
2 ) существует ).-последовательность моментон времени [г„}, при 

которых кинетическая энергия принимает гначенне /г, т. е.

Т\цЦп, , i l  - ft;

3) Д.1Н каждого ?> () множествен вида

/<?.( ? )  1 ^ / ^ Г 1 | /"[«(/.

(6.18)

(6. >9)

относиюлыю плотно на Л*] ;
4) функция 7|#U, </)i 1,0 является постоянной, а функция 

7 ЦЧЛ */)| h— знакопостоянной.
Предложение fi.N. Если движение g (/, ц\ системы G® устойчивее

по Лагранжу, то с I о основные механические характеристики — 
функции l[g (t,q\\, / 1«/(/, Q) | и ^)1 -изохронны RR.

Доказательство изохронности функций I[g (l. ■ 1] н /'[£<*. 94 
основано на уравнении Лагранжа -Чкобн, а изохронности э и Я  
функций и функнни </)] — на уравнении (6.12).

С i i  ivioimic факты сформулируем с .члка ia гельствамн. 
Предложение К.Я. Дш1жонн(,’ £(/. q) системы ( i °  устойчиво  по< 

Лагранжу тогда и только тогда, когда кинетическая энергИ»
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7[# (f. q) ] ограничена на всей действительной оси R i, л функция 
сравнима HR с / [£(/, ц)\.

В силу предложений 6.Г> и (>.8 необходимость предложении 6.9 
I 'П'ни.ша. Пусть выполнено второе и.» условии (0.17). П и этим 
ilviiKiiHM 1 </)], являясь ограниченной и равномерно непрерыв
ной на R I. будет устойчивой но Ла1ранжу. Тогда устойчива iio Лаг
, . 1.ку и функция /| -1 ( 1, i/)|. Поэтому имеет место первое iu  ра
венств ((i.l7). Следовательно, движение <?(/, q) б\дет уст > шным 

Л иранжу. Предложение доказано.
Отсюда,, учитывая предложение 6.8, получаем 
Предложение К.К). Если кинетическая Анергия д}]

м|.| С ” ограничена как функция времени /л R . го основны е меха- 
ш .чикче харакп. оно г л ки ее движения функции /11? I г. */» |* 
/ [::(/. q\ | и ф[я</, q) | изохронны RR  тогда и только тогда, ког- 
л: функция T [” (t,q) \ сравнима RR с функцноЛ /]/?(t.q ) ].

1 формулированные в предложениях 6.1 6.10 утверждения по
крывают, чго послелоианпя проблемы \стопчиьоетп но Лагранжу 

кення гравптирующеп системы эквивалентны исследованиял 
г<мнращаем<*ети основных механических характеристик этого *ви- 
. . я. По ii учесть, что эти характеристики представлены « к:j- 
.■ярпымп функциями, ю  станет очевидным преимуществ'» такого 
подхода.

Предложение H.l 1. 1 ели *. ни жен ну g{t. q) системы ( i ‘ \ гойчп* 
I- / н П , то движение “ (/, q) устойчиво по Лагранжу.

Лша.шинитво. Согласно предложению 6.10 функции 
U. </)] и </.1 ] изохронны RR . Следовательно, ним устон-

1 НЫ // I I,  являясь устойчивыми л  , будут устойчивыми Л  Ина
че творя, имеет место опенка (6.171. А »ти эквивалентно устойчн- 
Н1 ' hi in Лагранжу движения &(/, q). Прел.н жепне докатай,'

-hот факт свидетельствует о необходимости устойчивости по 
Лагранжу движения цисте, мы (1°а для его устойчивости Л  и устой 
hi'hi г и П идж временно.

Рассмотрим отображения \w. Л/ , S t множества ( i ( R /»(/. </))
■»___множества__С (/Л Q [у (j, } | j ,  6(7?! Г ' П '• ~ 1 11
G\R />. [i. ./)|), .ими-хшюнгне но законам

5  ̂I Ц (/ г р) | <?(/-!- s, Я, р), (6.201

±1 \ ip \s  . (6.2Т)

±т [ ? . ' ( /  +  >', р)\ l i t- j - s  . р )  ( . , . 2 2 )

лля всех .st= /?■ н рс i>{Ru q).
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Отображении (G.20) непрерывны на (7(/?(, g{l, q) ). Оле-
овательно, основные характеристики лннжения сравнимы R с 

&{[, q), т. г. н смысле возвращаемостн основные характеристики 
движения лучше 1во псяком случае, не хуже) самого движения. 
Итак, установлено

Предложение 6.12. Основные характеристики движения систем 
мы (/„сравнимы R с движением g(/, q).

Более того, отображения (6.20) (6.22) обладают следующими 
свойствами.

Предложение 6.13. Отображения Ад , Лг , олнозначны, рав
номерно непрерывны и замкнуты, а их сужения \д , Д» и Д г на 
множество G{R i. g(t, q)) также однозначны и равномерно непре
рывны.

O rМ'тнм следующий факт, являющийся следствием предложе
нии 6.8 главы 5.

Предложение 6.14. Нели движение g(l, q) системы G °я устойчи
во по Лагранжу, а кинетическая энерши Т [я (Л  <7)1 непериодична 
по I, то отображение \ц является непрерывно обратимым, т. е. го
меоморфизмом.

.»'• ..I,.. льство. Пусть условия предложения 6.14 выполнены. 
Тогда имеет место предложение 6.8, согласно которому каждая из 
Функции /[£(/, q} \ н Q [gU . <,') I непериодпчна по t. Поэтому спра- 
ьедливо предложение 6.8 главы 5, из которого вытекает одмознач- 
наи обратимость отображения \q. Это отображение обозначим 
через Ад1. О  синдно, оно действует из множества G(R\, Q\g(t, </)]) 
на множество G (R U £ (f, q)) и действует но правилам

V  </)]} =  o' £ra(U?l*M/+s, q)]=^g(t+s, q) (6.23)

для каждого фиксированного значения > R
Заметим, что получение уравнений твижения (6.2) обычно сво

дится к шммеложггейьивму применению двух линейных операто
ров. А именно, сначала строится

piad7-- (Af,u:. Л1.1»,,--- «„«*„}, (6.24)

а затем полученная вектор функция (6.24) шфференцнруется по 
времени:

g iad r {Л1,Н|, Hjt’, , . . . ,  М я&а } — gradf/0. (6.25)

Каждый из операторов grad и непрерывен хотя бы в достаточно
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малой окрестности начального состояния q движения #(/, q). Сле- 
йнятольно, суперпозиции -лих операторов, определяющая уравне- 

1ыя (0.25). также непрерывна. Тогда отображение Дц 1, совпадаю- 
пне с оператором (6.2-1) н его интегралом по времени, непрерывно 
хотя при t 0. А это согласно предложению 6.9 главы о и доказы- 
Н!и:т предложение С. 14.

Отсюда как следствие предложении 6.9 н 6.11 главы Г» получим 
Предложение В.И . Нглн движение д(/, q) сш км ы  >. гоичини 

Л  , а кинетическая энергия непериоднчна по /. но устойчива //. то
■ и |женнс "t?, q) устойчиво как но Лагранжу, так и но Пуассону.

11 сщ>ю очередь, сформулированное предложение лает 
Предложение 6.Hi. П у т ь  движение "(/. ц) ги. гемы 0 “ устой- 

нво Л  , и кинетическая энергии 7’j.. (/, (А ] нснериодична по /. 
Движение <Щ. q) принадлежит к.иссу возвращаемое™ (i~ 2, 

. . . .  j (j ■ ГОГДЯ и только roi.;a. КОЛИ «гому же *. i.ifi у / { , нринад- 
ле.лнт движение О is, У[д (/. ц\ | L

Итак, получен энергетический крнгерг й возвращаемое™ дви
жении гравнтирующей системи. Учитывая, что каждое возвращае
мое и устойчивое по Лагранж) движение гранит ирующен системы
1,0..; iaer сноГн твом мнннма ыюеш но Ьиркгофу, получаем, что
■ .:иболи общим классом ыиврашаемости движения гравнтирую- 
шен системы является класс рекуррентных движении, чедователь- 
но. самоорганизация движения I равнтнрующей i • ■ ■ мij будет па- 
| ч.h i . | к минимальному по Гшркгофу чперпчнческому классу 
:ии кепнй. 11и видимому. и является шнм нинерсильн .х 
принципом нриро 1ы, по которым отбираютея движения

Следующий шаг в этом направлении состоит н распространении 
I-с ".льтатов данною раздела на более общие мидели граннтнрую- 
шей системы.

В.2. Критерий возвращаемости поступательно-нрашательного 
движения гравитирующей системы, устойчивой по Лагранжу

Рассмотрим механическую систему п тел (^состо ящ ую  из ма
териальных течек О, ()2, ___ ()„ и с массами .V],. 1]............\1„ , и

" af*io IK v гвердок t.Ta ( )п массой VJ... *Г, щ Ot в^аимо- 
действуют между собой но амжу тяготения Ньм г>-ил. Система 6'. 

называется гакже грани тирующей и имеет силовую функцию [1К,



GM iM ,lr4

(JM

L' l
I

I . n I

\m „ v f < r / V - M / ,
Г -  '•

m I * I
I </ </1 1 (6.27)

для всех [-7 н̂.
Ряд |ii.27| сходится абсолютно и равномерно вис шара с цент

ром центре масс тела Оп н радиуса « ’*. где а* — радиус мнни- 
ма.чим сферы, содержащей гело О Оценка остатка ряда (Н.27) 
после его членов с номером т  — т  такова | 18, 23]:

It , Л,А  I a*\-t1 Цт )|<0  . - | .

I *  1я \ <а

К pi VII ЮГО, положим, что

(6.28)

(fi.29)

Оценки (fi.28) и (G.20) имеют место для геопотепциала п его сфе- 
I ичгI ■. i\ гармоник | 2-3, 12].

МоделI. о * гравг.)н|П'ющеи системы приемлема до тех пор, по
ка взанмкые расстояния r t} между телами О, и 0 } велики по 
сравш шю с их линейными размерами. Поэтому неравенства (2.15) 
} же выполнены 12^].

Введем прямоугольную декартов) систем к ip.mnai О ;ц% 
качало О* и координатная плоскость котчрой совпадают с
центром масс снисмы (ij, и пенлменяШИоп n.iOi костью Лапласа. 
Пусть (̂  у, y,i, " ,)  координаты точки О г относительно системы
отсчета O T ij.  где ! I, 2........и, а К. ф, И ф. ц. н  - переменные
Андуайе. При этом К — модч.п. вектора К  кинетического момента
вращения юла U„\ iji и 0  у ты прецессии и нутации вектора A: f . 
ц н — углы Эйлера, определяющие взаиморасположение кнази- 
кениговой системы отсчета и систему главных центральных осей 
лнерцни г тела 0 „. Эти переменные введены в соответствии с 
гравнлами (23].
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Движение системы Охп опн^ыьпеки системой 6н дифференци- 
И.1Ы1ЫЛ уравнении (6.2) с пачальнымн условиями (6.3) и системой 
ураннений [18, 23J:

dK дС.  d'j
dt д. ' dt K s i n #  < И ’

.'sin* з , cos* j \ 1 АУ
■ Л 1 - г - + - в - ;  A Vs " - "  *

% =  Jtco . © | ' * p .  - ' Ф )  p - U  * ' ;rf/ | (, Л Л у А ь n** *

16. .40)

Tt K sin 4 005 *sin 0 ( \ i /ri-пн * J 5 H
с начальными условиями

K (lo )— K{,; if (<с) =  »fo; H (/ j)— На;
(6.31)

« П М  'ii/ .'fW n i <fo: Н (/ 0) — He.

Дифференциальные уравнения (6.2) и (П.30) имеют десять пер- 
|ч. \ шпегралов. и< которых первые шесть становятся инвариант- 
il - и-отявшениимн (6.4). Интегралы площадей (моментов ко- 
.11 ■ 1чтв>| движения) и анергии имею] вид

V  М ,(а',у,~  v,l,) I к  siivfsin 0^=а;
i I 
it

V . и ,; Ц,;,) /Ceos if sin в  =  &;
I
Л

К  cos В- с,
t i

4  “ jl^- -г  М р г+ Я 7 М  O s)- t/ = / j,.  (6.33)

< t

/ I

II
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.'Значения постоянных о,, b\, С\ ii Ль входящих н интегралы 
(f* 32) и (6.33), определяются начальными условиями (G 3) и (6.31). 

Вводя обозначения
л

/■; ^ а — V  мАаг,г.1 г ,:д
t I 

л
f. Ь— 2Л /в|С |

1-1
Я

f  и1гЛ
I I

h i интегралов плонпден получаем выражения для переменных Ан
/ivafie:

afctg(/t ), В  — an-cosi/: AT-1)* <6.34)

В правых ас1Я.\ выражении (6.34) фигурируют лишь декартовы 
переменные jy, ij........ С „.Выразим углы Эйлера <р, в  через эти
декартовы переменные и проекции р, q. г вектора <о угловой скоро
сти вращения тела ( ) л на координатные оси системы отсчета Охуг.
Для этого рассмотрим проекции вектора К  на координатные оси 
системы отсчета Охчг:

К х — Ар\ K v =  Bq\ K z= C r  (6.35)

и .слеловательно,

ios [Ох, К )= А р/К\  cos [Оу, K )^ B q / K :  cos {Ог, К ) — Сг/К,
^  (6.36)

1де направляющие косинусы вектора К  имеют вид

cos (0.v, К ) — sin ц, bin В; cos (Оц, К ) =  cos <r sin В;
(6.37)

C O S  {Oz, A") =  C O S  e.
Сравнивая выражении (6.36) и (0.37), получаем

Ч — arctg (Ap/liq)\ Н — arccos iCr/'K). (6.38)
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Запишем кинематические уравнения Эйлера в углоных пере
менных Андуайе:

P ^ 2 f  " I  sin 0-|-^- cosif-f-^co* I Ox, 0*£) +

+  ^«.o> (Ox , e,)\ 

q -J~ cosц sin H dJ I  co'r (Oy, O fcL)-f-

-r*Y  C°s {Oy, e)\ (0.39)

/ —  cos в -f §  cos {Oz, О ♦£) +  З Г  COS ( Oz, e ) ,

rje  e векюр, ортогональный вектору К  и координатной оси 0*1. 
Уравнения (6.39) соответственно умножим на sin q.-sin t), cos <p- sin в  
и cosH. а затем их сложим.
Тогда

р sin fj - sin ft-f ̂  cos (f - sin B-|-r cos 

- t r  +  d } с^ в + | - cosQ
или

^  -  £'sin ф-siii B-|-<7-cos i| sin в -i rco sB — — - c o s e -  

d' —
d ’ rosQ— 'P jI/?,//, r, 5b r)|........ 5 ,. u,. V i , --- a>„). (6.40)

Интегрируя выражение (6.40), будем иметь

if — '!'(/>. </• г, 6,, ......... ....................... ,w n). ((>.-11)

Запишем следующие кинематические уравнения

rff . f. ( 1 С'Л*»
/г “  Лсо>Й С "  .4

»1в« rfrt
“ Л  * . ln «  CO' t  - 7 Г '£ ш 9 ьих+'

■ - AT > n .J O '  ч >in H ^---  ̂ j =  ** cos Ji
(6.12)

A —
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- sill H sin ф. dt

Используя уравнении (ft.42), будем иметь следующее выражение 
для працдй части равенства (6.41):

• Г - arctt: 2 - * ) ] х  j

X  / "  +  \ ж  ~ K si"  'I cos» — z r)l X

d. SinH ifr fv  1 Sin' f  Cf>s* ? | K
> dt ’ sTn н I/ LrfT A ,O S 0 U  “  A-----В  )  J X

■--smH M-— Л'sin ij-cos(f sin И -̂---}( ) ]  X

x*-as»}|- <6431
Итак, выражения (6.34), (6.38) и (6.43) определяют перемен

ные Лндуане как функции неизвестных

Si. 4 i ........«I- l’i.................и'я- />•«?• г- (6.44)
Пере :енные (6 44) н уравнения дыжепнн системы <71в в чтнх 

переменных назовем основными. Введем (б/i | 3 )-мерные вектор н 
нектор-функиню

Ч* (1ю. >|ю. • • •. Цоо, Ищ> Ую........М'яо, Ри. Яо. г() .

PU, Я*) =  {? : ( ',  q*), T)i (/. q*)........In V . q*). «i {/, Q*).

I'lV, Я*)........&'««•'• q*),p (t, q*), q (/, q h r(t, q‘ )}.
Справедливо
Ирепложенис 2.1. Движение g\{t. q*) системы 0 1я устойчиво по 

Лагранжу тогда и только тогда, когда оно устойчиво по Лагранжу 
относительно переменных g(i, q*).

Необходимость предложения 2.1 очевидна, а достаточность сле
дует из интеграла энергии (6.33).

Следует отмстить, что движение системы 6'*, будучи устойчи- 
ьым но Чйграпжу в основных переменных, не является устойчивым 
по Лагранжу но от ношению к переменным (*(/, q*) и переменном 
Лндуайе (или углам Эйлера).
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Г. учетом I4JHI к ‘рдлов и выражении (G..41), (O.lifi), (6 ».1) 
i груди» докапать

Предложение 2.2. Движение g\(t. </*) системы 0\ нринадле 
; .ит классу влзврашаемости В 1 (/' I. 12...., 10) тогда п только 
I гда, когда этому же классу Ht принадлежит движение /?(/, q), 
iiiiWmh словами, шнжемня g i( t .q ')  и ц(1, q*) равномерно изо
хронны.

Результаты предыдущего раздела справедливы и по отношению
I шижению системы Их доказательство сущиетвенно иснользу- 
, следующее свойство силовом функции тела Оп [23|.

Ире длсдоение 2.8. Внешний ньютоновский потенциал II тела О „
. 1 I .и briii (6.2S) обладает свойством, что м я каждого v 0 су
ш ■ гвует конечное число материальных точек А|, А?......... Ь . колн-
■ , I iw I которых .авпент от данною «. и таких, что точки At сосре- 

чени и фиксированы на поверхности сферы .S„. радиуир и* с 
m .:ром в ] очке Он их внешний ньютоновский истеннмал IV, внесфе- 
р S a% аппроксимирует-U" е тччши i <ю тч ч. Hpi 9Т‘>м с\мма масс 

к А, совпадает с массой тела О п и точки Ог можно располо- 
.- так, чтобы счмма первых / членов р« ia (6.27) совпала с по-
i i -нниалом VFI .

Условие жесткого закрепления ючек 1, выражается равенством 

г(Л,, btj — const <6.45i

Кинематические условия (<>.1Г>), представляя собой аналитиче
ски!* голономные связи, порождают силы реакции, не совершающие
р.-.бпты. Следовательно, движение системы С/,. м;иернальных то
чек 0|, 0 г, . . . .  0«-i, I .  1 ...,.-1/ с условиями (fc.l 1) имеет инте
грал энергии. Тог д.! имеет место уравнение Лагранжа— Якоби и

ii справедливым весь последующий анализ предыдущею раз 
мла.

Пгак. все результаты первого разима справедливы и перено
сим и на систему ( i lП ■

П уггьтсл о О „ совертоает пермаиентипе вращение около оси 
ч '  аиболынего главного центральною момента инерции Oz. Чт- 
n Iможно только и только в том случае, когда главный момент
1 • приложенных к телу 0 „  внешних сил Относительно его центра 
масс О равен нулю, т. е.

л; л’ • д"1 & -I ,)• -1
Ж - 0: %  0; h  ь  » — °- ( (И 6 )

При условии (6 46) имеем
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К — A"; A'1" — const; if - 0; 0  I), ф=0; <f— «(о i)|f, В  — 0. (6.47)
Учитывая (6.47) и снойс!ва функция Цщ получаем
Предложение 2.4. Lc.nii движение \1 </*) »н гемы G! устойчи

во но Лагранжу, а тело 0 „  совершает перманентное вращение 
около оси Ог, то движение g^ l̂, q*) почти периодично.

Доказательство предложении 2.4 тривиальни ледует из теоре
мы Ьохнера [49J и предложения 7.5 пятой главы.

Итак, перманентное вращение твердого тела i рашпирующей 
системы возможно лишь вдоль траектории равномерно возвращае
мых движений и имеет месю энерютическин критерий возвращае
мое? и. Движение слоистой Земли, эволюционируя, выходит на пре
дельным режим, совпадающий с ее перманентным вращением. Тогда 
вся Солнечная система эволюционирует так, что ее движение ста
новится почти периодическим, кинетическая энергия — минималь
ной по Ьиркгофу и имеет место условие экстремальной и (fi4H).

Наложим некоторые сведения из нелинейной механики, необхо
димые для рассмотрения устойчивости предельных режимов авн- 
женин Солнечной системы.

Ь.З. Согласованность решений линейных и нелинейных систем.
Устойчивость движения в банаховых пространствах

Пусть I) —  банахово пространство. ■ Ц — норма, х некоторый 
el с 1лемепт и А (/, .V) — иператор, непрерывно отображающий !) на 
ееби при каждом фиксированном значении параметра i r .R , (i — 
время). Зафиксировав элемент xc-D, положим y ( t )— X (i. дг). Оче
видно, y(t)b-C (R |, D) При DtoM можно ввести нятие производ
ной у (to) в точке I — 10 функции ;*(?) по праннлу

| win ука.чаинып прел eymeciByei н смысле ix< uimocth ио метри
ке </’ . согласованиям с нормой i ространстна I).

Указанное определение корректно и позволяет рассматривать 
дифференциальное уравнениг вида

(6.48)

.г —  A ( t ) x  д-), (6.49)

тле А (О линейный o n e p a iu p  с начальным условием
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x!r o=*̂ o- (6-50)

Задача (6.18) (6.50) и ннтра.п.ное уравнение

t
•I

л (t, ло) — -to4* \ A'[jr(s, х0). s]da (6.51)
0

•квивалентны [3]. Известно также, что решение затачи Кошн 
(0.48). (0 50» можно получить по формуле

• '
л(/, *„) =  IV (I, 0) tj  ̂ W(t, s )X [jr(s . Хо). s]ds, (6.52)

0

|де W(t, ) онератир Кошн, однозначно определяемый операто
ром А (/)

Оператор Коши обладает свойством

U (/. s)-tt (s, с)--№ (/, I ) ,

а если система (0.49) автономна, то он имеет вид

U (/. s) - W (l- s ),

т. с. будет оператором сдвига вдоль траектории движения x(f, дг,|. 
В D выделим некоторый компакт D' н рассмотрим сужение

Т о .  * ) оператора X (I. х\ ня A fiX/У. Очевидно, оператор T(t, х). 
как сужение непрерывного оператора, принадлежит пространству 
C(/fi. D’, /.)) с метрикой

d(j. 8 ) ~ supmin ( sup;|/'(/, х) ^(f, a)li, 1 (6.53)
i>o <i i ГXBl>

Обозначим через G [R U X (/, х)) траекторию движения

(j(s. i?!/, х)) и через G(R\, л(1. л )) — ее замыкание по мстрико 
(о.53).

Пусть У (/. д:) — некоторый элемент множества ( i (R u X {t, jr)). 
Наряду с (6.48) рассмотрим дифференциальное уравнение

x ~ Y ( t ,  .v). (6.54)
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Решение x(t, x, ) задачи (M rt). (Г..Г.О) иллывагтся p шномерно 
согласованным, если оно равномерно сравнит» с сужением опера
тора A fl, .v) на множестве R !)', где O' |л(/. .v) ft-tfi) --за
мыкание области JiiaMt-имй yipre решения в пространств /).

Ионите ранномерно согласованного решения введено в |Ь2) н 
доказано следующее уТверждс-нне: если множество и {И ^(t, х )| 
компактно в C(R\ l>\ D) и каждое уравнение вида (1.37) имеет 
компактное решение, то все гггн решения являются равномерно со
гласованными п устойчивыми по Лагранжу.

Сформулированное у i вержденпе было использовано нами при 
гельетв! существования прс и*, ьных режимов поступатель

ного движения Солнечной системы, изохронных с предельным ре
жимом вращения Земли.

Рассмотрим уравнение (О. НИ с постоянной лниенн ' ча. гью, 
голагая, что функция X (/. л '* )«^С М ,хЛ . 1>). Для систем вида 
(o.4(J )  справедлива теорема f62]: если спектр оператора А не пере
пекается с мни мои осью, а Функция Л'(?„ .tl ранн мери ^прерывна 
по /, при каждом фиксированием к х область се шаченнй 
{Л (/, ,vD) |t^R\} гфчлкомпактна в D и удов ичворяег уелввию Лип
шица, то уравнение (0.4(5} имеет единственно** устойчиное по Лаг- 
ран/ку равномерное cot ласоьанпое решение х I!. х I, y.i илегворяю- 
шее условию (Ь.28).

Перейдем к вопросам устойчивости решений линейных к нели
нейных систем в банаховых пространствах. Последит являются 
наиболее общими пространствами, в которых можно задавать и 
НСГЛС юнать рвзреШвмость дифференциальных уравнен • ! Ьитим* 
устойчивость движений рассмотрим также н банаховых простран-
1 1 вах.

Наряду с рассмотрим дифференциальное уравнение вида
4

а- А'</ П т 1 (/ ,  ж), (6.55)

где )'(/. л ) — также непрерывный оператор, переводящий D в себя.
Положение равновесия .v=0 называется экспоненциально устой

чивым в чалом, если существует такое число р'- О, что любое ре
шение лг(/, х ) уравнения (6.18) с начальным условием (дг ||<« 
удовлетворяет неравенству

li.rW. .t0)ll<C*exp( /.(/ •/,.))■ .v,i|| (6.56)

для всех *0 , где положительные посшинные С* н ?. опред еляю тся 
независимо от i — 0. ж

Справедлива теорема [ ! ] :  если функции А (/. х) и У (t, х) соот
ветственно удовлетворяют условиям II-V(/, .г) Х{1, у) <#*11* УЩ
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| > (/, д . г || п пулевое решение х 0 системы (G 48) пред
ставляет собой экспоненциал.:,ни устойчивое в малом положение 
равновесия, то при достаточно шалом .1 нулевое решение уравне
ния (6.55) также будет экспоненциально устойчивым в малом

Иными слончмн, эта теорема позволяет установить, что малые 
крзмущсння Y (t, X) могут вывести движения из положения равно
весия х 0, к которому оно стремится впоследствии по экспоненци
альному закону.

Рассмотри*! нффереинна тыте уравнение

у — Л it)у, ((».57>А
1де у i 1). Обозначни у |с о уч- Нулевое решение у — 0 уравнения 
<<> ■*)?) и.нывается жркшпм 1ально устойчивым, если сушеешуюг 
положительны© постоянные q* и не зависящие от значения /- О 
и такие, что любое решение i/(/, у») уравнения (Г\57) удовлетворя
ет неравенству

И'Д/, У о) < ^ е л р [  -  a* U -/о)# ILVo (G.58)

для вссх l^ t o ^ 0.
I ели операторная функция Л(/) не заннсит от t. Tu экспонен

циальная устойчивость имеет место тогда и только тогда, когда
i пектр этого оператора лежит внутри пеной полуплоскости [8].

Если же /) — конечномерное векторное пространство, т. е. 
/)=-- R ki го условие, что спектр оператора 1. не зависящего от вре
мени, лежит в левой полуплоскости, эквивалентно тому, что дейст
вительные части всех характеристических корней векового уравне
ния del|И >,/:| = 0  отрицательны.

В палачах о накоп ic h i i i i  возмущений на бесконечном интервале 
времени А?, , /?, и R существенную роль играет величина

i
U'o-— sup \ Vi'(I, ь) (is, (o.59)

'n

где U (/, s) оператор Коши.
Навести о, что если U', яв :яется конечной величиной, го задача

о накоплении возмущении имеет решение. Л именно, справедливо 
рждение [.?]: если величина U”0, определенная равенством 

!<■ 59), конечна и при любых im R ,+ имеет место неравенство 
И м/. ( ) )ц<-;и ",соо . то существуют такие положительные постоян
ные числа q* и ), . что
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Ii№4/,0)||<?*<? (6.60)

для всех t& R i .
Сформулируем теорему об устойчивости по первому приближе

нно (3, 8]: если в некотором шаре {iU||^d-)}c.7J возмущении 
Л (/, х) системы (6.44) при любых / —/?j ограничены:

||X(/, Jc)|i<moiUil, (6.61)

а оператор Кошн удовлетворяет условию (6.60) и а*— rn&q* 0, то 
нулевое решение уравнении (6.49) является экспоненциально 
устойчивым.

Рассм ггрим операторное представление решения (6.52). Исходя 
из условий (6.60) и (6.61), оценим произвольна р ние лг(/, дг0) 
задачи (Ь27), (6.28):

t
li-v(/. х ) | <|| W V. 0).ro||+ll | '» О, «) X

0
t

X.Y(s, x(s, .to) W«IK<7*li-«,oiie**i* +  \ 9 *m0expl— >.*(/— s) | X
0

i
X  !!*(.<;, Jfo) \ids ^i?*!iJCo!k '  *' i ч'т^е '' \ £*'i,.r(.4\ x(l)|IJs.

o
Перепишем это неравенство:

t
*0 . Jft)IKv*!l^ (ilie~*,f q'mo? •** j е‘‘**||л-(5, .v,)|IJs. (6.62)

0

Обе части неравенства (6.62) умножим на положительную функ
цию е ч . При этом получим:

t
ew -|i*(f, дс0)1К<?*Г^1 -f q*m0 jjV*J jc(s, Xo)l!<fc. (6.63)

0*
Применяя сюда лемму Ьеллмана — Гронуолла [8], будем иметь 
оценку
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С 4  X  (/, A.j) |, ^ 4 ' l i X u > ***

пли эквивалентную оценку

Н*(Л .Vu)ll<f/’ :'.Xdllexp[(</*m(, -л*)/]. (6.64)

Из неравенства (6.64) вытекает, чго решение х(1, х0) будет 
эк. I <111‘нцналыю устойчивым в том н только в том случае, когда 
/ ./’ /«о- Очевидно, последнее неравенство веема можно ио- 
.:уч|■ п.. уменьшая радиус тара. Следовательно, н конечном 
г«1пс свойство экспоненциальной устойчивости нулевого реше
нии шведом о определяется условием (б.ЬО) на оператор Ко
ши. В частности, если априори известна ограниченность решения 
д I/, ,r, I , i.e . С^г. т.' из неравенства ((>.63) получим оценку

|1ж(/, .г ) , jfi.li1 *' < ; 'т  у ,/7. ).

Р.1; смотрим авюномную систему дифференциальных уравнений 
вила

х. Ах X (л*), (6.65)

1Ле .1 постоянный. А’ непрерывный оиернторы. В однородной 
л и т  i '■■н системе (6.57). соответствующей уравнению (6.65), Л 
1 .1г\Ж1? ностоинныи оператор. Связь между решениями систем (6.37) 
и (6.1 | устанавливается теоремой о гомеоморфизмах [ 8 |: если 
Л.1ЧЧ имтельпые части спектра оператора Л отличны от нуля, воз- 
куш Vi к) удовлетворят условию Липшица Л (.г) s£ т  « и 

цуст гомеоморфное отображение: Ф  [//(/, i/o>T =  
д (/. I, переводящее каждое решение однородного уравнения 
1б.Г>7) в решение неоднородного уравнения (0.6Г>), причем эти ре 

o ia .iiKi; одним г только одним i свойств:
1) решении а|/, х | и «/(/, t/и) при т-*-оо стремятся к положению 

рав1;<.песня .г-^0  и при t -*■ сх> неограниченно удаляются от поло* 
жеиии равновесия;

2) решения x[l, r D) и I/(/, у0) при /-«-.х. неограниченно удаляют-
I сложения равновесия, стреуясь к нему при I  • —  оо;

П решения л(/. х, |. и /у(t, /у, ) неограниченно удаляются от по
ложения ргинокесня при / - - оо и при /

■3ia теорема показывает, что возмущение вида Х(х) не наруша-
I I  >i гойчивость н экснощенцнальную устойчивость положения рав
новесия. ‘
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где

6.4. К устойчивости предельных режимов движения 
Солнечной системы

Рассмотрим систему уравнений (2.136) и представим ее н виде 

x = Lx + X (x )+ f0{t, х), (6.66)

* ( * )  =  {* ,1 * ). Xs(x )....... Хь(дг)};

А| (х ) — ( US0— ^20) < 7 l 2— <72л»;

Х2(х) -= («во—a3o)Pir I + /^г1—P\r‘i\

Дз(дг) =  (fl70— at0)p)4i+p q2- Р*Чй 
X, (л) =  — а& (/, r, q j z + w i ;

A's (x) =  — fleo îPi P ffi+ Z W ,

Xij (x) =  — u:oP\Qi - P\q-i+Pi4\\

(6.67J

h U ,x ) =  {Q x. 0 „  0 .0 ,0 }.

Введем неоднопппн\ю систему уравнений, соответствующую 
(6.66) н яиляЮ|Цу кля ее сужением:

z=Lz-\-X(z), z (0 )— x°. (6.68)

Вектор-функция удовлетворяет условию Липшица и Х (0 ) -0. 
Слелонате "iH« выполнены все хсловня теоремы о гомеоморфизмах. 
Тогда решение уравнения (6.ort)

t
zil, хи) — W(t, 0) лг'’-b | Vi (t, А )Л  [г(5, jcl’)Jd s

о

к решение y{t, х | системы 12.1ЗУ) являются согласованными и

Пгп|И/, х °)-у {1 , хп) i|= 0 . (6.69Jt ел
так как все характеристические показатели (2.151) системы (2.130| 
отрниг I 1ьны. I г » (6.69) выполняется вдоль каж
дой траектории движения ifc.68) и



t
lim! \ W(t, s )X [2(5 , jc °)]ds\\ =  0, (6.70)
I >« .

0
то выбрав такое z °= 0  и гг0 =  c<just, что /.г°+Л'(.гс) — 0, будем 
иметь

t
Иш \ U"(/. s)(fc'| — 0. (6.71)
/ ■ 40

О

Рассмотрим решение *(/, х°) уравнения (6.60):
г

л (t, х°) — \V{t, 0)xD-|~  ̂ IV (/, s)A[.r(s, л )]ds +
0

(6.72)

f  j  Щ и  s)/cls, ,r(s, *°)]</S. 
n

li силу соотношений (6.69) и (6.70) имеет место равенство

i
I i in x{t,x") =  11 tti li Г W(U s )j0[s, x(s,x°)]ds'\. (fi-73)
f * 00 t — CO J

0
Из оценки (6.(19) вытекает, что для всех i^ O  выполняется не

равенство
||x(f, Xy) —z(t, .V°)'l|tS*lI.V0ll, (6.7-1)

1Ле и — положительное постоянное число, ненревосходятес едини
цу. Используя неравенств!> (6.74), можно приманить к решению 
z(t, х I теорему ■ 0 эк. юненииалыюн устойчивости в малом. Тогда 
нандетгя такое число с>Ц, что произвольное решение zU, я °)  урав
нения ((>.08) ир| всех 1 ^ 0  удовлетворяет неравенству

У г (и х ?)Ы В *е  , (6.75]
сели ||лг°]|<к. Здес]. Д0. <tu— положительные постоянные числа.

Из неравенства (6.75) вытекает, что движение г(1, х ) к перма
нентному вращению выходит по экспоненциальному аакону. Топа, 
учитывая равенство (6.7(1) и ограниченность постоянно действую
щего возмущения, а также используя теорему об экспоненциальной 
устойчивости, будем иметь равенство вида (6.75) и для решения
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л (Л лг° >. Отсюда следует, что при любых ограниченных постоянно 
действуЮ1ЦНХ возмущениях движение хЧ. г ') выходит на предель
ный режим, совпадающий с относительным покоем х -0. Мри этом 
возникает вопрос о поведении поступаилыюго движения Солнеч
ной системы.

Как уже установлено н пяго.1 главе, на устойчн вое г и по Лагран
жу движения Солнечной системы следует, что <» предельное мно
жество движения непусто. Это в свою очередь даст, что множества 
гредсльных режимов поступательного движения также непусто и 
состоит из замыкания траектории некоторого (ючги периодического 
/рнжепня. Сопаспо теореме Гл’ркгофа это множество нрелельных 
режимов замкнуто и минимально но Ннркгофу. Следовательно, до
статочно рассмотреть одно и< движении, являющихся предельным 
режимом поступательного двнжеиня Солнечной системы. Пусть 
Э'от режим описывается вектор-фуикннен

Зафиксируем произвольное число г>(1 и пока произвольную точ
ку q. Обозначим через £[>(/, Щ) вектор-функцию, соответствующую 
начальной точке q и порожденную обобщенной динамической си
стемой у0(/, •). Как движение (6.7«>), так и движение go(t, q) поч
ти периодичны и удовлетворяют одним и гем же условиям ((>.42). 
1Т\ mi I и. ц) устойчиво по Лагранжу. Тогда для данно-
■ ГI >0 можно подобрать b{F. </°) > 0  так. чтобы Щи каждой точки 
I. S"(<\ и | и для устойчивого по Лагранжу движения g0(̂ . q) бы-, 
ло выполнено неравенство

Отсюда следует, чго если все движения, начинающиеся из доста
точно малой окрестности точки q'\ устойчивы по Лагранжу, то са
мо движение g; (/, q ) устойчиво по Ляпунову. Отметим, что, к со
жалению, эти условии практически непроворномы.

Изложенное позволяет заключив* что при любых начальных 
условиях вращения движение слоистой Землн обладает следующим 
свойством, при любой Палатин! с-типспи точности у *̂0 вращение 
Земли пыходнт на перманентное, совпадающее с вращением около 
оси наибольшего главного 1 -птраЛьного момента ннерцнн, причем 
скорость выхода начиная с некоторого момента времени t*(e) ста
новится экспоненциально большой.

£,.(/. <Л Ml N. q ) ........t?u):

4\(t, q"), v,(l, Щ . ---q0)).
(6.76)

(6.77)



ЗА К Л Ю Ч ЕН Ы !

11 рои и KTiOHfH tie н физическую сущность вещей и явлений осно
вано ич модельном подходе. При атом время от времени выявляет
ся неполнота используемых моделей н методов анализа, а также 
опытных данных, положенных в их основу. Возникает необходи
мость детализация и совершенствования моделей и методов. Но 
юму поводу Ф. Клейн писал что «...перед нами сами собой истают 

новые проблемы по мере т<яо, как мы все лучше постигаем ста
рые *. Гак старая проблем.) вращения Земли в свет с современных 
требований выдвинула новые *адачи. Уозпнкла общая теория вра
щения Зем 1и как более совершенная база для поаамовкм и реше- 
r.iH актуальных прикладные п па>’1по-технпческих задач небесной 
механики, астродинамики, геодезии и практической астрономии.

В настоящей м онографии модельный подход к проблеме вра
щения Землн распространен па глобальные геофизические особен
ности реальной Землн. Изложим вкратце ее основные pi ivvibtai ы и 
выводы.

В постановке общей теории вращения Землн сформулирована и 
решена модельная задача о поступательно-вращательном ;i r *i же
нин Земли, учитывающая ее неоднородное слоистой строение н 
собственное геомагнитное ш м. Согласно референтной геофнз! ie- 
сюй модели слон представлены твердой ш’госфсрон, вязкой не
сжимаемой астеносферой, твердой мантией, вязким несжимаемым 
внешним и твердым внутренним (шаровым) ядрами с новерхно- 
< гимн раздела, сфсгрическо-снммсгричиыми относительно центра 
wact Землн. Ядра н часть машин, примыкающая к внешнем) I , 
предполагаются проводимыми, и их движения суть движения про-

. J  Кмйн Ф- Лгклнн о развитии математики в X IX  столетии. М ,. Л., 1937,с. 92
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починков it юомап .ом no Исследовано н.шянис с •.••того 
строения, п-омагнитщ к» и виутрешк I о грипп Iанионного полон 
Земли н.1 -жолюцпю ос движения при не рапном нулю этапном мо
мента гравитационных п и  свтанном с литосферой. Предполага
емся [asjM\ что твердые литосфера, мантия п внутреннее ядро 
ьратаютси с равными начальными угловыми скоростями, взаимо
действуя между собой но закону притяжения Ньютона в поле вяз
ких и гндромагпнтных напряжении.

Вязкие и гидромалннные напряжения найдены путем носганов- 
ы, 1 решения задачи о движении вязких несжимаемых астеш гфе* 
рн н проводящего внешнею ядра, вовлекаемых разноосно вра
щающимися твердыми литосферой, мантией и внутренним ядром в 
его магнитном п . е индукцией, направленной по осн вращении 
Пку IpeinitiiT) ядра. Найдены ответственные за крашение яптоиферц, 
уинтин н внутреннего ядра результирующие моменты сил (относи
тельно центра масс Земли). Они складываются nt моментов грави
тационных сил. вязкого трепня и сопротивлении движению в гео
магнитном ноле. С учетом результирующих моментов получена 
замкнутая сп тема дифференциальных уравнении пиктупатедыю- 
нрашателыюго движения слоистой Земли

По oi ношению к сформулированной системе дифференциальных 
уравнеин . поставлена задача Коши, исследована корректность по- 
стат it- ■ здачи и доказана ее разрешимость. Качественный и ко
личественный анализ решении выявил три предельных режима 
г; . • t ынстон Земли перманентного вращения около глав
ных центральных осей ннерппп. но. тоянпых как н юле Земли, так 
j . прост ранет ье. Л ^апы соотношения, определяющие положение 
эти' осей в пространстве. С выходом на предельные режимы вра
ны . ни iKiie IU . ж ия4м:«с ».юс как бы и м-р девают. 11 f>н этом 
\ | . ■■ роетп лг.т( ■ 11. ,■ 1.1 м.ни выравниваются бистро, а
мантии н внутреннего ядра относительно медленно. Геомагнитное 
г корнет выход на предельный режим вращения.

Задаче об устойчивости предельных режимов вращения слои
стой Земли поставлена п свяли с их пеединпвенностыо. Доказана 
устопчив(кть равномерного вращения слоистой Земли около оси 
i\v, " л ьш ет момента имерцин и неустойчивость такою вращения 
около осей ее среднего и наименьшего моментов инерции. Выясне
но, го независимо or начальных уел ■ < . г. етен выход на 
с- uni гневный предельный режим перманентное вращение слон- 
со н  Земли около осн наибольшего главною центральною момента 
нпердпи. Причем, чем больше вязкость астепосферного слоя, тем
б. ыпе скоросн выхода на преданный режим, и чем меньше раз
ность начальных угловых скорое и i, гем быстрее происходит их 
выравнивание.
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11 '■ единственности и устойчивости предельного режима враше 
нии i-.i ,истой Землн вытекают взаимосвязь ее поступательного н 
вран пильного движений и связь между движениями материаль
ных чек, представляющих Луну, Солнце и планеты, н послойно 
и.меничмои Земли как элемента Солнечной системы. Указанными 
свилями сочетаются внешние и внутренние силовые факторы, т. е. 
мом1 внешних гравитационных сил определяет положение оси 
rpf.ii i.noro режима вращения Земли в пространстве, а моменты 
внутренних сил -положение этой оси в теле Землн. Эти моменты 
сил см шмелю обеспечивают выход на предельный режим движения.
11 а г ыый механизм взаимодействия составных элементов слон-
i I и . м,л| между собой и внешней средой также основан на об- 
щкх законах сохранения.

'• . 1инные результаты и выводы относятся к модели слоистой 
. ■ | твердой динамически асимметричной литосферой. Законо- 

мгрн и движения слоистой Землн с упругой литосферой как 
1. нта Солнечной системы аналогичны особенностям движения 

с твердой литосферой. Существенное различие связано о 
теи. I предельный режим вращения слоистой Земли с упруг 
липи-ферой единствен, так как ynpyiодеформируемая литосфе- 
p.i женно приспосабливается к положении) оси вращения, и 
имеет место закон ?охранеш;«; эниргни. Однако нз-*а такой дефор 
уи П!1.мости лнюсфоры часть кинетической энергии вращения пере-
V |>• | в кинетическую энергию поступательного чвиження. Следо-
I иг- :i.но. орбита поступательного движения Землн с. упругой лнто- 
щ I Юлжна расши|)ятьея по мере выхода на пре 1сльнын режим.

I I ' .  ченн напряженное н деформированное состояние литосферы 
бет y ie ia  вращения модели Зе .«ли: определено mvic перемещении 
в литосфере под действием напряжений, возникающих па границе 
раздела этого тела и вязкий несжимаемой астеносферы. Показано, 
чю  компоненты напряжений и перемещений и.ч гея < глубиной, 
чю  определяет нсосеснммегричные деформации упруго»! лпгосфе- 
p;l. ycyryf*.4MH.iUIIKVH HilclllUHM СИЛОИЫЫИ фЛКТораЧИ. И «учено вли* 
Яше илолюетнон неоднородности литосферы на ее напрнженно- 
деформнрмвапное состояние.

• i " 1 ipiHiio р» шенне задачи о напряженном п деформированном 
югт'хшнн иращакнцейси упругой литосферы, основанное на решо 
киях нпешпей и внутренней задач для сферы. Наличие центробеж- 
ны . I обусловливает ока т е  оболочки вдоль се оси вращения и 
расширение п экваториальной п.чоскОс ги. Деформации . lpyrort ли- 
тог-феры ноя действием центробежных сил инерции симметричны 
относительно экваториальной плоскости, причем и районе полюсов 
"Г  ■■■•лит сжатие, а в области экватора — расширение лнтосфе-
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jii.i Дня значений коширот, близких к 33 , paina.ihiiuf перемеще
ния на поверхности лнтос||н*1)ы равны ny.ik». Деформирование упру, 
ген литосферы в ньютоновом поле притяжения тел Солнечной си
стемы при исходны* данных аналша, отвечающих реальной Земле 
н различным положениям притягивающих центров, имеет р • i осо
бенностей. В частности, осевая симметрия деформации вращаю
щейся литосферы нарушается под действием ньютоновых сил при
тяжения: асимметрии обусловлена перемещением точек поверхно
сти литосферы в направлении вектора, касательною к параллелям. 
Эти перемещения меняют свой знак вдоль меридианов — от полюса 
к полюсу, придавая им очертание латинской буквы 5. Таким обра
зом. в процессе деформирования упругая литосфера становится те
лом с трехосным центральным эллипсоидом инерции, качественно
о1 ражая реальную фигуру .'Земли.

:\иализ предельных режимов поступательного движения Сол
нечной системы и, в частности. Земли проведен методами теории 
обобщенных динамических систем. Получен ряд новых результатов 
ио абстрактной теории обобщенных динамических систем. Пяко- 
iicti, изложен анализ движения Солнечной системы с учетом у'р- 
ыанеитного вращения твердой Земли. Эти результаты естествен- 
п .1м образом дополняют теорию движения слоистой Земли.



.■IHTLPAIVIM

I. Александров П С. Введение п горию множеств и общую чопологию. М.: 
Наука. 1977. ЗОН с.

2 Амекэаде Ю. Л Теория упругое г. М.; Пмсшая школа. 1971. 288 с 
>. Барбашин Г . Л. Ввел emit i теорию устойчивости. М.; Паука, IWV7. 224 г.

•!. Бебутое М. П. О динамически., системах к пространстве непрерывных 
ф)|; wiiii. Пюл. ЛИТ. Математика. 1941. ■ 2. вин 5. I -52.

■ Киркгоф Л. Л- Динамичежнс мггсыи М.; Л О ГИ З, 1*>Л 1. i20 
6. Батт М. Ииутршнес стровни* Земли Пер. с англ М.: Мир, 1974. '73 с.
7 Бухго.и'Ц II. Н. Обгонной Kvpr теоретической механики. Ч. 2. М : Наука.

1972. 332 с.
8. Былое Б Ф., Вичпсрч ’ Р. Э., Гробман Д. И. и др. Теория показателей 

Ляпунова. М.. Наука, I960 ” 7ti с.
9. Нласов В  1. Общая теория оЛолочек М.: Г осте х из лат. 1949. 784 с
10. Нишре) ,V. I ■ >рня вращения Землн о к о л о  центра Mat М.: Фи.<матгил, 

I9W. 107 г.
! 1. Гоери.тн Б. Л.. Монич А. С. О вращении внутренних слоен Землн - Иав. 

АН ■ Ci:r> Фи I'riha Земли. 107-1. № 5. ,. 20 -28
12. Гершуни Г. 3., Жуховицкий Е . VI. Вращение шара и кой проводящей 

ж и ..ш  гн в магнитном пате. - Жури. техн. фнликн, I960, г. Ю, Лг 9. t 10fi7 - 
1073. ‘

' ■ .«г '• р . i i 'Ni  k  :• iii и. М.- Паук < ' )7' -.
14. Грей .9 М эгы т Г. Функции Ьесселя и их прнлиження к физике и меха

нике М ИЛ 1954. 373 с. '
I • Гутенберг Б. Ф тн ка  .ишпых недр Пер. с am л. М • МЛ, 1903. 263 .
16 Д я 1 *<>0t Д. Згмнис я т о  Пер. с англ М.: .Мир. 197!) .«'Г» с.
17. Джеффрш Г. Земля ihp. англ. М.: ИЛ, I960. 185 е.
18 Дибошин Г. Н. Hi ft. сная механика; Q ювные задачи и «етоды. М.: Наука, 

1975.800 с
1ч Ci ■ . -г Ж . С.. Биймухзметов .4. ,4. О природе треха, н >сгн фии| ы Зек 

'it His \Н К.т< -'Р. Сер. физ.-уат.. I'JRl .V? 3. с. 7 13
20 Ержаноа Ж . С Егоров .4. К. Упругое равновесие шара, врададян .си в

>м щ-i прпгчгио *....»> I г Пчв. A ll КазССР. г
1982. К . 3, с. 5-6

21. Гржгчов W ' . Кялпбпев .4. И К теории возврашаемости движении — 
шик АН КазСГ.Р. 19М. N* 7. с. 30 -33.
22. Ержанов Ж  f.1.. ралыбаае А. А. Методы анализа возвращаемостн движе

ния ец(темы твердых тел Алма-Ата Наука. 1985. 200 с.

2ЛЛ



23 Ерханов Ж . С., Калыбиев А. А. Общая ieop«« вращения Земли М.: Нау
ка. 19К4. 2М с.

21 Ержанов Ж- С., Калыбаев А. А. Срав?’нмссть движения гравитнрующих 
сие -м но его в обращаемости во вдемени. —  Прнкла .нал матсм. н мел., 1984 
т. 48, вып. 2. г. 188— 196. ’

25 L ржаное Ж . С... Ка.хыбаев .4. А. Точное решение <адачн о динамической 
уранновпненности «емлн Вел  пик АН КазССР. 1975, .V» 3, с. 20 - 29.

2(х Ержанов Ж . С . Ка.шбае» А. А.. Баймухаметов 1. А. Вращение линами- 
чески симметричного тела и шара, разделенных сферическим слоем оязкой жид. 
кости. — Иэв АН КазССР. Сер. фнз. мат.. 1978. .\» 5. с. 45— 5L

27. Ержанов Ж . С.. Калыбаев А. А., Баймухаметов А. А. О нруста ноя пишемся 
дниженнм вязкой жидкости в сферичесхом ело*. —  Иэв. АП КазССР. Сер. фнз,- 
М1П , 1978, Л* 3. с. 16-22.

28 Ержанов Ж . С., Пауразбаев М. А. Моменты и полюс инерции Земли при 
ее оледенении. И . \Н КазССР. О р . фнз.-мат, 198-1. N* Я, с. 28—31.

Ерл "  ■’ Ж . С., Hi " У  А- Об э1!лгрм|1.*м «решении ’> м.lit перемен
но . ia i.1. — И 'в  M I КазССР С’гр фич мат.. 198.‘1. 3. с 25 30.

Жаркое В. П., Трубицын В. П. Физика планетных недр. М : Пачка, 1980.
448 с

31. Жуковский II. Е. О движении твердою тела, имеющего полости, наполнен
ные однородной капельной жидкостью. Избр. соч.. т. 1, М.; Л.: Гогтехиядат, 
1948 152 с. _

I  Кобрин .И Н Мартынеш. > Ю. Г. Днижение проводниц • (М^ЦОГО тгла 
около центра масс, н медленно изменяющемся матитном поле. — Докл. АН 
СССР I9H1, т. 261 .V; Г>. с. 1070— 1073.

J3 Колмогоров А. П., Фомин С. В. Элементы теории фунхииЛ и функциональ
ного анализа М.: Наука. 1976. 511 с.

II Кочин И. F... Кибель И. Л.. Рож  II. В  Теоретическая гидромеханика. 4.2. 
М  Фнзмаггнз, 1963. 583 с.

I I Крумипь Ю. Вращение пршюдящего тара в проводящей низкой жилкагл! 
В присутствии мншпного поля. - Изв ЛИ ЛатвССР. 1958 Vs 2(127).- (,7 102.

%. Лаврентьев М А „ Шабат Я. II. Методы теории функции комплексного пе-
............  li. Д\.: Паука. 1973. 736 с.

'  Лурье 1. I I  Операционное исчисление и его приложения к задачам меха- 
нп . 1 Гостехнялат. 1951. 1л2 г.

N Лурье А И. 11ространсгвенные задачи теории упругости. М.: Гостехиздат,
19 V. П2 с. ‘

■ 11а/я/.ц*«й В. Л. Внутреннее строение и физика Земли. М.: Наука, 1965.
379 г

4:i. Малкин И. Г. Теория устойчивости движении. М.: Наука. 1966. 530 с.
I I Моих . Макдоналы) /*. Вращение Земли. М.: М Ч : . ' !  .
■ ljароа М. Я. Планеты и спутники. М.: Пачка, 1981. 2!5С с.
44. Матвеев /!. At. Методы иегрнрг.пання обыкновенных дифференциальных 

ур;:: II .id. М ‘ Цыпи.'я школа. 19ii7. 5fi4 с. ’
41. ,Мелентъеа И. В. ПпнЛлнженные. вычисления. М.: Фи'-матгнз, 1962. 

336 г
45. Мельхиор П. Физика и динамика планет. Ч. 2. .М.: Чир. 1976. 

483 с.
\4u7j>ono,n»rsjju Ю . А.. Лыком  1 О. />. Ишегральине многообразия в иели- 

III .1 механике. .4.. Няука. 1973 512с.
17. Чонин А. С. О внутреннем враш ш и Земли. Докл. A ll СССР, 1973, 

т. 211 .V» 5, с. 1097 1100 •
41- Ноффат Г. Во Суждение магнитного поля в проводящей среде. М.: 

Мир. 1У80. 339 с.

251



I * И ‘шмыцкий В 1h, Степаноз П. В. Качественная теория дифференциальных 
М.; Л  : ОГИЗ. I917. 448 с 

'пютон И. Математические начала натуральной философии. —  15 кн.: 
Кг . 11. Собр ip .1.: Изд-но АН СССР. 1936, т. 6. 096 с.

1 Налъмоп И. А. Основные уравнения теории несимметричной упругости. —  
П: я матом. »: чех. 1964, т. 28. вып. .4, с. 401-108.

• ipoacKUfi Я  /'. Лекции по теории обыкновенных дифференциальных 
 ̂ М.: Науки. 1970. 280 с.

Либед ft. В., Нестеров В. В. Общая астрометрия. 2-е изд. М.: Наука, 
198.? .’<76 с.

Н'.нпрямн Л . С. Обыкновенный дифференциальные уравнения. М.: Наука, 
1974 2 с. '

икитаки Т. Электромагнепим и внутреннее cipoeiinc Земли. Л.: Недра, 
196 331 сг

• ■ Румянцев В. В . Of! устойчивости двнженг.я по отношению к части пере- 
м • Шсгтинк Л\ГУ. Сер. матем. н мех. 1957. Л? 4, с. 9— 16.

>7 Седов Л. Л(. Метаинкл сплошной среды. Т 1. М.: Наука. 1983.
52f

4 С.гезкин П. А. Динамика вяэкоЯ жидкости. М • Г И Щ Ц Щ ,  195л. 
520 с.

• мол А. П.. Самарский А. А. Уравнения математической физики. М.: 
Н j ... Kjii /24 с.

>л Чгрноусько Ф . ,7. Движение твердого тела с полостями, содержащими bh:i- 
.. «к Д\ I . I VH СССР, 19*18. 2*2 с.

1 I III крнберг li.  К. Широта московской обсерватории в связи с движением 
н ■ Уч. I.1H Mi У. 1904, чип 22 357 с.

С>2. Щербаков Н. А. Топологическая динамика и устойчивость по Пуассону
I дифферента.п.ннх уравнений. Кишинев Ш т ш ц а . 1972. 232 с.

• . .ViJ.iер .7. Сборник ггап.-й в 'ircis 250-.'iei-- m  дня рождения, представ
. \калемнеП на> i :< (..Р. М Мзд во АН СССР, 195&. 611 с

64. Яновский Б. М. Земной магнетизм Л.: Изд-во Л ГУ , 1961 1 1Г» i
65. Anderson D. 1... Hart R  S An KarTli model b.-ised on free oscillations and 

Ixidy wa>cs — J. utopli. Res. 1976. v. 81. N 8. p 1461 N75.
66. Bullard E. C. K]*ctrnii;agitviic induction in a rotating sphere. — Proc. Royal

S.. ' - Inn. 1919. \ 'ЧУ. p 41J- 433.
67 Bullard П. С  The magnetic field within the Earth — Proc. Roval Soc. Lon

don. 1949 > 197. p. 433 453.
68 l>'Alembe/t J  Recherches snr la pre.»ssion des equinoxes, ct sur la nutation 

de la Tenr с le sy»tcme Newtonien. P.. Acad. Pres., 1919 1« I p.
-'in (i On : l-iiluencr of (ieologi al Changes on :lie Ax ■ . [ Rotation — 

P lr  _Ti ,877
“ leu'ojisfri A. II  . Anderson D. Preliminary reference l:aril! inode!

P 1' and Planel line- 1981. v. 25, S  4, p. 297 356
hatiov Д ,  S.. Kalybaev .4. A. On a new inu'hod of aualit& ,ve investiga- 

^r.ivitating Svsiem niolion «table according to Lagrange. — Cckslial Me 
d.. - 1984. v. 33. N 5. p. 169 191.

tfrin* D Rrtaii )ii of the inner core J. Geopli Res.. 1981 В 86 N 12 
P . ■ 11699.

iiden N Rei’her.he. mif la Rotation de la Тете Oebe' die Rotation cines
1 pess. dessen Oberflache mil ein«r FlGssigkwi hedect. ist. Ы г  Nailiri-
d.ti-i' \ . : ’26.

Kinoshiia H Theory Df the rotation of the rigid Earth. — Celest. Mech . 
H*77 15. N 3. p. 3- -75. '

■>»berts P. H. Electromagnetic rore - mantle coupling. J  (ieomagn 
' ., 1972, N . I. r- ’i' - >.

2.13



7i Rn. i.'sier W O. The F.arih’s rotation. I OS. — Trans \incr Geoph. Union,
1973. v 54. \  K. p. 769 Rl I

77. Rochester Л1. O' Geomagnetic core — mantle coupling. — .1. Geoph. Res, 
1902. К 67. p 483,4 -IHIifi

7R НЫеп R. В. Electromagnetic core mantle coupling. J. Royal Aslron. 
Soc. 1963. N 7. p. 361 З’Ч .

79. Runcorn S. K. The role of the iore in irregular fluctuations of the Harth’s 
rotation and excitation oi '.he Chandler wobble. — Phil. Trans Roy. Soc. London, 
1982. *306. \  1492. p 251-268.

80 S tir At. On electromagnetic core — mantle coupling — Geoph. and Astro- 
phvs. fluid dvn , 1982. v. 21. N 3—4, p. 303—313.

HI. Vt-siine С. II. J. Geoph. Res.. 1953. N 58. p. 127— 139.
82. V o lW 'a  V. -  Acta Mathemalica. 22:3. 22 4. 189€ -1899.



о  г л  л и л  I -: н и  е

Г  л на 1. Современные представлении о строении и движении Земли.
Модель и постановка 1а д а ч ....................................................

1.1. Общие д а н н ы е .................................................................................Я
1.2. Строение Земли ................................................................................... 10
1.3. Движение Землн . . .  .........................................11
1 1. .Модель ii постановка з а д а ч .........................................................16

Г j  ■ .( 2. Движение слоистой }ем.1и с твердой литосферой
2.1. Постановка л а д а м и ........................................ ........ .............................. 19
2.2. Уравнения движении и их р а з р е ш и м о с т ь ................................ 21
2 3 Движение вязкого астеносферного слоя . . . .  . . Л
2.4. ;MaiHiiTorn.Tpc.nuidMi:4efxof течение жидкого слоя ядра . . -10 
2.3 Уравнение вращения внутренних тверднх слоев Земли . . 57 
.! (>. Анализ решения уравнений вращательного движения . 71
2.7. КачеС гвенный анализ поспнатчльно-нращатсл’.ного движении 

Земли ...................................................................................................R7

Г  л a Постушиелыт-врашатедьное движение Земли с упругодефор-
мируемой литосферой . . . . . . . . .  90

3.1. Дифференциальны» уравнения движения слоистой Землн с упру
гой лнгосфср< : и иv i 'i«реш имость................................................ 91

3.2 Работа внутренних сил. Закон сохранения энергии . . 1(4)
3.3. Предельные режимы вращения Земли .................................102
■ 14 Напряжснно'дефоруированное состояние вращающейся литосфе

ры под действием поверхностных сил вязкого гронин . . 100
3.5. Папряж^нни-деформироианное состояние орашаюшейся лнтигфе 

ры в поле ньютоновых сил протяжения Луний. Солнцем н их мо
ментов ......................................................................................... 122

Напряженно-леформирлпанног шетонинг вращающейся литосфе
ри с центрально-симметричной плотностью . . . .  133

3.7. Качественный янаяи.т предельного режима вращения слоистой 
Земли с упруго,» формируемой литосферой . . . .  П>

........................................................................ 3

237



Г л а в а  4. Устойчивость вратательмого движения слоимой V m ih  . 140
4.1. Мгслсдомим* усгой f t »  дунасиин  модели Земли .■ вя *. ' 

астеносферой н жидким проводящим слоим ядра . Щ
4.2. И* следование устойчивости движения модели Земли с вязки» 

а»-геносферннм с л о г и ......................................................... 155
4.3 Единственность предельного режим:) вращения слоистой Землн 159

Г л а в а  5. Обобщенные динамические систгчы теории движения глоисюк
имли ................................................................................. 163

5.1. Свойство самоорганизации д в и ж е н и я ................................  f,;4
5.2. Структурное о п и с а н и е .................................................................173
5.3. Крнн-рнй периодичности .................................................................. 176

5.4. Критерий в о з в р а щ а е м о с т н ................................................. 181
5.5. Сравнение движений в метрических пространствах . . 185
5.6. Ср мнение в банаховых пространствах 191
5.7. Сравнение движений г списывающими их урявиеннпми . 199
5 * Обобщенные аинамнческие системы теории движения еложт

Земли ............................................................................................... 203

Г л а в а  fi. О волвращаеутсти движения слоисгой ;4емли . . . гОЗ

6 I. ОЛогнование м етят анализа втиращаемоети шнження гравнтн-
руюшей вястсми. устойчивой но Лагрялжу . . . .  ' 05

Г).2. Критерий нознращаемостн поступательно-вращательного дннже
нни граннтируюпцй сисгс-мн, устойчивой по Лагранжу 213

6.3. Согласованность решен hit линейных и нелинейных систем. Уг. >й
чивость дннження в Банаховых пространствах . . . 220

6.< К устойчивости предельных режимов движения Солнечной сиск
м ы ................................................................................................. 226

З а кл ю че н и е ................................................................. ........ 229

Л и т е р а т у р а ......................................................................................................... 2ТЗ



Жакан Сулейманович Гржанов.
Лйсултан \Пду.1Лович Калыбаев.
Дбай Чбышепнч Г>аймухаметов,

Турсын Толебаевич Коржымбаев
Д В Н Ж П М И Е  и  у с т о й ч и в о с т ь  с л о и с т о п  з е м л и

Утверждено к печати Ученым советом Института сейсмологии 
Академии наук Казнхгкой С С Р

Зав. редакцией Н. А. Менхулина 
Редактор Г. И. Тимошенко 
Художественней редактор //. Ф  Чцрсин 
Оформление художника В. Н. Воеводского 
Технн11-ский редактор Е . VJ. Тахмегова 
Корректор И. И . Мцрахаева

И В  № 2345

Слано в набор 7.01.86 Подписано в печать tt.08.8G. УГ12103.
Формат йум. тип. X» I. Литературная гаплитура. Вмгокаи печать.

Уел. п. л. 14. Уел. и. кр «тт. I I. Уч.-дая. л. 1 1 < Тираж 1000 > ,11
11<*на . ДО к.

H n ii- f  • --во Гаука»  Казахской С С Р  
480W t Л iM.i Ата. Пушкина, 1111113 

Типография 1чдяг»л|.сткл Паута* Казахской С С Р 
4S0021, Алма-Ата, Шевченко, 28



НОВАЯ К Н И Г А  
издательства «Н А УКА »  Ка>ахекой ( Г.Р

I98K год

Айталнев Ш. М.. Ьаннчук II. В.. Каюпов М. А. Оптималь
ное проектирование протяженных подземных сооружений. 
14 л. 2 р. 50 к.

Рассмотрен комплекс вопросов, связанных с расчетом на 
прочность н устойчивость протяженных ло.имювнтадьных и 
капитальных горных выработок и транспортных тоннелей, а 
также с оптимальным выбором форм их поперечного сечения и
i ap;iMcipi>B кпеней и . Qfioci жыпаетгя эффективная 
. U-м I р*счета негоден ip; I  интегральны* уравнений 
напряженно-деформированного состояния упругого н ня<к«> 
упругого анизотропного поредного массива вблизи подземно
го сооружении. Прелс].тлен обширный расчетный материал, 
пилученнын нэ ЭВМ . Дан ся практические рек •мсплаинн но 
выбору форм сечения горных выработок (тоннелей) и пара
метров крепления (об |елки).

Книга ряссчнтаиа n.t работников научных, проектных и 
отраслевых организаций, специализирующихся в . блас и ме 
x h i h im i  тиердых деформируемых гел, теории подземных соору
жений и оптимального проектирования конструкций.

Заказы можно направлять но о ярее у:

480091, г Ллми-Лта. ул. Фурчанона,
.VJ 9! '>7. KasaxiXUH контора * Академкнига»

или _
Jsn ‘и .. А.'на-Ата. и : КаГ.-i- - 
jV ! W, мпгсиин < Книга — почтой».


