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ВВЕДЕНИЕ 
 Курсы цифровой обработки сигналов в настоящее время занимают одно из централь-
ных мест среди дисциплин профессиональной подготовки не только радиоинженеров - раз-
работчиков радиотехнических систем самого различного назначения, но и всех специально-
стей, в той или иной мере связанных с регистрацией, обращением, обработкой и использова-
нием информационных данных самой различной природы – пользователей систем. Это опре-
деляется тем, что информация, наряду с материей и энергией, принадлежит к фундаменталь-
ным философским категориям естествознания и является одной из движущих сил современ-
ного развития науки, техники и человеческой цивилизации в целом. Но информация не отно-
сится к числу материальных объектов и не существует в явной физической форме. Носите-
лями информации являются сигналы в любой форме их материального представления в пре-
делах систем, вне которых понятия сигналов также не имеют смысла. Все это и приводит к 
тому, что профессионально грамотная и эффективная регистрация информации, ее обработ-
ка, интерпретация и использование возможны только при хороших знаниях методов и систем 
цифровой обработки сигналов. 
 Настоящий курс предназначен для студентов и специалистов, занимающихся как ис-
пользованием информационных систем в геофизике, в природо- и недропользовании, так и 
геоинформатикой – регистрацией, обработкой, интерпретацией и представлением геолого-
геофизических данных. По образному выражению Козьмы Пруткова, "природа не злонаме-
рена, но коварна". И непредсказуема, даже в сходных геологических условиях. Обработка и 
интерпретация геолого-геофизических данных в этих условиях – высокое искусство модели-
рования на основе, как правило, достаточно ограниченных данных объективно однозначной 
модели среды, математический отклик которой по физическим параметрам должен быть 
максимально приближен к результатам исследований. Это не значит, что для каждого геоло-
гического объекта должна создаваться индивидуальная система обработки результатов его 
исследований. Инструменты и технологии обработки геолого-геофизических данных хорошо 
известны и в определенной мере стандартизованы. Тем не менее, результаты интерпретации 
во многом определяются опытом и квалификацией специалистов, выбирающих и приме-
няющих эти инструменты (системы) и технологии с учетом особенностей и специфики ис-
ходных информационных данных (сигналов).   
 Темы настоящего курса функционально замкнуты, и содержат теоретический матери-
ал, необходимый и достаточный для их изучения без ссылок на предыдущие темы. В отдель-
ных случаях это создает некоторое дублирование материала, но компенсируется удобством 
работы. С этой же целью каждая тема содержит оглавление и содержание разделов. Каждый 
раздел обычно содержит ссылку на литературу, которая использовалась при подготовке дан-
ных разделов, и в которой читатель, при необходимости, может найти более подробные све-
дения по данным вопросам. Предполагается знакомство читателей с курсами "Высшая мате-
матика", "Физика" и "Информатика" в объеме технических вузов, по крайней мере, на эле-
ментарном уровне, а фундаментальные понятия подробно поясняются иллюстрациями. 
Большинство приведенных формул пригодны для непосредственного использования в сис-
теме Mathcad, в которой выполнены и  иллюстрации пособия. Самостоятельное изучение ма-
териала рекомендуется сопровождать практическими занятиями в системе Mathcad, которы-
ми сопровождается настоящий курс. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 

Тема 1: ФИЛЬТРАЦИЯ ОДНОМЕРНЫХ СИГНАЛОВ. 
Первый натиск и первые крики решают дело. 

 Тит Ливий. Римский историк (59 г.д.н.э.-17 г.н.э.). 
Роль крика в драке - существенный вклад в теорию конфликтов. Но 
имеет ли он такое же значение при фильтрации данных - не очевидно,  
Лично я предпочитаю воплем завершать этот процесс, а не  начинать.  

Эдуард Павелко. Новосибирский геофизик Уральской школы (ХХ в.) 
 
 Содержание:   

Введение.  
1.1. Цифровые фильтры. Общие понятия. Нерекурсивные фильтры. Рекурсивные фильтры.  
1.2. Импульсная реакция фильтров. Функция отклика. Определение импульсной реакции.  
1.3. Передаточные функции фильтров. Z-преобразование. Устойчивость фильтров.  
1.4. Частотные характеристики фильтров. Общие понятия. Основные свойства. Фазовая и груп-

повая задержка.  
1.5. Фильтрация случайных сигналов. Математическое ожидание. Корреляционные соотноше-

ния. Спектр мощности выходного сигнала. Дисперсия выходного сигнала.  Усиление шумов. Функция коге-
рентности.  

1.6. Структурные схемы цифровых фильтров. Структурные схемы. Графы фильтров. Соедине-
ния фильтров. Схемы реализации фильтров. Обращенные формы.   

Литература.  
ВВЕДЕНИЕ. 

Задачей любого натурного геофизического исследования является установление неиз-
вестных свойств природной среды или отдельных конкретных геологических объектов по 
данным наблюдения процессов, в них происходящих. Как правило, изучаемые объекты могут 
оказаться труднодоступными или вовсе недоступными для непосредственного изучения фи-
зическими, химическими и прочими методами прямого контакта. Например, о строении зем-
ных недр на глубинах более 10-15 км мы можем судить исключительно по данным прошед-
ших сквозь них сейсмических волн и по характеристикам создаваемых ими локальных иска-
жений гравитационного и магнитного полей Земли. По этой причине разработка методов ма-
тематической обработки геофизических наблюдений, то есть техники установления взаимо-
связи между физическими свойствами природных сред и происходящих в них процессов, 
имеет крайне важное значение.  

Предмет цифровой фильтрации данных (сигналов) является естественным введением 
в широкую и фундаментальную область цифровой обработки информации. Под фильтрацией 
будем понимать любое преобразование информации (сигналов, результатов наблюдений), при 
котором во входной последовательности обрабатываемых данных целенаправленно изменя-
ются определенные соотношения (динамические или частотные) между различными компо-
нентами этих данных. 

К основным операциям фильтрации информации относят операции сглаживания, про-
гнозирования, дифференцирования, интегрирования и разделения сигналов, а также выделе-
ние информационных (полезных) сигналов и подавление шумов (помех).  

Как известно, преобразование динамики сигналов (и данных, которые несут эти сиг-
налы) осуществляется в системах. Соответственно, фильтры с любым целевым назначением 
являются частным случаем систем преобразования сигналов, в рамках теории которых они и 
будут рассматриваться. 

В настоящем курсе рассматриваются, в основном, методы линейной обработки дан-
ных (носителей этих данных - сигналов) линейными дискретными системами. Линейными 
называют системы, которые осуществляют преобразование линейных комбинаций входных 
сигналов в суперпозицию выходных сигналов. Принцип реализации линейных систем, физи-
ческий - в виде специальных микропроцессорных устройств, или алгоритмический - в виде 
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программ на ЭВМ, существенного значения не имеет и определяет только их потенциальные 
возможности. 

1.1. ЦИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ   /2,24/. 
Общие понятия. В одномерной дискретной линейной системе связь между входом и 

выходом (входной и выходной дискретными последовательностями значений сигнала – от-
счетами), задается линейным оператором преобразования TL:          

y(k∆t) = TL{x(k∆t)}.      
Это выражение отображает краткую запись линейного разностного уравнения: 

M

0m =
∑ am y(k∆t-m∆t) =

N

0 n =
∑ bn x(k∆t-n∆t),                    (1.1.1) 

где k = 0,1,2,..- порядковый номер отсчетов, ∆t - интервал дискретизации сигнала, am и bn - 
вещественные или, в общем случае, комплексные коэффициенты. Положим a0 = 1, что всегда 
может быть выполнено соответствующей нормировкой уравнения (1.1.1), и, принимая в даль-
нейшем ∆t = 1, приведем его к виду:   

y(k) = 
N

0 n =
∑ bn x(k-n) –

M

1m =
∑ am y(k-m).                       (1.1.2) 

Оператор, представленный правой частью данного уравнения, получил название циф-
рового фильтра (ЦФ), а выполняемая им операция - цифровой фильтрации данных (инфор-
мации, сигналов). Если хотя бы один из коэффициентов am или bn зависит от переменной k, 
то фильтр называется параметрическим, т.е. с переменными параметрами. Ниже мы будем 
рассматривать фильтры с постоянными коэффициентами (инвариантными по аргументу). 

Нерекурсивные фильтры. При нулевых значениях коэффициентов am уравнение 
(1.1.2) переходит в уравнение линейной дискретной свертки функции x(k) с оператором bn: 

y(k) = 
N

0 n =
∑ bn x(k-n).                                   (1.1.3) 

Значения выходных отсчетов свертки (1.1.3) для любого аргумента k определяются 
текущим и "прошлыми" значениями входных отсчетов. Такой фильтр называется нерекур-
сивным цифровым фильтром (НЦФ). Интервал суммирования по n получил название "окна" 
фильтра. Окно фильтра составляет N+1 отсчет, фильтр является односторонним каузальным, 
т.е. причинно обусловленным текущими и "прошлыми" значениями входного сигнала, и вы-
ходной сигнал не опережает входного. Каузальный фильтр может быть реализован физически 
в реальном масштабе времени. При k<n, а также при k<m для фильтра (1.1.2), проведение 
фильтрации возможно только при задании начальных условий для точек x(-k), k = 1,2,..,N, и 
y(-k), k = 1,2,..,M. Как правило, в качестве начальных условий принимаются нулевые значе-
ния или значения отсчета х(0), т.е. продление отсчета x(0) назад по аргументу. 

При обработке данных на ЭВМ ограничение по каузальности снимается. В программ-
ном распоряжении фильтра могут находиться как "прошлые", так и "будущие" значения вход-
ной последовательности отсчетов относительно текущей точки вычислений k, при этом урав-
нение (1.1.3) будет иметь вид: 

y(k) =
N

N' - n =
∑ bn x(k-n).                                          (1.1.4) 

При N' = N фильтр называется двусторонним симметричным. Симметричные фильт-
ры, в отличие от односторонних фильтров, не изменяют фазы обрабатываемого сигнала. 

Техника выполнения фильтрации не отличается от техники выполнения обычной дис-
кретной свертки двух массивов данных. 

Представим, что на одной полоске бумаги выписаны по порядку сверху вниз значения 
данных x(k) ≡ sk (см. рис. 1.1.1). На второй полоске бумаги находятся записанные в обратном 
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порядке значения коэффициентов фильтра bn ≡ hn (обозначение h для коэффициентов опера-
торов НЦФ является общепринятым). Для вычисления yk ≡ y(k) располагаем вторую полоску 
против первой таким образом, чтобы значение h0  совпало со значением sk, перемножаем все 
значения hn с расположенными против них значениями sk-n, и суммируем все результаты пе-
ремножения. Результат суммирования является выходным значением сигнала yk. Сдвигаем 
окно фильтра - полоску коэффициентов hk, на один отсчет последовательности sk вниз (или 
массив sk сдвигаем на отсчет вверх) и вычисляем аналогично следующее значение выходного 
сигнала, и т.д. 

Описанный процесс является основной опера-
цией цифровой фильтрации, и называется сверткой в 
вещественной области массива данных x(k) с функци-
ей (оператором) фильтра bn (массивом коэффициентов 
фильтра). Для математического описания наряду с фор-
мулами (1.1.3-1.1.4) применяется также символическая 
запись фильтрации: 

y(k) = b(n) * x(k-n). 
Сумма коэффициентов фильтра определяет ко-

эффициент передачи (усиления) средних значений сиг-
нала в окне фильтра и постоянной составляющей в целом по массиву данных (с учетом на-
чальных и конечных условий). Как правило, сумма коэффициентов фильтра нормируется к 1. 

Имеется целый ряд методов обработки данных, достаточно давно и широко извест-
ных, которые по существу относятся к методам цифровой фильтрации, хотя и не называются 
таковыми. Например, методы сглаживания отсчетов в скользящем окне постоянной длитель-
ности. Так, для линейного сглаживания данных по пяти точкам с одинаковыми весовыми ко-
эффициентами используется формула: 

yk = 0.2(xk-2+xk-1+xk+xk+1+xk+2). 
С позиций цифровой фильтрации это не что иное, как двусторонний симметричный 

нерекурсивный цифровой фильтр: 

yk =
2

2 - n =
∑ bn xk-n,     bn = 0,2.                             (1.1.5) 

Аналогично, при сглаживании данных методом наименьших квадратов (МНК) на ос-
нове кубического уравнения: 

yk = (-3xk-2+12xk-1+17xk+12xk+1-3xk+2)/35.              (1.1.6) 
Это также НЦФ с коэффициентами: b0 = 17/35,  b1 = b-1 = 12/35,  b2 = b-2 = -3/35. 

  Пример.   Уравнение НЦФ:  yk =
2

2 - n =
∑ bn xk-n,  bn = 0,2. Начальные условия - нулевые. 

  Входной сигнал – скачок функции (ступень): xk = {0,0,0,0,0,0,10,10,10,10,…}. 
  Выходной сигнал: yk = {0,0,0,0,2,4, 6, 8,10,10,10,10,…}. 
  Результат фильтрации приведен на рис. 1.1.2(А). Проверьте результат (выполните фильтрацию, как это 
показано на рис. 1.1.1, с учетом четности фильтра). 
  Заметим: сумма коэффициентов сглаживающих НЦФ всегда должна быть равна 1, при этом сумма 
значений массива выходного сигнала равна сумме значений массива входного сигнала. Координатная де-
тальность выходного сигнала  ниже входного, резкие изменения входных сигналов "размазываются" по ар-
гументу. 
  Повторите фильтрацию фильтром МНК на основе кубического уравнения. Сравните результаты фильтра-
ции с результатами первого НЦФ (приведены на рис. 1.1.2(В)). 

 
Рис. 1.1.1. Нерекурсивный ЦФ. 
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Рис. 1.1.2. Сглаживание МНК в скользящем окне по пяти точкам 

Для операции фильтрации характерны следующие основные свойства: 
1. Дистрибутивность: h(t) * [a(t)+b(t)] = h(t) * a(t)+h(t) * b(t). 
2. Коммутативность:   h(t) * a(t) * b(t) = a(t) * b(t) * h(t). 
3. Ассоциативность:    [a(t) * b(t)] * h(t) = h(t) * a(t) * b(t). 
Фильтрация однозначно определяет выходной сигнал y(t) для установленного значе-

ния входного сигнала s(t) при известном значении импульсного отклика фильтра h(t). 
Рекурсивные фильтры. Фильтры, которые 

описываются полным разностным уравнением 
(1.1.2),  принято называть рекурсивными цифровы-
ми фильтрами (РЦФ), так как в вычислении теку-
щих выходных значений участвуют не только вход-
ные данные, но и значения выходных данных 
фильтрации, вычисленные в предшествующих цик-
лах расчетов. С учетом последнего фактора рекур-
сивные фильтры называют также фильтрами с об-
ратной связью, положительной или отрицательной в 

зависимости от знака суммы коэффициентов am. По существу, полное окно рекурсивного 
фильтра состоит из двух составляющих: нерекурсивной части bn, ограниченной в работе те-
кущими и "прошлыми" значениями входного сигнала (при реализации на ЭВМ возможно 
использование и “будущих” отсчетов сигнала) и рекурсивной части am, которая работает 
только с "прошлыми" значениями выходного сигнала. Техника вычислений для РЦФ приве-
дена на рис. 1.1.3. 

  Пример.    Уравнение РЦФ:   yk = boxk+a1yk-1,  при bo = a1 = 0.5,  y-1 = 0. 
  Входной сигнал:  xk = {0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1....} 
  Расчет выходного сигнала: 
    уo = 0,5xo + 0,5y-1 = 0;   y1 = 0,5x1 + 0,5yo =0;   y2 = 0,5x2 + 0,5y1 = 0.5;   y3 = 0,5x3 + 0,5y2 = 0.25; 
    y4 = 0,5x4 + 0,5y3 = 0.125;   y5 = 0,5x5 + 0,5y4 = 0.0625;    y6 = 0,5x6 + 0,5y5 = 0.03125;   и т.д. 
  Выходной сигнал: yk = {0, 0, 0.5, 0.25, 0.125, 0.0625, 0.03125, 0.015625,...} 

 
Рис. 1.1.4. Рекурсивная фильтрация. 

Из примера можно видеть, что реакция РЦФ на конечный входной сигнал, в принципе, 
может иметь бесконечную длительность (в данном случае с близкими к нулю, но не нулевы-
ми значениями), в отличие от реакции НЦФ, которая всегда ограничена количеством членов 
bk (окном фильтра). 

 
Рис. 1.1.3. Рекурсивный ЦФ. 
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  Пример.   Уравнение РЦФ:   yk = boxk - a1yk-1,  при bo = 0.5,  a1=1.1,   y-1 = 0 
  Входной сигнал: xk = {0, 10, 0, 0, 0,....}.  
  Выходной сигнал:  yk = {0,0,5,-5.5,6.05,-6.655,7.321,-8.053,8.858,-9.744,10.718,-11.79,… и т.д.} 
   Заметим: коэффициент обратной связи больше 1 и выходной сигнал идет "в разнос". 

 
Рис. 1.1.5. Неустойчивый рекурсивный фильтр. 

Операции, относящиеся к рекурсивной фильтрации, также известны в обычной прак-
тике, например - интегрирование. При интегрировании по формуле трапеций: 

yk = (xk+xk-1)/2 + yk-1,                                        (1.1.7) 
т.е. здесь мы имеем РЦФ с коэффициентами: bo = b1 = 0.5, a1 = 1. 

  Пример.  Уравнение РЦФ: yk=(xk+xk-1)/2+yk-1, начальные условия - нулевые. 
  Входной сигнал: xk={0,0,2,2,4,0,0,0,4,4,4,0,0,0,5,0,0,0,....} 
  Выполните фильтрацию.    Контроль:  yk= {0,0,0,1,3,6,8,8,8,10,14,18,20,20,20,22.5,25,25,25...} 

 
1.1.6. Интегрирующий рекурсивный фильтр. 

1.2. ИМПУЛЬСНАЯ РЕАКЦИЯ ФИЛЬТРОВ. 
Функция отклика. Если на вход фильтра подать единичный импульс (импульс Кроне-

кера), расположенный в точке k = 0, то на выходе фильтра мы получим его реакцию на еди-
ничный входной сигнал, которая однозначно определяется оператором преобразования: 

y(k) = TL[δ(0)] = bn * δ(0-n) = h(k) ≡ bn.                     (1.2.1) 
Функция h(k), которая связывает вход и выход фильтра по реакции на единичный 

входной сигнал, получила название импульсного отклика фильтра (функции отклика). 
Если произвольный сигнал на входе фильтра представить в виде линейной комбина-

ции взвешенных импульсов Кронекера 

x(k) =
∞

∞−=
∑

 n
δ0 x(k-n),  

то, с использованием функции отклика, сигнал на выходе фильтра можно рассматривать как 
суперпозицию запаздывающих импульсных реакций на входную последовательность взве-
шенных импульсов: 

y(k) = nΣ h(n) (δ0 x(k-n)) ≡ nΣ h(n) x(k-n). 
 Пределы суммирования в последнем выражении устанавливаются непосредственно по 
длине импульсного отклика h(n). 

Определение импульсной реакции требуется, как правило, только для рекурсивных 
фильтров, так как импульсная реакция для НЦФ при известных значениях коэффициентов 
b(n),  как это следует из выражения (1.2.1), специального определения не требует: h(n)  ≡  
b(n). 

Если выражение для системы известно в общей форме (1.1.2), определение импульс-
ной реакции производится подстановкой в уравнение системы импульса Кронекера с коорди-
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натой k = 0 при нулевых начальных условиях. В соответствии с выражением (1.2.1) сигнал на 
выходе системы будет представлять собой импульсную реакцию системы. 

  Пример.   Уравнение РЦФ:  yk = xk + 0.5yk-1. 
  Входной сигнал:  xk= δo= {1,0,0,0,...}. 
  Расчет выходного сигнала при нулевых начальных условиях: 
    yo = xo+0.5 y-1 = 1+0 = 1 = ho.   y1 = x1+0.5 yo = 0+0.5 = 0.5 = h1.   y2 = x2+0.5 y1 = 0+0.25 = 0.25 = h2. 
    y3 = x3+0.5 y2 = 0.125 = h3.          y4 = x4+0.5 y3 = 0.0625 = h4,     и т.д. 
  Импульсный отклик фильтра:  hk = (O.5)k, k = 0,1,2.... 

Определение импульсной реакции физической системы обычно производится подачей 
на вход системы ступенчатой функции (функции Хевисайда), которая равна uo(k) = 1 при k ≥ 
0, и uo(k) = 0 при k < 0:  

g(k) =
N

0 n =
∑ h(n) uo(k-n) =

k

0 n =
∑ h(n). 

 Отсюда: 
h(k) = g(k) - g(k-1). 

Функция g(k) получила название переходной характеристики системы (перехода из 
одного статического состояния в другое). Форму реакции фильтра на функцию Хевисайда 
можно видеть на рис. 1.1.4 (с точки k = 10 и далее) в сопоставлении с реакцией на импульс 
Кронекера в точке k = 2. 

1.3. ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФУНКЦИИ ФИЛЬТРОВ   /7/. 
Z-преобразование. Удобным методом решения разностных уравнений линейных сис-

тем является z-преобразование. Применяя z-преобразование к обеим частям равенства 
(1.1.1), c учетом сдвига функций (y(k-m)  zm Y(z)), получаем:    

Y(z)
M

0m =
∑ amzm = X(z) 

N

0 n =
∑ bnzn,                                 (1.3.1) 

где X(z),Y(z)- соответствующие z-образы входного и выходного сигнала. Отсюда, полагая ao 
= 1, получаем в общей форме функцию связи выхода фильтра с его входом - уравнение пере-
даточной функции системы в z-области: 

H(z) = Y(z)/X(z) =
N

0 n =
∑ bnzn (1+

M

1m =
∑ amzm).                     (1.3.2) 

Для НЦФ: 

H(z) =
N

0 n =
∑ bnzn.                                            (1.3.3) 

При проектировании фильтров исходной, как правило, является частотная передаточ-
ная функция фильтра H(ω), по которой вычисляется ее Z-образ H(z) и обратным переходом в 
пространство сигналов определяется алгоритм обработки данных. В общей форме для вы-
ходных сигналов фильтра: 

      Y(z) = H(z)·X(z). 

   Y(z)·(1+
M

 m 1=
∑ am·zm) = X(z)·

N

 n 0=
∑ bn·zn 

 Y(z) = X(z)·
N

 n 0=
∑ bn·zn – Y(z)·

M

 m 1=
∑ am·zm.                            (1.3.4) 

 После обратного Z-преобразования выражения (1.3.4): 

y(k) =
N

 n 0=
∑ bn·x(k-n) –

M

 m 1=
∑ am·y(k-m).                              (1.3.5) 

При подаче на вход фильтра единичного импульса Кронекера δо, имеющего z-образ 
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δ(z) = zn = 1, сигнал на выходе фильтра будет представлять собой импульсную реакцию 
фильтра y(k) ≡ h(k), при этом: 

H(z) = Y(z)/δ(z) = Y(z) = TZ[y(k)] =
∞

=
∑

0 k
h(k)zk,                  (1.3.6) 

т.е. передаточная функция фильтра является z-образом ее импульсной реакции. При обрат-
ном z-преобразовании передаточной функции соответственно получаем импульсную харак-
теристику фильтра: 

h(k)  H(z).                                                  (1.3.7) 
Если функция H(z) представлена конечным степенным полиномом, что, как правило, 

характерно для НЦФ, то обратное z-преобразование осуществляется элементарно идентифи-
кацией коэффициентов по степеням z. Передаточная функция РЦФ также может быть пред-
ставлена степенным полиномом прямым делением числителя на знаменатель правой части 
выражения (1.3.2), однако результат при этом может оказаться как конечным, так и бесконеч-
ным, т.е. система может иметь либо конечную, либо бесконечную импульсную характеристи-
ку. Фильтры с бесконечной импульсной характеристикой получили название БИХ-фильтров, 
с конечной импульсной характеристикой соответственно КИХ-фильтров. Нерекурсивные 
фильтры всегда являются КИХ-фильтрами, т.к. длительность импульсной реакции НЦФ оп-
ределяется окном фильтра. 

  Примеры.   
  1. Передаточная функция РЦФ:  H(z) = (1-z5)/(1-z). 
      Прямым делением числителя на знаменатель получаем:  H(z) = 1+z+z2+z3+z4. 
      H(z)  h(n) = {1,1,1,1,1}.   Фильтр РЦФ является КИХ-фильтром. 
  2. Передаточная функция: H(z) = 1/(1-2z). 
      Методом обратного z-преобразования:  h(n) = 2n.    Фильтр РЦФ является БИХ-фильтром. 

Устойчивость фильтров. Фильтр называется устойчивым, если при любых началь-
ных условиях реакция фильтра на любое ограниченное воздействие также ограничена. Кри-
терием устойчивости фильтра является абсолютная сходимость отсчетов его импульсного 
отклика: 

nΣ |h(n)| < ∞.                                             (1.3.8) 
Анализ устойчивости может быть проведен по передаточной функции. В устойчивой 

системе значение H(z) должно быть конечным во всех точках z-плоскости, где |z| ≤ 1, а, сле-
довательно, передаточная функция не должна иметь особых точек (полюсов) на и внутри 
единичного круга на z-плоскости. Полюсы H(z) определяются корнями многочлена знамена-
теля передаточной функции (1.3.2). 

  Пример. 
  Передаточная функция фильтра рис. 1.1.4: H(z) = b0/(1-a1z). При а1= 0.5 полюс знаменателя: zр= 
2. |zр|>1. Фильтр устойчив. 
  Передаточная функция фильтра рис. 1.1.5: H(z) = b0/(1+a1z). При а1= 1.1 полюс знаменателя: zр= -
0.909. |zр| < 1. Фильтр неустойчив, что и подтверждает пример фильтрации. 
  Передаточная функция фильтра рис. 1.1.6: H(z) = 0.5(1+z)/(1-z). Полюс знаменателя: zр= 1. В 
принципе, фильтр неустойчив, но эта неустойчивость проявляется только при k = ∞. Импульсный 
отклик фильтра h(n) = {0.5,1,1,1, ….}, сумма которого равна ∞ только при n = ∞, т.е. при интегри-
ровании бесконечно больших массивов. При интегрировании конечных массивов результат всегда 
конечен. 

Приведенный критерий устойчивости относится к несократимой дроби, т.к. в против-
ном случае возможна компенсация полюса нулем передаточной функции, и следует прове-
рить наличие однозначных нулей и полюсов. 

Проверка на устойчивость требуется только для рекурсивных цифровых фильтров 
(систем с обратной связью), нерекурсивные системы всегда устойчивы. 
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1.4. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ФИЛЬТРОВ    /2,13,24/. 
Общие понятия. От z-образов сигналов и передаточных функций подстановкой z = 

exp(-jω∆t) в уравнение (1.3.2) можно перейти к Фурье-образам функций, т.е. к частотным 
спектрам сигналов и частотной характеристике фильтров, а точнее – к функциям их спек-
тральных плотностей. 

Можно применить и способ получения частотных характеристик непосредственно из 
разностного уравнения системы обработки данных. Так как цифровая фильтрация относится 
к числу линейных операций, то, принимая для сигнала на входе фильтра выражение x(k∆t) = 
B(ω) exp(jωk∆t), мы вправе ожидать на выходе фильтра сигнал y(k∆t) = A(ω) exp(jωk∆t). 
Подставляя эти выражения в разностное уравнение фильтра (1.1.1), получаем: 

M

0m =
∑ am A(ω) exp(jωk∆t-jωm∆t) =

N

0 n =
∑ bn B(ω) exp(jωk∆t-jωn∆t). 

A(ω) exp(jωk∆t)
M

0m =
∑  am exp(-jωm∆t) = B(ω) exp(jωk∆t)

N

0 n =
∑ bn exp(-jωn∆t).  

A(ω)
M

0m =
∑ am exp(-jωm∆t) = B(ω)

N

0 n =
∑ bn exp(-jωn∆t).               (1.4.1) 

Передаточная частотная функция (частотная характеристика при ао=1): 

H(ω) = A(ω)/B(ω) =
N

0 n =
∑ bn exp(-jωn∆t) [1+

M

1m =
∑ am exp(-jωm∆t)].         (1.4.2) 

Нетрудно убедиться, что полученная частотная характеристика повторяет функцию 
(1.3.2) при z = exp(-jω∆t), что и следовало ожидать. Аналогично z-преобразованию (1.3.7), 
частотная характеристика фильтра представляет собой Фурье-образ его импульсной реакции, 
и наоборот. При ∆t = 1: 

H(ω) =
∞

∞−=
∑

 n
h(n) exp(-jωn),                                         (1.4.3) 

h(n) = (1/2π)
π

π-
∫ H(ω) exp(jωn) dω.                                  (1.4.4) 

В общем случае H(ω) является  комплексной функцией, модуль которой R(ω) называ-
ется амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ), а аргумент ϕ(ω) - фазочастотной харак-
теристикой (ФЧХ). 

A(ω) = |H(ω)| = )(Im)(Re 22 ωω HH +  

ϕ(ω) = arctg(-Im H(ω)/Re H(ω)). 
 На рис. 1.4.1-1.4.3 приведены частотные характеристики фильтров (модули и аргумен-
ты спектральных плотностей), которые были рассмотрены выше в примерах и на рис. 1.1.4 – 
1.1.6. Графики приведены в границах главных диапазонов спектров, и получены непосредст-
венной подстановкой z=exp(-jω∆t) при ∆t=1 в уравнения передаточных функций H(z). 

 
Рис. 1.4.1. Спектр не имеет особых точек. 
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Рис. 1.4.2. Спектр имеет особые точки на границах диапазонов. 

 
Рис. 1.4.3. Спектр интегрирующего фильтра. Особая точка на нулевой частоте.  

При обработке ограниченных массивов  амплитуда центрального пика равна количеству точек массива. 

Основные свойства частотных характеристик фильтров: 
1. Частотные характеристики являются непрерывными функциями частоты. 
2. При дискретизации данных по интервалам ∆t функция H(ω) является периодиче-

ской. Период функции H(ω) равен частоте дискретизации входных данных F = 1/∆t. Первый 
низкочастотный период (по аргументу ω от -π/∆t до π/∆t, по f от -1/2∆t до 1/2∆t) называется 
главным частотным диапазоном. Граничные частоты главного частотного диапазона соответ-
ствуют частоте Найквиста ±ωN, ωN = π/∆t. Частота Найквиста определяет предельную часто-
ту обработки данных. 

3. Для фильтров с вещественными коэффициентами импульсной реакции h(n∆t) 
функция АЧХ является четной, а функция ФЧХ - нечетной. С учетом этого частотные харак-
теристики фильтров обычно задаются только на интервале положительных частот 0-ωN глав-
ного частотного диапазона. Значения функций на интервале отрицательных частот являются 
комплексно сопряженными со значениями на интервале положительных частот. 

Как правило, при частотном анализе фильтров значение ∆t интервала дискретизации 
принимают за 1, что соответственно определяет задание частотных характеристик на интер-
вале (0,π) по частоте ω или (0,1/2) по f. При использовании быстрых преобразований Фурье 
(БПФ) вычисления спектров осуществляются в одностороннем варианте положительных час-
тот в частотном интервале от 0 до 2π (от 0 до 1 Гц), где комплексно сопряженная часть спек-
тра главного диапазона (от -π до 0) занимает интервал от π до 2π (для ускорения вычислений 
используется принцип периодичности дискретных спектров). Заметим, что при выполнении 
БПФ количество точек спектра равно количеству точек входной функции, а, следовательно, 
отсчет на частоте 2π, комплексно сопряженный с отсчетом на частоте 0, отсутствует. При ну-
мерации точек входной функции от 0 до N он принадлежит точке N+1 - начальной точке сле-
дующего периода, при этом шаг по частоте равен 2π/(N+1). Современное программное обес-
печение БПФ допускает любое количество точек входной функции, при этом для нечетного 
значения N частоте π соответствует отсчет на точке (N+1)/2, не имеющий сопряженного от-
счета, а при четном значении N отсутствует отчет на частоте π (она располагается между от-
счетами k=N/2 и N/2 +1). Отсчетам с номерами k главного диапазона БПФ (за исключением 
точки k=0) соответствуют комплексно сопряженные отсчеты N+1-k  (за исключением точки 
k=(N+1)/2 при нечетном N).  

Фазовая и групповая задержка. Задержка сигналов во времени относится к характер-
ной особенности каузальных систем в целом, а, следовательно, рекурсивных и односторон-
них нерекурсивных фильтров. 
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Фазовая задержка, это прямая характеристика временной задержки фильтром гармо-
нических колебаний. При подаче на вход фильтра гармоники sin ωt, сигнал на выходе кау-
зального фильтра, без учета изменения его амплитуды, равен sin(ωt-ϕ), при этом: 

sin(ωt-ϕ) = sin ω(t-tp),           ωt-ϕ = ω(t-tp). 
Отсюда, фазовая задержка tp на частоте ω равна: 

tp = ϕ /ω.                                                 (1.4.5') 
 При распространении (1.4.5) в целом на спектральную передаточную функцию фильт-
ра получаем: 

tp(ω)= ϕ(ω) /ω.                                              (1.4.5) 
 Постоянство значения tp(ω) в определенном частотном диапазоне обеспечивает для 
всех гармоник сигнала такое же соотношение их фазовых характеристик, какое было на входе 
системы, т.е. не изменяет формы сигнала, если его спектр полностью сосредоточен в этом 
частотном диапазоне, и значения АЧХ в этом диапазоне также имеют постоянное значение. 
Это условие является определяющим, например, для систем передачи данных, для сглажи-
вающих и полосовых частотных фильтров.  
 Что касается каузальных фильтров, то они, как правило, имеют в рабочем диапазоне 
определенную зависимость значения tp от частоты, которая характеризуется групповым вре-
менем задержки (ГВЗ). 
 Допустим, что сигнал на входе фильтра представляет собой сумму двух гармоник с 
близкими частотами: 

s(t) = cos ω1t + cos ω2t. 
 Тождественная тригонометрическая запись: 

s(t) = 2 cos[0.5(ω1+ω2)t] · cos[0.5(ω1-ω2)t]. 
 Эта запись показывает, что сумму двух гармоник с частотами ω1 и ω2 можно рассмат-
ривать, как амплитудную модуляцию гармоники с частотой (ω1+ω2)/2 гармоникой с частотой 
(ω1-ω2)/2. При прохождении через фильтр каждая из гармоник ω1 и ω2 может получить раз-
личную задержку, при этом сигнал на выходе фильтра, без учета амплитудных изменений: 

s(t) = cos (ω1t-ϕ1) + cos(ω2t-ϕ2). 
 Тождественная запись: 

s(t) = 2 cos[0.5((ω1+ω2)t-(ϕ1+ϕ2))] · cos[0.5((ω1-ω2)t-(ϕ1-ϕ2))]. 
 Пульсацию колебаний выразим через групповую временную задержку tg: 

cos[0.5((ω1-ω2)t-(ϕ1-ϕ2))] = cos[0.5(ω1-ω2)·(t-tg)]. 
 Отсюда: 

(ω1-ω2)·tg = ϕ1-ϕ2. 
tg = (ϕ1-ϕ2)/(ω1-ω2) = ∆ϕ /∆ω.                                   (1.4.6) 

 При распространении этого выражения на непрерывную частотную характеристику 
фильтра: 

tg(ω)= dϕ(ω)/dω.                                               (1.4.7) 
 Для вычислений ГВЗ удобно использовать комплексный логарифм передаточной 
функции фильтра: 

Ln(H(ω)) = ln |H(ω)| + j·ϕ(ω),         ϕ(ω) = Im[Ln(H(ω)]. 
tg(ω)= dϕ /dω = Im{d[Ln(H(ω))]/dω} = Im{dH(ω)/[H(ω)dω]}.         (1.4.8) 

 Приближение для дискретных спектральных функций: 
tg(k·∆ω) ≈ (2/∆ω)·Im{(Hk+1-Hk) / (Hk+1+Hk }.                      (1.4.9) 

1.5. ФИЛЬТРАЦИЯ СЛУЧАЙНЫХ СИГНАЛОВ   /4,15,24/. 
 Если сигнал на входе фильтра является детерминированным, то его соотношение с 
выходным сигналом однозначно определяется импульсным откликом фильтра. Таким же од-
нозначным является соотношение входа - выхода и для случайных сигналов, однако в силу 
природы последних аналитическое представление как входного сигнала, так и отклика сис-
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темы, не представляется возможным. Для описания реакции фильтра на случайный входной 
сигнал используется статистический подход. Если параметры входного сигнала специально 
не оговариваются, то по умолчанию принимается, что на вход фильтра поступает реализация 
случайного стационарного сигнала x(k·∆t) с нулевым средним, которая вызывает сигнал 
y(k·∆t) на выходе фильтра. Значение ∆t, как обычно, принимаем равным 1. 
 Допустим, что фильтр имеет импульсный отклик h(n) = exp(-a·n), n ≥ 0. Зададим на 
входе фильтра стационарный квазидетерминированный случайный сигнал, который не обла-
дает свойством эргодичности, но имеет все свойства случайного сигнала, и может быть опи-
сан в явной математической форме: 

x(k) = A + cos(2·k+ϕ), 
где A и ϕ - взаимно независимые случайные величины, причем значение ϕ равномерно рас-
пределено в интервале [0, 2π]. При этом выходной сигнал определится выражением: 

y(k) = h(n) * x(k-n) ≡
N

 n 0=
∑ h(n)⋅x(k-n) = A/3 + [3·cos(2k+ϕ) + 2·sin(2k+ϕ)]/13. 

 Из этого выражения следует, что выходной сигнал фильтра также является случайным 
и содержит те же самые случайные параметры, что и входной сигнал, а, следовательно, для 
него существуют определенные статистические характеристики. 
 Математическое ожидание произвольного входного случайного стационарного сиг-
нала x(k) на выходе фильтра определится выражением:  
                     y = М{y(k)}= M{ nΣ h(n)·x(k-n)}= nΣ M{x(k-n)}⋅h(n) = 

= x  nΣ h(n) = x ·Кпс.                                           (1.6.1) 
 Отсюда следует, что математическое ожидание выходных сигналов фильтра равно ма-
тематическому ожиданию входных сигналов, умноженному на коэффициент усиления фильт-
ром постоянной составляющей. При Кпс = 1 среднее значение выходных сигналов не изменя-
ется и равно среднему значению входных сигналов. Если фильтр не пропускает постоянную 
составляющую сигналов (сумма коэффициентов импульсного отклика фильтра равна нулю), 
то случайный выходной сигнал всегда будет иметь нулевое математическое ожидание.  

Корреляционные соотношения. Для центрированных входных сигналов x(k) размером 
(0-К) функция автокорреляции (ФАК) вычисляется по формуле: 

Rx(n) = [1/(K+1-n)]
n-K

 n 0=
∑ x(k)·x(k+n). 

 По аналогичной формуле может быть вычислена и ФАК выходных сигналов. Для про-
изведения выходных сигналов y(k) и y(k+n), образующих функцию автокорреляции выход-
ных сигналов, можно также записать: 

y(k)⋅y(k+n) = jΣ iΣ h(i)h(j) x(k-i)x(k+n-j). 

 Если взять математические ожидания от обеих частей этого равенства, то, с учетом 
соотношения в правой части под знаками сумм 

M{x(k-i) x(k+n-j)} = -Rx(k-i-k-n+j) = Rx(n+i-j), 
получим: 

Ry(n) = iΣ jΣ h(i)h(j) Rx(n+i-j) ≡ Rx(n) * h(n+i) * h(n-j).               (1.6.2) 

 Таким образом, функция автокорреляции выходного сигнала равна ФАК входного сиг-
нала, свернутой дважды, в прямом и обратном направлении, с импульсным откликом фильт-
ра, что сохраняет четность ФАК выходного сигнала. Для нецентрированных процессов ана-
логичное заключение действительно и для ковариационных функций. На рис. 1.5.1 приведен 
пример ФАК входной и выходной случайных последовательностей при фильтрации RC-
фильтром, форма импульсного отклика которого также приведена на рисунке. 
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Рис. 1.5.1. Функции корреляционных коэффициентов. 

 Заметим, что для свертки импульсных откликов, производя замену n−j = m, мы имеем 
равенство: 

h(n+i) * h(n-j) = h(m+i+j) * h(m) = h(m) * h(m+p) = Kh(m), 
где Kh(m) - функция ковариации импульсного отклика фильтра. Отсюда: 

Ry(n) = Rx(n) * Kh(m).                                         (1.5.2') 
 Это означает появление в случайном сигнале на выходе фильтра определенной корре-
ляционной зависимости, определяемой инерционностью фильтра. Эффективный интервал τk 
корреляции данных в сигнале тем меньше, чем выше верхняя граничная частота ωв его спек-
тра (по уровню 0.5): 

τк = π/ωв =1/2fв. 
 Оценка интервала корреляции для конечных (непериодических) функций, как прави-
ло, производится непосредственно по функциям автокорреляции R(n): 

τk = 2·Σn|R(n)/R(0)| - 1, 
где значение n ограничивается величиной 3-5 интервалов спада центрального пика до вели-
чины порядка 0.1⋅R(0) (дальше обычно начинаются статистические флюктуации значения 
R(n) около нулевой линии, вызванные ограниченностью выборки). Без такого ограничения за 
счет суммирования модуля флюктуаций, не несущих информации, значение τk завышается 
относительно расчетного по спектральной характеристике сигнала.  

 Функция Rx(n) случайных статистически 
независимых отсчетов близка к � −функции, сверт-
ка которой с Kh(m) приведет к формированию на 
выходе выходного сигнала, форма ФАК которого 
будет стремиться к форме Kh(m). При достаточно 
большой выборке случайных отсчетов входного 
сигнала это означает практически полное повторе-
ние функцией Ry(n) формы ковариационной функ-
ции импульсного отклика, как это можно видеть на 
рис. 1.5.2, который отличается от рис. 1.5.1 только 
количеством выборки К=10000. Соответственно, 
интервал корреляции выходных сигналов для слу-

чайной входной последовательности можно определять непосредственно по функции кова-
риации импульсного отклика фильтра: 

τk = 2·Σn|Kh(n)/Kh(0)| - 1,   n ≥ 0. 
 Для взаимной корреляционной функции (ВКФ) Rxy входного и выходного сигналов 
соответственно имеем: 

x(k)*y(k+n) = iΣ h(i) x(k)·y(k+n-i). 

 
Рис. 1.5.2. Функции корреляционных 
коэффициентов большой выборки. 
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Rxy(n) = iΣ h(i) Rx(n-i) ≡  h(i) * Rx(n-i).                            (1.6.3) 
т.е. функция взаимной корреляции входного и выходного сигналов равна свертке ФАК вход-
ного сигнала с функцией импульсного отклика фильтра. Заключение действительно и для 
функций ковариации.  
 Другая взаимно корреляционная функция Ryx может быть получена из соотношения: 

Ryx(n) = Rxy(-n) ≡ h(i) * Rx(n+i).                                (1.5.3') 
 Отметим, что для статистически независимых случайных величин при одностороннем 
импульсном отклике (h(i) = 0 при i<0) функция Rxy(n) также является односторонней, и равна 
0 при n<0, а функция Ryx соответственно равна 0 при n>0. 

Спектр мощности выходного сигнала. Если на вход фильтра с импульсным откликом 
h(k)  H(f) поступает случайный стационарный эргодический сигнал x(k)  XТ(f), имеющий 
на интервале Т функцию автокорреляции Rx(n) и спектр мощности Wx(f), то на выходе 
фильтра регистрируется стационарный эргодический сигнал y(k)  YT(f) = XТ(f)H(f). Соот-
ветственно, энергетический спектр выходного сигнала на том же интервале: 

|YT(f)|2 = |XT(f)|2 |H(f)|2.                                    (1.5.4) 
Оценка спектра мощности (спектральной плотности энергии): 

Wy(f) ≈ (1/T) |XТ(f)|2 |H(f)|2= Wx(f) |H(f)|2.                    (1.5.5) 
Спектр мощности сигнала на выходе фильтра равен спектру мощности входного сиг-

нала, умноженному на квадрат модуля частотной характеристики фильтра. С учетом четно-
сти корреляционных функций спектр мощности выходного сигнала также является четной 
действительной функцией и не имеет фазовой характеристики процесса.  

Спектр мощности сигнала и его функция автокорреляции связаны преобразованием 
Фурье: 

Ry(n)  |Y(ω)|2 = Wy(ω). 
Дисперсия выходного сигнала (средняя мощность) определяется с использованием 

формулы (1.5.5): 

σy
2 = Ry(0) =

∞

∞
∫

-
Wx(f) |H(f)|2 df ≡ Rx(0) nΣ h2(n) = σx

2
nΣ h2(n).         (1.5.6) 

Если сигнал нецентрированный и значение дисперсии входного сигнала неизвестно, 
то по аналогичным формулам вычисляется сначала средний квадрат выходного сигнала или 
так называемая средняя мощность сигнала: 

2y = (t)y2 = Ry(0) ≡ 2x nΣ h2(n) ≡
∞

∞
∫

-
Wx(f) |H(f)|2 df,                      (1.5.7)  

 Вывод: средняя мощность выходного сигнала равна средней мощности входного сиг-
нала, умноженной на сумму квадратов коэффициентов импульсного отклика фильтра. Для 
центрированных случайных сигналов средняя мощность равна дисперсии сигналов. Для не-
центрированных выходных сигналов: 

σy
2 = 2y - y 2 ≡ ( 2x - x 2) nΣ h2(n).                                  (1.5.8) 

Взаимный спектр мощности входного и выходного сигнала: 
Wxy(f) ≈ (1/T)XT(f)YT(f) = (1/T)|XT(f)|2 H(f) = Wx(f)H(f).                  (1.5.9) 

Осуществляя преобразование Фурье левой и правой части выражения, получаем: 
Rxy(n) = Rx(n) * h(n),                                            (1.5.10) 

что повторяет формулу (1.5.3). 
Усиление шумов. Критерием качества при использовании любого метода фильтрации 

информации можно считать выполнение целевого назначения с минимальным усилением 
шумов (максимальным их подавлением). Обозначим через ε(k) аддитивный шум во входном 
сигнале с математическим ожиданием M{ε(k)}= 0 и дисперсией σ2. Значения ε(k) статисти-
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чески независимы. С учетом помехи во входном сигнале значение сигнала на выходе: 
y(k) = Σn h(n)[x(k-n)+ε(k-n)]. 

Математическое ожидание значений выходного сигнала: 
M{y(k)}= Σn h(n)[x(k-n)+M{ε(k-n)]}= Σn h(n)x(k-n). 

Вычислим дисперсию распределения отсчетов выходного сигнала: 
D{y(k)}= M{[Σn h(n)[x(k-n)+ε(k-n)]-M{y(k)}]2}= 

= M{[Σn h(n) ε(k-n)]2}= Σn h2(n) M{ε2(k-n)}= σ2 Σn h2(n).          (1.5.11) 
Отсюда следует, что сумма квадратов значений импульсного отклика цифрового 

фильтра представляет собой коэффициент усиления шумов, равномерно распределенных в 
главном частотном диапазоне фильтра, в процессе фильтрации сигнала. Это полностью соот-
ветствует прямому использованию выражения (1.5.7) при Wx(f) = σ2: 

σy
2 = σ2

∞

∞
∫

-
|H(f)|2 df  ≡ σ2

nΣ h2(n).                       (1.5.11') 

 Таким образом, коэффициент усиления фильтром дисперсии статистически распреде-
ленных шумов при расчете по импульсному отклику: 

Kq = nΣ h2(n).                                                (1.5.12)  
 По дискретной передаточной функции фильтра: 

Kq =  [1/(N+1)] Σn Hn
2.                                          (1.5.12') 

  Пример.   Сглаживающий фильтр:  y(k) = 0.2
2

 k 2−=
∑ x(k-n).    

  Коэффициент усиления шумов:  5 (0,22) = 0,2.   Дисперсия шумов уменьшается в 1/0.2 = 5 раз. 
  Выполните расчет коэффициента усиления шумов для пятиточечного фильтра МНК.   
  Контрольный ответ: 0.486. 

 Функция когерентности входного и выходного сигналов фильтра оценивается по фор-
муле: 

γxy
2(f) = |Wxy(f)|2/[Wx(f)⋅Wy(f)].                               (1.5.12) 

 Если функции Wx(f) и Wy(f) отличны от нуля и не содержат дельта-функций, то для 
всех частот f значения функции когерентности заключены в интервале: 

0  ≤ γxy
2(f) ≤ 1. 

 Для исключения дельта-функции на нулевой частоте (постоянная составляющая сиг-
нала) определение функции когерентности производится по центрированным сигналам. Для 
фильтров с постоянными параметрами функция когерентности равна 1, в чем нетрудно убе-
диться, если в формулу (1.5.12) подставить выражения Wxy и Wy, определенные через Wx. 
Для совершенно не связанных сигналов функция когерентности равна нулю. Промежуточные 
между 0 и 1 значения могут соответствовать трем ситуациям: 
 1. В сигналах (или в одном из них) присутствует внешний шум (например, шум кван-
тования при ограничении по разрядности). 
 2. Фильтр не является строго линейным. Это может наблюдаться, например, при опре-
деленном ограничении по разрядности вычислений, при накоплении ошибки в рекурсивных 
системах и т.п. 
 3. Выходной сигнал y(t) помимо x(t) зависит еще от каких-то входных или внутренних 
системных процессов. 
 Величина 1-γxy

2(f) задает долю среднего квадрата сигнала y(t) на частоте f, не связан-
ную с сигналом x(t). 
 Использование функций когерентности в практических методах анализа случайных 
данных подробно рассмотрено в работе /4/.  

1.6. СТРУКТУРНЫЕ СХЕМЫ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ   /8,21/. 
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Структурные схемы. Алгоритмы цифровой фильтрации сигналов (цифровых фильт-
ров) представляются в виде структурных схем, базовые элементы которых показаны на ри-
сунке 1.6.1 вместе с примерами структурных схем фильтров. Как правило, структурные схе-
мы соответствуют программной реализации фильтров на ЭВМ, но не определяют аппаратной 
реализации в специальных радиотехнических устройствах, которая может существенно от-
личаться от программной реализации. 

 
Рис. 1.6.1. Структурные схемы цифровых фильтров. 

Графы фильтров. Наряду со структурной схемой фильтр может быть представлен в 
виде графа, который отображает диаграмму прохождения сигналов, и состоит из направлен-
ных ветвей и узлов.  

 
Рис. 1.6.2. Граф фильтра. 

Пример структурной схемы фильтра с передаточной функцией H(z) = (1+b1z)/(1+a1z) 
и графа, ей соответствующего, приведен на рисунке 1.6.2. С каждым i - узлом графа связано 
значение сигнала xi(k) или его образа Xi(z), которые определяются суммой всех сигналов или 
z-образов входящих в узел ветвей. В каждой ij - ветви (из узла i в узел j) происходит преоб-
разование сигнала в соответствии с передаточной функцией ветви, например задержка сигна-
ла или умножение на коэффициент. 

Соединения фильтров. Различают следующие соединения фильтров. 
1. Последовательное соединение (рис. 1.6.3). Выходной сиг-

нал предшествующего фильтра является входным для последующе-
го. Эквивалентная передаточная функция общей системы равна про-

изведению передаточных функций фильтров, в нее входящих:  H(z) = H1(z)⋅H2(z)⋅...⋅HN(z). 
2. Параллельное соединение (рис. 1.6.4). Сигнал подается на 

входы всех параллельно соединенных фильтров одновременно, вы-
ходные сигналы фильтров суммируются. Эквивалентная передаточная 
функция общей системы равна сумме передаточных функций фильт-
ров, в нее входящих:  H(z) = H1(z)+H2(z)+...+HN(z). 

 
Рис. 1.6.3. 

 
Рис. 1.6.4. 
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3. Соединение обратной связи (рис. 1.6.5). Выходной сигнал 
первого фильтра подается на выход системы и одновременно на вход 
фильтра обратной связи, выходной сигнал которого суммируется, со 
знаком плюс или минус в зависимости от вида связи (отрицательной 
или положительной), с входным сигналом системы. Эквивалентная пе-

редаточная функция системы:  H(z) = H1(z)/(1±H1(z)H2(z)). 
Схемы реализации фильтров. По принципам структурной реализации фильтров раз-

личают следующие схемы: 
1. Прямая форма (рис. 1.6.6) реализуется непосредст-

венно по разностному уравнению 

yk =
N

0 n =
∑ bnxk-n –

M

1m =
∑ amyk-m, 

или по передаточной функции 

H(z) =
N

0 n =
∑ bnzn /(1+

M

1m =
∑ amzm).     

2. Прямая каноническая форма содержит минимальное 
число элементов задержки. Передаточную функцию РЦФ можно представить в следующем 
виде: 

H(z) = Y(z)/X(z) = H1(z)H2(z), 

H1(z) = V(z)/X(z) = 1/(1+
M

1m =
∑ amzm), 

H2(z) = Y(z)/V(z) =
N

0 n =
∑ bnzn. 

Отсюда:      v(k) = x(k) -
M

1m =
∑ amv(k-m),                      (1.6.1) 

y(k) =
N

0 n =
∑ bnv(k-n).                              (1.6.2) 

 В разностных уравнениях (1.6.1-1.6.2) осуществляется только 
задержка сигналов v(k). Граф реализации РЦФ в прямой канонической 
форме приведен на рисунке 1.6.7. 

3. Каскадная (последовательная) форма соответствует пред-
ставлению передаточной функции в виде произведения: 

H(z) =
k

1  i =
∏ Hi(z).  

Hi(z) - составляющие функции вида (1-riz)/(1-piz) при представлении H(z) в фактори-
зованной форме, где ri и pi - нули и полюсы функции H(z). В качестве функций Hi(z) обычно 
используются передаточные функции биквадратных блоков - фильтров второго порядка: 

Hi(z) = (b0i + b1i ⋅z + b2i ⋅z2) / (1 + a1i ⋅z + a2i ⋅z2). 
4. Параллельная форма  используется много реже, и соответствует представлению 

передаточной функции в виде суммы биквадратных блоков или более простых функций. 
Обращенные формы. В теории линейных направленных сиг-

нальных графов существуют процедуры преобразования исходных 
графов с сохранением передаточных функций. Одна из таких процедур 
- обращение (транспозиция) графов, которая выполняется путем изме-
нения направления всех ветвей цепи, при этом вход и выход графа так-
же меняются местами. Для ряда систем такая транспозиция позволяет 
реализовать более эффективные алгоритмы обработки данных. Пример 
обращения графа прямой канонической формы рекурсивной системы 

 
Рис. 1.6.5. 

 
Рис. 1.6.6. 

 
Рис. 1.6.7.  

 
Рис. 1.6.8. 
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(с перестроением графа на привычное расположение входа с левой стороны) приведен на 
рис. 1.6.8. 

ЛИТЕРАТУРА 
2. Баскаков С.И.  Радиотехнические цепи и сигналы: Учебник для вузов. - М.: Высшая школа, 1988.- 

448 с. 
4. Бендат Дж., Пирсол А.  Прикладной анализ случайных данных. – М.: Мир, 1989. – 540 с. 
7. Гольденберг Л.М. и др.  Цифровая обработка сигналов: Справочник. - М.: Радио и связь, 1985.- 312 с. 
8. Гольденберг Л.М. и др.  Цифровая обработка сигналов: Учебное пособие для вузов. - М.: Радио и 

связь, 1990.- 256 с. 
13. Клаербоут Д.Ф.  Теоретические основы обработки геофизической информации с приложением к 

разведке нефти. – М.: Недра, 1981. – 304 с. 
15. Купер Дж., Макгиллем А.  Вероятностные методы анализа сигналов и систем. – М.: Мир, 1989. – 

376 с. 
21. Рабинер Л., Гоулд Б.  Теория и применение цифровой обработки сигналов. – М.: Мир, 1978. – 848 с. 
24. Хемминг Р.В.  Цифровые фильтры. – М.: Недра, 1987. – 221 с. 

Главный сайт автора  ♦  Лекции по ЦОС  ♦  Практикум 
О замеченных опечатках, ошибках и предложениях по дополнению:  davpro@yandex.ru. 

Copyright ©2005 Davydov А.V.  
 



ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 

Тема 2: ЧАСТОТНЫЙ  АНАЛИЗ  ЦИФРОВЫХ  ФИЛЬТРОВ. 
Не перестаю удивляться дерзкой гениальности Стефенсона и братьев 
Черепановых. Как они отважились построить паровоз, не располагая 
теорией его движения? 

 Архив Кифы Васильевича (Наука и жизнь, 1984). 

Пока нет теории, есть возможность войти в Историю. Бог прославился 
созданием Евы из ребра Адама без всякого теоретического обоснова-
ния. А когда теория есть, можно только влипнуть в какую-нибудь исто-
рию.  

 Лариса Ратушная. Уральский геофизик (XX в.). 
 
 Содержание:  

Введение.  
2.1. Сглаживающие фильтры и фильтры аппроксимации. Фильтры МНК 1-го порядка. 

Фильтры МНК 2-го порядка. Фильтры МНК 4-го порядка.   
2.2. Разностные операторы. Разностный оператор. Восстановление данных. Аппроксимация про-

изводных.  
2.3. Интегрирование данных.  
2.4. Расчет фильтра по частотной характеристике.  
Литература. 

ВВЕДЕНИЕ. 
Основной инструмент цифровой фильтрации данных и проектирования цифровых 

фильтров – частотный анализ (второй распространенный термин – спектральный анализ). 
Частотный анализ базируется на использовании периодических функций, в отличие от чис-
ленных методов анализа и математической статистики, где предпочтение отдается полино-
мам. В качестве периодических используются преимущественно гармонические функции – 
синусы и косинусы. По-существу, спектральный состав сигналов – это тонкая внутренняя 
структура данных, которые несет сигнал, и которая практически скрыта в динамическом 
(графическом) представлении больших множеств данных даже для опытных обработчиков. 
Точно так же частотная характеристика цифрового фильтра – это его однозначный функцио-
нальный паспорт, полностью определяющий сущность преобразования фильтром входных 
данных.   

Однако следует отметить, что хотя сущность фильтрации сигналов состоит именно в 
направленном изменении частотного состава данных, которые несет сигнал, тем не менее, у 
начинающих специалистов существует определенное эмоциональное противодействие час-
тотному подходу и его роли в анализе данных. Преодолеть это противодействие можно толь-
ко одним путем – на опыте убедиться в эффективности частотного подхода. 

Рассмотрим несколько примеров частотного анализа фильтров применительно к из-
вестным способам обработки данных. 

2.1. СГЛАЖИВАЮЩИЕ ФИЛЬТРЫ И ФИЛЬТРЫ АППРОКСИМАЦИИ  /24/.  
Предположим, что требуется осуществить сглаживание (регуляризацию, аппроксима-

цию) по методу наименьших квадратов (МНК) равномерного по аргументу массива данных. 
Фильтры МНК 1-го порядка (МНК-1). Простейший способ аппроксимации по МНК 

произвольной функции s(t) - с помощью полинома первой степени, т.е. функции вида y(t) = 
A+Bt (метод скользящих средних). В качестве примера произведем расчет симметричного 
фильтра на (2N+1) точек с окном от -N до N. 

Для определения коэффициентов полинома найдем минимум функции приближения 
(функцию остаточных ошибок). С учетом дискретности данных по точкам tn = n∆t и прини-
мая ∆t = 1 для симметричного НЦФ с нумерацией отсчетов по n от центра окна фильтра (в  
системе координат фильтра), для функции остаточных ошибок имеем: 
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σ(A,B) = nΣ [sn - (A+B·n)]2. 
Дифференцируем функцию остаточных ошибок по аргументам 'А, В' и, приравнивая 

полученные уравнения нулю, формируем 2 нормальных уравнения: 
N

N- n =
∑ (sn-(A+B·n)) ≡

N

N- n =
∑ sn - A

N

N- n =
∑ 1 - B

N

N- n =
∑ n = 0, 

N

N- n =
∑  (sn-(A+B·n))·n ≡

N

N- n =
∑ n⋅sn - A

N

N- n =
∑ n - B

N

N- n =
∑ n2 = 0, 

С учетом очевидного равенства 
N

N-   n =
∑ n = 0, результат решения данных уравнений отно-

сительно значений А и В: 

А = 1N2
1
+

N

N- n =
∑ sn ,    B =

N

N- n =
∑ n⋅sn /

N

N- n =
∑ n2.  

Подставляем значения коэффициентов в уравнение аппроксимирующего полинома, 
переходим в систему координат по точкам k массива y(k+τ) = A+B·τ, где отсчет τ производит-
ся от точки k массива, против которой находится точка n = 0 фильтра, и получаем в общей 
форме уравнение фильтра аппроксимации: 

y(k+τ) = 1N2
1
+

N

N- n =
∑ sk-n + τ

N

N- n =
∑ n⋅sk-n /

N

N- n =
∑ n2. 

Для сглаживающего НЦФ вычисления производятся непосредственно для точки k в 
центре окна фильтра (τ = 0), при этом: 

          yk = 1N2
1
+

N

N- n =
∑ sk-n.                                      (2.1.1) 

Импульсная реакция фильтра соответственно 
определяется (2N+1) значениями коэффициентов bn = 
1/(2N+1). Так, для 5-ти точечного НЦФ: 

h(n) = {0.2, 0.2, 0.2, 0.2,  0.2}. 
Передаточная функция фильтра в z-области: 

H(z) = 0.2(z-2+z-1+1+z1+z2). 
 Коэффициент усиления дисперсии шумов: 

Kq = Σn h2(n) = 1/(2N+1), 
т.е. обратно пропорционален ширине окна фильтра. За-

висимость значения Kq от ширины окна приведена на рис. 2.1.1.  
Частотная характеристика фильтра (передаточная функция фильтра в частотной 

области) находится преобразованием Фурье импульсной реакции h(n) (фильтр симметрич-
ный, начало координат в центре фильтра) или подстановкой z = exp(-jω) в выражение переда-
точной функции H(z). И в том, и в другом случае получаем: 
   H(ω) = 0.2[exp(2jω)+exp(jω)+1+exp(-jω)+exp(-2jω)].            (2.1.2) 

Можно использовать и непосредственно уравнение фильтра, в данном случае уравне-
ние (2.1.1). Подадим на вход фильтра гармонический сигнал вида sk = exp(jωk). Так как сиг-
нальная функция относится к числу собственных, на выходе фильтра будем иметь сигнал yk = 
H(ω)exp(jωk). Подставляя выражения входного и выходного сигналов в уравнение (2.1.1), 
получаем: 

H(ω) exp(jωk) = 0.2
2

2- n =
∑ exp(jω(k-n))= 0.2 exp(jωk) 

2

2- n =
∑ exp(-jωn). 

Отсюда, выражение для передаточной функции: 

H(ω) = 0.2
2

2- n =
∑ exp(-jωn) = 0.2[exp(2jω)+exp(jω)+1+exp(-jω)+exp(-2jω)], 

 
Рис. 2.1.1. 
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что полностью идентично выражению (2.1.2).  

 Следует запомнить: если оператор фильтра известен, то для получения его частот-
ной характеристики достаточно подставить сигнал exp(jωn) непосредственно в линейное 
уравнение фильтра. Тем самым выполняются сразу 2 операции: производится z- преобра-
зование h(n) и подставляется z = exp(-jωn), т.е. осуществляется трансформация h(n)→ h(z) 
→ H(ω).  

Так как импульсная реакция фильтра МНК  симметрична (функция h(n) четная), час-
тотное представление передаточной функции должно быть вещественным, в чем нетрудно 
убедиться, объединив комплексно сопряженные члены выражения (2.1.2): 

H(ω) = 0.2(1+2 cos ω+2 cos 2ω). 
Альтернативное представление передаточной функции H(ω) для фильтра с произволь-

ным количеством коэффициентов 2N+1 нам достаточно хорошо известно, как нормирован-
ный фурье-образ прямоугольной функции, каковой по существу и является селектирующее 
окно фильтра (2.1.1): 
   H(ω) = sin((N+1/2)ω)/[(N+1/2)ω] = sinc((N+1/2)ω).               (2.1.3) 

 
Рис. 2.1.2. Сглаживающие фильтры МНК. 

Графики передаточных функций (2.1.3) приведены на рисунке 2.1.2. По графикам 
можно видеть коэффициент передачи сигнала с входа на выход фильтра на любой частоте. 
Без ослабления (с коэффициентом передачи 1) сглаживающим фильтром пропускается (и 
должен пропускаться по физическому смыслу сглаживания данных) только сигнал постоян-
ного уровня (нулевой частоты). Этим же определяется и тот фактор (который стоит запом-
нить), что сумма коэффициентов сглаживающего НЦФ всегда должна быть равна 1 (отсчет 
ненормированного дискретного фурье-преобразования на частоте ω = 0 равен сумме значе-
ний входной функции).  

Чем больше число коэффициентов фильтра (шире окно фильтра), тем уже полоса про-
пускания низких частот. Подавление высоких частот довольно неравномерное, с осцилля-
циями передаточной функции относительно нуля. На рис. 2.1.3 приведен пример фильтрации 
случайного сигнала (шума) фильтрами с различным размером окна. 
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Рис. 2.1.3.  Фильтрация шумов фильтрами МНК 1-го порядка. 

Частотное представление передаточных функций позволяет наглядно видеть особен-
ности фильтров и целенаправленно улучшать их характеристики. Так, если в рассмотренном 
нами фильтре с однородной импульсной реакцией hn = 1/(2N+1) уменьшить два крайних чле-
на в 2 раза и заново нормировать к сумме Σ hn = 1, то частотные характеристики фильтра за-
метно улучшаются. Для нахождения передаточной функции модифицированного фильтра 
снимем в выражении (2.1.3) нормировку (умножим на 2N+1), вычтем значение 1/2 крайних 
членов (exp(-jωN)+exp(jωN))/2 = cos(ωN) и заново пронормируем полученное выражение 
(разделим на 2N). Пример новой передаточной функции при N=3 также приведен на рисунке 
2.1.2. Передаточные функции модифицированных таким образом фильтров приводятся к ну-
лю на частоте Найквиста, при этом несколько расширяется полоса пропускания низких час-
тот и уменьшается амплитуда осцилляций в области подавления высоких частот. Если смот-
реть на сглаживание, как на операцию подавления высокочастотных помех, то модифициро-
ванные фильтры без сомнения больше соответствует своему целевому назначению. 

При выборе окна фильтра следует учитывать 
как коэффициент подавления дисперсии шумов, так 
и степень искажения полезного сигнала, на который 
наложены шумы. Оптимальное окно фильтра может 
быть определено только в том случае, если спектр 
сигнала известен и ограничен определенной верхней 
частотой, а мощность шумов не превышает опреде-
ленного уровня. Рассмотрим это на конкретном при-
мере. 

Допустим, что нужно обеспечить максималь-
ное подавление дисперсии шумов при минимальном 
искажении верхней граничной частоты сигнала fв, на 
которой мощность шумов равна мощности сигналь-
ной гармоники fв. Значение fв равно 0.08 частоты 
Найквиста дискретизации данных, т.е. fв = 0.04 при 

∆t=1. Относительные значения мощности (дисперсии) гармоники и шума принимаем равны-
ми 1. Спектр модели сигнала + шума в сопоставлении с передаточными функциями фильтров 
приведен на рис. 2.1.4. 

Таблица 2.1.1. 
       N 0 1 2 3 4 5 6 7 
Ку(fв) 1 0.98 0.94 0.88 0.8 0.7 0.6 0.51 
Wu(N) 1 0.96 0.88 0.77 0.64 0.51 0.38 0.26 
Wq(N) 1 0.33 0.2 0.14 0.11 0.09 0.08 0.07 
Кс/ш(Ν) 1 2.88 4.4 5.4 5.8 5.6 4.89 3.85 
δ2(Ν) 1 0.35 0.23 0.18 0.17 0.18 0.21 0.26 

 
Рис. 2.1.4. 
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σ2(Ν) 1 0.32 0.2 0.15 0.15 0.18 0.23 0.31 
По формуле (2.1.3) вычисляем коэффициенты Ку(fв) усиления 

фильтров с N от 0 до 6 на частоте fв (см. таблицу 2.1.1). При мощно-
сти гармоники Wu = 1 амплитудное значение гармоники на входе 
фильтра равно U = u2W = 1.41. Мощности гармоник на выходе 
фильтров в зависимости от N:  

Wu(N)= 0.5·[U· Ку(fв)]2. 
Соответственно, при мощности входного шума Wq=1 мощно-

сти шумов на выходе фильтров будут численно равны коэффициентам усиления дисперсии 
шумов Wq(N) = Wq·Kq(N). 

Максимум отношения  
Кс/ш(Ν) = Wq(N)/Wu(N) 

определяет оптимальный фильтр с максимальным увеличением отношения сигнал/шум, т.е., 
по существу, коэффициент усиления отношения сигнал/шум при выполнении фильтрации с 
учетом изменения амплитудных значений полезной части сигнала. 

При Ку(fв) > 0.5 и Wu(N) = Wq(N) = 1 численные зна-
чения величины δ2(Ν) = 1/ Кс/ш(Ν) в первом приближении 
могут служить оценкой σ2(Ν) квадрата среднего квадрати-
ческого отклонения выходных сигналов от "чистой" гармо-
ники fв, заданной на входе. Свидетельством этому служат 
последние строки таблицы 2.1.1, где приведены результаты 
математического моделирования фильтрации по данным 
условиям на выборке 10000 точек. На рис. 2.1.6 приведены 
результаты сопоставления расчетных δ2(Ν) и модельных 

σ2(Ν) значений данных коэффициентов. Эффект фильтрации можно видеть на рис. 2.1.7, где 
приведен пример сигналов моделирования на ограниченном отрезке данных. 

 
Рис. 2.1.7. Сигналы на входе и выходе фильтра МНК 1-го порядка. 

Фильтры МНК 2-го порядка (МНК-2) рассчитываются и анализируются аналогично. 
Рассмотрим квадратный многочлен вида y(t)=A+B·t+C·t2. Для упрощения анализа ограни-
чимся симметричным сглаживающим НЦФ с интервалом дискретизации данных ∆t=1. 

Минимум суммы квадратов остаточных ошибок: 

    σ(A,B,C) =
N

N- n =
∑  [sn-(A+B·n+C·n2)]2.                          (2.1.4) 

Система уравнений после дифференцирования выражения (2.1.4) по А, В, С и прирав-
нивания полученных выражений нулю: 

A
N

N- n =
∑ 1 + B

N

N- n =
∑ n + С

N

N- n =
∑ n2 =

N

N- n =
∑ sn. 

 
Рис. 2.1.5. 

 
Рис. 2.1.6. 
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A
N

N- n =
∑ n + B

N

N- n =
∑ n2 + С

N

N- n =
∑ n3 =

N

N- n =
∑ n·sn. 

A
N

N- n =
∑ n2 + B

N

N- n =
∑ n3 + С

N

N- n =
∑ n4 =

N

N- n =
∑ n2·sn. 

При вычислении значения квадратного многочлена только для центральной точки 
(t=0) необходимости в значениях коэффициентов В и С не имеется. Решая систему уравнений 
относительно А, получаем: 

 A = { N

N- n =
∑ n4 N

N- n =
∑ sn -

N

N- n =
∑ n2 N

N- n =
∑ n2sn} / { N

N- n =
∑ 1

N

N- n =
∑ n4 - [

N

N- n =
∑ n2]2}.   (2.1.5) 

При развертывании выражения (2.1.5) для 5-ти точечного НЦФ: 

      yo = (17
2

2- n =
∑ sn - 5

2

2- n =
∑ n2sn) /35 = (-3·s-2+12·s-1+17·so+12·s1-3·s2) /35.      (2.1.6) 

Импульсная реакция:  hn = {(-3, 12, 17, 12, -3)/35}. 
Передаточная функция фильтра: 
   H(z)= (-3z-2+12z-1+17+12z1-3z2)/35.                              (2.1.7) 

 
Рис. 2.1.8. Сглаживающие фильтры МНК. 

Аналогичным образом выражение (2.1.5) позволяет получить импульсную реакцию 
для 7, 9, 11 и т.д. точек фильтра: 

3hn = {(-2,3,6,7,6,3,-2)/21}. 
4hn = {(-21,14,39,54,59,54,39,14,-21)/231}. 

5hn={(-36,9,44,69,84,89,84,69,44,9,-21)/459}. 
Подставляя значение z = exp(-jω) в (2.1.7) или непосредственно в (2.1.6) сигнал sn = 

exp(jωn) и объединяя комплексно сопряженные члены, получаем частотную характеристику 
5-ти точечного сглаживающего фильтра МНК второго порядка: 

H(ω) = (17+24 cos(ω)-6 cos(2ω))/35. 
Вывод  формул передаточных функций для 7, 9, 11-ти точечных фильтров МНК пред-

лагается для самостоятельной работы. 
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Рис. 2.1.9.                                                          Рис. 2.1.10. 

Вид частотных характеристик фильтров при N=3 и N=5 приводится на рис. 2.1.8. При 
сравнении характеристик с характеристиками фильтров МНК-1 можно видеть, что повыше-
ние степени полинома расширяет низкочастотную полосу пропускания фильтра и увеличива-
ет крутизну ее среза. За счет расширения полосы пропускания главного частотного диапазона 
при тех же значениях N коэффициенты усиления дисперсии шумов фильтров МНК-2 выше, 
чем фильтров 1-го порядка, что можно видеть на рис. 2.1.9. 

Методика выбора окна фильтра под частотные характеристики входных сигналов не 
отличается от фильтров МНК 1-го порядка. На рис. 2.1.10 приведены значения δ2(Ν) и 
σ2(Ν) фильтров МНК-2 в сопоставлении со значениями фильтров МНК-1 для частоты fв = 
0.08 Гц при ∆t=1. Из сопоставления видно, что для получения примерно равных значений 
подавления шумов фильтры МНК-2 должны иметь в 2 раза большую ширину окна, чем 
фильтры МНК-1. Об этом же свидетельствует и пример моделирования фильтрации, приве-
денный на рис. 2.1.11. 

 
Рис. 2.1.11.  

Модификация фильтров. Фильтры МНК второго порядка (равно как и другие фильт-
ры подобного назначения) также можно модифицировать по условию H(ω) → 0 при ω → π. 
Один из простейших методов модификации заключается в следующем. В выражение переда-
точной функции (со всеми коэффициентами фильтра, вида (2.1.7)) подставляем z = exp(-jω), 
заменяем значения концевых коэффициентов фильтра на параметры, принимаем ω = π, и, 
приравняв полученное выражение нулю, находим новые значения концевых коэффициентов, 
после чего сумму всех коэффициентов нормируем к 1 при ω = 0. 

  Пример модификации фильтра МНК 2-го порядка. 
  Передаточная функция:  выражение (2.1.7).   Частотная характеристика (нормировку можно 
снять): 
      H(ω) = -3exp(2jω)+12exp(jω)+17+12exp(-jω)-3exp(-2jω). 
  Замена концевых коэффициентов {значение 3} на параметр b и упрощение: 
     H(ω) = 17+24 cos(ω)+2b cos(2ω). 
  При ω = π:  H(π) = 17-24+2b = 0.  Отсюда:  b = 3.5 
  Новая частотная характеристика (с приведением коэффициентов к целым числам): 
      H(ω) = 68+96 cos(ω)+14 cos(2ω).    Сумма коэффициентов при ω = 0:  H(0) = 68+96+14 = 178. 
  Нормированная частотная характеристика:    H(ω) = (68+96 cos(ω)+14 cos(2ω))/178. 
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  Коэффициенты фильтра:  hn = {(7,48,68,48,7)/178}. 
  Пример- задание:    Модифицировать 7, 9 и 11-ти точечные сглаживающие фильтры МНК 2-го 
порядка. 
  Контроль: 7hn = {(1,6,12,14,12,6,1)/52}.  9hn = {(-1,28,78,108,118,108,78,28,-1)/548}. 

      11h n = {(-11,18,88,138,168,178,168,138,88,18,-11)/980}. 

Сравнительные графики частотных характеристик  модифицированных фильтров 
МНК второго порядка приведены на рисунке 2.1.8.  

Фильтры МНК третьего порядка по своим частотным характеристикам эквивалентны 
фильтрам второго порядка.  

Фильтры МНК 4-го порядка. Расчет по аналогичной методике сглаживающих фильтров 
МНК 4-ой степени дает следующие результаты: 

h0-3 = (131,75,-30,5)/231, 
h0-4 = (179,135,30,-55,15)/429, 

h0-5  = (143,120,60,-10,-45,18)/429, 
h0-6 = (677,600,390,110,-135,-198,110)/2431. 

На рис. 2.1.12 приведено сопоставление частотных характеристик одноразмерных 
фильтров МНК 1-го, 2-го и 4-го порядка. 

 
Рис. 2.1.12. Сглаживающие фильтры МНК. 

В целом, по сглаживающим фильтрам МНК можно сделать следующие выводы: 
1. Повышение порядка фильтра увеличивает степень касания частотной характеристи-

кой уровня коэффициента передачи Н=1 на частоте ω = 0 и расширяет полосу пропускания 
фильтра. 

2. Увеличение количества членов фильтра приводит к сужению полосы пропускания и 
увеличивает крутизну ее среза. 

3. Модификация фильтров уменьшает осцилляции передаточной функции в полосе 
подавления сигналов. 

Совместное изменение этих параметров позволяет подбирать для сглаживания данных 
такой фильтр МНК, частотная характеристика которого наилучшим образом удовлетворяет 
частотному спектру сигналов при минимальном количестве коэффициентов фильтра. 

2.2. РАЗНОСТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ   /24/. 
Рассмотрим примеры частотного подхода при анализе разностных операторов. 
Разностный оператор 1-го порядка имеет вид: 

∆sk = sk+1-sk. 
Последовательное n-кратное применение оператора записывается в виде оператора n-

го порядка: 
  ∆n(sk) = ∆[∆n-1(sk)] = ∆sk*∆n-1(sk)                             (2.2.1) 
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k sk ∆(sk) ∆2(sk) ∆3(sk) ∆4(sk) ∆5(sk) ∆6(sk) 
-7 
-6 
-5 
-4 
-3 
-2 
-1 
0 
1 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
-1 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
1 
-2 
1 
0 

0 
0 
0 
0 
1 
-3 
3 
-1 
0 

0 
0 
0 
1 
-4 
6 
-4 
1 
0 

0 
0 
1 
-5 
10 
-10 
5 
-1 
0 

0 
1 
-6 
15 
-20 
15 
-6 
1 
0 

Кq  2 6 20 70 252 924 
Слева приводится таблица выходных значений импульсной реакции разностных опе-

раторов на единичный импульсный сигнал Кронекера. Как видно из таблицы, ряды последо-
вательных разностей содержат знакопеременные биномиальные коэффициенты. В представ-
ленной форме разностные операторы являются каузальными фазосдвигающими (односто-
ронними), но нетрудно заметить, что операторы четных степеней могут быть переведены в 
симметричную форму сдвигом вперед на половину окна оператора.  

В последней строке таблицы приводятся коэффициенты усиления дисперсии шумов, 
значение которых резко нарастает по мере увеличения порядка оператора. Это позволяет ис-
пользовать разностные операторы с порядком выше 1 для определения местоположения ста-
тистически распределенных шумов в массивах данных. Особенно наглядно эту возможность 
можно видеть на частотных характеристиках операторов. 

Подставляя сигнал s(k) = exp(jωk) в (2.2.1) и упрощая, получаем: 
      ∆ns(k) = (jn) exp(jωn/2) [2 sin(ω/2)]n  exp(jωk).             (2.2.2) 

Так как первые два множителя в выражении (2.2.2) равны 1, зависимость коэффициен-
та передачи разностного оператора от частоты определяется вторым сомножителем (2 
sin(ω/2))n и представлена на рисунке 2.2.1. 

 
Рис. 2.2.1. Разностные фильтры. 

Как следует из рисунка, разностные операторы подавляют постоянную составляющую 
сигнала и его гармоники в первой трети интервала Найквиста и увеличивают высокочастот-
ные составляющие сигнала в остальной части интервала тем больше, чем больше порядок 
оператора. Как правило, эту часть главного интервала спектра сигналов занимают высокочас-
тотные статистические шумы. 

Шумы при анализе данных также могут представлять собой определенную информа-
цию, например, по стабильности условий измерений и по влиянию на измерения внешних 
дестабилизирующих факторов. На рис. 2.2.2 приведен пример выделения интервалов интен-
сивных шумов в данных акустического каротажа, что может свидетельствовать о сильной 
трещиноватости пород на этих интервалах. Такая информация относится уже не шумовой, а к 
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весьма полезной информации при поисках и разведке нефти, газа и воды. 

 
Рис. 2.2.2. 

Восстановление данных. Разностные операторы имеют одну особенность: оператор 
n+1 порядка аннулирует полином степени n, т.е. свертка оператора n+1 порядка с полиномом 
n-ой степени дает нулевые значения:  ∆n+1

 * Pn(k) = 0. Эту особенность можно использовать 
для создания очень простых и достаточно надежных операторов восстановления в массивах 
пропущенных и утраченных значений или для замены аннулированных при обработке вели-
чин (например, явных выбросов). 

  Пример.    P2(k) = xk = 1+2k-k2,   k = 0,1,2,...  xk = 1,2,1,-2,-7,-14,-23,-34,...   yk = xk*∆3=0,0,0,0,... 

Если считать, что отрезок данных, содержащий пропуск, является многочленом неко-
торой степени, то свертка данных с разностным оператором следующего порядка должна 
быть равна нулю. Так, при аппроксимации данных многочленом третьей степени для любой 
точки массива должно выполняться равенство: 

∆4·(sk) = sk-2-4sk-1+6sk-4sk+1+sk+2 = 0. 
Интерполяционный фильтр восстановления утраченной центральной точки данных: 

          sk = (-sk-2+4sk-1+4sk+1-sk+2)/6.                               (2.2.3) 
Соответственно, оператор фильтра восстановления данных h(n) = (-1,4,0,4,-1)/6. Ко-

эффициент усиления шумов σ2 = 17/18 = 0.944. 

  Пример.   Фактический отрезок массива данных:  xk = {3,6,8,8,7,5,3,1}. 
  Допустим, что на отрезке был зарегистрирован явный выброс:  xk = {3,6,8,208,7,5,3,1}. 
  Отсчет с выбросом аннулирован.  Замена отсчета: x3 = (-x1+4x2+4x4-x5)/6= (-6+32+28-5)/6 ≈ 8.17. 
  В массиве утрачен 5-й отсчет.  Восстановление: x4 = (-x2+4x3+4x5-x6)/6 = (-8+32+20-3)/6 ≈ 6.83. 

Принимая в (2.2.3) k = 0 и подставляя сигнал sk = exp(jωk), получаем частотную ха-
рактеристику, в данном случае - интерполяционного фильтра 4-го порядка: 

H(ω) = (4 cos ω - cos 2ω)/3. 

 
Рис. 2.2.3. Разностные фильтры. 

Вид частотной характеристики для фильтров восстановления пропущенных данных 4-
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го и 6-го порядков приведен на рис. 2.2.3. Графики наглядно показывают, что применение 
разностных интерполяционных фильтров восстановления данных возможно только для сиг-
налов, высокочастотные и шумовые составляющие которых минимум в три раза меньше час-
тоты Найквиста. Интерполяционные фильтры выше 4-го порядка применять не рекомендует-
ся, т.к. они имеют коэффициент усиления шумов более 1. 

На рис. 2.2.4 – 2.2.6 приведены примеры восстановления утраченных данных во вход-
ных сигналах оператором 3-го порядка и спектры сигналов в сопоставлении с передаточной 
функцией оператора восстановления данных. В сигналах утрачен каждый 10-ый отсчет (на-
пример, при передаче данных) при сохранении тактовой частоты нумерации данных. Учиты-
вая, что все значения входных сигналов положительны, индикатором пропуска данных для 
работы оператора служат нулевые значения. В любых других случаях для оператора восста-
новления данных необходимо предусматривать специальный маркер (например, заменять 
аннулированные данные или выбросы определенным большим или малым значением за пре-
делами значений  отсчетов). 

    
Рис. 2.2.4. Восстановление незашумленных данных.                                      Рис.2.2.5. Спектры. 

 
                                                    Рис. 2.2.6. Восстановление зашумленных данных. 

 Как следует из рис. 2.2.5, спектр полезного сигнала полностью находится в зоне еди-
ничного коэффициента частотной характеристики оператора, и восстановление данных вы-
полняется практически без погрешности (рис. 2.2.4). При наложении на сигнал статистиче-
ски распределенных шумов (рис. 2.2.6) погрешность восстановления данных увеличивается, 
но для информационной части полного сигнала она, как и во входных данных, она не превы-
шает среднеквадратического значения (стандарта) флюктуаций шума. Об этом свидетельст-
вует рис. 2.2.7, полученный для сигналов на рис. 2.2.6 по данным математического модели-
рования при разных значениях стандарта шума (выборки по 10 точкам восстановления). 
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Рис. 2.2.7. Погрешности восстановления сигналов. 

Аппроксимация производных - вторая большая область применения разностных опе-
раторов. Оценки первой, второй и третьей производной можно производить по простейшим 
формулам дифференцирования: 

(sn)' = (sn+1-sn-1)/2∆t.                               h1 = {-0.5, 0, 0.5}.              (2.2.4) 
(sn)'' = (sn+1-2sn+sn-1)/∆t.                         h2 = {1, -2, 1}. 
(sn)''' = (-sn+2+2sn+1-2sn-1+sn-2)/2∆t.       h3 = {0.5, -1, 0, 1, -0.5}. 

Оператор первой производной является нечетной функцией и имеет мнимый спектр. 
Если принять s(t) = exp(jωt), то истинное значение первой производной должно быть равно: 
s'(t) = jω exp(jωt). Передаточная функция H(ω) = jω. Оценка первой производной в точке n 
= 0 по разностному оператору при ∆t = 1:  s'(0) = (exp(jω)-exp(-jω))/2 = j sin ω = H1(ω). 
Отношение расчетного значения к истинному на той же точке:  K1(ω) = sin(ω)/ω. Графики 
функций в правой половине главного диапазона приведены на рис. 2.2.8. 

Как следует из приведенных выражений и графи-
ков, значение К(ω) равно 1 только на частоте ω = 0. На 
всех других частотах в интервале Найквиста формула 
дает заниженные значения производных. Однако при 
обработке практических данных последний фактор мо-
жет играть и положительную роль, если сигнал низко-
частотный (не более 1/3 главного диапазона) и зарегист-
рирован на уровне высокочастотных шумов. Любое 
дифференцирование поднимает в спектре сигнала долю 
его высокочастотных составляющих. Коэффициент уси-

ления дисперсии шумов разностным оператором дифференцирования непосредственно по 
его спектру в главном диапазоне: 

Kq = (1/π)
π

0
∫ (sin ω)2 dω = 0.5 

 При точном дифференцировании по всему главному диапазону: 

Kq = (1/π)
π

0
∫ ω2 dω = 3.29 

 Следовательно, разностный оператор имеет практически в шесть раз меньший коэф-
фициент усиления дисперсии шумов, чем полный по главному диапазону точный оператор 
дифференцирования. 
 На рис. 2.2.9 показан пример дифференцирования гармоники с частотой 0.1 частоты 
Найквиста (показана пунктиром) и этой же гармоники с наложенными шумами (сплошная 
тонкая кривая).  

 
Рис. 2.2.8. 
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Рис. 2.2.9. Пример дифференцирования (входные сигналы – вверху, выходные – внизу). 

 
Рис. 2.2.10. Частотные функции 2-ой производной. 

Оператор второй производной относится к типу четных функций. Частотная функция 
оператора: H2(ω) = -2(1-cos ω). Собственное значение операции H(ω) = -ω2. Отношение фак-
тического значения к собственному 

K2(ω) = [sin(ω/2)/(ω/2)]2 
и также равно 1 только на частоте ω = 0. На всех других частотах в интервале Найквиста 
формула дает заниженные значения производных, хотя и меньшие по относительным значе-
ниям, чем оператор первой производной. Частотные графики функций приведены на рис. 
2.2.10. Коэффициент усиления дисперсии шумов оператором второй производной равен 6 
при собственном значении дифференцирования, равном 19.5. Эти значения показывают, что 
операция двойного дифференцирования может применяться только для данных, достаточно 
хорошо очищенных от шумов, с основной энергией сигнала в первой трети интервала Найк-
виста. 
 В принципе, вторую производную можно получать и последовательным двойным 
дифференцированием данных оператором первой производной. Однако для таких простых 
операторов эти две операции не тождественны. Оператор последовательного двойного диф-
ференцирования можно получить сверткой оператора первой производной с самим собой: 

2h1 = h1* h1 = {0.25, 0, -0.5, 0, 0.25}, 
и имеет коэффициент усиления дисперсии шумов всего 0.375. Частотная характеристика опе-
ратора: 

2H1(ω) = 0.5[1-cos(2ω)]. 
 Графики 2H1(ω) и коэффициента соответствия 2K1(ω) приведены пунктиром на рис. 
2.2.10. Из их сопоставления с графиками второй производной можно видеть, что последова-
тельное двойное дифференцирование возможно только для данных, спектральный состав 
которых занимает не более пятой начальной части главного диапазона.  

 
Рис. 2.2.11. Вторая производная гармоники с частотой ω=0.2π при ∆t=1 
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(пунктир – двойное  последовательное дифференцирование) 

Пример применения двух операторов второй производной приведен на рис. 2.2.11. 
Попутно заметим, что частота Найквиста главного диапазона обратно пропорциональ-

на интервалу ∆t дискретизации данных (ωN = π/∆t), а, следовательно, интервал дискретизации 
данных для корректного использования простых операторов дифференцирования должен 
быть в 3-5 раз меньше оптимального для сигналов с известными предельными частотами 
спектрального состава. 

Частотные функции для третьей производной предлагается получить самостоятельно. 
Курсовая работа 1 - Разработка простых операторов дифференцирования и методики их расчета. 
Курсовая работа 2 - Разработка простых операторов второй производной и методики их расчета. 
Курсовая работа 3 - Разработка простых операторов третьей производной и методики их расчета. 

2.3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДАННЫХ   /24/ 
Интегрирование сигналов реализуется рекурсивными цифровыми фильтрами. Рас-

смотрим примеры анализа интегрирующих операторов. 
Алгоритм интегрирования по формуле трапеций при нулевых начальных условиях: 

     yk+1 = yk+(sk+1+sk)/2.                               (2.3.1) 
Принимая sk = exp(jωt) и yk = H(ω)exp(jωt), подставляем сигналы в (2.3.1) при tk = 

k∆t, ∆t = 1 и решаем относительно H(ω). Получаем: 
H(ω) = (exp(jω)+1)/[2(exp(jω)-1)].  

H(ω) = cos(ω/2)/[2j sin(ω/2)]. 
Истинное значение интеграла равно (1/jω)exp(jωt). Отсюда: 

K(ω) = H(ω)exp(jωt)/[(1/jω)exp(jωt)]. 
       K(ω) = cos(ω/2)[(ω/2)/sin(ω/2)].                             (2.3.2) 

Интегрирование по формуле прямоугольников (интерполяционное среднеточечное). 
Оператор: 
                                            yk+1 = yk+sk+1/2.                                              (2.3.3) 

После аналогичных подстановок сигнала и преобразований получаем: 
K(ω) = (ω/2)/sin(ω/2).    

При численном интегрировании по формуле Симпсона уравнение фильтра имеет вид: 
           yk+1 = yk-1+(sk+1+4sk+sk-1)/3.                                (2.3.4) 

Частотный анализ фильтра проведите самостоятельно. Контроль:  
K(ω) = (2+cos ω)/[3 sin(ω)/ω]. 

Графики функций К(ω) приведены на рисунке 
2.3.1. При интегрировании происходит накопление 
результатов по всему предыдущему циклу суммиро-
вания и в этих условиях значение коэффициента 
K(ω) является более представительным и информа-
ционным, чем передаточная функция оператора для 
одной текущей точки.  

Наиболее простые формулы цифрового ин-
тегрирования, трапеций и прямоугольников, ведут 
себя различным образом в главном частотном диапа-
зоне. Формула прямоугольников завышает результа-

ты на высоких частотах, а формула трапеций - занижает. Эти особенности легко объяснимы. 
Для одиночной гармоники площадь трапеции по двум последовательным отсчетам всегда 
меньше, чем площадь с выпуклой дугой гармоники между этими отсчетами, и разница тем 
больше, чем больше частота. В пределе, для гармоники с  частотой Найквиста, отсчеты соот-
ветствуют знакочередующемуся ряду (типа 1, -1, 1, -1, ... или любые другие значения в зави-
симости от амплитуды и начального фазового угла) и при нулевых начальных условиях сум-

 
Рис. 2.3.1. Коэффициенты соответствия. 
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мирование двух последовательных отсчетов в формуле (3.2.1) будет давать 0 и накопления 
результатов не происходит. Интегрирование по площади прямоугольников с отчетом высоты 
по центральной точке между двумя отсчетами всегда ведет к завышению площади прямо-
угольника относительно площади, ограниченной выпуклой дугой гармоники.  

Формула Симпсона отличается от формул трапеций и прямоугольников более высокой 
степенью касания единичного значения, что обеспечивает более высокую точность интегри-
рования в первой половине главного диапазона. Однако на высоких частотах погрешность 
начинает резко нарастать вплоть до выхода на бесконечность на конце диапазона (полюс в 
знаменателе передаточной функции рекурсивного фильтра на частоте Найквиста). 

Эти особенности интегрирования следует учитывать при обработке данных сложного 
спектрального состава. 

Курсовая работа 4 - Разработка методики расчета полосовых фильтров интегрирования. 

2.4. РАСЧЕТ ФИЛЬТРА ПО ЧАСТОТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ.  
В качестве примера проведем расчет простого симметричного сглаживающего НЦФ 

исходя непосредственно из требуемой формы частотной характеристики. Расчет выполним 
для фильтра с окном в пять точек: 

    yk = ask-2+bsk-1+csk+bsk+1+ask+2.                            (2.4.1) 
Полагаем sk = exp(jωk), при этом yk = H(ω)exp(jωk). Подставляем значения входного 

и выходного сигнала в уравнение фильтра, сокращаем левую и правую части на общий член 
exp(jωk) и, объединяя комплексно сопряженные члены в правой части, получаем уравнение 
передаточной функции: 

H(ω) = 2a cos(2ω)+2b cos(ω)+ c. 
Сокращаем количество параметров функции заданием граничных условий по частоте. 

Как правило, имеет смысл принять:  H(0) = 1, H(π) = 0. Отсюда:   
H(0) = 2a+2b+c = 1,   
H(π) = 2a-2b+c = 0.   
B = 1/4,  c = 1/2-2a. 

При этом функция H(ω) превращается в однопараметровую: 
H(ω) = 2a(cos(2ω)-1)+(cos(ω)+1)/2. 

По полученному выражению рекомендуется построить семейство кривых в парамет-
рической зависимости от значений 'а' и выбрать фильтр, удовлетворяющий заданию. Пример 
семейства частотных характеристик приведен на рисунке 2.4.1. 

 
Рис. 2.4.1. Частотные характеристики НЦФ. 

Можно наложить еще одно дополнительное условие и определить все коэффициенты 
фильтра непосредственно. Так, например, если к двум граничным условиям задать третье 
условие сбалансированности: H(ω=π/2) = 0.5, то из трех полученных уравнений сразу же 
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получим все три коэффициента фильтра: a = 0, b = 1/4, c = 1/2 (фильтр сокращается до трех 
точек). 

В принципе, таким методом можно задать любую произвольную форму частотной ха-
рактеристики симметричного НЦФ с произвольным количеством N точек дискретизации, что 
определит полное уравнение (2.4.1) с окном 2N+1 точка и соответствующую передаточную 
функцию фильтра, по которой можно составить и решить N+1 уравнение для определения 
коэффициентов фильтра. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 

Тема 3: ВЕСОВЫЕ ФУНКЦИИ. 
Свобода и ограничение есть два аспекта необходимости. 

 Антуан де Сент-Экзюпери. Писатель и летчик Франции, ХХ в. 

Берешь топор, обрубаешь себе палец, и начинаешь вибрировать. Бе-
решь сигнал, обрубаешь ему хвост, и он тоже начинает вибрировать. А 
весовая функция, это обезболивающий укол. Вибрацию снимает, но па-
лец не восстанавливает.  

Валерий Самойлин. Геофизик и альпинист России, ХХ в. 
 

Содержание:   
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ВВЕДЕНИЕ. 
Большинство методов анализа и обработки данных представляют собой или имеют в 

своем составе операцию свертки множества данных s(k) с функцией оператора свертки h(n). 
Как множество данных s(k), так и оператор h(n), выполняющий определенную задачу обра-
ботки данных и реализующий определенную частотную передаточную функцию системы 
(фильтра), могут быть бесконечно большими. Практика цифровой обработки имеет дело 
только с ограниченными множествами данных (k = 0,1,2,…,K) и коэффициентов оператора (n 
= 0,1,2,…,N или n = -N,…,1,0,1,…,N  для двусторонних операторов). В общем случае, эти 
ограниченные множества "вырезаются" из бесконечных множеств s(k) и h(n), что равносиль-
но умножению этих множеств на прямоугольную функцию с единичным амплитудным зна-
чением, которую называют естественным временным окном или естественной весовой функ-
цией. Учитывая, что произведение функций отображается в спектральной области сверткой 
их фурье-образов, это может весьма существенно сказаться как на спектральных характери-
стиках функций, так и на результатах их последующих преобразований и обработки. Основ-
ное назначение рассматриваемых в данной теме весовых функций – сведение к минимуму 
нежелательных эффектов усечения функций.  

3.1. ЯВЛЕНИЕ ГИББСА    /24/. 
Чаще всего с изменением частотных характеристик функций приходится сталкиваться 

при усечении операторов фильтров. На примере усечения операторов и рассмотрим характер 
происходящих изменений.  

При расчетах фильтров, как правило, задается определенная передаточная характери-
стика H(ω) фильтра и по ней производится расчет оператора фильтра h(n), количество чле-
нов которого может оказаться очень большим даже только по значимым значениям. Усечение 
может рассматриваться, как результат умножения функции оператора фильтра на селекти-
рующее весовое окно длиной 2N+1. В простейшем случае это окно представляет собой П-
образную селектирующую функцию: 
    hn = h(n)·ПN(n), ПN(n) = 1 при |n| ≤ N, 
       ПN(n) = 0 при |n| > N. 

Функция h(n) оператора фильтра, в пределе бесконечная, обуславливает определенную 
частотную передаточную характеристику фильтра H(ω). Полному оператору h(n) соответст-
вует исходная частотная характеристика H(ω): 

    H(ω) =
∞

∞−=
∑

 n
h(n) exp(-jωn).                          (3.1.1) 

Сущность явления Гиббса.  Функции во временном окне селекции ПN(n) в частотном 
пространстве соответствует спектральная функция, которая в определенной степени должна 
отличаться от функции H(ω). Очевидно, что при усечении оператора h(n), а значит и ряда 
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Фурье (3.1.1), до конечного числа членов N мы будем иметь усеченный ряд Фурье: 

    HN(ω) =
N

N- n =
∑ h(n) exp(-jωn),                         (3.1.2) 

при этом сходимость суммы остающихся членов ряда HN(ω) к исходной передаточной функ-
ции H(ω) ухудшается и происходит отклонение частотной характеристики фильтра от перво-
начальной в тем большей степени, чем меньше значение N.  Особенно ярко это проявляется 
на крутых перепадах (разрывах, скачках) в передаточных функциях: 

- крутизна перепадов "размывается", т.к. она не может быть больше, чем крутизна  (в 
нулевой точке) последней сохраненной гармоники ряда (3.1.2); 

- по обе стороны "размытых" перепадов появляются выбросы и затухающие осцилля-
ции с частотой, равной частоте последнего сохраненного или первого отброшенного члена 
ряда (3.1.1). 

Эти эффекты при усечении рядов Фурье получили название явления Гиббса. Рассмот-
рим явление Гиббса более подробно на примере разложения в ряд Фурье частотной функции 
единичного скачка G(ω), которая является Фурье-образом какой-то дискретной временной 
функции bn. Уравнение функции единичного скачка: 

     G(ω) = -0.5 при -π ≤ ω < 0,                             (3.1.3) 
     = 0.5 при  0 ≤ ω ≤ π. 
Функция (3.1.3) имеет разрыв величиной 1 в точке ω = 0 и, в силу дискретности вре-

менной функции и периодичности ее спектра, в точках ± π, ± 2π и т.д. Поскольку функция 
G(ω) является нечетной, ее ряд Фурье не содержит косинусных членов, и коэффициенты ряда 
определяются выражением: 

bn = 
π2

1
π

π-
∫ G(ω) sin(nω) dω = 

π
1

π

0
∫ sin(nω) dω. 

    bn = 2/(n·π), n- нечетное, 
    bn = 0,  n- четное. 

 
Рис. 3.1.1. Значения коэффициентов bn. 

 Как видно на рис. 3.1.1, ряд коэффициентов bn затухает очень медленно. Соответст-
венно, медленно будет затухать и ряд Фурье функции G(ω): 

G(ω) = (2/π)[sin ω+ (1/3)·sin 3ω+ (1/5)·sin 5ω+....]. 

    G(ω) = 
π
2 ∞

=
∑

0 n
sin[(2n+1)ω]/(2n+1).                        (3.1.4) 

Если мы будем ограничивать количество коэффициентов bn, т.е. ограничивать значе-
ние N ряда Фурье функции G(ω), то суммирование в (3.1.4) будет осуществляться не до ∞, а 
до значения N. Графики частичных сумм ряда (3.1.4) в сопоставлении с исходной функцией 
приведены на рис. 3.1.2. Они наглядно показывают сущность явления Гиббса.  

При усечении рядов Фурье определенное искажение функции, разложенной в ряд Фу-
рье, существует всегда. Но при малой доле энергии  отсекаемой части сигнала этот эффект 
может быть и мало заметен. На скачках и разрывах функций он проявляется наиболее ярко. 
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Рис. 3.1.2. Явление Гиббса. 

Параметры эффекта. Ряд (3.1.4) при усечении можно записать в следующем виде: 

GN(ω) = 
π
2 N

0 n =
∑ [

ω

0
∫ cos((2n+1)ω) dω] = 

π
2
ω

0
∫ [

N

0 n =
∑ cos((2n+1)ω)] dω. 

Сумма косинусного ряда равна sin[2(N+1)ω]/(2sin ω). Отсюда: 

    GN(ω) = 
π
1
ω

0
∫ dω

ωsin 
1)ω+2(Nsin .                                       (3.1.5) 

Для определения местоположения максимумов и минимумов осцилляций функции 
(3.1.5) приравняем к нулю ее первую производную (подинтегральную функцию), при этом: 

ωk = ±kπ/(2(N+1)),  k = 1,2,... 
Соответственно, амплитудные значения первых (максимальных) осцилляций функции 

приходится на точки ωk=1 = ±π/(2(N+1)), вторых (противоположных по полярности) - на точки 
ωk=2 = ±π/(N+1). Период пульсаций равен 2ωk=1 = π/(N+1) = ∆ω, т.е. интервалу дискретизации 
спектра при равном количестве отсчетов оператора фильтра и его спектра. Функция пульса-
ций (при ее выделении) является нечетной относительно скачка. Соответственно, при скачке 
функции G(ω) на произвольной частоте главного частотного диапазона значения ωk являются 
значениями ∆ωk относительно частоты скачка. Амплитудные значения функции в точках ω1 и 
ω2 (при подстановках ω1 и ω2 верхним пределом в (3.1.5)) практически не зависят от количе-
ства членов ряда N и равны: 

GN(ω1) ≈ 0.5+0.09,       GN(ω2) ≈ 0.5-0.05. 
Амплитуда последующих осцилляций постепенно затухает.  
Таким образом, для усеченных рядов Фурье предельные значения максимальных вы-

бросов по обе стороны от скачка и следующих за ними обратных выбросов при единичной 
амплитуде разрыва функции достигают соответственно 9% и 5% значения амплитуды скачка. 
Кроме того, сам скачок функции из собственно скачка преобразуется в переходную зону, дли-
на которой между точками максимальных выбросов по обе стороны скачка равна π/(N+1), а 
по уровню исходных значений функции на скачке (в данном случае от -0.5 до 0.5) порядка 
(2/3)π/(N+1). Это явление типично для всех функций с разрывом. 

Можно рассмотреть это явление и с других позиций. Как известно, произведение 
функций отображается в частотном представлении сверткой их фурье-образов. Отсюда: 
        hn = h(n)·ПN(n)  H(ω) * ПN(ω) = HN(ω).                      (3.1.6) 

Правая часть выражения (3.1.6) и отражает математическую сущность явления Гиб-
бса. Ограничение массива функции определенным количеством членов (умножением на П-
окно, прямоугольную селектирующую функцию) отображается сверткой частотной характе-
ристики функции с частотной характеристикой селектирующей функции (которую часто на-
зывают свертывающей функцией). Частотная характеристика прямоугольной функции хоро-
шо известна, как функция отсчетов sin(x)/x, x = ω(2N+1)/2, и для П-импульса длиной 2N+1 
приведена на рис. 3.1.3 (для ряда значений N). Чем больше N, тем уже центральный пик 
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функции и, соответственно, будет меньше  ширина переходной зоны, которая формируется на 
разрыве вместо скачка функции. Амплитуда самих осцилляций (по номеру от центрального 
пика) остается без изменений. Свертка этой частотной функции (Фурье-образа селектирую-
щей функции) с частотной характеристикой усекаемых функций и порождает явление Гиббса 
на резких скачках частотных характеристик. 

 
Рис. 3.1.3. Свертывающие (частотные) весовые функции. 

Последствия для практики. При расчетах фильтров и усечении размеров их операто-
ров явление Гиббса является весьма нежелательным, т.к. приводит к искажению формы пере-
даточных характеристик фильтров. В качестве примера рассмотрим явление Гиббса приме-
нительно к фильтру низких частот. 

Попытаемся реализовать передаточную функцию фильтра следующего вида: 
       H(f) = 1,   при -0.2 ≤ f ≤ 0.2, 
      = 0,   при -0.2 > f > 0.2, 
в главном частотном диапазоне от -0.5 до 0.5. Функция четная, коэффициенты ряда Фурье 
представлены только косинусными членами: 

an = 4
2.0

0
∫ cos(2πfn) df = 2 sin(0.4πn)/(πn). 

Передаточная функция: 

      H(f) = 0.4 + 2
∞

=
∑

1 n
sin(0.4πn) cos(2πfn)/(πn).                    (3.1.7) 

Результат усечения ряда Фурье (3.1.7) до N = 7 приведен на рис. 3.1.4.  

 
Рис. 3.1.4. Передаточные функции ФНЧ. 

Как видно на рисунке, явление Гиббса существенно искажает передаточную функцию 
фильтра. Однако при реализации фильтров ограничение длины операторов фильтров являет-
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ся правилом их конструирования исходя из чисто практических соображений реализации. 
Явление Гиббса имеет место при усечении любых числовых массивов. При обработке 

геофизических данных операция усечения числовых массивов, как одномерных, так и мно-
гомерных, относится к числу типовых. Вырезаются из профилей и площадей участки съемки 
с аномальными данными для их более детальной обработки и интерпретации. При анализе 
усекаются корреляционные функции, и соответственно свертываются с частотным образом 
весового окна вычисляемые спектры мощности, и пр. Во всех этих случаях мы можем столк-
нуться как с явлением Гиббса, так и с другими последствиями свертки функций в частотной 
области, в частности с цикличностью свертки, с определенным сглаживанием спектров усе-
каемых данных, которое может быть и нежелательным (снижение разрешающей способно-
сти), и полезным (повышение устойчивости спектров). В самих усекаемых данных мы не 
видим этих явлений, т.к. они проявляется в изменении их частотного образа, но при обработ-
ке данных, основной целью которой, как правило, и является изменение частотных соотно-
шений в сигналах, последствия этих явлений могут сказаться самым неожиданным образом. 

На рис. 3.1.5 показан другой пример искажений сигнала при усечении. Исходный ана-
логовый сигнал был вырезан из массива данных на интервале k = {0..60}, дискретизирован и 
переведен в цифровой форме в спектральную область для обработки. Дискретизация сигнала 
вызвала периодизацию его спектра, а дискретизация спектра вызвала периодизацию его ди-
намического представления. Но на точках k=0 и k=60 в периодическом повторении исходного 
сигнала при усечении образовался скачок функции с бесконечным частотным спектром, а 
главный диапазон спектра дискретизированного сигнала ограничен интервалом его дискре-
тизации (ωN=1/2∆t). Следовательно, спектр сигнала является искаженным за счет наложения 
спектров боковых периодов, а при восстановлении аналогового сигнала по спектру главного 
диапазона он восстанавливается из усеченного спектра. Это приводит к появлению явления 
Гиббса на обоих концах вырезанного сигнала (за счет периодизации сигнала), что наглядно 
видно на рис. 3.1.5.  

 
Рис. 3.1.5. 

Практически это означает, что при частотной обработке вырезанного сигнала будет 
обрабатываться не спектр исходного сигнала, а спектр, которому соответствует сигнал, вос-
станавливаемый по данному спектру с наложенным явлением Гиббса. 

3.2. ВЕСОВЫЕ ФУНКЦИИ   /16/. 
Естественным методом нейтрализации нежелательных эффектов усечения сигналов во 

временной области (и любой другой области аргументов) является изменение окна селекции 
сигнала таким образом, чтобы частотная характеристика окна селекции при свертке как мож-
но меньше искажала спектр сигнала. Что последнее возможно, показывает, например, даже 
такая простая модификация прямоугольной функции, как уменьшение в два раза значений ее 
крайних членов. Фурье-образ модифицированной П-функции уже рассматривался нами в 
составе сглаживающих фильтров МНК 1-го порядка и отличается от обычной П-функции с 
тем же размером окна выходом в ноль на частоте Найквиста и несколько меньшей амплиту-
дой осцилляций при небольшом расширении главного максимума. В силу тождественности 
всех свойств прямого и обратного преобразований Фурье все ниже рассматриваемое дейст-
вительно и для нейтрализации явлений Гиббса во временной области при усечениях спек-
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тров. 
Нейтрализация явления Гиббса в частотной области. Рассмотрение продолжим с 

формулы (3.1.2) при усечении произвольного оператора фильтра h(n) прямоугольным селек-
тирующим окном ПN(n). Период осцилляций суммы усеченного ряда Фурье (3.1.2) равен пе-
риоду последнего сохраненного либо первого отброшенного члена ряда. С учетом этого фак-
тора осцилляции частотной характеристики могут быть существенно сглажены путем усред-
нения по длине периода осцилляций в единицах частоты, т.е. при нормированной свертке с 
Пr(ω) − импульсом, длина которого равна периоду осцилляций r = 2π/(N+1). Эта свертка ото-
бразится во временной области умножением коэффициентов фильтра h(n) на множители, ко-
торые являются коэффициентами преобразования Фурье частотной П-образной сглаживаю-
щей функции Пr(ω): 

H'N(ω) = HN(ω) * Пr(ω)  hnσN(n) = h(n)ПN(n)σN(n), 
    p(n) = ПN(n)σN(n) = sinс(πn/(N+1)),   |n| ≤ N.                     (3.2.1) 

Эта операция носит название сглаживания Ланцоша. Произведение ПN(n)σN(n) ≡ σN(n) 
представляет собой новое весовое окно селекции p(n) взамен прямоугольного окна. Функцию 
σN(n) обычно называют временной весовой функцией (окном). Вид и частотная характери-
стика весового окна Ланцоша в сопоставлении с прямоугольным окном приведены на рис. 
3.2.1. 

 
Рис. 3.2.1. Весовая функция Ланцоша. 

Как видно на рисунке, частотная характеристика весовой функции Ланцоша по срав-
нению с П-образной функцией имеет почти в 4 раза меньшую амплитуду осцилляций, но при 
этом ширина главного максимума увеличилась примерно на четверть. Отметим, однако, что 
если амплитуда осцилляций (в единицах амплитуды главного максимума) определяется вы-
бранным типом весовой функции, то ширина главного максимума, которой определяется ши-
рина переходной зоны (вместо скачка функции) зависит от размеров весового окна и соответ-
ственно может изменяться под поставленные условия (уменьшаться увеличением размера 
2N+1 весового окна). 

Основные весовые функции. В настоящее время известны десятки различных по эф-
фективности весовых функций. В идеальном случае хотелось бы иметь весовую свертываю-
щую функцию с минимальной амплитудой осцилляций, высокую и узкую в главном макси-
муме, и при этом с минимальными размерами весового окна. 

В таблицах 3.2.1 и 3.2.2 приведены формулы и основные спектральные характеристи-
ки наиболее распространенных и часто используемых весовых окон. Носители весовых 
функций, в принципе, являются неограниченными и при использовании в качестве весовых 
окон действуют только в пределах окна и обнуляются за его пределами (как и в (3.2.1)), что 
выполняется без дальнейших пояснений. Для упрощения записи формулы приводятся в ана-
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литической, а не в дискретной форме, с временным окном 2τ, симметричным относительно 
нуля (т.е. 0 ± τ). При переходе к дискретной форме окно 2τ заменяется окном 2N+1, а значе-
ния t - номерами отсчетов n (t = n∆t). Следует заметить, что большинство весовых функций 
на границах окна (n = ± N) принимают нулевые или близкие к нулевым значения, т.е. факти-
ческое окно усечения данных занижается на 2 точки. Последнее исключается, если принять 
2τ = (2N+3)∆t. 

Таблица 3.2.1. 
Основные весовые функции 

Временное окно Весовая функция Фурье-образ 
Естественное (П)  П(t) = 1, |t|≤τ; П(t) = 0, |t|>τ П(ω) = 2τ sinc[ωτ] 
Бартлетта (∆) b(t) = 1-|t|/τ B(ω) = τ sinc2(ωτ/2). 
Хеннинга, Ганна p(t) = 0.5[1+cos(πt/τ)] 0.5П(ω)+0.25П(ω+π/τ)+0.25П(ω-π/τ) 
Хемминга p(t) = 0.54+0.46·cos(πt/τ) 0.54П(ω)+0.23П(ω+π/τ)+0.23П(ω-π/τ) 
Карре (2-е окно) p(t) = b(t)·sinc(πt/τ) τ·B(ω)*П(ω), П(ω) = 1 при |ω|<π/τ 
Лапласа-Гаусса p(t) = exp[-β2(t/τ)2/2] [(τ/β) 2π  exp(-τ2ω2/(2β2))] * П(ω)  
Кайзера-Бесселя 
  p(t) =

][βoJ

]t/τ1[βoJ 2)(−
 

Jo[x] =
∞

=
∑

1 k
[(x/2)k/k!]2 

Вычисляется преобразованием Фурье. 
Jo[x] - модифицированная функция 
           Бесселя нулевого порядка 

Таблица 3.2.2. 
Характеристики спектров весовых функций 

Параметры Ед. 
изм. 

П- 
окно 

Барт- 
летт 

Лан-
цош 

Хен- 
нинг 

Хем-
минг 

Кар- 
ре 

Лап-
лас 

Кай-
зер 

Амплитуда: 
  Главный пик 
  1-й выброс(-) 
  2-й выброс(+) 
Ширина Гл. пика 
Положения: 
     1-й нуль 
     1-й выброс 
     2-й нуль 
     2-й выброс 

 
τ 

%Гл.п. 
- “ - 

ωτ/2π 
 

ωτ/2π 
ωτ/2π 
ωτ/2π 
ωτ/2π 

 
2 

0.217 
0.128 
0.60 

 
0.50 
0.72 
1.00 
1.22 

 
1 
- 

0.047 
0.89 

 
1.00 

- 
- 

1.44 

 
1.18 
0.048 
0.020 
0.87 

 
0.82 
1.00 
1.29 
1.50 

 
1 

0.027 
0.0084
1.00 

 
1.00 
1.19 
1.50 
1.72 

 
1.08 

0.0062
0.0016
0.91 

 
1.00 
1.09 
1.30 
1.41 

 
0.77 

- 
- 

1.12 
 
- 
- 
- 
- 

 
0.83 

0.0016 
0.0014 
1.12 

 
1.74 
1.91 
2.10 
2.34 

 
0.82 

.00045

.00028
1.15 

 
1.52 
1.59 
1.74 
1.88 
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Рис. 3.2.2. Примеры весовых функций. 

Сравнительный вид весовых функций приведен на рис. 3.2.2. Расчет функций прове-
ден с исключением нулевых значений на границах весового окна. 

Спектральные окна Бартлетта и Карре не имеют отрицательных выбросов и применя-
ются, в основном, для усечения корреляционных функций. Функция Карре не имеет нулей и 
представляет собой положительно убывающую функцию. Функции Хеннинга и Хемминга 
примерно одного класса, функция Хемминга является улучшенным вариантом функции Хен-
нинга. Частотные образы функций Бартлетта и Хемминга приведены на рис. 3.2.3. 

 
Рис. 3.2.3. Частотные функции весовых окон. 

Весовые окна Лапласа и Кайзера - усеченные функции соответственно Гаусса и Бес-
селя. Степень усечения зависит от параметра β. Характеристики функций, приведенные в 
таблице 3.2.2, действительны при β=3 для окна Лапласа и  β=9 для окна Кайзера. При 
уменьшении значения β крутизна главного максимума сглаживающих функций увеличивает-
ся (ширина пика уменьшается), но платой за это является увеличение амплитуды осцилля-
ций. 
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Рис. 3.2.4. Частотные функции весовых окон. 

Функции Лапласа и Кайзера являются универсальными функциями. По-существу, их 
можно отнести к числу двупараметровых: размером окна 2τ (числом N) может устанавли-
ваться ширина главного максимума, а значением коэффициента β - относительная величина 
осцилляций на частотной характеристике весовых функций, причем вплоть до осцилляций 
П-окна при β=0. Это обусловило их широкое использование, особенно при синтезе операто-
ров фильтров. 

Попутно заметим, что достаточно гладкие частотные характеристики весовых функ-
ций позволяют использовать их в качестве сглаживающих низкочастотных НЦФ.  

Курсовая работа 5 - Исследование характеристик специальных весовых функций  (свертка П-окна с функ-
цией Гаусса). 

Курсовая работа 6 – Разработка методики использование весовых функций в качестве сглаживающих 
фильтров. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 

Тема 4: НЕРЕКУРСИВНЫЕ ЧАСТОТНЫЕ ФИЛЬТРЫ. 
Недостаточно овладеть премудростью, нужно уметь пользоваться ею. 

Марк Туллий Цицерон. О высшем благе и высшем зле. 
 Римский сенатор и философ, 1 в.д.н.э. 

Мало пользы от теории бокса, пока сам не научишься махать кулаками.  
Евгений Буцко. Идеология для белых воротничков.  

 Питерский радиоинженер и геофизик, ХХ в. 

Содержание:  
4.1. Общие сведения. Типы фильтров. Методика расчетов.  
4.2. Идеальные частотные фильтры. Импульсная реакция фильтров.  
4.3. Конечные приближения идеальных фильтров. Применение весовых функций. Весовая 

функция Кайзера.  
4.4. Дифференцирующие цифровые фильтры.  Передаточная функция.  
4.4. Гладкие частотные фильтры.  Принцип синтеза фильтров.  
Литература. 

ВВЕДЕНИЕ. 
Нерекурсивные фильтры реализуют алгоритм свертки двух функций: yk = hn * xk-n, где  

xk – массив входных данных фильтра, hn – оператор (импульсный отклик) фильтра, k и n – 
нумерация числовых значений массива данных и числовых значений коэффициентов фильт-
ра, k = 0,1,2, … ,K; n = 0,1,2, … ,N; K ≥ N. Значения выходных отсчетов свертки yk для любого 
аргумента k определяются текущим и "прошлыми" (до k-N) значениями входных отсчетов. 
Такой фильтр называется нерекурсивным цифровым фильтром (НЦФ). Интервал (0-N) опера-
тора получил название "окна" фильтра. Окно фильтра составляет N+1 отсчет, фильтр являет-
ся односторонним каузальным, т.е. причинно обусловленным текущими и "прошлыми" зна-
чениями входного сигнала, и выходной сигнал не опережает входного. Каузальный фильтр 
может быть реализован физически в реальном масштабе времени. Начало фильтрации воз-
можно только при задании определенных начальных условий – N значений отсчетов для то-
чек x(k-n) при k<n. Как правило, в качестве начальных условий принимаются нулевые значе-
ния или значения отсчета х(0), т.е. продление отсчета x(0) назад по аргументу. 

При обработке данных на ЭВМ ограничение по каузальности снимается. В программ-
ном распоряжении фильтра могут находиться как "прошлые", так и "будущие" (k+n, до k+N') 
значения входной последовательности отсчетов относительно текущей точки вычислений k, 
при этом аналогично началу для завершения свертки требуется N' точек конечных условий 
при (k+n)>K. При N' = N фильтр называется двусторонним симметричным фильтром. Сим-
метричные фильтры, в отличие от односторонних, не изменяют фазы обрабатываемого сиг-
нала. 

4.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ. 
К наиболее известным типам нерекурсивных цифровых фильтров (НЦФ) относятся 

частотные фильтры, алгоритм которых для симметричных НЦФ, не изменяющих фазу сигна-
лов,  имеет вид: 

yk  =
N

N- n =
∑ hn  sk-n . 

Типы фильтров. Выделяют три основных группы частотных фильтров: ФНЧ - фильт-
ры низких частот (пропускание низких, подавление высоких частот во входном сигнале), 
ФВЧ - фильтры высоких частот (пропускание высоких, подавление низких частот) и ПФ - 
полосовые фильтры (пропускание определенных частот с подавлением остальных частот 
сигнала). Среди последних в отдельную группу иногда выделяют РФ - режекторные фильт-
ры, понимая под ними фильтры с подавлением узкой полосы частот во входном сигнале, и 
СФ – селекторные фильтры, обратные РФ. Схематические частотные характеристики фильт-
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ров приведены на рисунке 4.1.1. Между частотными интервалами пропускания и подавления 
сигнала существует зона, которая называется переходной. 

 
Рис. 4.1.1. Типы частотных фильтров. 

Практика проектирования нерекурсивных цифровых фильтров базируется, в основ-
ном, на синтезе фильтров низких частот. Все другие виды фильтров могут быть получены из 
фильтров низких частот соответствующим преобразованием. Так, например, фильтр высоких 
частот может быть получен инверсией фильтра низких частот  -  вычислением разности меж-
ду исходным сигналом и результатом его фильтрации низкочастотным НЦФ:  

y(k) = s(k) –
N

N- n =
∑ h(n) s(k-n). 

Отсюда, условие инверсии симметричного низкочастотного фильтра в высокочастот-
ный: 

hв(0) = 1-hн(0),    hв(n) = -hн(n)   при n≠0. 
Применяется также способ получения фильтров высоких частот из низкочастотных 

фильтров путем реверса частоты в передаточной функции низкочастотного фильтра, т.е. за-
меной переменной ω на переменную ω' = π−ω (при ∆t = 1). Для симметричных фильтров, 
содержащих в передаточной функции только косинусные члены аргумента ω, в результате 
такой операции будем иметь:   

cos n(π-ω) = cos nπ cos nω = (-1)n cos nω. 
Последнее означает смену знака всех нечетных гармоник передаточной характеристи-

ки фильтра и, соответственно, всех нечетных членов фильтра. 
Полосовой фильтр может реализоваться последовательным применением ФНЧ и ФВЧ 

с соответствующим перекрытием частот пропускания. В математическом представлении это 
означает последовательную свертку массива данных с массивами коэффициентов hн - низко-
частотного, и hв - высокочастотного фильтров: 

vk = hн(n) *
 s(k-n),      yk = hв(n) * vk = hн(n) * hв(n) * s(k-n). 

Так как операция свертки коммутативна, то вместо отдельных массивов коэффициен-
тов ФНЧ и ФВЧ их сверткой может быть определен непосредственно массив коэффициентов 
полосового фильтра: hn = hн(n) * hв(n). 

Полосовой режекторный фильтр также может быть получен методом инверсии поло-
сового фильтра. Одночастотные режекторные фильтры обычно выполняются на основе про-
стых рекурсивных цифровых фильтров, более эффективных для данных целей. 

Методика расчетов НЦФ в самом общем виде включает: 
1. Задание идеальной частотной передаточной функции фильтра. 
2. Расчет функции отклика идеального фильтра (обратное преобразование Фурье пе-

редаточной функции фильтра). 
3. Ограничение функции отклика до определенного количества членов, при этом на 

передаточной характеристике фильтра возникает явление Гиббса. 
4. Для нейтрализации явления Гиббса производится выбор весовой функции и расчет 

ее коэффициентов, на которые умножаются коэффициенты функции отклика фильтра. Ре-
зультатом данной операции являются значения коэффициентов оператора фильтра (импульс-
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ный отклик фильтра). По существу, операции 3 и 4 представляют собой усечение ряда Фурье 
динамического (временного) представления передаточной функции фильтра определенной 
весовой функцией (умножение на весовую функцию). 

5. С использованием полученных значений коэффициентов оператора фильтра произ-
водится построение его частотной характеристики и проверяется ее соответствие поставлен-
ной задаче. 

4.2. ИДЕАЛЬНЫЕ ЧАСТОТНЫЕ ФИЛЬТРЫ. 
Идеальным полосовым фильтром называется фильтр, имеющий единичную ампли-

тудно-частотную характеристику в полосе от определенной нижней частоты ωн до опреде-
ленной верхней частоты ωв, и нулевой коэффициент передачи за пределами этой полосы (для 
цифровых фильтров - в главном частотном диапазоне).  

Импульсная реакция фильтра (коэффициенты оператора) находится преобразованием 
Фурье заданной передаточной функции H(ω). В общем случае: 

h(n∆t) = (1/2π) ∫
∞

∞−
H(ω) exp(jωn∆t) dω.  

Для получения вещественной функции импульсного отклика фильтра действительная 
часть передаточной функции должна быть четной, а мнимая - нечетной. Цифровые фильтры 
задаются в главном частотном диапазоне, границы которого (частота Найквиста ± ωN) опре-
деляются интервалом дискретизации данных (ωN = π/∆t), подлежащих фильтрации, и соот-
ветственно определяют интервал дискретизации оператора фильтра (∆t = π/ωN). Для фильт-
ров с нулевым фазовым сдвигом мнимая часть передаточной функции должна быть равна 
нулю, при этом оператор фильтра определяется косинусным преобразованием Фурье: 

   h(n∆t)=  (1/π) ∫
Nω

0
H(ω) cos(nπω/ωN) dω,  n = 0,1,2,...            (4.2.1)  

Для идеального полосового фильтра H(ω)=1 в полосе частот от ωн до ωв, и интеграл 
(4.2.1) вычисляется в этих пределах. Идеальные фильтры низких и высоких частот можно 
считать частными случаями идеальных полосовых фильтров с полосой пропускания от 0 до 
ωв для низкочастотного и от ωн до ωN для высокочастотного фильтра. 

При интервале дискретизации данных ∆t, условно принимаемым за 1, главный частот-
ный диапазон передаточных функций ограничивается значением частоты Найквиста от -π до 
π. Если на практике интервал дискретизации данных в физических единицах отличается от 1, 
то это сказывается только на изменении масштаба частотной шкалы передаточных функций. 

  Пример 1.  ∆t = 0.1 сек.  fN = 1/2∆t = 5 Гц.  ωN = π/∆t = 10 π. 
  Пример 2.  ∆x = 10 метров.  fN = 0.05 м-1.  ωN= 0.1 π. 

Во всех дальнейших выражениях значение ∆t, если это специально не оговорено, бу-
дем принимать равным 1.  

При H(ω)=A=1  в полосе пропускания ωн -ωв, и H(ω)=0 за ее пределами, для идеаль-
ных симметричных полосовых НЦФ из (4.2.1) в общем виде получаем: 
         h(n) = (А/π) [ωв sinc(nωв) - ωн sinc(nωн)],                          (4.2.2) 

ho = (ωв - ωн)/π,    h(n) = (sin nωв - sin nωн)/(nπ). 
где sinc(nω) = sin(nω)/(nω) - функция интегрального синуса (функция отсчетов), бесконечная 
по координате ω. 

      
                        Рис. 4.2.1. Входные сигналы.                                 Рис. 4.2.2. Спектр сигнала и границы фильтра. 
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 На рис. 4.2.1 приведен пример сигнала однотональной балансной амплитудной моду-
ляции (чистого – вверху, и с наложенными шумами внизу, мощность шумов равна мощности 
сигнала). Если информация заключена в частоте и амплитуде модулирующего сигнала, то 
полосовой фильтр выделения сигнала из шумов, спектр которого для одной модулирующей 
частоты приведен на рис. 4.2.2, в идеальном случае должен иметь плоскую частотную харак-
теристику в границах возможных вариаций модулирующей частоты (от ωн до ωв).   

 На рис. 4.2.3 приведен оператор полосового 
фильтра, вычисленный по (4.2.2) для приведенных 
выше условий, с ограничением по числу коэффи-
циентов оператора до N=100. Как видно из рисун-
ка, оператор затухает достаточно медленно и явно 
усечен, что должно сказаться на форме частотной 
характеристики фильтра. Все дальнейшие вычис-
ления будут проводиться на продолжении данного 

примера. 
4.3. КОНЕЧНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ИДЕАЛЬНЫХ ФИЛЬТРОВ   /24/. 

Оператор идеального частотного НЦФ, как это следует из выражения (4.2.2), пред-
ставляет собой бесконечную затухающую числовую последовательность, реализующую за-
данную передаточную функцию: 

     H(ω) =
∞

∞−=
∑

 n
h(n) cos nω.                                    (4.3.1) 

На практике бесконечный ряд (4.3.1) всегда приходится ограничивать определенным 
числом членов его конечного приближения 

     H'(ω) =
N

N−=
∑

 n
h(n) cos nω, 

при этом передаточная функция осложняется явлением Гиббса, и появляется переходная зона 
между полосами пропускания и подавления сигнала (рис. 4.3.1, пунктирная кривая при 
N=100). Явление Гиббса формирует первые выбросы передаточной функции на расстоянии 
π/(2(N+1)) от скачков (разрывов первого рода). Если ширину переходной зоны ∆p в первом 
приближении принять по расстоянию между первыми выбросами по обе стороны от скачка 
функции H(ω), то ее значение будет ориентировочно равно π/(N+1) = ∆p.  

 
Рис. 4.3.1. Передаточные функции полосового фильтра. 

Применение весовых функций. Если уровень пульсаций передаточной функции, опре-
деляемый явлением Гиббса, не удовлетворяет поставленным задачам фильтрации данных, 
рекомендуется использование сглаживающих весовых функций. С учетом того, что при при-
менении весовых функций происходит расширение переходных зон примерно в два раза, зна-
чение ширины переходной зоны будет равным ∆p = 2π/N. Отсюда можно определить мини-
мальное число членов усеченного ряда: 
      N = 2π/∆p.                                               (4.3.2) 

 
Рис. 4.2.3. Оператор фильтра. 
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Для примера на рис. 4.3.1 значение N принято равным 200, при этом крутизна пере-
ходной зоны увеличилась (тонкая кривая H'(ω), N=200), создавая запас на последующее 
сглаживание весовой функцией. 

Выбор весовых функций целесообразно осуществлять по допустимой величине ос-
цилляций усиления сигнала в полосе подавления, т.е. по относительному значению амплиту-
ды первого выброса на передаточных характеристиках весовых функций. Для выбранной 
весовой функции (с учетом числа ее членов по (4.3.2)) производится расчет весовых коэффи-
циентов pn, после чего устанавливаются окончательные значения оператора фильтра: 
      hn = h(n)·pn.                                            (4.3.3) 

Подстановкой коэффициентов (4.3.3) в (4.3.1) рекомендуется произвести построение 
полученной передаточной характеристики фильтра и непосредственно по ней оценить при-
годность фильтра для поставленных задач. Это наглядно видно на рис. 4.3.1, где для нашего 
примера была применена весовая функция Гаусса. Передаточная функция Hp(ω) имеет прак-
тически такую же крутизну, как и функция H'(ω) при N=100 и практически плоскую вершину 
в интервале спектра сигнала. Качество работы фильтра для сигнала, приведенного на рис. 
4.2.1, можно видеть на рис. 4.3.2. 

 
Рис. 4.3.2. Полосовая фильтрация (вверху – входной сигнал, внизу – выходной). 

Весовая функция Кайзера. Наибольшее распространение при расчетах частотных 
НЦФ получила весовая функция Кайзера: 

p(n) =
][βoJ

]n/1[βoJ 2N)(−
 . 

Это объясняется тем, что параметры функции Кайзера могут устанавливаться непо-
средственно по техническим требованиям к передаточным функциям проектируемых фильт-
ров – допустимой ширине переходной зоны ∆p и значению коэффициента шума фильтра 
δ (максимальным значениям осцилляций передаточной функции в единицах коэффициента 
передачи в полосе пропускания). 

Кайзером установлено, что для заданного значения δ произведение количества членов 
оператора НЦФ на ширину переходной зоны является величиной постоянной. Оно получило 
название D-фактора: 

D = N·∆p/π. 
С другой стороны, установлены следующие эмпирические соотношения между D-

фактором и параметром β функции Кайзера: 
          D = (А-7.95)/14.36 при А>21. 
    = 0.9222  при А<21. 
          β = 0.1102(A-8.7) при А>50. 
    = 0   при А<21. 
    = 0.5842(A-21)0.4 + 0.07886(A-21),    21<А<50. 
где: А = -20 log δ - затухание в децибелах. 

Приведенные выражения позволяют по заданному значению коэффициента шума δ 
определить параметр β функции Кайзера, а через D-фактор число членов фильтра: 

N = πD/∆p. 
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При проектировании полосовых фильтров проверка передаточной функции получен-
ного оператора НЦФ исходному заданию по значению коэффициента шума является обяза-
тельной. Это объясняется тем, что поскольку полоса пропускания полосового фильтра огра-
ничена двумя скачками, на передаточной характеристике возникают два центра осцилляций, 
при этом наложение осцилляций может как уменьшить, так и увеличить амплитуду суммар-
ных осцилляций. Если за счет наложения произойдет увеличение амплитуды осцилляций, то 
расчет НЦФ следует повторить с уменьшением исходного значения δ. 

  Пример расчета полосового фильтра.  
  Произвести расчет ПФ при следующих исходных параметрах: 

ωн = 0.3π,   ωв = 0.6π, ∆p = 0.1π,  δ =  0.02. 
  1. А = -20 log δ.  А = 34.    2. N = π (A-7.95)/(14.36 ∆p).  N = 18. 
  3. β= 0.5842(A-21)0.4 +0.07886(A-21).  β= 2.62. 4. hо = (ωв-ωн)/π.     hо = 0.3 
  5. h(n)= (sin nωв-sin nωн)/(nπ).  h(n)= 0.04521, -0.24490, -0.09515, ... , 0.02721. 

  6. pn= Jo{β 2(n/N)1− } / Jo{β}.  pn = 1.00, 0.997, 0.9882, ....... 
  7. Оператор фильтра: hn = h(n)pn,  n = 0,1,2,...,N.  h-n = hn.  hn = 0.3000, 0.04508, -0.2420, .... 

  8. Проверка по формуле: H(ω) =
N

N- n =
∑ hn cos nω,   0 ≤ ω ≤ π. 

      Для оценки формы передаточной функции количество точек  спектра в интервале 0-π доста-
точно задать равным 2N, т.е. с шагом ∆ω ≤ π/36. 

Курсовая работа 7 – Разработка программы расчета сглаживающего НЦФ и его применения для сглажива-
ния произвольных сигналов. 

Курсовая работа 8 – Разработка программы расчета полосового НЦФ и его применения для сглаживания 
произвольных сигналов. 

4.4. ДИФФЕРЕНЦИРУЮЩИЕ ЦИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ. 
Передаточная функция.  Из выражения для производной  d(exp(jωt))/dt = jω exp(jωt)  

следует, что при расчете фильтра производной массива данных необходимо аппроксимиро-
вать рядом Фурье передаточную функцию вида H(ω) = jω. Поскольку коэффициенты такого 
фильтра будут обладать нечетной симметрией (h-n = -hn) и выполняется равенство 

hn [exp(jωn)-exp(-jωn)] = 2j hn sin nω, 
то передаточная характеристика фильтра имеет вид:  

H(ω) = 2j(h1 sin ω + h2 sin 2ω + ... + hN sin Nω), 
т.е. является мнимой  нечетной, a сам фильтр является линейной комбинацией разностей сим-
метрично расположенных относительно sk значений функции. Уравнение фильтрации: 

yn = 
N

1=
∑
 n

hn(sk+n - sk-n). 

Если дифференцированию подлежит низкочастотный сигнал, а высокие частоты в 
массиве данных представлены помехами, то для аппроксимации в пределах главного частот-
ного диапазона задается передаточная функция фильтра вида: 

H(ω) = ω,  ω ≤ ωв,     H(ω) = 0,  ωв< ω ≤ ωN. 
Оператор дифференцирующего фильтра: 

        h(n) = (1/π) ∫
Bω

0
H(ω) sin(nπω/ωN) dω,  n = 0,1,2,...               (4.4.1) 

Принимая, как обычно, ωN = π (∆t = 1)  и решая (4.4.1) при H(ω) = ω, получаем: 
           hn = (1/π)[sin(nωв)/n2 - ωв cos(nωв)/n],                             (4.4.2) 

hо = 0,   h-n = -hn.    

Проверка:  H(ω) =
∞

∞−=
∑

 n
hn sin nω = 2

∞

=
∑

1 n
hn sin nω.                       (4.4.3) 

На рис. 4.4.1 приведен пример расчета коэффициентов дифференцирующего фильтра 
на интервал {0-0.5}π при ∆t=1 (ωв = π/2). Операторы дифференцирующих фильтров, как пра-
вило, затухают очень медленно и, соответственно, достаточно точная реализация функции 
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(4.4.3) весьма затруднительна. 

 
Рис. 4.4.1. Коэффициенты оператора фильтра. 

Ряд (4.4.3) усекается до N членов, и с помощью весовых функций производится ней-
трализация явления Гиббса. Явление Гиббса для дифференцирующих фильтров имеет весьма 
существенное значение, и может приводить к большим погрешностям при обработке инфор-
мации, если не произвести его нейтрализацию. Примеры ограничения оператора, приведен-
ного на рис. 4.4.1, и соответствующие передаточные функции H'(ω) усеченных операторов 
показаны на рис. 4.4.2. 

 
Рис. 4.4.2. Частотные функции фильтров. 

Для оценки возможных погрешностей дифференцирования усеченными операторами 
произведем расчет фильтра при ωв = π/2. По формулам (4.4.2) определяем:   
 h0-10 = 0, 0.3183, 0.25, -0.0354, -0.125, 0.0127, 0.0833, -0.0065, -0.0625, 0.0039, 0.05. 

Произведем проверку работы фильтра на простом массиве данных sn = n, производная 
которого постоянна и равна 1. Для массива с постоянной производной фильтр может быть 
проверен в любой точке массива, в том числе и в точке n=0, для которой имеем: 

у =
N

N- n =
∑ hn  so-n = 2

N

N- n =
∑  n hn, 

при этом получаем: у=0.5512 при N=5, у=1.53 при N=10.  
Такое существенное расхождение с дейст-

вительным значением производной объясняется 
тем, что при ω=0 тангенс угла наклона реальных 
передаточных функций фильтра, как это видно на 
рисунке 4.4.2, весьма существенно отличается от 
тангенса угла наклона аппроксимируемой функ-
ции H(ω)= ω. На рис. 4.4.3 приведены частотные 
графики относительной погрешности дифферен-

цирования σ = Hн'(ω)/Hн(ω) с вычислением значений на нулевой частоте по пределам функ-
ций при N → ∞. На рис. 4.4.4 приведен пример операции дифференцирования s*h гармоники 
s с частотой ωο оператором с N=10 в сопоставлении с точным дифференцированием ds/dk. 

 
Рис. 4.4.3. Погрешность дифференцирования. 



 

 

8

 
Рис. 4.4.4. Пример операции дифференцирования. 

Применим для нейтрализации явления Гиббса весовую функцию Хемминга. Результат 
нейтрализации для фильтра с N=10 приведен на рис. 4.4.5. Повторим проверочный расчет 
дифференцирования на массиве sn = n и получим результат у=1.041, т.е. погрешность диффе-
ренцирования уменьшается порядок. 

 
Рис. 4.4.5. Дифференцирование с применением весовой функции. 

Аналогично производится расчет и полосовых дифференцирующих фильтров с соот-
ветствующим изменением пределов интегрирования в (4.4.1) от ωн до ωв. При этом получаем: 

hn = (ωнcos nωн-ωвcos nωв)/(nπ) + (sin nωв-sin nωн)/(n2π). 
Курсовая работа 9 – Разработка программы расчета дифференцирующего НЦФ и его применения для про-

извольных сигналов. 
Курсовая работа 10 – Оценить и исследовать возможность нейтрализации явления Гиббса параллельным 

фильтром НЦФ. 

4.5. ГЛАДКИЕ ЧАСТОТНЫЕ ФИЛЬТРЫ   /24/. 
В некоторых случаях (при последовательном соединении фильтров, при выделении 

сигналов на уровне сильных помех и т.п.) осцилляции на передаточных характеристиках 
фильтров являются весьма  нежелательными даже при их малой остаточной величине. 

Принцип синтеза фильтров. Очевидно, что фильтры с гладкой передаточной характе-
ристикой можно получить только в том случае, если возможно разложение передаточной 
функции в конечный ряд Фурье. 

Допустим, мы имеем симметричный НЦФ с передаточной функцией: 

           H(ω) = hо+ 2
N

1 n =
∑ hn cos nω.                                    (4.5.1) 

Как известно, cos nω равен полиному по cos ω степени n, при этом выражение (4.5.1) 
можно записать в виде: 

          H(ω) =
N

0 n =
∑ gn (cos ω)n =

N

0 n =
∑ gn xn,                           (4.5.2) 

где переменная х=cos ω изменяется от -1 до 1 (поскольку ω изменяется от 0 до π). Преобразо-
вание переменной представляет собой нелинейное растяжение оси абсцисс с поворотом на 
180o (по переменной х передаточные функции ФНЧ похожи на ФВЧ, и наоборот) с выраже-
нием функции через степенной полином. Последнее примечательно тем, что синтез гладких 
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функций на базе степенных полиномов затруднений не представляет. 
Так, например, для конструирования ФНЧ в качестве исходной может быть принята 

степенная функция вида:  
     g(x)= (1+x)z (1-x)r,                                        (4.5.3) 

где z и r - параметры.  
Функция (4.5.3) имеет нули порядка z и r в точках соответственно х = -1 и х = 1 (рис. 

4.5.1), причем значения z и r характеризуют степень касания функцией оси абсцисс (чем 
больше порядок, тем медленнее функция "отрывается" от оси абсцисс). 

 
Рис. 4.5.1. Примеры синтеза гладких фильтров. 

Если функцию (4.5.3) проинтегрировать в пределах от -1 до х и пронормировать на 
значение интеграла от -1 до 1 , то будет получена гладкая передаточная характеристика низ-
кочастотного фильтра (на рисунке 4.5.1):  

H(x)=
x

-1
∫ g(x)dx /

1

1-
∫ g(x)dx.                                               (4.5.4) 

Функция H(x) имеет перегиб в точке (z-r)/(z+r) и 
переходную зону, крутизна которой тем больше, чем 
больше значения z и r. Подстановкой x=cos ω осущест-
вляется возврат к частотной переменной с сохранени-
ем монотонности функции.  

В заключение, для определения коэффициентов 
фильтра hn требуется осуществить обратное преобра-
зование от степенной формы (4.5.2) к ряду Фурье 
(4.5.1). Выполнение данной операции достаточно про-
сто производится рекурсивным способом, показанным 
на рис. 4.5.2. Подробное обоснование рекурсии приве-
дено в /24/. 

  Пример расчета гладкого фильтра.  
  Произвести расчет ФНЧ с гладкой частотной характериcтикой с перегибом характеристики в 
точке π/3.   За исходную функцию принять функцию (4.5.3). 
  1. x= cos(π/3)= 0.5= (z-r)/(z+r). Принято: z=3, r=1.  
      Исходный многочлен: g(x) = (1-x)(1+x)3 = 1+2x-2x3-x4. 

  2. h(x)= 
x

-1
∫  g(x)dx = C+x+x2-0.5 x4-0.2 x5.  При х= -1,  h(-1)= 0,  откуда С=0.3.  При х=1,  h(1)=1.6.  

     Отсюда: H(x)= (3+10x+10x2-5x4-2x5)/16. gn = {3/16, 10/16, 10/16, 0, -5/16, -2/16}. 
  3. Применяя рекурсивное преобразование, получаем: hn= {(98, 70, 20, -5, -5, -1)/256}. 

Для расчетов гладких фильтров высоких частот в выражении (4.5.4) достаточно поме-

 
Рис. 4.5.2. Схема возврата к ряду Фурье. 
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нять местами пределы интегрирования. Гладкие полосовые фильтры получаются комбинаци-
ей ФНЧ и ФВЧ с перекрытием частот пропускания. 

Курсовая работа 11 – Разработка программы расчета гладкого полосового НЦФ и его применения для про-
извольных сигналов. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 

Тема 5:    РЕКУРСИВНЫЕ ФИЛЬТРЫ 
Рекурсия – свойство живой природы. И амеба, и человек принимают 
решения на основании текущей ситуации и прошлого опыта. Это самое 
удачное решение Всевышнего при сотворении Мира. 

Писецкий. Уральский геофизик, XX в. 
Творца и отца Вселенной и найти то трудно. А найдя, нельзя показать 
его толпе. 

 Платон. Греческий философ, IV в д.н.э. 

Содержание:  
Введение.  
5.1. Принципы рекурсивной фильтрации. Конструкция РЦФ. Каскадная форма. Параллельная 

форма. Устранение сдвига фазы.  
5.2. Режекторные и селекторные фильтры. Комплексная z-плоскость. Режекторный фильтр по-

стоянной составляющей сигнала. Режекторный фильтр произвольной частоты. Селекторный фильтр.  
5.3. Билинейное z-преобразование. Принцип преобразования. Деформация частотной шкалы. 
5.4. Типы рекурсивных частотных фильтров. Аппроксимационная задача. Передаточная функ-

ция. Виды фильтров.  
Литература. 

ВВЕДЕНИЕ. 
Высококачественные частотные нерекурсивные цифровые фильтры (НЦФ) имеют, как 

правило, большую ширину окна (многочленный оператор фильтра). Чем меньше допустимая 
ширина переходной зоны частотной характеристики фильтра между полосами пропускания и 
подавления, тем больше окно фильтра. Альтернативное решение - применение рекурсивных 
цифровых фильтров (РЦФ), для которых количество коэффициентов фильтра может быть 
существенно сокращено по сравнению с НЦФ. 

Рекурсивные фильтры имеют определенную "память" по значениям предыдущих от-
счетов, которая, в пределе, может быть бесконечной. С учетом этого фактора рекурсивные 
фильтры получили название фильтров с бесконечной импульсной характеристикой (БИХ-
фильтров), в отличие от нерекурсивных фильтров, всегда имеющих конечную импульсную 
характеристику (КИХ-фильтры). Реакция рекурсивного фильтра на сигнал с учетом "памяти" 
исключает возможность создания фильтров с четным импульсным откликом, и частотные 
характеристики рекурсивных фильтров всегда являются комплексными. Проектирование ре-
курсивных частотных фильтров с заданными частотными характеристиками осуществляется 
через z-область. 

Синтез рекурсивных фильтров непосредственно в z-области возможен только для 
фильтров простого типа (режекторных и селективных) с ограниченным количеством полюсов 
и нулей (особых точек). В общем случае, процесс проектирования рекурсивного частотного 
фильтра обычно заключается в задании необходимой передаточной характеристики фильтра в 
частотной области и ее аппроксимации с определенной точностью какой-либо непрерывной 
передаточной функцией, с последующим z-преобразованием для перехода в z-область. Пер-
вые две операции хорошо отработаны в теории аналоговой фильтрации сигналов, что позво-
ляет использовать для проектирования цифровых фильтров большой справочный материал 
по аналоговым фильтрам. Последняя операция является специфичной для цифровых фильт-
ров. 

Для алгебраического преобразования непрерывной передаточной функции в много-
член по z используется билинейное преобразование, известное в теории комплексных пере-
менных под названием дробно-линейного преобразования. 

5.1. ПРИНЦИПЫ РЕКУРСИВНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ. 
Конструкция РЦФ отображается в z-образе передаточной функции фильтра в виде от-



 2

ношения двух многочленов: 
    H(z) = H0+H1z+H2z2+...= B(z)/[1+A(z)],                     (5.1.1) 
где: B(z) = B0+B1z+B2z2+ ... +BNzN,    A(z) = A1z+A2z2+ ... +AMzM. 

Естественно, что переход на РЦФ имеет смысл только в том случае, если степень мно-
гочленов A(z) и B(z) во много раз меньше степени многочлена H(z) прямого z-
преобразования импульсной реакции фильтра. При z-образе входных данных Х(z), на выходе 
РЦФ имеем: 

Y(z) = H(z)Х(z) = X(z)B(z)/[1+A(z)], 
Y(z)[1+A(z)] = Y(z)+Y(z)A(z) = X(z)B(z), 

     Y(z) = X(z)B(z)-Y(z)A(z).                                 (5.1.2) 
При обратном z-преобразовании выражения (5.1.2) получаем уравнение рекурсивной 

цифровой фильтрации: 

          yk =
N

0 n =
∑ bn xk-n –

M

1m =
∑ am yk-m.                                 (5.1.3) 

Рекурсивная фильтрация требует задания на-
чальных условий как по xk, так и по yk при k<0. Схе-
ма рекурсивной фильтрации приведена на рис. 5.1.1. 

Как следует из выражения (5.1.3), при вычис-
лении значения уk текущей точки используются пре-
дыдущие вычисленные значения уk-m, (m>0), что и 

определяет принцип рекурсии - фильтрации с обратной связью. Другой особенностью РЦФ 
является их односторонность и физическая реализуемость в реальном масштабе времени. 
При машинной обработке данных многочлен B(z) передаточной функции фильтра может 
реализоваться и в двухстороннем варианте. 

Одно из важнейших свойств рекурсивных фильтров - возможность получения узких 
переходных зон при конструировании частотных фильтров, так как функция H(z) фильтра 
может резко изменяться при приближении к нулю многочлена в знаменателе (5.1.1). 

Рекурсивная фильтрация требует более высокой точности вычислений по сравнению с 
нерекурсивной, т.к. использование предыдущих выходных отсчетов для текущих вычислений 
может приводить к накапливанию ошибок. 

Практическая реализация РЦФ осуществляется в двух вариантах. 

   
Рис. 5.1.2. Каскадная форма.                                  Рис. 5.1.3. Параллельная форма. 

Каскадная форма. Находятся корни многочленов А(z),B(z) и производится разложение 
H(z): 

        H(z) = 
(z)A
(z)B...

(z)A
(z)B

(z)A
(z)BG

N

N

2

2

1

1 ,                            (5.1.4) 

где G - масштабный множитель. Это позволяет применять каскадное построение фильтров, 
показанное на рис. 5.1.2, в котором: 

 Рис. 5.1.1. Схема РЦФ. 
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H(z) = G H1(z) H2(z) ..... HN(z), 
Hn(z) = Bn(z)/An(z). 

Функции Аn(z) и Bn(z) обычно представляются в виде биквадратных блоков (фильтров 
второго порядка): 

Bn(z) = bn.0 + bn.1 z + bn.2 z2,        An(z) = 1 + an.1 z + an.2 z2. 
Параллельная форма. Функция H(z) разлагается на элементарные дроби: 

H(z) = Ho(z)
N

0 n =
∑ Bn(z) / [1+An(z)], 

что дает параллельную форму фильтра, показанную на рис. 5.1.3. Параллельная конструкция 
фильтра применяется много реже каскадной, хотя это может объясняться и тем, что в анало-
говых фильтрах, исторически предшествовавших цифровым фильтрам, теоретическая база 
анализа и синтеза каскадных рекурсивных фильтров получила весьма детальное развитие. 

Устранение сдвига фазы. Рекурсивные фильтры являются фазосдвигающими фильт-
рами. Если требуется обеспечить нулевой фазовый сдвиг, то операция фильтрации произво-
дится дважды, в прямом и обратном направлении числовой последовательности массива дан-
ных, при этом амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) фильтрации будет равна |H(ω)|2 
фильтра, что необходимо учитывать при конструировании фильтра. 

5.2. РЕЖЕКТОРНЫЕ И СЕЛЕКТОРНЫЕ ФИЛЬТРЫ. 
Режекторный фильтр (фильтр-пробка) подавляет определенную частоту во входном 

сигнале. Он может быть спроектирован непосредственно по z-диаграмме. 
Комплексная z-плоскость. Простейший фильтр типа НЦФ имеет один нуль на еди-

ничной окружности в z-плоскости в точке с частотой, которую необходимо подавить. Так, 
например, если из входного сигнала требуется исключить постоянную составляющую (нуле-
вая частота), то импульсная реакция фильтра НЦФ имеет вид: 

H(z) = 1-z.                                              (5.2.1) 
 
Нуль функции (5.2.1) равен zn1=1. Как можно видеть на рис. 5.2.1, коэффициент пере-

дачи сигнала H(ω) на любой частоте ωi от 0 до ωN=π/∆t - частоты Найквиста, определяемый 
выражением (5.2.1), будет равен длине вектора Vn1, проведенного из нуля функции H(z) - 
точка n1 на действительной оси, до соответствующей частоты ωi - точки z(ωi) на единичной 
окружности. На частоте ωi = 0 длина этого вектора равна нулю. Амплитудно-частотная ха-
рактеристика фильтра, приведенная на рисунке 5.2.2 для передаточной функции (5.2.1) пунк-
тиром, далека от идеальной для фильтр-пробки. 

    
Рис. 5.2.1. Синтез фильтров.                                         Рис. 5.2.2. АЧХ фильтров. 

Режекторный фильтр постоянной составляющей сигнала. Сконструируем про-
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стейший РЦФ, добавив к оператору (5.2.1) один полюс вне единичной окружности на малом 
расстоянии от нуля: 

        Hп(z) = G(1-z)/(1-az),  zp= 1/a.                        (5.2.2) 
           Допустим, что полюс помещен в точке zp1= 1.01, при этом, а=0,99. Масштабный коэф-
фициент G получим нормировкой H(z) к 1 на частоте Найквиста. Для приведенных условий 
G=0.995. Отсюда,  при ∆t=1: 

Hп(z) = 0,995(1-z)/(1-0.99z), 
yk = 0.995(xk-xk-1)+ 0.99yk-1. 

Отображение нуля n1 и полюса р1 на z-плоскости и 
АЧХ фильтра для исключения постоянной составляющей 
приведены на рис.5.2.1. Коэффициент передачи сигнала 
на произвольной частоте ωi равен отношению длин век-
торов Vn1(z) и Vp1(z) соответственно из нуля и полюса до 
точки z(ωi) на единичной окружности и близок к единице 
для всех частот, за исключением нулевой: 

|Hп(z)| = G Vn1(z)/Vp1(z). 
Фазочастотная характеристика фильтра приведена на рис. 5.2.3 и определяется разно-

стью фазовых углов векторов Vn1(z) и Vp1(z): 
ϕп(ω) = ϕn1-ϕp1. 

Режекторный фильтр произвольной частоты. При проектировании на подавление 
любой другой частоты ωv нули и полюсы располагаются на соответствующем радиусе z-
плоскости. Радиальный угол направления на нуль и полюс определяются выражением: 
         ϕv = ± π·ωv/ωN.                                           (5.22.3) 

Наличие двух знаков в выражении (5.2.3) отражает тот факт, что для получения веще-
ственной функции фильтра нули и полюсы должны быть комплексно-сопряженными парами 
(их произведение дает вещественную функцию), т.е.: 
      Hv(z) = G(z-zn)(z-zn*)/[(z-zp)(z-zp*)].                      (5.2.4) 

Нули фильтра располагаются на единичной окружности: 
    zn = cos ϕv + j sin ϕv = Re zn + j Im zn.                       (5.2.5) 

Полюсы - на полярном радиусе R: 
          zp = R·cos ϕv + j R·sin ϕv = Re zp + j Im zp.                   (5.2.6) 

Пример положения нулей (n2 и n2*) и полюсов (р2 и р2*) приведен на рис.5.2.1. Под-
ставляя (5.2.5-5.2.6) в (5.2.4), получаем: 

        Hv(z) = 2)/Rpz Re 2z2(z1

1)nz Re 2z2G(z

−+

+− ,                                 (5.2.7) 

G = [1+(1+2Re zp)/R2] / (2+2Re zn).                             (5.2.8) 
 При приведении уравнения (5.2.7) в типовую форму: 

          Hv(z) = 2
21

2
210

zaza1
)zb zbG(b

++
++ ,                                      (5.2.7') 

    b0 = 1,    b1 = -2·Re zn,    b2 = 1.                                  (5.2.9) 
    a1 = - (2·Re zp)/R2,     a2 = 1/R2. 

 Соответственно, алгоритм вычислений: 
yk = G·(xk+b1·xk-1+xk-2) – a1·yk-1 – a2·yk-2.                   (5.2.10) 

В качестве примера проведем расчет режекторного фильтра на сетевую частоту пита-
ния приборов fs = 50 Гц, которая очень часто попадает в измеренные данные. При шаге дис-

 
Рис. 5.2.3. 
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кретизации данных ∆t = 0.001 сек радиальный угол на нули и полюса фильтра в z-плоскости: 
fN = 1/2∆t = 500 Гц,       ϕ = π·fs/fN = 0.1π. 

Радиус полюса фильтра примем равным R = 1.01. Значения нуля и полюса: 
zn = cos ϕ + j sin ϕ = 0.951 + 0.309 j,         

zp = R·cos ϕv + j R·sin ϕv = 0.961 + 0.312 j. 
 Значение масштабного множителя G по (5.2.8): 

G = 0.99. 
 Значения коэффициентов передаточной функции: 

b1 = -2·Re zn = -1.902, 
a1 = - (2·Re zp)/R2 = -1.883,      a2 = 1/R2 = 0.98. 

 При подстановке коэффициентов в уравнение 
(5.2.7') и замене z = exp(-jω) может быть получена час-
тотная передаточная функция фильтра, которая приведе-
на на рис. 5.2.4: 

          0.99[1-1.902·exp(-jω)+exp(-2jω)]  
H(ω) = ------------------------------------------------- 
           1-1.883·exp(-jω)+0.98·exp(-2jω) 

 Алгоритм фильтра: 
yk = 0.99·(xk - 1.902·xk-1 + xk-2) + 1.883·yk-1 – 0.98·yk-2. 

 На рис. 5.2.5 приведен модельный входной сигнал фильтра, состоящий из суммы двух 
равных по амплитуде гармоник с частотой 50 и 53 Гц, и сигнал на выходе фильтра (смещен 
вверх). Справа на рисунке приведены спектры входного и выходного сигналов. Спектр вы-
ходного сигнала зарегистрирован после интервала установления реакции фильтра, который 
хорошо заметен на начальной части графика выходного сигнала. После установления сигнал 
на выходе фильтра практически полностью освобожден от гармоники 50 Гц. 

 
Рис. 5.2.5. 

При R → 1 ширина полосы подавления фильтра 
становится все более узкой, но при этом увеличивается 
длительность импульсной реакции фильтра и, соответст-
венно, время установления фильтра при изменении спек-
тра входного сигнала. В первом приближении значимая 
часть импульсной реакции режекторных фильтров равна 
(4÷5)/(R-1). Пример импульсной реакции для фильтра, 

вычисленного выше, приведен на рис. 5.2.6. Отклик фильтра получен при подаче на вход 
РЦФ импульса Кронекера. Для наглядности реакции на графике не показан начальный пик 
отклика (отсчет на нулевой точке), амплитуда которого равна значению G. 

Селекторный фильтр. Если в уравнении (5.2.4) опустить нули, то получим селектор-
ный фильтр, выделяющий сигналы одной частоты ωs – частоты селекции, с передаточной 
функцией: 

Hs(z) = G/[(z-zp)(z-zp*)],                                (5.2.11) 

 
Рис. 5.2.4. 

 
Рис. 5.2.6.  
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       Hs(z) = 2
21 zaza1

G1
++

,                                     (5.2.11') 

 Характер передаточной функции (5.2.11) можно представить непосредственно по z-
плоскости (рис. 5.2.1). При расположении полюсов фильтра за пределами единичного круга 
(например, в точках р2 и р2*) значение коэффициента передачи фильтра на произвольной 
частоте ω на единичной окружности будет обратно пропорционально величине векторов из 
этих точек окружности на полюса фильтра. При изменении ω от нуля до  ±π (движение по 
единичной окружности на z-плоскости по или против часовой стрелки) один из векторов (на 
полюс противоположной полуплоскости) изменяется в достаточно небольших пределах (не 
превышая значения 2), в то время как второй из векторов (на полюс в своей полуплоскости) 
будут сначала уменьшаться, достигает минимума при расположении ω на полярном радиусе 
полюса (на частоте селекции ωs), а затем снова начинает увеличиваться.  Соответственно, 
значение Hs(ω) максимально на частоте селекции  ±ωs и при R → 1 может быть очень высо-
ким. Пример передаточной функции (при G1=1) приведен на рис. 5.2.7.  

При необходимости фильтр может быть пронорми-
рован к 1 на частоте селекции определением значения G1 
по условию Hs(ω) = 1 при ω = ωs, т.е.: 

G1 = 1+a1 z(ωs)+a2 z(ωs)2. 
Фильтр (5.2.11) в принципе не может иметь нуле-

вого коэффициента передачи на других частотах главного 
диапазона. Если последнее является обязательным, то 
фильтр выполняется методом обращения режекторного 

фильтра Hv(z):  
Hs(z) = 1-Hv(z). 

   Hs(z) = 2
21

2
210

zaza1
zc zcc

++
++ .                                 (5.2.12) 

с0 = 1-G,   c1 = a1-Gb1,    c2 = a2-G. 

 
Рис. 5.2.8. 

 Пример передаточной функции фильтра приведен на рис. 5.2.8. Пример применения 
фильтра для выделения гармонического сигнала на уровне шумов, мощность которых боль-
ше мощности сигнала, приведен на рис. 5.2.9. 

 
Рис. 5.2.7. 
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Рис. 5.2.9. Фильтрация сигнала селекторным РЦФ. 

 Курсовая работа 12- Разработка программы расчета режекторных и селекторных РЦФ и их использова-
ния.  

Курсовая работа 13- Исследование возможности повышения добротности режекторных РЦФ путем па-
раллельной комбинации режекторного РЦФ с двумя боковыми селекторными РЦФ. 

Курсовая работа 14- Исследование возможности повышения добротности селекторного РЦФ путем па-
раллельной комбинации селекторного РЦФ с двумя боковыми режекторными РЦФ. 

Курсовая работа 15- Исследование возможности дополнения интегрирующих фильтров Симпсона и пря-
моугольников режекторными фильтрами на частоту Найквиста.  

5.3. БИЛИНЕЙНОЕ Z-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ. 
Принцип преобразования. При стандартном z-преобразовании передаточной функции 

используется замена переменной вида: 
      z = exp(-p∆t),                                         (5.3.1) 
где ∆t - шаг дискретизации данных, p – комплексная переменная, р = σ+jω. 

Уравнение (5.3.1) можно записать в виде ln z = -p∆t и разложить ln z в ряд: 
ln z = -2[(1-z)/(1+z)+(1-z)3/(3(1-z)3)+ ....],     z > 0. 

Первый член этого разложения и представляет собой билинейное z- преобразование: 
          p = (2/∆t)(1-z)/(1+z).                                   (5.3.2) 

По сути, оно представляет собой отображение точек комплексной p-плоскости в точки 
комплексной z-плоскости, и наоборот. В общем виде: 
             p = γ(1-z)/(1+z),                                        (5.3.3) 
             z = (γ-p)/(γ+p).                                         (5.3.4) 

Значение множителя γ не меняет формы преобразования, в связи с чем обычно при-
нимают γ = 1. Подставим p = jω в (5.3.4) и выразим z в показательной форме: 

z = r exp(jϕ(ω)),  r = |z| = 1. 
ϕ(ω) = 2 arctg(ω/γ), 
При изменении ω от - ∞ до ∞ фазовый угол ϕ(ω) мо-

нотонно изменяется от -π до π (см. рис. 5.3.1), т.е. мнимая ось 
p-плоскости (p = jω, -∞ < ω < ∞) отображается в единичную 
окружность z-плоскости. В частности: 

ω = 0,  z = exp(j0) = 1, 
ω = ± ∞,  z = exp( ± jπ) = -1 

Деформация частотной шкалы. Реальное отображение 
передаточных функций фильтров является непрерывным (в силу своей физической сущно-
сти) и для упрощения дальнейших расчетов обычно задается в аналитической форме в ком-
плексной р-плоскости по частотному аргументу ω от -∞ до +∞. При билинейном z-
преобразовании происходит нелинейное искажение шкалы частот: полный частотный диапа-
зон от - ∞ до ∞ непрерывных функций в р-плоскости сжимается до главного частотного диа-
пазона от -π/∆t до π/∆t дискретных функций в z-плоскости. При задании уравнений непре-
рывных передаточных функций в частотной области это должно сопровождаться соответст-
вующей обратной деформацией частотной шкалы, которая будет скомпенсирована при били-
нейном z-преобразовании. Подставляя в (5.3.2) z = exp(-jω∆t) и умножая числитель и зна-

 
Рис. 5.3.1. 
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менатель правой части полученного уравнения на exp(jω∆t/2), получим: 
p = (2/∆t)[exp(jω∆t/2)-exp(-jω∆t/2)] / [exp(jω∆t/2)+exp(-jω∆t/2)], 

     p = (2/∆t) th(jω∆t/2).                                        (5.3.5) 
Обозначим шкалу частот в р-области через индекс ωд (деформированная) и, полагая p 

= jωд , с учетом тождества th(x) = - jtg(jx), получаем: 
   ωд = (2/∆t) tg(ω∆t/2) = γ tg(ω∆t/2),  -π/∆t<ω<π/∆t.           (5.3.6) 

Выражение (5.3.6) позволяет осуществлять переход от фактических частот ω главного 
частотного диапазона, которым должен соответствовать оператор РЦФ, к деформированным 
частотам ωд комплексной p-плоскости, на которой можно задавать требуемую форму переда-
точной функции проектируемого фильтра, при этом аппроксимация передаточных функций, 
учитывая область существования ω от -∞ до ∞, может производиться многочленами и ра-
циональными функциями. Связь частот приведена на рис. 5.3.2 (в начальной части 
± π пространства деформированных частот). 

 
Рис. 5.3.2. Деформация частоты. 

5.4. ТИПЫ РЕКУРСИВНЫХ ЧАСТОТНЫХ ФИЛЬТРОВ. 
Рекурсивные цифровые фильтры, как и нерекурсивные, не могут обеспечить реализа-

цию идеальной частотной характеристики со скачкообразными переходами от полосы про-
пускания к полосе подавления. Поэтому на этапе решения аппроксимационной задачи необ-
ходимо определить передаточную функцию H(ω) фильтра, которая обеспечивает воспроизве-
дение необходимой амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) с требуемой точностью. 
Требования к фазочастотной характеристике (ФЧХ) частотных фильтров, как правило, не за-
даются, т. к. это приводит к резкому усложнению решения задачи. Специальные требования к 
форме ФЧХ обычно реализуются после расчета фильтров с заданной АЧХ путем контроля 
полученной при этом ФЧХ и разработкой, при необходимости, дополнительных корректоров 
ФЧХ. 

Синтез рекурсивных фильтров, как и НЦФ, выполняется на базе фильтров низких час-
тот (ФНЧ). Другие типы фильтров (ФВЧ - высоких частот, ПФ - полосовые, РФ - режектор-
ные) образуются на основе ФНЧ путем частотного преобразования. 

Аппроксимационная задача низкочастотного фильтра. В качестве основных исходных 
данных для решения аппроксимационных задач принимаются граничные частоты ωp - поло-
сы пропускания, и ωs – начала полосы подавления сигнала. Как правило, задаются также до-
пуски Аp - на максимальное значение неравномерности в полосе пропускания, и Аs – на мак-
симальное отклонение АЧХ от нуля в полосе подавления (уровень шума фильтра). Разность 
между граничными частотами ωp и ωs будет определять ширину переходной зоны. Типичный 
пример задания формы АЧХ приведен на рис. 5.4.1. В допустимой зоне передаточной функ-
ции условно показана возможная форма АЧХ, удовлетворяющая заданным условиям. 
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Рис. 5.4.1. Частотная характеристика ФНЧ. 

Кроме основных частотных параметров могут задаваться и требования к форме АЧХ 
(монотонность в полосе пропускания или подавления, характер пульсаций и т.п.), которые 
определяют выбор функции аппроксимации. 

Передаточная функция. При решении аппроксимационной задачи амплитудно-
частотная характеристика фильтра обычно задается в действительной аналитической форме - 
виде квадрата передаточной функции, нормированной по амплитуде и граничной частоте 
передачи: 
    |H(W)|2 = H(W)·H*(W) = 1/(1+An(W)),                        (5.4.1) 
где Аn(W) - многочлен n-го порядка, W - нормированная частота (например, W = ω/ωp). Вид 
многочлена Аn(W) выбирается таким образом, чтобы выполнялось условие: Аn(W) << 1 при 
0<W<1, что обеспечивает |H(W)|2 → 1, и An(W) >> 1 при W>1, соответственно |H(W)|2 → 0. 
Крутизна переходных зон фильтра устанавливается величиной порядка фильтра (чем больше 
значение n, тем больше крутизна переходных зон). 

По знаменателю правой части выражения (5.4.1) достаточно просто могут быть опре-
делены комплексные полюса передаточной функции в p-области преобразования Лапласа и 
соответствующим комбинированием и объединением комплексно-сопряженных полюсов по-
лучены передаточные функции в виде биквадратных блоков при четном порядке, и с одним 
линейным блоком при нечетном порядке: 

    H(p) = G
2/N

1n=
∏Вn(p),   n-четное,                                      (5.4.2)  

    H(p) = 
opp

G
−

2/1)-(N

1n=
∏ Вn(р),  n-нечетное,                       (5.4.3) 

где Вn(р) выражается в форме: 
    Вn(p) = 1/[(p-pn)(p-pn*)] = 1/(p2-2 anp+bn).              (5.4.4) 
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Рис. 5.4.2. АЧХ фильтра Баттеруорта. 

Виды фильтров. В настоящее время существует достаточно большое количество ви-
дов рекурсивных частотных фильтров и их различных модификаций. Наиболее известный из 
них - фильтр Баттеруорта (рис.5.4.2). Он имеет монотонную гладкую АЧХ во всем частотном 
диапазоне. При том же порядке многочленов фильтров (равном количестве полюсов) боль-
шую крутизну обеспечивают фильтры Чебышева – прямой и инверсный, однако при этом в 
полосе пропускания (для инверсного – в полосе подавления) у фильтров Чебышева появля-
ются равноволновые пульсации (с одинаковой амплитудой пульсаций). Еще более крутые 
срезы характеристик (при равноволновых пульсациях как в полосах пропускания, так и в 
полосе подавления) реализуются с использованием эллиптических функций. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 

Тема 6:   РЕКУРСИВНЫЕ ЧАСТОТНЫЕ ФИЛЬТРЫ 
Благословен Господь, кто содеял все нужное нетрудным, а все трудное 
ненужным. 

Григорий Сковорода. Украинский философ, ХIII в. 

Рекурсивные фильтры нужны при обработке данных. Однако считать 
их трудно. Отсюда следует, что Всевышний фильтров не создавал, и за 
последствия их применения ответственности не несет.  

Отец Дионисий, в миру В.Лебедев. 
 Геофизик Уральской школы, XX в. 

Содержание:  
Введение.  
6.1. Низкочастотный фильтр Баттеруорта. Передаточная функция. Крутизна среза. Порядок 

фильтра. Преобразование Лапласа. Билинейное преобразование.  
6.2. Высокочастотный фильтр Баттеруорта. Синтез фильтров методом частотного преобразова-

ния.  
6.3. Полосовой фильтр Баттеруорта. Расщепление спектра. Полосовой фильтр на s-плоскости. 

Передаточная функция.  
6.4. Фильтры Чебышева. Фильтры первого рода. Фильтры второго рода.  
6.5. Дополнительные сведения.  
Литература. 

ВВЕДЕНИЕ. 
Синтез рекурсивных фильтров непосредственно в z-области возможен только для 

фильтров простого типа (режекторных и селективных) с ограниченным количеством полюсов 
и нулей (особых точек). В общем случае, процесс проектирования рекурсивного частотного 
фильтра обычно заключается в задании необходимой передаточной характеристики фильтра в 
частотной области и ее аппроксимации с определенной точностью какой-либо непрерывной 
передаточной функцией, с последующим z-преобразованием для перехода в z-область. Пер-
вые две операции хорошо отработаны в теории аналоговой фильтрации сигналов, что позво-
ляет использовать для проектирования цифровых фильтров большой справочный материал 
по аналоговым фильтрам. Последняя операция является специфичной для цифровых фильт-
ров. 

Для алгебраического преобразования непрерывной передаточной функции в много-
член по z используется билинейное преобразование, известное в теории комплексных пере-
менных под названием дробно-линейного преобразования. 

6.1. НИЗКОЧАСТОТНЫЙ ФИЛЬТР БАТТЕРУОРТА   /12,24/. 
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Передаточная  функция. Глад-
кий вид амплитудно-частотной харак-
теристики фильтра Баттеруорта  (рис. 
6.1.1) задают квадратом передаточной 
функции вида: 

|H(W)|2 = H(W)H*(W) = 1/(1+W2N). 
где W =  ω/ωc - нормированная частота, 
ωc - частота среза АЧХ фильтра, на ко-
торой |H(ω)|2 = 1/2 (соответственно 
H(ω) = 0.707), N - порядок фильтра, 
определяющий крутизну среза АЧХ. 
При W → 0 коэффициент передачи 
фильтра стремится к 1. Учитывая, что 

результаты вычислений будут относиться к цифровым фильтрам и при z-преобразовании с 
переходом в главный частотный диапазон произойдет искажение частот, до начала расчетов 
фактические значения задаваемых частотных характеристик (значения ωc, ωp и ωs) следует 
перевести в значения деформированных частот по выражению: 

ωд = (2/∆t) tg(ω∆t/2) = γ tg(ω∆t/2),  -π/∆t<ω<π/∆t.            (6.1.1) 
Крутизна среза. Наклон частотной характеристики фильтра при переходе от области 

пропускания к области подавления можно характеризовать коэффициентом крутизны среза 
фильтра K в децибелах на октаву: 
     K = 20 log|H(ω2)/H(ω1)|,                                   (6.1.2) 
где ω1 и ω2 - частоты с интервалом в одну октаву, т.е. ω2 = 2ω1.  
 Длительность импульсной реакции фильтра в пределах ее значимой части также зави-
сит от крутизны среза: чем больше крутизна, тем больше длительность импульсного отклика 
фильтра.  

Порядок фильтра. Принимая ω1=Wс, ω2=Ws и подставляя в (6.1.2) значения H(W) с 
приведенными данными, получим приближенное выражение для определения порядка 
фильтра по заданному значению К: 

  N =  K/6.                                                (6.1.6') 
Так, для гарантированного ослабления сигнала в полосе подавления в 100 раз (40 де-

цибел) порядок фильтра N = 7. В среднем, при изменении N на единицу коэффициент подав-
ления сигнала изменяется на 6 децибел. 

Исходные требования к передаточной функции фильтра обычно задаются в виде зна-
чений ωp, ωs и коэффициентов неравномерности (пульсаций) Ap и As (см. рис. 6.1.1). Для 
определения частоты среза ωc по уровню 0.707 и порядка фильтра введем параметр δ, свя-
занный с коэффициентом Ар следующим соотношением: 

(1-Ар)2 = 1/(1+δ2). 
     δ = [1/(1-Ар)]· 2

p )A-(1-1 .                               (6.1.3) 
Для учета деформации частотной шкалы в процессе билинейного преобразования при 

переходе в дальнейшем к полиномам по Z, выполняем расчет деформированных частот ωdp и 
ωds по формулам: 

 ωdp= 2·tg(ωp·∆t/2)/∆t,                              (6.1.4) 
ωds= 2·tg(ωs·∆t/2)/∆t. 

При нормированной частоте W =  ω/ωdc, где ωdc соответственно также деформиро-
ванная частота, на границах переходной зоны выполняются равенства: 

 
Рис. 6.1.1. АЧХ фильтра Баттеруорта. 
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     1/(1+δ2) = 1/[1+(ωdp/ωdc)
2N],                             (6.1.5) 

 As
2 = 1/[1+(ωds/ωdc)

2N]. 
 Отсюда: 

δ2 = (ωdp/ωdc)
2N,        1/As

2 - 1 = (ωds/ωdc)
2N. 

Решая эти два уравнения совместно, находим: 
          N = ln [δ/ 11/A2

s − ] / ln(ωdp/ωds),                       (6.1.6) 

      ωdc =  ωdp/δ1/N.                                        (6.1.7) 

  Пример расчета фильтра низких частот Баттеруорта.  
  Начиная с этого параграфа, будем сопровождать рассмотре-
ние теории последовательным расчетом конкретного фильтра 
низких частот с применением приводимых формул. Для рас-
чета примем следующие исходные параметры фильтра: 
   - Шаг дискретизации данных ∆t = 0.0005 сек. 
Частота Найквиста fN = 1/2∆t = 1000 Гц,  ωN = 6.283·103 рад. 
   - Граничная частота полосы пропускания:   fp = 300 Гц,   ωp 
= 1.885·103 рад. 
   - Граничная частота полосы подавления:   fs = 500 Гц,   ωs = 
3.142·103 рад. 
   - Коэффициенты неравномерности:    Ар = Аs = 0.1. 

Расчет дополнительных параметров: 
  1. Значение δ по формуле (6.1.3) или по ее эквиваленту 

δ = Ap 12/Ap − /(1-Ap):    δ= 0.484. 

  2. Деформированные частоты по формуле (6.1.4): 
ωdp = 2.038·103 рад. 

ωds = 4·103 рад. 
  3. Порядок фильтра по формуле (6.1.6):  N = 4.483.    
      Для пояснения дальнейшего порядка расчетов при четном и нечетном порядке фильтра, прини-
маем  N1=4, N2=5. 
  4. Частота среза фильтра по формуле (6.1.7): 

ωdc(N1) = 2.443·103 рад (389 Гц),       
ωdc(N2) = 2.356·103 рад (375 Гц).    

  5. По формуле H(w) = )w1/(1 2N+ , w = ω/ωdc, для контроля строим графики передаточных функ-
ций (рис.6.1.2). 

Функция |H(W)|2 – представляет собой энергетический спектр сигнала (спектральную 
плотность мощности) и не имеет фазовой характеристики, т.е. является четной веществен-
ной, образованной из двух комплексно сопряженных функций H(W) и H*(W), при этом поря-
док фильтра N определяет число полюсов функции H(W) и комплексно сопряженных с ними 
полюсов функции H*(W).  

Преобразование Лапласа. Переводим функцию |H(W)|2 на координатную ось про-
странства преобразования Лапласа при p = jW, для чего достаточно подставить W = p/j: 
     |H(р)|2 = 1/[1+(p/j)2N].                                         (6.1.8) 

Полюсы функции находятся в точках нулевых значений знаменателя: 
     1+(p/j)2N = 0,   p = j 2N 1− .                             (6.1.9) 

Отсюда следует, что полюсы располагаются на единичной окружности в p-плоскости, 
а их местоположение определяется корнями уравнения (6.1.9). В полярных координатах: 

pn = j exp(jπ(2n-1)/2N),      n = 1,2, ... ,2N.                (6.1.10) 
pn =  j cos[π(2n-1)/2N] - sin[π(2k-1)/2N].                (6.1.10') 

 
Рис. 6.1.2. 
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  Продолжение примера расчета фильтра.  
  6. Вычисляем значения полюсов фильтра по 
формуле (6.1.10). Значения полюсов и их распо-
ложение на р-плоскости приведены на рис. 6.1.2. 
Положение первого полюса отмечено. Нумера-
ция полюсов идет против часовой стрелки.  

Как следует из формулы (6.1.10) и на-
глядно видно на рис. 6.1.2, все полюса с n ≥ N 
являются комплексно сопряженными с полю-
сами n<N.  Устойчивую минимально-фазовую 
передаточную функцию фильтра образуют 
полюса левой половины р-плоскости: 

H(p) = G/B(p),          (6.1.11) 
где G - масштабный множитель, B(p) - поли-
ном Баттеруорта: 
     B(p) = B1(p) B2(p) ... BN(p),       (6.1.12) 

     Bn(p) = p-pn.                    (6.1.13) 
Практическая реализация фильтра Бат-

теруорта при четном значении N производится 
в виде последовательной каскадной схемы биквадратными блоками, т.е. составными фильт-
рами второго порядка. Для этого множители B(p) в (6.1.12) объединяются попарно с обоих 
концов ряда по n (от 1 до N) по комплексно сопряженным полюсам, при этом для каждой па-
ры получаем вещественные квадратичные множители: 

Вm(p) = Bn(p)·BN+1-n(p) = 
= [p+j exp(jπ(2n-1)/2N)][p+j exp(jπ(2(N+1)-2n-1)/2N)] = 

= [p+j exp(jπ(2n-1)/2N)][p-j exp(jπ(2n-1)/2N)] = 
      = p2+2p sin(π(2m-1)/2N)+1,  n = 1,2, ..., N/2;  m = n.      (6.1.14) 

Общее количество секций фильтра M=N/2. При нечетном N к членам (6.1.14) добавля-
ется один линейный множитель с вещественным полюсом p(N+1)/2 = -1, пример положения 
которого на р-плоскости можно видеть на рисунке 6.1.2 для N=5: 
          В(N+1)/2(p)= p+1.                                              (6.1.15) 

Машинное время фильтрации на один оператор фильтра первого или второго порядка 
практически не отличаются, поэтому использование операторов первого порядка можно не 
рекомендовать и при установлении порядка фильтра по формуле (6.1.6) округлять расчетное 
значение N в сторону большего четного числа, что создает определенный запас по крутизне 
среза частотной характеристики.  

Таким образом, передаточная функция ФНЧ Баттеруорта в p-области при четном N: 

        H(p) = G
M

1m=
∏ 1/Bm(p) = G 

M

1m=
∏ 1/(p2+amp+1),                       (6.1.16)  

         am = 2 sin(π(2m-1)/2N),  m = 1,2, ... ,N/2.                       (6.1.17) 
 При нечетном N: 

         H(p) = (G/p+1)
21)/-(N

1m=
∏ 1/(p2+amp+1),                                (6.1.16')  

  Продолжение примера расчета фильтра.  
  7. Вычисляем значения коэффициентов am  по формуле (6.1.17): 
      - N=4:  a1 = 0.765,    a2 = 1.848. 
      - N=5:  a1 = 0.618,    a2 = 1.618.    

 
Рис. 6.1.2. 
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Билинейное преобразование. Для перевода передаточной функции фильтра в z-
область производится билинейное преобразование, для чего в выражение (6.1.16) подставля-
ется параметр р: 

  p = γ·(1-z)/(1+z).                                              (6.1.18) 
 С учетом автоматического возврата к нормальной (недеформированной) шкале частот 
в главном частотном диапазоне z-преобразования значение коэффициента γ: 

     γ = 2/(∆t·ωdc).                                         (6.1.19) 
После перехода в z-область и приведения уравнения передаточной функции в типовую 

форму, для четного N получаем передаточную функцию из М=N/2 биквадратных блоков: 

    H(z) = G
M

1m=
∏ Gm (1+z)2 /(1-bm z+cm z2).                         (6.1.20) 

    Gm = 1/(γ2 + amγ + 1).                                                    (6.1.21) 
     bm = 2·Gm (γ2 - 1).                                                (6.1.22) 
      cm = Gm (γ2 - amγ + 1).                            (6.1.23) 
 При любом нечетном N добавляется один постоянный линейный блок первого поряд-
ка, который можно считать нулевым блоком фильтра (m=0): 

   H(z) = G
1)1)/(γ-z(γ-1

1)γ/()z1(
+

++
21)/-(N

1m=
∏ Gm (1+z)2 /(1-bm z+cm z2),        (6.1.24) 

при этом, естественно, в выражении (6.1.24) используются значения коэффициентов Gm, bm и 
cm, вычисленные по (6.1.21-6.1.23) для данного нечетного значения N.  
 При z=exp(-jω) главный диапазон функций H(z) от -π до π. Для получения передаточ-
ной функции в шкале физических частот достаточно вместо z в выражения (6.1.20, 6.1.24) 
подставить значение z=exp(-jω∆t), где ∆t – физический интервал дискретизации данных, и 
проверить соответствие расчетной передаточной функции заданным условиям. 

  Продолжение примера расчета фильтра.  
  8. Вычисляем значения коэффициентов Gm, bm и cm: 
      - N=4:  γ = 1.637,   G1 = 0.203,   G2 = 0.149,   b1 = 0.681,   b2 = 
0.501,   c1 = 0.492,   c2 = 0.098. 
      - N=5:  γ = 1.698,   G1 = 0.203,   G2 = 0.151,   b1 = 0.763,   b2 = 
0.568,   c1 = 0.574,   c2 = 0.171. 
  9. Подставляем вычисленные коэффициенты в выражения 
(6.1.20, 6.1.24) и вычисляем значения передаточных функций 
при z = exp(-jω∆t). Графики полученных функций приведены 
на рис. 6.1.3. На рис. 6.1.4 приведена фазочастотная характери-
стика фильтра (сплошная кривая) и групповое время задержки 
(пунктир) при N=4. Нелинейность ГВЗ в полосе пропускания, в 
принципе, не так велика, но начинает увеличиваться при увели-
чении порядка фильтра. 

 
Во временной области фильтрация выполняется по-

следовательной сверткой входного сигнала с операторами ячеек фильтра: 
yk = xk * {h0(i)} * h1(i) * … * hМ(i),    i = 0,1,2. 

Уравнение рекурсивной фильтрации для m-го оператора фильтра: 
    yk = Gm (xk+2xk-1+xk-2) + bm yk-1 - cm yk-2.                 (6.1.25) 

Уравнение рекурсивной фильтрации для дополнительного h0(i) линейного оператора 
фильтра при нечетном N: 
    y0 = (xk+xk-1)/(γ+1) + yk-1·(γ-1)/(γ+1)                          (6.1.26) 

 
Рис. 6.1.3. 

 
Рис. 6.1.4. 
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  Продолжение примера расчета фильтра.  
  10. Каждый оператор фильтра имеет определенную 
передаточную функцию, что можно видеть на рис. 
6.1.5. Порядок последовательной свертки сигнала с 
операторами фильтра значения не имеет. 
  11. Для оценки длительности импульсной реакции 
фильтра подаем на вход фильтра импульс Кронекера на 
отсчете k = 3, и начинаем фильтрацию со второго от-
счета (что обеспечивает начальные условия фильтрации 
на точках k=0 и k=1). Сигналы на выходе первой и вто-
рой секции фильтра приведены на рис. 6.1.6.  

Каждая секция фильтра дает определенный сдвиг 
фазы сигнала, но их значение для секций не является одинаковым и устранение сдвига фазы сверт-
кой сигнала с последовательным изменением направления свертки по секциям результата, как пра-
вило, не дает. 
  12. Коэффициент усиления дисперсии шумов (сумма квадратов значений импульсного отклика) 
равен 0.341 при N=5, и 0.278 при N=4. 

 
Рис. 6.1.6. 

Значение множителя G в общем случае находится нормировкой к 1 коэффициента пе-
редачи фильтра при ω = 0. Для ФНЧ и ФВЧ при использовании вышеприведенных формул 
значение G равно 1. 

Курсовая работа 21- Исследование возможности устранения сдвига фазы сигналов при использовании 
фильтров Баттеруорта. 

Курсовая работа 22- Разработка программы расчета низкочастотного фильтра  Баттеруорта. 
 

6.2. ВЫСОКОЧАСТОТНЫЙ ФИЛЬТР БАТТЕРУОРТА  /12/. 
Синтез фильтров методом частотного преобразования. Высокочастотные и поло-

совые фильтры конструируются путем частотной трансформации передаточных функций 
фильтров низких частот. Если обозначить аргумент передаточных функций ФНЧ через p=jW, 
a функций ФВЧ и ПФ через s=jw, то всегда можно найти такую функцию частотного преоб-
разования p=F(s), которая превращает один тип фильтров в другой. Для преобразования ФНЧ 
→ ФВЧ функция частотного преобразования имеет вид: 
      p = 1/s,                                             (6.2.1)  

В этом нетрудно убедиться сравнением двух видов преобразования. Как известно, пе-
редаточная функция ФВЧ может быть получена из ФНЧ разностью между широкополосным 
фильтром (H(ω)=1) и ФНЧ. Применяя этот метод для функции Баттеруорта, получаем: 

|H(w)|2 = 1-|H(W)|2 = 1- 1/(1+W2N) = W2N/(1+W2N).                 (6.2.2) 
С другой стороны, при W = p/j:  |H(p)|2 = 1/(1-p2N). Выполняя подстановку (6.2.1) в это 

выражение, получаем: 
|H(s)|2 = s2N/(s2N-1). 

Возвратимся из последнего выражения к аргументу w с учетом принятого равенства 
s=jw: 

|H(s)|2 = (jw)2N/((jw)2N-1) =(w)2N/(1+(w)2N), 
что полностью повторяет (6.2.2) при w=W. 

Подставляя p=1/s непосредственно в выражение H(p) (6.1.16) для четного значения N, 

 
Рис. 6.1.5. 
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получаем: 

     H(s) = G
2N/

1m=
∏ s2/(s2+am s+1).                                 (6.2.3) 

 Для нечетного N: 

        H(s) = [G·s/(s+1)]
2N/

1m=
∏ s2/(s2+am s+1).                          (6.2.4) 

После билинейного z-преобразования выражения с подстановкой s=γ(1-z)/(1+z), для 
четного и нечетного значений N соответственно: 

     H(z) = G
2N/

1m=
∏ γ2·Gm·(1-z)2/(1-bm z+cm z2).                     (6.2.5) 

H(z) = G
1)1)/(γ-z(γ-1
1)γ/()z1(γ

+
+−

2N/

1m=
∏ γ2·Gm·(1-z)2/(1-bm z+cm z2).         (6.2.6) 

     Gm = 1/(γ2 + amγ + 1).                                          (6.2.7) 
     bm = 2·Gm (γ2 - 1). 
     cm = Gm (γ2 - amγ + 1). 

Значения коэффициентов Gm, bm, cm остаются без изменения (сравнить с (6.1.21-
6.1.23)). При задании частотных параметров ФВЧ в том же виде, что и для ФНЧ, формула 
расчетов N и ωdc получается аналогично ФНЧ, при этом в знаменателе выражения (6.1.6) 
отношение ωdp/ωds заменяется на ωds/ωdp: 
          N = ln [δ/ 11/A2

s − ] / ln(ωds/ωdp),                        (6.2.8) 
а в (6.1.7) деление членов правой части меняется на умножение: 
      ωdc =  ωdp·δ1/N.                                         (6.2.9) 

Уравнение рекурсивной фильтрации для m-го оператора фильтра: 
    yk = γ2·Gm (xk-2xk-1+xk-2) + bm yk-1 - cm yk-2.               (6.2.10) 

Уравнение рекурсивной фильтрации для дополнительного h0(i) линейного оператора 
фильтра при нечетном N: 
      y0 = γ·(xk-xk-1)/(γ+1) + yk-1·(γ-1)/(γ+1).                      (6.2.11) 

  Пример расчета фильтра высоких частот Баттеруорта.  
  Техническое задание:   
   - Шаг дискретизации данных ∆t = 0.0005 сек. 
                                                 Частота Найквиста fN = 1/2∆t = 1000 Гц,    ωN = 6.283·103 рад. 
   - Граничная частота полосы пропускания:   fp = 700 Гц,   ωp = 4.398·103 рад. 
   - Граничная частота полосы подавления:   fs = 500 Гц,   ωs = 3.142·103 рад. 
   - Коэффициенты неравномерности:    Ар = Аs = 0.1. 

Расчет дополнительных параметров: 
  1. δ = Ap 12/Ap − /(1-Ap):    δ= 0.484. 

  2. Деформированные частоты по формуле (6.1.4): 
ωdp = 7.85·103 рад.    ωds = 4·103 рад. 

  3. Порядок фильтра по формуле (6.2.8):  N = 4.483.    
Для расчетов принимаем N=4. 

  4. Частота среза фильтра по формуле (6.2.9): 
ωdc  = 6.549·103 рад (1042 Гц),       

  5. Строим график функции H(w) = )w/(1w 2N2N + , w = ω/ωdc, (рис.6.2.1). 
  6. Полюса pn фильтра полностью повторяют полюса ФНЧ (рис. 6.1.2), а, соответственно, повторя-
ются и значения коэффициентов am. 

 
Рис. 6.2.1. 
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  7. γ = 0.611,   G1 = 0.543,   G2 = 0.4,   b1 = - 0.681,   b2 = - 0.501,   c1 = 0.492,   c2 = 0.098. 
      При сравнении коэффициентов bm, cm и коэффици-
ентов в числителе передаточных функций ФВЧ с со-
ответствующими коэффициентами ФНЧ предыдущего 
примера можно заметить, что в данном фильтре отно-
сительно ФНЧ произошла только смена знаков коэф-
фициентов при нечетных степенях z. Это объясняется 
тем, что заданные в данном примере параметры ФВЧ 
по частоте соответствуют частотному реверсу ФНЧ:  
ω' = π-ω, что приводит к частотному реверсу переда-
точной функции низкочастотного фильтра и превра-
щению его в высокочастотный фильтр. Этот способ обращения ФНЧ также может использоваться 
для расчетов ФВЧ. 
  8. Импульсная реакция фильтра, вычисленная по (6.2.10) при подаче на вход фильтра импульса 
Кронекера приведена на рис. 6.2.2. 

6.3. ПОЛОСОВОЙ ФИЛЬТР БАТТЕРУОРТА   /12/. 
Как известно, полосовой фильтр можно получить непосредственной комбинацией низ-

кочастотного и высокочастотного фильтра при перекрытии полосы пропускания фильтров. 
Аналогичный эффект достигается и частотным преобразованием ФНЧ, которое в этом случае 
имеет вид: 
      p = s+1/s.                                                  (6.3.1) 

Подставив в (6.3.1) значения p = jW и s = jw, получим: 
W = [w2-1]/w, 

               w2-Ww-1 = 0.                                              (6.3.2) 
Корни уравнения (6.3.2): 

        (w)1,2 = W/2 ± 1(W/2)2 + .                                 (6.3.3) 
Расщепление спектра. При W=0 имеем w = ± 1, т.е. центр полосы пропускания ФНЧ 

(от -Wс до +Wс) расщепляется на два (как и положено, для полосовых фильтров) и смещается 
в точки w = ± 1. Подставив в (6.3.3) граничную частоту Wс=1 нормированного ФНЧ, опреде-
ляем граничные частоты нормированного полосового фильтра в виде пары сопряженных час-
тот: 

w1 = ± 0.618,     w2 = ± 1.618 
Сущность произведенного преобразования на-

глядно видна на рис. 6.3.1. Ширина полосы пропуска-
ния нормированного ПФ равна 1.  

Полученное преобразование можно распростра-
нить на полосовой фильтр с ненормированными часто-
тами ωн и ωв. 

Введем понятие геометрической средней часто-
ты фильтра ωо:  

                  ωо= ω ωн в .              
(6.3.4) 

Ширина полосы пропускания ПФ связана (см. рис.6.3.1) с граничной частотой ФНЧ 
соотношением: 

∆ω = ωв-ωн = ωс = ωн. 
В долях средней геометрической частоты: 

       Wн = (ωв-ωн)/ωо = Wс.                                      (6.3.5) 
Заменяя в (6.3.4-6.3.5) значение ωв на произвольную частоту ω и подставляя в (6.3.5) 

 
Рис. 6.2.2. 

 
Рис. 6.3.1. Расщепление полосы. 
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значение ωн = ω·ωо2  из (6.3.4), получаем произвольную частоту W: 
          W = (ω-ωн)/ωо = ω/ωo-ωo/ω.                                  (6.3.6) 

Отсюда, в выражении (6.1.1) вместо нормированной частоты W = ω/ωс можно приме-
нить функцию частоты полосового фильтра w(ω): 

w(ω) = (ω2-ωо
2)/[ω(ωв-ωн)], 

или, подставляя (6.3.4) вместо ωо: 
         w(ω) = (ω2-ωнωв)/[ω(ωв-ωн)].                             (6.3.7) 

Тем самым передаточная функция ФНЧ выражается в единицах, которые позволяют 
после применения преобразования (6.3.1) использовать для задания необходимые граничные 
частоты ωн и ωв полосового фильтра. 

  Пример расчета полосового фильтра Баттеруорта.  
  Техническое задание:   
   - Шаг дискретизации данных ∆t = 0.0005 сек. 

Частота Найквиста fN =  1/2∆t = 1000 Гц,    ωN = 6.283·103 рад. 
   - Нижняя граничная частота полосы пропускания:  fн = 340 Гц,   ωн = 2.136·103 рад. 
   - Верхняя граничная частота полосы пропускания:  fв = 470 Гц,   ωв = 2.953·103 рад. 
   - Крутизна срезов в децибелах на октаву:    Кр = 45. 
  Расчет параметров: 
  1. Порядок фильтра по формуле (6.1.6'):   

N = Кр/6 = 45/6 = 7.5. 
Для расчетов принимаем N=8. 

  2. Строим график функции H(ω) = ))w(1/(1 2Nω+  с 
использованием выражения (6.3.7). Передаточная харак-
теристика фильтра приведена на рис. 6.3.2.  
  3. Деформированные частоты по формуле (6.1.4): 

ωdн = 2.366·103 рад.    ωdв = 3.64·103 рад.    ωdo = 2.934·103. 
Полосовой фильтр на s-плоскости. С учетом деформации частот, принимаем p = jw = 

j(ω2-ωdнωdв)/[ω(ωdв-ωdн)],  s= jω и заменяем ω = s/j в выражении р: 
р = (s2+ωdнωdв)/[s(ωdв-ωdн)], 

     s2-p(ωdв-ωdн)s+ωdнωdв = 0.                               (6.3.8) 
Koрни уравнения (6.3.8) определяют местоположение полюсов ПФ: 

         s = s* = p(ωdв-ωdн)/2 ± dнdвdнdв ωω)/2]ω[p(ω 2 −− .               (6.3.9) 
Уравнение (6.3.9) показывает расщепление каждого p-полюса, определяемых выраже-

нием (6.1.14), на два комплексно сопряженных полюса s-плоскости, произведение которых 
будет давать вещественные биквадратные блоки в s-плоскости. При этом следует учесть то 
обстоятельство, что устойчивому рекурсивному фильтру на z-плоскости должны  соответст-
вовать полюса только одной (левой) половины p,s - плоскостей.  

Передаточная функция. При применении преобразования (6.3.1) к передаточной 
функции в полиномиальной форме (6.1.11), получаем: 

   H(p) = G
N

1m=
∏ 1/(p-pm)  G

N

1m=
∏ s/(s2-pm s+1) =  H(s),               (6.3.10) 

 Выражение (6.3.10) не требует нахождения полюсов, т.к. они уже известны и опреде-
ляются выражением (6.3.9). С учетом этого функция H(s) может быть записана с объединени-
ем в биквадратные блоки комплексно сопряженных полюсов с вещественными коэффициен-
тами: 

 
Рис. 6.3.2. 
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H(s) = G
N

1m=
∏ s/[(s-sm)(s-s*m)] = G

N

1m=
∏ s/(s2+am s+gm),             (6.3.11) 

где значения аm и gm могут быть определены непосредственно по полюсам (6.3.9): 
     am = -2 Re sm,       gm = (Re sm)2 + (Im sm)2 = |sm|2.              (6.3.12) 

  Продолжение расчета фильтра Баттеруорта.  
  4. Полюса фильтра на единичной окружности 
      в р-плоскости: 

pn = j·exp[j·π(2n-1)/2N],     n = 1,2,…,N. 
      Положение полюсов приведено на рис. 6.3.3. 
  5. Полюса в левой половине s-плоскости, n = 1,2,…,2N 
      (приведены на рис. 6.3.4): 

. 
  6. По полученным значениям полюсов вычисляем коэффициенты am и gm (6.3.12), m = n. 
      am = 196.8, 300.4, 581.2, 834.5, 930.5, 1188, 1196, 1304. 
      gm = 5.64·106, 1.314·107, 5.997·106, 1.236·107, 6.742·106, 1.1·107, 7.895·106, 9.39·106.   

По приведенному примеру можно заметить, что при использовании ненормированных 
частот ω, достаточно существенных по своей величине, значения s-полюсов и, соответствен-
но, величины коэффициентов аm и gm имеют большие порядки, что нежелательно для даль-
нейших расчетов и может приводить к появлению погрешностей при ограничении разрядно-
сти. Для исключения этого фактора значения полюсов sn рекомендуется пронормировать на 
среднюю геометрическую частоту:  

sn = sn/ωo. 

  Продолжение расчета фильтра Баттеруорта.  
  6'. Значения коэффициентов am и gm (6.3.12), вычисленные по нормированным значениям sn. 
      am = 0.067, 0.102, 0.198, 0.284, 0.317, 0.405, 0.407, 0.444. 
      gm = 0.655, 1.527, 0.697, 1.436, 0.783, 1.277, 0.917, 1.091.   

Коэффициент γ билинейного преобразования для ненормированных значений ω и по-
люсов sn имеет классическую форму: γ = 2/∆t. Соответственно, для нормированных значений: 
γ = 2/(∆t·ωo).  После билинейного z-преобразования выражения (6.3.11), получаем: 

        H(z) = G
N

1m=
∏ Gm (1-z2)/(1-bm z+cm z2).                                (6.3.13) 

Gm = 1/(γ+am+gmγ-1.                                            (6.3.14) 
     bm = 2Gm(γ-gmγ-1).                                               (6.3.15) 
     cm = Gm(γ-am+gmγ-1.                                            (6.3.16) 

  Продолжение расчета фильтра Баттеруорта (по нормированным полюсам sn).  
  7. Значения коэффициента γ:   γ = 1.363. 
  8. Значения коэффициентов Gm по (6.3.14): 
      Gm = 0.523, 0.387, 0.483, 0.37, 0.444, 0.37, 0.409, 0.384.  
  9. Значения коэффициентов bm по (6.3.15): 
      bm = 0.924, 0.188, 0.823, 0.23, 0.7, 0.315, 0.565, 0.432. 
  10. Значения коэффициентов cm по (6.3.16): 
      cm = 0.93, 0.921, 0.809, 0.789, 0.719, 0.701, 0.666, 0.659. 
  11. Общий нормировочный множитель G:   G = 1.264·10-3. 
  12. Заключительная передаточная функция: 

 
          Рис. 6.3.3.                      Рис. 6.3.4. 



 11

 
       При построении графика данной функции можно убедиться, что она полностью соответствует 
рисунку 6.3.2. 
  13. Уравнение одной секции фильтра: 

ym,k = Gm·(ym-1,k - ym-1,k-2) + bm ym,k-1 – cm ym,k-2 . 
Разные значения множителей Gm в секциях фильтра обычно опускаются и нормиров-

кой H(z) к 1 на геометрической средней частоте фильтра определяют общий множитель G, 
что ускоряет вычисления: 

G = 1/H(exp(-j∆tωo)).                                         (6.3.17) 
При очень малой величине порядка значения G для исключения и накопления аппа-

ратных ошибок вычислений можно применять и другой метод: устанавливать для всех сек-
ций постоянное значение Gm = const, такое, при котором G = 1. 

Если применить обратное частотное преобразование  p = s(ωв-ωн)/(s2+ωв ωн), то в 
результате будет получен полосовой заградительный фильтр. 

Курсовая работа 23- Разработка программы расчета полосового фильтра  Баттеруорта. 

6.4. ФИЛЬТРЫ ЧЕБЫШЕВА   /12/. 
Фильтры первого рода. Фильтры Чебышева с пульсациями передаточной функции в 

полосе пропускания и гладким затуханием в полосе подавления называют фильтрами Чебы-
шева первого рода, в отличие от инверсных фильтров Чебышева (второго рода). Аппроксима-
ционная формула фильтров Чебышева первого рода определяется выражением: 
     |H(W)|2 = 1/ [1+δN

2 TN
2(W)],                               (6.4.1) 

где ТN(W) - многочлен Чебышева N-го порядка: 
     Tn(W) = cos(n arccos(W)),  W≤ 1.                    (6.4.2) 
      = ch(n arcch(W)),    W>1.     n = 1,2,... 

Критерий приближения Чебышева, который широко используется не только в тео-
рии фильтров - минимум максимальной ошибки приближения (минимаксное приближение). 
В соответствии с этим приближением параметры передаточной функции подбираются таким 
образом, чтобы в полосе передачи АЧХ наблюдались равноволновые пульсации коэффициен-
та передачи, которые являются "платой" за повышение крутизны среза фильтра. 

Полиномы Чебышева вычисляются по рекуррентной формуле: 
     Tn(W) = 2W Tn-1(W) - Tn-2(W),                            (6.4.3)    
     T1(W) = W,   To(W) = 1. 

Для ФНЧ при W = ω/ωp имеет место Тn(1) = 1, |H(W)|2 = 1/(1+δ2) и значением δ зада-
ется коэффициент пульсаций в полосе передачи. При задании полосы по уровню Аp значение 
δ рассчитывается аналогично фильтру Баттеруорта. 

Соответственно, при задании Аs на границе полосы подавления, имеем: 
     1/(1+δ2 TN

2(ωs/ωp)) = As
2.                                  (6.4.4) 

          N = arcch[ 1s1/A2 − /δ] / arcch(ωs/ωp).                           (6.4.5) 
Дальнейшие расчеты идентичны расчетам фильтров Баттеруорта, равно как и частот-

ные преобразования фильтров ФНЧ в ФВЧ и ПФ. 
Курсовая работа 24- Разработка программы расчета низкочастотного фильтра Чебышева 1-го рода. 

Фильтры второго рода. Для фильтров Чебышева второго рода, с гладкой передаточ-
ной характеристикой в зоне пропускания и равноволновыми пульсациями в зоне подавления, 
используется функция: 
    |H(W)|2 = 1/[1+δ2(TN

2(Ws)/TN
2(Ws/W))],                       (6.4.6) 

где W = ω/ωp, Ws = ωs/ωp. Условие задания параметра δ остается без изменений. На границе 
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полосы подавления при ω = ωs: 1+δ2TN
2(ωs/ωp) = 1/As

2, откуда значение N также определя-
ется аналогично фильтру первого рода. Дальнейший порядок расчетов фильтров Чебышева 
второго рода не отличается от фильтров первого рода. 

Курсовая работа 25- Разработка программы расчета низкочастотного фильтра Чебышева 2-го рода. 

6.5. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ. 
При использовании РЦФ очень часто упускается вопрос длительности фактического 

затухания переходного процесса. Между тем, для эффективного запуска РЦФ необходим по-
ток входных данных xn и множество начальных значений уn. Если начальные значений уn 
неизвестны и принимаются равными нулю, начальный переходной процесс включения неиз-
бежен. При этом существует четкая тенденция - чем больше крутизна фильтра, тем дольше 
затухает переходной процесс. Поэтому РЦФ применяют, в основном, при обработке доста-
точно протяженных массивов. При обработке коротких массивов, длина которых соизмерима 
с длительностью переходного процесса РЦФ, необходим предварительный подбор начальных 
значений уn. Проводится он, как правило, чисто эмпирически, с использованием различных 
наборов начальных данных. 

Второй фактор, который следует учитывать - сдвиг фазы. Если при обработке данных 
сдвиг фазы входных сигналов недопустим, то следует применять либо дополнительный ком-
пенсирующий фильтр, восстанавливающий фазу обработанных сигналов, либо применять 
последовательную двойную фильтрацию однотипным рекурсивным фильтром с прямым и 
обратным проходом обрабатываемых данных. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 

Тема 7: ДЕКОНВОЛЮЦИЯ СИГНАЛОВ 
Если дом красив, то мы понимаем, что он был выстроен для хозяев, а не 
для мышей. 

Хрисипп. Древнегреческий философ. III в.д.н.э. 

Деконволюция сходна с археологией. Задача – восстановить дом из раз-
валин. Обнадеживает, если обломки на месте. Но если только песок, то 
и для мышей дома не получится. 

Григорий Старцев. Уральский геофизик. ХХ в. 
 

Содержание:   
Введение.  
7.1. Понятие деконволюции. Определение деконволюции. Особенности деконволюции. Устойчи-

вость фильтров деконволюции.  
7.2. Инверсия импульсного отклика фильтра.  
7.3. Оптимальные фильтры деконволюции. Принцип оптимизации. Уравнение оптимальной 

инверсии. Уравнение Левинсона.  
7.4. Рекурсивная деконволюция.  
7.5. Фильтры неполной деконволюции.  
Литература. 

ВВЕДЕНИЕ. 
Деконволюция или обратная свертка в геофизике используется очень широко. Она 

применяется для сжатия сигналов с целью повышения временного или пространственного 
разрешения результатов измерений. В грави- и магниторазведке с использованием деконво-
люции производятся перерасчеты аномальных полей вниз. В ядерной геофизике методы де-
конволюции являются основными при количественной интерпретации результатов измере-
ний, чему способствует принцип суперпозиции ядерно-физических полей. 

7.1. ПОНЯТИЕ ДЕКОНВОЛЮЦИИ. 
Определение деконволюции. Если для прямой свертки сигнала x(k) c импульсным от-

кликом h(n) линейной системы (фильтра) мы имеем уравнение: 
y(k) = h(n) * x(k)  H(z)X(z) = Y(z), 

то, в принципе, возможна постановка и обратной задачи, задачи деконволюции - определение 
сигнала на входе линейной системы по значениям выходного сигнала: 
   X(z) = Y(z)/H(z) = Y(z)H-1(z)  y(k) * h-1(n) = x(k),            (7.1.1) 
где индексом "-1" символически обозначен оператор обратного фильтра, инверсный прямому. 
Очевидно: 
    H(z)H-1(z) = 1  h(n) * h-1(n) = δo(n),                         (7.1.2) 
     H-1(z) = 1/H(z)  h-1(n).                                    (7.1.3) 
где δo(n) - импульс Кронекера (δo(n) = 1 при n = 0,  δo(n) = 0 при n ≠ 0). 

 
Рис. 7.1.1. 

Пример инверсии оператора через спектральное представление приведен на рис. 7.1.1 
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(исходный оператор hn → спектральная плотность H(ω) → инверсная спектральная плотность 
H-1(ω) → инверсный оператор h-1

n на начальном интервале отсчетов). 
Особенности деконволюции. Выражение (7.1.3) позволяет сделать некоторые выводы 

об особенностях выполнения деконволюции. 
При ограниченной импульсной реакции h(n) инверсный оператор h-1(n) в общем слу-

чае не ограничен. Так, например, если импульсная реакция представлена нормированным 
диполем h(n) = {1,a}  (1+az) = h(z), то имеем: 

H-1(z) = 1/(1+az) = 1-az+a2z2-a3z3+ .... 
h-1(n) = {1, -a, a2, -a3,....}. 

 Это действительно практически для любых операторов фильтров, энергия которых на 
каких-либо ограниченных участках главного частотного диапазона близка к нулевой. При 
инверсии спектральной функции таких операторов на этих участках возникают резкие энер-
гетические пики, которые при обратном преобразовании Фурье дает медленно затухающие 
функции операторов. Пример такого явления приведен на рис. 7.1.2. 

 
Рис. 7.1.2. 

Отсюда следует, что для точного выполнения деконволюции необходимо располагать 
бесконечно длинным инверсным оператором фильтра. Заметим также, что инверсия операто-
ров обычно всегда связана с усилением высоких частот, что приводит к резкому повышению 
коэффициента усиления дисперсии помех инверсных фильтром.   Практически, деконволю-
ция выполняется, если инверсный оператор достаточно быстро затухает и может быть огра-
ничен. Но использование усеченных операторов приводит к появлению определенной по-
грешности деконволюции, величину которой следует контролировать.  

Устойчивость фильтров деконволюции. Функция H(z) в выражении (7.1.3) имеет 
особые точки - нули функции, которые становятся полюсами функции H-1(z) = 1/H(z) и опре-
деляют устойчивость инверсного фильтра. Для того чтобы фильтр деконволюции был устой-
чивым, ряд 1/H(z) должен сходиться, т.е. полюса функции должны находиться вне единично-
го круга на z-плоскости.       

Многочлен H(z) порядка N может быть разложен на N простых сомножителей - дву-
членов (диполей): 
     H(z) = (а-z)(b-z)(c-z)....,                                  (7.1.4) 
где а, b, с,.. - корни полинома. Обращение передаточной функции: 

          H-1(z) = ⋅⋅⋅
−

⋅
−

⋅
− zc

1
zb

1
za

1                                      (7.1.5) 

Если каждый из диполей функции (7.1.4) является минимально-фазовым диракоидом, 
т.е. корни диполей находится вне единичного круга на z-плоскости и модули нулевых членов 
диполей всегда больше следующих за ними первых членов (в данном случае: |а|>1, |b|>1, 
|с|>1), то и функция H(z) в целом также является минимально-фазовым диракоидом. При 
этом максимум энергии импульсного отклика сосредоточен в его начальной части и последо-
вательность отсчетов представляет собой затухающий ряд. Соответственно, и функция 1/H(z) 
также будет представлять собой сходящийся ряд, и инверсный фильтр будет устойчив. Так, 
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например, фильтр, реализующий передаточную функцию (7.1.5), в самой общей форме мо-
жет быть выполнен в виде включенных последовательно фильтров, каждый из которых имеет 
передаточную функцию следующего типа (для первого фильтра): 

H1
-1(z) = 1/(a-z) = (1+z/a+z2/a2+...)/a. 

  Пример 1 проверки устойчивости инверсного фильтра.  
  Оператор фильтра hn = {0.131, 0.229, 0.268, 0.211, 0.111, 0.039, 0.009, 0.001}, N = 7.  Оценить воз-
можность инверсии оператора. 
  1. Переводим значения оператора в полином по zn:     H(z) = Σn hn zn. 
  2.  Находим  модули корней полинома:  zn = {1.896, 1.896, 
1.896, 2.87, 2.87, 1.253, 1.253}. 
   Модули всех корней больше 1, следовательно, полюсы 
инверсного полинома будут находиться за пределами еди-
ничной окружности на z-плоскости, и инверсный оператор 
устойчив. Форма исходного оператора и положение полю-
сов инверсного оператора на z-плоскости приведены на 
рис. 7.1.3. Попутно отметим, что чем дальше от единичной 
окружности ближайшие к ней полюса, тем быстрее затуха-
ет инверсный оператор фильтра. 

  Пример 2 проверки устойчивости инверсного фильтра.  
  Оператор фильтра hn практически тот же самый, но 
сдвинут вправо на один отсчет и, соответственно, допол-
нен новым нулевым отсчетом h0 = 0.048.  
  Находим  новые модули корней полинома:  zn = {1.271, 
1.271, 1.271, 1.924, 1.924, 0.84, 0.84}. 
  Форма исходного оператора и положение полюсов при-
ведены на рис. 7.1.4. Два полюса находятся внутри еди-
ничного круга, а, следовательно, инверсный оператор не 
будет устойчивым (будет незатухающим расходящимся 
рядом).   

Обращение недиракоидных функций. Если H(z) - реверсоид, т.е. корни составляющих 
его диполей находятся внутри и на единичном круге в z-плоскости, то устойчивое обращение 
H(z) является антиимпульсом (с отрицательными степенями z) и для его использования не-
обходимо располагать "будущими" значениями входного сигнала. 

  Пример.  
  Передаточная функция фильтра: H(z) = 1-2z.   Инверсная функция H-1(z) = 1/(1-2z). Частотные 
спектры функций приведены на рис. 7.1.5. 
  Полюс функции zp = 1/2 и находится внутри единич-
ного круга на z-плоскости. 
  Перепишем выражение для инверсного фильтра в 
следующем виде: 

H-1(z) = -(1/2z) [1+1/2z+1/(2z)2+...]. 
  Это выражение является разложением в ряд по степе-
ням 1/z и сходится к кругу радиусом 1/2 при z → ∞. 
Коэффициенты при степенях 1/z являются, соответст-
венно, коэффициентами инверсного фильтра с коорди-
натами (-n), т.е. фильтр оперирует с "будущими" от-
счетами входного сигнала (см. рис. 7.1.5). 

Если диполи функции (7.1.4) представляют собой и диракоиды, и реверсоиды, то об-
ращение будет центроидом и определяется полным рядом Лорана: 

H-1(z) = ...+h-2z-2+h-1z-1+h0+ h1z1+h2z2+ ..., 
т.е. оператор инверсного фильтра является двусторонним и не обязательно симметричным, 

 
Рис. 7.1.3. 

 
Рис. 7.1.4. 

 
Рис. 7.1.5. 
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как мы обычно рассматривали ранее двусторонние операторы. 
7.2. ИНВЕРСИЯ ИМПУЛЬСНОГО ОТКЛИКА ФИЛЬТРА. 

Вычисление коэффициентов инверсного фильтра по значениям каузального (односто-
роннего) оператора h(n) может быть проведено на основе выражения (7.1.2): 

     
∞

=
∑

0 k
h-1(k)h(n-k) = δo(n),                                  (7.2.1) 

для чего достаточно развернуть его в систему n-уравнений при n = 0,1,2…, k  ≤ n 
n = 0:   h-1(0)h(0) = 1,                                     h-1(0) = 1/h(0). 
n = 1:   h-1(0)h(1)+h-1(1)h(0) = 0,                    h-1(1) = h-1(0)h(1) / h(0). 
n = 2:   h-1(0)h(2)+h-1(1)h(1)+h-1(2)h(0) = 0,   h-1(2) = (h-1(0)h(2)+h-1(1)h(1))/h(0),   и т.д. 
Продолжая последовательно, можно вычислить любое количество значений коэффи-

циентов инверсного фильтра. Рекуррентная формула вычислений: 

    h-1(n) = -[
1n-

k 0=
∑ h-1(k)h(n-k)] / h(0).                             (7.2.2) 

Если фильтр деконволюции устойчив и ряд h-1(n) сходится, то появляется возмож-
ность ограничения количества членов ряда с определенной ошибкой восстановления исход-
ного сигнала. Метрика приближения Е (квадратичная норма разности) определяется выраже-
нием: 

Е2 = nΣ [δo(n) - h(n) * h-1(n)]2.                                    (7.2.3) 
 Ошибка восстановления исходного сигнала проявляется со сдвигом на длину прямого 
оператора фильтра. 

  Пример инверсии оператора фильтра.  
  Оператор фильтра  
     hn = {0.219, 0.29, 0.257, 0.153, 0.061, 0.016, 0.003}. 
  1. Полином по zn:     H(z) = Σn hn zn. 
  2. Модули корней полинома:   
      zn = {2.054, 2.054, 2.485, 2.485, 1.699, 1.699}. 
      Модули корней больше 1, инверсный фильтр должен 
быть устойчивым и, судя по значениям корней (доста-
точно существенно отличающимся от 1), быстро зату-
хающим.  
  3. Двенадцать первых значений инверсного оператора при вычислении по (7.2.2): 
    h-1(n) = {4.56, -6.033, 2.632, 0.417, -0.698, -0.062, 0.267, -0.024, -0.11, 0.051, 0.018, -0.019, 0.004}. 
      Значения прямого и инверсного оператора фильтра приведены на рис. 7.2.1. 
  4. Значения свертки прямого оператора с инверсным при разной длине N инверсного фильтра и 
метрика приближения: 
    N=4, σn={1, 0, 0, 0, 0, 0.014, -0.04, -0.056, -0.028, -0.01, -0.002, 0, 0, …}.  E=0.077. 
    N=6, σn={1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.005, 0.031, 0.027, 0.013, 0.004, 0.001, 0, 0, …}. E=0.044.  
    N=8, σn={1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, -0.011, -0.019, -0.014, -0.006, 0.002, <0.001, 0, 0, …}. E=0.027. 
    N=10, σn={1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.004, 0.006, 0.004, 0.002, <0.001, 0, 0, …}. E=0.0086. 
 На рис. 7.2.2 приведены абсолютные значения ошибки деконволюции при разной длине N. 

 
         Рис. 7.2.2. 

7.3. ОПТИМАЛЬНЫЕ ФИЛЬТРЫ ДЕКОНВОЛЮЦИИ  /12,22/. 

 
Рис. 7.2.1. 
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Можно рассчитать оптимальные фильтры деконволюции, метрика приближения кото-
рых много меньше, чем у усеченных фильтров деконволюции. Для получения общего урав-
нения оптимальной деконволюции будем считать, что число коэффициентов оператора hn 
равно M+1, a число коэффициентов инверсного оператора hn

-1 равно N+1. 
Принцип оптимизации. Выходная функция приближения при использовании уравне-

ния свертки (7.1.2) с ограничением числа членов оператора фильтра: 

        F = Е2 = 
NM

 k

+

=
∑

0
[δo(k)-xk]2.      xk =

N

 k 0=
∑ hn

-1 hk-n.                (7.3.1) 

Чтобы определить минимум функции, приравняем нулю  частные производные от Е 
по неизвестным коэффициентам фильтра: 

     dF/dhj
-1 = 

NM

 k

+

=
∑

0
-2hk-j [δo(k) -

N

 k 0=
∑ hn

-1 hk-n] = 0.                 (7.3.2) 

         
NM

 k

+

=
∑

0
hk-j 

N

 k 0=
∑ hn

-1 hk-n = 
NM

 k

+

=
∑

0
hk-j δo(k) = h-j.                 (7.3.3) 

      
N

 k 0=
∑ hn

-1 NM

 k

+

=
∑

0

 hk-n hk-j  = 
N

 k 0=
∑ hn

-1 aj-n = h-j,    j = 0,1,2, ..., N,          (7.3.4) 

где aj-n - функция автоковариации импульсной реакции h(n). Учитывая также, что hn = 0 при 
n<0 и аj = a-j (функция автоковариации является четной функцией), окончательное решение 
определяется следующей системой линейных уравнений: 

a0 h0
-1 + a1 h1

-1 + a2 h2
-1 + a3 h3

-1 + ...  + aN hN
-1 = h0           (7.3.5) 

a1 h0
-1 + a0 h1

-1 + a1 h2
-1 + a2 h3

-1 + ...  + aN-1 hN
-1 = 0 

a2 h0
-1 + a1 h1

-1 + a0 h2
-1 + a1 h3

-1 + ...  + aN-2 hN
-1 = 0 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

aN h0
-1 + aN-1 h1

-1 + aN-2 h2
-1 +  aN-3 h3

-1 +... +a0 hN
-1 = 0 

 

  Пример расчета оптимального фильтра деконволюции.   
  Повторим инверсию оператора, приведенного в последнем примере (рис. 7.2.1 и 7.2.2), при N=6. 
  1. Значения оптимального инверсного оператора в сопоставлении с усеченным: 
    h-1(n) = {4.56, -6.033, 2.632, 0.417, -0.698, -0.062, 0.267} – прямой расчет по (7.2.2). 
    h-1(n) = {4.557, -6.026, 2.633, 0.397, -0.693, -0.009, 0.145} – расчет по (7.3.5). 
  2. Значения свертки инверсных операторов с прямыми и метрики приближения: 
    Оператор по (7.2.2) – рис. 7.3.1(А):  σn= {1, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.005, 0.031, 0.027, 0.013, 0.004, 
0.001, 0, 0,…}. E=0.044. 
    Оператор по (7.3.5) – рис. 7.3.1(В):  σn= 
{0.999, <0.001, 0.002, -0.003, -0.003, 0.013, -
0.008, -0.012, 0.011, 0.013, 0.007, 0.002, 
<0.001, 0, 0, …}. E=0.027. 
    Метрика приближения оптимального опе-
ратора в 1.6 раза меньше усеченного. 
    Как видно на рис. 7.3.1, оптимизация ин-
версного оператора заключается в центрировании ошибок приближения и тем самым уменьшении 
максимально возможных ошибок. 

Уравнение оптимальной инверсии. Оптимальный инверсный фильтр может быть по-
лучен непосредственно с использованием z-образов импульсной реакции и автоковариаци-
онной функции прямого фильтра. Если для прямого фильтра мы имеем передаточную функ-
цию H(z), то z-образ автоковариационной функции фильтра (как z-отображение спектраль-
ной плотности мощности) представляет собой произведение: 

 
Рис. 7.3.1. 
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           A(z) = H(z)H*(z),                                           (7.3.6) 
где H*(z)- функция, комплексно сопряженная с H(z). Заменяя H(z) для функции диракоидно-
го типа выражением H(z) = 1/H-1(z), получаем: 
         А(z)H-1(z) = H*(z).                                         (7.3.7) 

Запишем последнее равенство в развернутом виде: 
(а-Nz-N+ ... +a-1z-1+a0+a1z1+ ... +aNzN)(h0

-1+h1
-1z1+h2

-1z2+ ... +hN
-1zN) = 

          = h0*+h1*z-1+h2*z-2+ ... +hN*zN.                                       (7.3.8) 
В выражении (7.3.8) сумма коэффициентов при одинаковых степенях z в левой части 

равенства должна быть равна коэффициенту при соответствующей степени z в правой части 
равенства, что позволяет составить следующую систему из N уравнений для коэффициентов 
при степенях z0, z1, z2, ... , zN: 

a0 h0
-1 + a-1 h1

-1 + a-2 h2
-1 + a-3 h3

-1 + ...  + a-N hN
-1 = h0*       (7.3.9) 

a1 h0
-1 + a0 h1

-1 + a-1 h2
-1 + a-2 h3

-1 + ...  + a-N-1 hN
-1 = 0 

a2 h0
-1 + a1 h1

-1 + a0 h2
-1 + a5 h3

-1 + ...  + a-N-2 hN
-1 = 0 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

aN h0
-1 + aN-1 h1

-1 + aN-2 h2
-1 +  aN-3 h3

-1 +... +a0 h-N
 -1 = 0 

В случае вещественных фильтров, когда аi = a-i и h0* = h0, уравнение (7.3.9) идентич-
но уравнению (7.3.5). 

Уравнение Левинсона. Практический способ расчета оптимальных инверсных фильт-
ров по уравнению (7.3.9) предложен в 1947 году Н.Левинсоном. 

Перепишем уравнение (7.3.9) в матричной форме: 

   

0
0
0

0

1

1
1

1
0

021

1101

210
*

NNNN

N

N h

h
..

h
h

.

a...aaa
...........

a...aaa
a...aaa

=

−

−

−

−−

−                      (7.3.10) 

Так как коэффициенты инверсного фильтра достаточно определить с точностью до 
произвольного масштабного множителя, приведем ho

-1 к 1, a функцию автоковариации пере-
ведем в функцию коэффициентов корреляции делением обеих частей уравнения на аo. Обо-
значая Аi = аi/ao, Wi = hi

-1/ho
-1 и V =  ho*/(ho

-1ao) =  hoho*/ao , получаем: 

          
A A A A
A A A A

A A A A

W
W

W

VN

N

N N N

j

j

Nj

j0 1 2

1 0 1 1

1 2 0

0

1 0
0
0

. . .

. . .
. . . . . . . . . . .

. . .

.
. .

−

− −

=
                  (7.3.11) 

где для значений W и V введен индекс j номеров предстоящих итераций по циклу вычисле-
ния коэффициентов фильтра. 

При нулевой итерации (N=0, j=0) имеем только одно уравнение: 
          A W V0 0 0 0. = .                                      (7.3.12) 

Благодаря проведенной нормировке решения уравнения (7.3.12) не требуется: 
А0= 1, V0= 1, W00= 1. 

Составим уравнение для двучленного фильтра (N=1, j=1): 
     A A

A A
W
W

V0 1

1 0

01

11
1

0. =                                    (7.3.13) 

Перепишем уравнение (7.3.12) в прямой форме: 
            А0 W00 = V0.                                               (7.3.14) 

Запишем вспомогательную систему, для чего к уравнению (7.3.14) добавим вторую 
строку с новой постоянной Еj: 
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A0 W00 + A1·0 = V0, 
A1 W00 + A0 ·0 = E1. 

В матричной форме: 
     A A

A A
W V

E
0 1

1 0
0 0 0

10. =                                   (7.3.15) 

Реверсируем уравнение (7.3.15): 
     A A

A A W
E
V

0 1

1 0 0 0
1

0

0. =                                   (7.3.16) 

Вычтем (7.3.16) из (7.3.15) с неопределенным множителем Rj: 
   A A

A A
W R W

V
E R E

V
0 1

1 0
0 0

1
0 0

0

1
1

1

00
0. −⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
= −                (7.3.17) 

Из верхней строки уравнения (7.3.16) можно получить значение Е1: 
      Е1= A1W00.                                            (7.3.18) 

Уравнение (7.3.13) можно  сделать  равнозначным  уравнению (7.3.17), если правую 
часть нижней строки уравнения (7.3.17) приравнять правой части нижней строки уравнения 
(7.3.13): 

E1 - R1V0 = 0 
      R1 = E1/V0.                                             (7.3.19) 

При этом из правых частей верхних строк уравнений (7.3.13,7.3.17) будем иметь: 
             V1 = V0 - R1E1.                                           (7.3.20) 

Приравнивая друг другу левые части уравнений (7.3.13,7.3.17), получаем: 
W01 = W00 - R1·0 = W00 = 1. 

     W11 = 0 - R1W00 = -R1W00.                                (7.3.21) 
Этим заканчивается первая итерация. Аналогично, для второй итерации: 

    A A A
A A A
A A A

W
W
W

V0 1 2

1 0 1

2 1 0

0 2

1 2

2 2

2
0
0

. =
                                    (7.3.22) 

    A A A
A A A
A A A

W
W

V

E

0 1 2

1 0 1

2 1 0

0 1

1 1

1

20
0. =

                                    (7.3.23) 

    A A A
A A A
A A A

W
W

E

V

0 1 2

1 0 1

2 1 0

1 1

0 1

2

1

0
0. =

                                    (7.3.24) 

  A A A
A A A
A A A

W
W R W

W

V

E
R

E

V

0 1 2

1 0 1

2 1 0

0 1

1 1 2 1 1

0 1

1

2
2

2
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0
0 0. −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= −

                 (7.3.25) 

Из верхней строки уравнения (7.3.24): 
Е2 = A1W11+A2W01. 

Из правых частей нижней и верхней строк уравнений (7.3.22,7.3.25): 
R2 = E2/V1, 

V2 = V1 - R2E2. 
Новые коэффициенты из левых частей уравнений (7.3.22,7.3.25): 

W02 = W01 - R2 ×  0= 1, 
W12 = W11 - R2W11, 

W22 = 0 - R2W01. 
Анализ расчетов позволяет вывести следующие рекуррентные формулы: 

       Ej =
j

i 0=
∑
 

AiWj-i,j ,   j = 1,2,...,M.                           (7.3.26) 

Rj = Ej/Vj-1,  
Vj = Vj-1 - RjEj, 



 

 

8

Wi,j = Wi,j-1 - RjWj-1,j-1,  i = 0,1,.., j. 
Подпрограммы решения уравнений для ЭВМ приведены в литературе /12,22/. 

7.4. РЕКУРСИВНАЯ ДЕКОНВОЛЮЦИЯ  /22/. 
Запишем уравнение (7.1.3) для инверсного фильтра в развернутой форме: 

     H-1(z) = 1/(h0+h1z+h2z2+ ...).                             (7.4.1) 
Так как для минимально-фазового оператора всегда выполняется условие h0 ≠ 0, при-

ведем (7.4.1) к виду: 
        H-1(z) = (1/h0)/(1+h1z/h0+h2z2/h0+...) = G/(1+q1z+q2z2+ ...),       (7.4.2) 
где: G = 1/h0, q1 = h1/h0, q2 = h2/h0 и т.д. Но уравнение (7.4.2) есть не что иное, как уравнение 
передаточной функции рекурсивного фильтра, где цепь обратной связи образована коэффи-
циентами нормированного оператора h(n). Алгоритм вычислений: 

yk = G·xk –
N

1=
∑
 n

qn·yk-n. 

Выражение (7.4.2) уникально по своим возможностям. В принципе, оно может реали-
зовать оператор инверсной фильтрации с бесконечным импульсным откликом. На практике 
оно может использоваться вместо медленно затухающих инверсных операторов, модуль од-
ного из полюсов которого очень близок к 1 (менее 1.1) при высоких требованиях к метрике 
приближения.  

  Пример рекурсивной деконволюции.   
  Оператор фильтра hn = {0.41, 0.791, 
0.401, -0.193, -0.367, -0.166, 0.032, 
0.068, 0.027, -0.001},  N=9. 
  1. Модуль одного из корней фильт-
ра равен 1.032, что приводит к очень 
слабому затуханию инверсного опе-
ратора. Метрика приближения даже 
при N=100 для усеченного оператора 
составляет 0.3. Форма операторов 
приведена на рис. 7.4.1. 
  2. При использовании оп-
тимального инверсного 
оператора с N=100 значе-
ние погрешности прибли-
жения уменьшается более 
чем в 20 раз, что позволяет 
уменьшить длину операто-
ра до N=35 при погрешно-
сти приближения порядка 
0.1 (рис 7.4.2(А)), при этом абсолютные значения погрешностей приближения не превышают 0.03 
(рис. 7.4.2(В)). 
  3. Расчет коэффициентов фильтра рекурсивной деконволюции: 
    - G = 1/ho = 2.441 
    - gn = hn·G.   gn = {1.932, 0.978, -0.472, -0.896, -0.405, 0.077, 0.165, 0.065, -0.003},  n=1,2,3,…,9. 
    На рис. 7.4.3 приведены результаты рекурсивной деконво-
люции оператора hn. Как и следовало ожидать, деконволюция 
абсолютно точно, с нулевой метрикой, восстанавливает им-
пульс Кронекера, хотя собственный импульсный отклик ре-
курсивного оператора повторяет оператор h-1

n при его вычис-
лении по формуле (7.2.2) и длительность его значимой части 
близка к 200. Естественно, что коэффициент усиления диспер-
сии шумов при данной операции вычисляется по значениям 

 
Рис.7.4.1. 

 
Рис.7.4.2. 

 
Рис. 7.4.3. 
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импульсного отклика и весьма существенен, как и для всех инверсных операторов. 

7.5. ФИЛЬТРЫ НЕПОЛНОЙ ДЕКОНВОЛЮЦИИ. 
Рассмотренные выше методы относятся к расчету так называемых идеальных инверс-

ных фильтров, т.е. фильтров полной прямой инверсии системных операторов. Однако ис-
пользование идеальных инверсных фильтров на практике не всегда возможно, т.к. регистри-
руемые данные обычно осложнены влиянием помех (шумов), а инверсные фильтры обычно 
имеют коэффициент усиления шумов значительно больше 1. В этом случае задача точной 
деконволюции (восстановления истинной первоначальной формы сигнала), как правило, не 
ставится, и инверсные фильтры считаются оптимальными с точки зрения максимального 
приближения к форме полезного сигнала с определенным допустимым коэффициентом уси-
ления дисперсии помех. Такие фильтры называются фильтрами неполной (частичной, огра-
ниченной) деконволюции. При проектировании фильтров неполной деконволюции учитыва-
ются статистические характеристики помех во входном сигнале и их соотношение со стати-
стическими характеристиками самого входного сигнала. Передаточная функция фильтра не-
полной деконволюции с учетом помех во входном сигнале определяется выражением: 
     H-1(z) = H*(z)/[|H(z)|2+g2],                                (7.5.1) 
где g2 = k·σh

2 - дисперсия шумов в единицах дисперсии оператора hn, σh
2 – дисперсия значе-

ний оператора hn, (при условии суммы значений оператора, равной 1), k - отношение диспер-
сии шумов к дисперсии оператора hn. Коэффициент g2 играет роль регуляризирующего фак-
тора при выполнении операции деконволюции информации. 

На рис. 7.5.1 пример формы оператора 
hn и спектральных функций (7.5.1) при раз-
ных значениях параметра g. При g = 0 выра-
жение (7.5.1) обращается в идеальный ин-
версный фильтр 1/H(z). Во втором крайнем 
случае, при g2>>|H(z)|2, фильтр (7.5.1) пере-
ходит в фильтр, согласованный с сигналом по 
частотному спектру: H-1(z) = H*(z)/g2, кото-
рый только максимизирует отношение сиг-

нал/помеха. 
На рис. 7.5.2 приведена форма инверсных операторов, соответствующая их частотным 

характеристикам на рис. 7.5.1(В), и результаты свертки инверсных операторов с прямым (для 
лучшего просмотра графики прямой оператор при свертке сдвинут вправо на 2 значения ∆t). 
При g=0 коэффициент усиления дисперсии шумов равен 11, при g=0.4σh

2 равен 4.6. Однако 
снижение усиления дисперсии шумов сопровождается увеличением погрешности приближе-
ния, что можно видеть на рис. 7.5.2(В), при этом уменьшается амплитуда восстановления 
импульса Кронекера и появляются осцилляции после импульса. Но при наличии шумов и 
правильном выборе параметра g общее отношение амплитудных значений сигнал/ шум для 
оператора по (7.5.1) больше, чем для прямой инверсии по (7.1.3), что объясняется более су-
щественным уменьшением коэффициента усиления дисперсии шумов при увеличении пара-
метра g, чем увеличением погрешности приближения.  

 
Рис. 7.5.1. 
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Рис. 7.5.2. 

Операторы оптимальных фильтров также могут вычисляться с учетом помех. Если 
сигнал s(k) и помеха статистически независимы, то функция автоковариации сигнала на вхо-
де фильтра: 
      аi = asi + bi,                                               (7.5.2) 
где asi и bi - функции автоковариации сигнала и помех. При помехе типа белого шума функ-
ция автоковариации помех представляет собой весовую дельта-функцию в точке 0: 
       bi = c2δi,                                                  (7.5.3) 
где с2- дисперсия помех. С учетом этого фактора расчет оптимальных инверсных фильтров 
может проводиться по вышеприведенным формулам (7.3.5, 7.3.9) с изменением значения ко-
эффициента аo: 
      ao= ao + c2.                                               (7.5.4) 

 
Рис. 7.5.3. 

 На рис. 7.5.3(А) приведены примеры операторов оптимальных инверсных фильтров, 
вычисленные по прямому оператору, приведенному на рис. 7.5.1(А). Значения коэффициента 
с2 заданы в долях дисперсии прямого оператора. Ввод коэффициента с2 в функцию автокова-
риации резко уменьшает значения коэффициентов инверсного оператора и, соответственно, 
уменьшает коэффициент усиления дисперсии помех. Для приведенного примера при исход-
ном значении коэффициента усиления дисперсии шумов порядка 12 для с2=0, его значение 
уменьшается до 1.8 при с2=0.1σ2 и становится меньше 1 при с2 > 0.3σ2. Естественно, что об-
щая погрешность приближения деконволюции при этом также существенно изменяется (см. 
рис. 7.5.3(В)), но амплитуда значения сигнала на месте импульса Кронекера (там, где он дол-
жен быть) изменяется много меньше, чем коэффициент усиления дисперсии шумов, а, следо-
вательно, отношение сигнал/шум при введении коэффициента с2 существенно увеличивается. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 

Тема 8:   ОСНОВЫ  ТЕОРИИ  ВЕРОЯТНОСТЕЙ СЛУЧАЙНЫХ СИГНАЛОВ 
Таковы первичные законы, установленные природой. 

Марон Публий Вергилий. Великий поэт Древнего Рима, I в.д.н.э. 
"Природа не злонамеренна, но коварна". И все же непонятно, почему 
единственная муха в ресторане падает именно в мой суп. 

Владимир Бакаев. Уральский  геофизик, ХХ в. 
Содержание:   
8.1. Основные понятия теории вероятностей. События и явления. Классификация случайных 

событий. Сумма событий. Произведение событий. Полная группа событий. Сложные события.  
8.2. Вероятности случайных событий. Частотное определение. Определение на основе меры. 

Основные положения теории вероятностей. Сложение вероятностей. Условная вероятность. Умножение веро-
ятностей. Независимость событий. Формула полной вероятности. Формула Байеса.  

8.3. Случайные величины. Общие понятия. Вероятности случайных величин. Функции от случай-
ной величины. Моменты распределения. Основные числовые характеристики случайных величин. Некоторые 
распределения случайных величин. Характеристическая функция.  

8.4. Системы случайных величин. Функция распределения вероятностей системы. Плотность ве-
роятностей системы. Условные законы распределения. Функции регрессии. Статистическая независимость слу-
чайных величин. Моменты систем случайных величин. Сумма и разность случайных величин.  

Литература.  
8.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ   [28,29]. 

 Теория вероятностей - один из разделов математики, в котором изучаются закономер-
ности случайных массовых событий, явлений и процессов независимо от их физической при-
роды.  
 События и явления. Все события и явления реального мира разделяются на зако-
номерные (детерминированные) и случайные (вероятностные).  
 Закономерные события происходят при создании определенных условий, подчиня-
ются определенным физическим законам и на основании этих законов однозначно предска-
зываются и изменяются. Возникновение тока в электрической цепи при подключении ее к 
источнику напряжения - закономерное событие, а сила тока в цепи может определяться и 
изменяться на основании закона Ома. Закономерное явление - это система, совокупность или 
последовательность закономерных событий. Генерация импульсного потока - закономерное 
явление, т.к. и форма импульсов, и время их появления задаются определенными физиче-
скими процессами в электрической схеме генератора. 
 Случайным событием называется такое событие, изменить или предсказать которое в 
процессе случайного явления невозможно. Случайное событие - это результат (исход) кон-
кретной единичной реализации случайного явления. Так, выпадение чисел 1-6 при бросании 
игральной кости - случайное явление. Выпадение числа 6 в единичном испытании - случай-
ное событие. Если оно может задаваться, то это уже не игральная кость, а инструмент шуле-
ра. Типовое обозначение случайных событий - крупными буквами алфавита (например, со-
бытие А - выпадение 1 при бросании кости, событие В - выпадение 2 и т.д.). 

 Случайность событий может быть обусловлена как собственной физической приро-
дой явлений, что характерно для большинства физических процессов в микромире (напри-
мер, распад радиоактивных ядер), так и определенным вероятностным характером реализа-
ции явлений в силу их многофакторной и, как правило, нелинейной зависимости от внешних 
и внутренних условий, что характерно для процессов в макромире. Например, индивидуали-
зация исхода  бросания игральной кости начинается с вариации некоторых начальных усло-
вий (положение в пространстве, скорость и направление движения, момент инерции, момент 
вращения и пр.) и продолжается на всем пути движения кости вплоть до остановки (трение о 
воздух, положение в момент удара о стол, поглощение энергии удара и пр.). Невозможность 
точного повторения всех условий опыта определяет случайность результата.  

Нетрудно заметить, что понятие случайности явлений, а равно и границы между слу-
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чайными и закономерными явлениями, довольно расплывчато и существенно зависит не 
только от природы самих явлений, но и от возможностей задания постоянных условий реа-
лизации явлений и фиксирования результатов. Падение напряжения на резисторе при зада-
нии через него тока - явление закономерное и значение напряжения может быть "предсказа-
но" со сколь угодно высокой точностью при соответствующей точности задания сопротив-
ления резистора и значения тока. Однако, как известно, если провести серию измерений это-
го напряжения прибором более высокой точности, то результаты измерений следует отнести 
к величинам случайным. Измеренные значения не будут выходить за пределы заданной точ-
ности, но и не будут повторяться в силу влияния самых различных дестабилизирующих фак-
торов (температура, влажность, электромагнитные помехи и т.п.) как на сам измерительный 
прибор, так и на объект измерений. Более того, даже если мысленно идеализировать условия 
опыта и повысить точность задания параметров объекта, то и в этом случае мы выйдем на 
определенную случайность результатов измерений уже в силу дискретной природы самого 
электрического тока и флюктуаций движения электронов в резисторе. 

С практической точки зрения явление или процесс считаются случайными, если в их 
формировании в той или иной форме присутствует неопределенность и невозможно с задан-
ной  точностью предсказать результаты их конкретных реализаций, физического отображе-
ния и измерения в ходе контролируемых экспериментов или повторить в ходе многократных 
реализаций. 
 Классификация случайных событий. Событие называют достоверным (и обо-
значают индексом Ω), если оно однозначно и предсказуемо. Выпадение суммы чисел больше 
1 и меньше 13 при бросании двух костей - достоверное событие. Событие является невоз-
можным (и обозначается индексом ∅), если в данном явлении оно полностью исключено. 
Сумма чисел, равная 1 или большая 12 при бросании двух костей - события невозможные. 
События равновозможны, если шансы на их появление равны. Появление чисел 1-6 для иг-
ральной кости равновозможно. 
 Два события называются совместными, если появление одного из них не влияет и не 
исключает появление другого. Совместные события могут реализоваться одновременно, как, 
например, появление какого-либо числа на одной кости ни коим образом не влияет на появ-
ление чисел на другой кости. События несовместны, если в одном явлении или при одном 
испытании они не могут реализоваться одновременно и появление одного из них исключает 
появление другого (попадание в цель и промах несовместны). 
 Сумма событий представляет собой такое объединение событий в одно новое со-
бытие, сущность которого заключается в реализации хотя бы одного из объединяемых собы-
тий:  S = A+B+...+N.  Такая операция представляет собой аналог дизъюнкции - логического 
сложения (логическое "ИЛИ"), и может записываться в виде S = A∪B∪...∪N. Так, если со-
бытия А,В,С - поражение цели соответственно при 1-ом, 2-ом и 3-ем выстреле, то событие 
S=A+B+C - поражение цели вообще, т.е. любым выстрелом, в том числе двукратное и трех-
кратное.   
 Произведение событий представляет собой совмещение событий в одном новом 
событии, в совместном появлении всех совмещаемых событий:  S = A⋅B⋅ ... ⋅N.  Такая опера-
ция представляет собой аналог логической конъюнкции (логическое "И"), и может записы-
ваться в виде S = A∩B∩...∩N. Продолжая предыдущий пример, событие Z - трехкратное по-
падание в цель, определяется выражением: Z = A⋅B⋅C.  
 Попутно заметим, что для логических операций имеем: А+А=А и А⋅А=А.   
 Полная группа событий. События какого-либо случайного явления образуют пол-
ную группу, если в результате единичной реализации явления обязательно произойдет хотя 
бы одно из них, т.е. выполняется условие: А+В+ ... +N = Ω (сумма событий полной группы ≡ 
достоверное событие). Выпадение чисел 1-6 при бросании кости - полная группа событий.  
 Если полную группу образуют только два несовместных события, как выпадение гер-
ба или решки при бросании монеты, то такие события называются противоположными. При 
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обозначении одного из таких событий определенным индексом, например - А, второе обыч-
но обозначается тем же индексом с крышкой сверху: A . Соответственно А+ A = Ω. Произве-
дение несовместных событий является событием невозможным. В частности,  А⋅ A = ∅. 
 Сложные события. Различают элементарные (простые) и сложные события. Эле-
ментарные события не разделяются на составные события. Выпадение числа при бросании 
кости - элементарное событие. Сложные события составляются из двух или нескольких эле-
ментарных событий. Так, если в примере с тремя выстрелами в цель нас интересует событие 
D, заключающееся в попадании в цель не менее двух раз, то оно определяется следующим 
выражением: 

D = A⋅B⋅ C +A⋅ B ⋅C+ A ⋅B⋅C+A⋅B⋅C 
8.2. ВЕРОЯТНОСТИ СЛУЧАЙНЫХ СОБЫТИЙ  [30,28,29].  

Предсказание конкретной реализации случайных событий невозможно. Однако ин-
туитивная ориентировка в случайных событиях известна каждому. Если при игре в кости 
дважды выпали две шестерки, то едва ли кто-нибудь в третий раз поставит на 12 очков.  Это 
определяется тем, что и случайные события подчиняются определенным вероятностным 
закономерностям и при повторениях испытаний предсказуемы "в среднем".  

Понятие вероятности событий относится к фундаментальным понятиям теории веро-
ятностей. Вероятность случайного события является количественной мерой степени объек-
тивной возможности появления этого события в единичном опыте (в единичной реализации 
случайного явления). На протяжении последних трех веков достаточно интенсивного разви-
тия теории вероятностей многие ученые делали попытки сформулировать это фундамен-
тальное понятие на основе строгой логики. Приведем только два из них. 
 Частотное определение. При N реализациях некоторого случайного явления слу-
чайное событие А наблюдалось n раз. Если случайные события в этом явлении взаимно неза-
висимы, несовместны и составляют полную группу, то вероятность события А определяется 
выражением: 
       P(A) =

N
n lim 

∞→N
                                             (8.2.1) 

 Так как диапазон значений n в данном выражении ограничен интервалом 0 ≤ n ≤ N, то 
отсюда следует, что значения вероятностей событий заключены в интервале от 0 до 1. 

Пример.  В урне находятся 5 белых и 7 черных шаров. Какова вероятность извлечь из урны 
3 белых шара? 

Общее число возможных способов извлечь 3 шара из 12 равно числу сочетаний из 12 по 3: 
N = 12!/(3!⋅9!) = 220. 

Число возможных сочетаний из 5 белых шаров по 3:    n = 5!/(3!⋅2!) = 10. 
Искомая вероятность:   P = n/N = 10/220. 

 При практических оценках вероятностей значение (n/N) называют относительной 
частотой (или частностью) данного события в данной серии наблюдений. Относительная 
частота событий при многократных наблюдениях является достаточно устойчивой величи-
ной, флюктуирующей в окрестностях вероятности данных событий, причем величина флюк-
туаций тем меньше, чем больше количество наблюдений. 
 Определение на основе меры. Введем пространство (множество) Ω, элементы ко-
торого ωi являются случайными элементарными событиями, т.е. Ω =

i
∑ ωi. Определим в этом 

пространстве неотрицательную меру P(ω), которую назовем вероятностью, со следующими 
свойствами: 
 1. P(Ω) = 1, т.е. вероятность появления события, принадлежащего к данному про-
странству (ωi ∈ Ω), равна 1 (условие нормировки меры). 
 2. Если подмножества элементарных событий А ∈ Ω и В ∈ Ω, каждое из которых при-
надлежит данному пространству Ω, не имеют общих элементов, то Р(А+В) = Р(А) + Р(В), т.е. 
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вероятность того, что наблюдаемое событие принадлежит либо подмножеству А, либо под-
множеству В,  равна сумме вероятностей наблюдать это событие отдельно в подмножествах 
А и В. 

 Для иллюстрации различных положений теории вероятностей 
удобно использовать условные графические отображения пространств 
случайных событий, пример которых приведен на рис. 8.2.1. Полное 
пространство Ω элементарных событий ωi ограничивается произволь-
ным контуром, площадь которого принимается равной 1 и равна веро-
ятности появления событий ωi в пространстве Ω, при этом полагается, 
что события ωi равномерно заполняют пространство Ω. Группы собы-

тий ω ∈ A или ω ∈ В отображаются соответственно замкнутыми контурами внутри про-
странства Ω с площадями, равными вероятностям событий А и В.  
 Основные положения теории вероятностей вытекают непосредственно из опре-
деления понятия вероятности. 
 1. Вероятность любого случайного события А является неотрицательной величиной, 
значение которой заключено в интервале от 0 до 1. 

0 ≤ Р(А) ≤ 1. 
 2. Вероятность достоверного события равна 1. 
      Р(Ω) = 1.                                                    (8.2.2) 
 В общем случае событие Ω представляет собой сумму полной группы возможных 
элементарных событий данного случайного явления: Ω =

i
∑ ωi. Следовательно,  вероятность 

реализации хотя бы одного случайного события из полной группы возможных событий так-
же равна 1, т.е. является событием достоверным. 

 Сумма противоположных событий тоже составляет полную группу 
событий и соответственно вероятность суммы противоположных событий 
равна 1 (рис. 8.2.2):  
                  P(A+ A ) = 1.                                       (8.2.3) 
 Примером может служить бросание горсти монет. Орел или решка 

для каждой монеты – противоположные события. Сумма событий для горсти в целом равна 1 
независимо от соотношения выпавших орлов и решек.  
 3. Вероятность невозможного события равна 0.  
         Р(∅) = 0.                                                              (8.2.4) 

 Пусть Ф - пустое пространство (не содержащее событий). Тогда Ω+Ф 
= Ω и пространство Ω не содержит событий, общих с пространством Ф (рис. 
8.2.3). Отсюда следует, что Р(Ω+Ф) = Р(Ω) + Р(Ф) = Р(Ω), что выполняется 
при Р(Ф) = 0. Другими словами, если одно из событий обязательно должно 
происходить, то вероятность отсутствия событий должна быть равна нулю. 

Но при этом Ω является достоверным событием, а Ф = ∅ (невозможное событие) и соответ-
ственно Р(∅) = 0. 
 Сложение вероятностей зависит от совместности и несовместности событий. 
 Несовместные события. Вероятность суммы двух несовместных событий А и В рав-
на сумме вероятностей этих событий. Это вытекает из того, что множество С = А+В включа-
ет подмножества А и В, не имеющие общих точек, и Р(А+В) = Р(А)+Р(В) по определению 
вероятности на основе меры. По частотному определению вероятности в силу несовместно-
сти событий имеем: 

P(A+B) = N
mnlim +

∞→N
 = 

N
n

∞→N
lim + N

mlim 
∞→N

= P(A) + P(B), 

где n и m - число случаев появления событий А и В соответственно при N испытаниях. 
 Противоположные события также являются несовместными и образуют полную груп-

 
Рис. 8.2.1. 

 
Рис. 8.2.2. 

 
Рис. 8.2.3. 
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пу. Отсюда, с учетом (8.2.3): 
       P( A ) = 1 - Р(А).                                                  (8.2.5)  

 В общем случае для группы несовместных событий (рис. 8.2.4): 
  P(A+B+...+N) = P(A) + P(B) + ... + P(N),                   (8.2.6) 
если все подмножества принадлежат одному множеству событий и не име-
ют общих точек (попарно несовместны). А если эти подмножества образуют 
полную группу событий, то с учетом (8.2.2): 

           P(A) + P(B) + ... + P(N) = 1.                              (8.2.7) 
 Совместные события. Вероятность появления хотя бы одного 
из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий 
без вероятности их совместного появления (рис. 8.2.5): 
       P(A+B) = P(A) + P(B) - P(A⋅B).                      (8.2.8) 
 Разобьем события А и В каждое на два множества, не имеющие 
общих точек: А', A'' и B', B''. Во множества А'' и B'' выделим события, 

появляющиеся одновременно, и объединим эти множества в одно множество С. Для этих 
множеств действительны выражения: 

С = A''⋅B'' ≡ А'' ≡ В'' ≡ А⋅В,     P(C) = P(A'') = P(B'') = P(A⋅B). 
P(A) = P(A')+P(A''),        P(A') = P(A)-P(A'') = P(A)-P(A⋅B). 
P(B) = P(B')+P(B''),        P(B') = P(B)-P(B'') = P(B)-P(A⋅B). 

 Множества A', B' и С не имеют общих точек и можно записать: 
P(A+B) = P(A'+B'+C) = P(A') + P(B') + P(С). 

 Подставляя в правую часть этого уравнения вышеприведенные выражения, приходим 
к выражению (8.2.8). Физическая сущность выражения достаточно очевидна: суммируются 
вероятности событий А и В и вычитаются вероятности совпадающих событий, которые при 
суммировании сосчитаны дважды. 

Пример.  Вытащим одну карту из колоды (52 карты). Какова вероятность того, что карта 
окажется или тузом, или пиковой мастью? 

Р = Р(туз) + Р(пики) - Р(туз пик) = (4/52) + (13/52) - (1/52) = 16/52.   
 В общем случае, для m различных событий А1, А2, ..., Аm: 
    P(A1+...+ Am) =

i
∑ P(Ai) -

ji<
∑ P(Ai⋅Aj) +

kji <<
∑ P(Ai⋅Aj⋅Ak) -...+(-1)m+1P(A1⋅A2⋅ ... ⋅Am).    (8.2.9) 

 На рис. 8.2.6 на примере трех пространств можно видеть при-
чины появления в выражении (8.2.9) дополнительных сумм вероятно-
стей совпадающих пространств и их знакопеременности. При сумми-
ровании вероятностей пространств А,В и С, имеющих общее про-
странство АВС, его вероятность суммируется трижды, а при вычита-
нии вероятностей перекрывающихся подпространств АВ, АС и ВС 
трижды вычитается (т.е. обнуляется), и восстанавливается дополни-

тельным суммированием с вероятностью пространства АВС. 
 Условная вероятность совместных событий. Предположим, что в пространстве 
событий с полным числом исходов N событие А может осуществляться n1 способами (веро-
ятность P(A) = n1/N), событие В - n2 способами, а события А и В одновременно - n12 способа-
ми. При этом: 
   P(AВ) = n12/N = (n1/N)(n12/n1) = P(A)⋅(n12/n1).                            (8.2.10) 
 Второй сомножитель выражения (8.2.10) из общего числа случаев n1 события А опре-
деляет долю, когда одновременно происходит и событие В, т.е. вероятность события В при 
условии, что произошло событие А. Эта вероятность называется условной вероятностью со-
бытия В по событию А и записывается в виде Р(В/А): 
       Р(В/А) = Р(АВ)/Р(А).                                                  (8.2.11) 

Пример.  Вытащим две карты из колоды (52 карты). Событие А - первая карта определен-
ной масти. Событие В - вторая карта той же масти. Какова вероятность появления второй карты 

 
Рис. 8.2.4. 

 
Рис. 8.2.5. 

 
Рис. 8.2.6. 
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той же масти?  
Р(А) = 13/52.  Карта не возвращается в колоду, следовательно, Р(В/А) = (13-1)/(52-1).   

 В общем случае может определяться условная вероятность события В в предположе-
нии, что произошли события А1, А2 и др.: Р(В/А1,А2,...). 
 Для условной вероятности событий B по событиям A применяется также обозначение 
РA(B). 

 Умножение вероятностей совместных событий. Формула 
определения вероятности события А⋅В (А и В одновременно, рис. 
8.2.7), которую обычно называют формулой умножения вероятностей, 
непосредственно следует из выражения (8.2.11): 
  Р(АВ) = Р(А)⋅Р(В/А) ≡ Р(В)⋅Р(А/В).                 (8.2.12) 

Пример.  Вытащим две карты из колоды (52 карты). Событие А - первая карта определен-
ной масти. Событие В - вторая карта той же масти. Какова вероятность появления двух карт од-
ной масти?  

Р(А) = 13/52.  Р(В/А) = (13-1)/(52-1).  Р(АВ) = (13⋅12)/(52⋅51) ≅ 0.0588 
 В общем случае, вероятность умножения нескольких событий равна произведению 
вероятности одного из этих событий на условные вероятности других: 

  P(A1⋅A2⋅...⋅An) = P(A1)⋅P(A2/A1)⋅P(A3/A2A1)⋅ ... ⋅P(An/
1-n

1  i =
∏ Ai).                (8.2.12') 

 Независимость событий. Если появление событий А не изменяет вероятности по-
явления событий В, равно как и появление событий В не изменяет вероятности событий А, 
то события А и В считаются независимыми. Для таких событий Р(А/В) = Р(А), Р(В/А) = Р(В) 
и Р(А⋅В) = Р(А)⋅Р(В). 

Пример.  Вытащим одну карту из колоды (52 карты). Пусть событие А - появление туза, со-
бытие В -появление пиковой масти. 

Р(А) = 4/52.  Р(В) = 13/52.  Р(АВ) = 1/52.  Р(АВ) = Р(А)Р(В) = (4/52)(13/52) = 1/52. 
События А и В независимы.  

 В общем случае, группы событий А, В, ... N считаются независимыми в совокупности 
в том и только в том случае, если выполняется равенство: 
   P(A⋅B⋅ ... ⋅N) = P(A)⋅P(B)⋅ ... ⋅P(N).                                            (8.2.13) 
 Подмножества, образованные из независимых событий, также являются независимы-
ми. Если условие (8.2.13) не выполняется, но выполняется для каждой пары событий из этой 
группы (А⋅В, А⋅С, В⋅С и пр.), то такие события называются попарно независимыми. 
 Формула полной вероятности. Систему событий А1, А2, ...,AN называют конеч-
ным разбиением (или просто разбиением), если они попарно несовместны, а их сумма обра-
зует полное пространство событий: 
     А1 + А2 + ... + АN = Ω.                                         (2.2.14) 
 Если события Аi образуют разбиение пространства событий и все P(Ai) > 0, то для 
любого события В имеет место формула полной вероятности: 

     P(B) =
N

1  k=
∑ P(Ak)⋅P(B/Ak),                                     (8.2.15) 

что непосредственно следует из (8.2.14) для попарно несовместных событий: 
B = B⋅Ω = BA1+BA2+...BAN. 

P(B) = P(BA1)+P(BA2)+... +P(BAN) = P(A1)P(B/A1)+P(A2)P(B/A2)+...+P(AN)P(B/AN). 
Пример.  B урне находится N шаров, М белых и N-M черных. Событие А - первый вынутый 

шар белый, который в урну не возвращается. Какова вероятность события В, что второй вынутый 
шар будет белым? 

Р(А) = M/N.  Р( A ) = (N-M)/N.  Р(В/A) = (M-1)/(N-1).  Р(В/ A ) = M/(N-1). 
Отсюда:  Р(В) = Р(А)Р(В/А) + Р( A )Р(В/ A ) = M/N, т.е. Р(В) = Р(А). Аналогично можно вы-

числить вероятность события С, что третий вынутый шар будет белым, и так далее, причем все 
вероятности вынуть белый шар на любой попытке равны M/N.  

 
Рис. 8.2.7. 
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Этот результат давно известен и применяется, например, при жеребьевке, определяя незави-
симость результатов жеребьевки от порядка ее участников при вынимании шаров.  

 Формула Байеса (или формула гипотез). Если для пространства событий Ai выпол-
нено условие (8.2.14) и для произвольного события В имеет место формула полной вероят-
ности (8.2.15), то одновременно для любой комбинации событий В и Аk имеет место и фор-
мула умножения вероятностей (8.2.12) 

Р(АkВ) = Р(Аk)⋅Р(В/Аk) ≡ Р(В)⋅Р(Аk/В), 
из которой следует: 

Р(Аk/В) = Р(Аk)⋅Р(В/Аk) / Р(В). 
 Заменяя в этом уравнении выражение Р(В) формулой полной вероятности (8.2.15), 
получаем формулу Байеса: 

          Р(Аk/В) = Р(Аk)⋅Р(В/Аk) /
K

1  k=
∑ P(Ak)⋅P(B/Ak).                      (8.2.16) 

 Нетрудно видеть, что знаменатель функции является нормировочным коэффициентом 
приведения суммы вероятностей к 1: 

K

1  k=
∑ Р(Аk/В) = 

K

1  k=
∑ Р(Аk)⋅Р(В/Аk) /

K

1  k=
∑ P(Ak)⋅P(B/Ak) = 1 

 Смысл формулы Байеса заключается в следующем. Пусть Ak - возможные состояния 
(гипотезы) события А, для которых предполагается определенная плотность распределения 
вероятностей P(Ak). Событие В - результат некоторого единичного измерения (опыта), при 
этом известны условные вероятности P(B/Ak) реализации событий В по гипотезам Ak. Фор-
мула Байеса позволяет уточнить значения вероятностей реализации событий Ak по результа-
там испытания с реализацией события В. Другими словами, если P(Ak) - априорная плот-
ность распределения вероятностей событий Ak, то P(Ak/B) - апостериорная плотность рас-
пределения вероятностей событий Ak, уточненная по результатам опыта, исходом которого 
явилось событие В. 

Пример. В одном районе "дикого" туризма прогнозирование количества А несчастных слу-
чаев на следующие сутки проводилось по следующей методике (для наглядности рассмотрим 
пример на конкретных условных данных).  

Априорные вероятности P(Аk) несчастных случаев на текущий день, вычисленные по пре-
дыдущему дню:   P(А1=0) = 0.2,  P(А2=1) = 0.4,  P(А3=2) = 0.3,  P(А4=3) = 0.1. 

За текущий день зарегистрировано 0 несчастных случаев (В = 0). 
Условные вероятности P(B/Ak) вычислялись по формуле плотности распределения вероят-

ностей редких событий (формула Пуассона):  P(B/Ak) = (Ak)B⋅exp(-Ak) /B! 
P(0/0) = 1,  P(0/1) = 0.368,  P(0/2) = 0.135,  P(0/3) = 0.05. 

Нормировочный делитель формулы Байеса: 
4

1  k=
∑ P(Ak)⋅P(B/Ak) = 0.393. 

Апостериорные вероятности P'(Ak) = P(Ak/B) = P(Ak/0) несчастных событий на следующий 
день: 

P'(А1=0) = 0.509,  P'(А2=1) = 0.375,  P'(А3=2) = 0.103,  P'(А4=3) = 0.013. 

Проверка: 
4

1  k=
∑ P'(Ak) = 1. 

8.3. СЛУЧАЙНЫЕ  ВЕЛИЧИНЫ  [30,31,2,4,15]. 
Общие понятия. Под случайной величиной в узком смысле данного термина можно 

понимать числовое отображение исхода случайного явления или опыта, если в основе его 
формирования лежат определенные физические процессы, вероятностные по свое природе. 
Так, например, число гамма-квантов, зарегистрированных радиометром за произвольный 
временной интервал от радиоактивной пробы, является случайной величиной как в силу ве-
роятностной природы самого радиоактивного распада, так и в силу вероятностного характе-
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ра их распространения, рассеяния и поглощения в окружающей среде и в детекторе радио-
метра. 

С общих позиций под случайной величи-
ной и, соответственно, случайным сигналом ее 
отображения, понимают результаты фиксации 
такого явления (процесса), которые являются 
либо полностью непредсказуемыми, либо пред-
сказуемы только "в среднем", с определенной 
средней квадратической погрешностью. Кон-
кретный результат, зарегистрированный в опре-
деленном опыте, называют реализацией случай-
ного явления. Отдельную реализацию случайно-
го явления нельзя описать явной математиче-

ской формулой, равно как и предсказать значения этой реализации в какие-либо моменты ее 
координатного распределения, т.к. она является одной из множества возможных. Множество 
реализаций, зарегистрированных в одних и тех же условиях для одного и того же объекта, 
называют ансамблем реализаций (или выборкой из генеральной совокупности - полного 
множества всех возможных значений). В качестве примера на рис. 8.3.1 приведено 3 реали-
зации отсчетов радиометра, которые проводились в постоянных условиях по 20-ти секунд-
ным интервалам с односекундной экспозицией. Ансамбль реализаций позволяет характери-
зовать случайное явление определенными и достаточно устойчивыми статистическими дан-
ными.  

Еще раз отметим, что отнесение тех или иных величин и отображающих их сигналов 
к случайным или неслучайным (детерминированным) в той или иной мере всегда относи-
тельно, особенно в геофизической практике. С одной стороны, ни в одной сколь угодно точ-
но известной геологической обстановке нельзя исключить появления объекта или проявле-
ния какого-либо процесса, которые совершенно непредсказуемым образом могут повлиять 
на распределение информационного сигнала. С другой стороны можно отрицать и истинную 
случайность физических явлений и процессов, поскольку по мере накопления информации 
появляется возможность их описания все более точными математическими формулами де-
терминированного действия.  

Множество возможных значений случайной величины принято называть простран-
ством (множеством) состояний (генеральной совокупностью). Если пространство состоя-
ний образует континуум, то случайная величина является непрерывной. Если изменение со-
стояний допускается для конечного (счетного) числа координат, то говорят о случайной не-
прерывной последовательности. 

Случайную величину с конечным множеством состояний по непрерывной шкале ко-
ординат называют дискретной, если она дискретна по множеству своих возможных значе-
ний. Если для случайного явления изменение состояний возможно только в конечном числе 
координат, то говорят о случайной дискретной последовательности. Для случайных явлений 
с дискретным множеством состояний статистические зависимости могут распространяться 
на ограниченное число k следующих друг за другом значений. Такие процессы называются 
марковскими k-го порядка. 

Вероятности случайных величин. Исчерпывающим описанием случайных вели-
чин является плотность распределения вероятностей p(x) (кратко - плотность вероятно-
стей) которая определяет вероятность реализации некоторого значения Xi в элементарном 
интервале значений dx: 

p(x)dx = P(x < Xi ≤  x+dx).                                   (8.3.1) 
 Основные свойства плотности вероятностей: 
 1. p(x) ≥ 0,  - ∞ < x <  ∞. Плотность вероятностей не отрицательна. 

 
        Рис. 8.3.1. 
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 2. ∫
∞

∞−
p(x) dx = 1. Сумма вероятностей всех возможных значений случайной величи-

ны по данному пространству состояний должна быть равна 1, т.е. реализация одного из со-
стояний должна быть достоверным событием. 

 3. ∫
x2

x1
p(x) dx = P(x1<X≤x2). Интеграл от плотности вероятностей по определенному 

интервалу равен вероятности реализации случайной величины в этом интервале значений.  

4. Функция P(x) = ∫ ∞−

x
p(u) du определяет вероятность того, что значения случайной 

величины меньше или равны значению х. 
Функция P(x) носит название функции распределения вероятностей (кратко - распре-

деление вероятностей). Соответственно, производная от функции распределения вероятно-
стей есть плотность вероятностей. Основные свойства функции распределения вероятностей: 

1. Интервал определения функции: 0 ≤ P(x) ≤ 1,  - ∞ < x < ∞. 
2. P(-∞) = 0, P(∞) = 1. 
3. P(x) не уменьшается при возрастании х. 
4. P(x1<X ≤ x2) = P(x2) - P(x1).   
На рис. 8.3.2 приведен пример функции плотности вероятно-

стей p(x) = (a/2)exp(-a|x|)  и соответствующей функции вероятностей 
P(x). 

Аналогичным описанием для случайных дискретных величин 
является непосредственно дискретное распределение вероятностей их значений: 

Pi(x) = P(xi < Xi ≤ xi+1), 
i

∑ P(xi) = 1. 

 Функции от случайной величины. Допустим, что случайная вели-
чина Y связана со случайной величиной Х однозначной зависимостью y = f(x) 
(рис. 8.3.3). Интервалам dx соответствуют интервалы |dy| = |f'(x)|dx, при этом 
вероятности случайных величин в этих интервалах должны быть равны: 
px(x)dx = py(y)|dy|. Отсюда следует: 

    py(y) = px(x)|dx/dy|,                             (8.3.2) 
где аргумент х в правой части выражения должен быть выражен через x = g(y) - функцию, 
обратную y = f(x). Выполняя последнее, получаем: 

py(y) = px[g(y)]|dg(y)/dy|,                                                  (8.3.2') 
 Значения |dy| и последующие значения |dx/dy| и |dg(у)/dy| принимаются по модулю 
для исключения отрицательных значений в функции py(y), которых не может быть по опре-
делению и физической сущности плотности распределения вероятностей. 

Если связь между значениями Х и Y неоднозначна, как, на-
пример, на рис. 8.3.4, и значению у может соответствовать несколь-
ко значений х, то вероятность попадания случайной величины у в 
интервал dy будет складываться из суммы вероятностей несовмест-
ных событий px(x1)dx1 + px(x2)dx2 + ..., откуда следует: 

py(y) = 
i

∑ pi(xi)|dxi/dy| = 
i

∑ px[gi(y)]|dgi/dy|,              (8.3.2'') 

Пример. Связь случайных величин Х и Y задана выражением Y = aX+b. Плотность вероят-

ностей величины Х соответствует распределению Гаусса: ]22σ

2)x(xexp[
2πσ

1p(x) −
−= . Из урав-

нения связи величин Y и X имеем  x = (y-b)/a  и  |dx/dy| = 1/|a|, и соответственно получаем: 

]2σ22a

2a)x-b -(yexp[
2πσ|a|

1p(y) −= ,    y  = b+ x a,    σу
2 = а2 σх

2  

Моменты распределения. При решении многих практических задач нет особой не-

 
Рис. 8.3.2. 

 
Рис. 8.3.3. 

 
Рис. 8.3.4. 
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обходимости в полной вероятностной характеристике каких-либо случайных величин, кото-
рую дает функция плотности распределения вероятностей. Очень часто приходится также 
иметь дело с анализом случайных величин, плотности вероятностей которых не отображают-
ся аналитическими функциями либо вообще неизвестны. В этих случаях достаточно общее 
представление о характере и основных особенностях распределения случайных величин 
можно получить на основании усредненных числовых характеристик распределений.  

Числовыми характеристиками случайных величин, которые однозначно определяются 
функциями распределения их вероятностей, являются моменты. 

Начальные моменты n-го порядка случайной величины X (или просто моменты) 
представляют собой усредненные значения n-й степени случайной переменной: 

    mn ≡ М{Xn}≡ nX = ∫
∞

∞−
 xn p(x) dx,                             (8.3.3) 

где M{Xn} и nX - символические обозначения математического ожидания и усреднения 
величины Хn, которые вычисляются по пространству состояний случайной величины Х. 

Соответственно, для случайных дискретных величин: 
mn ≡ М{Xn}≡ nX =

i
∑ xi

n pi.                                  (8.3.3') 

Центральные моменты n-го порядка, это моменты относительно центров распреде-
ления (средних значений) случайных величин: 

µn ≡ M{(X- X )n}≡ n
0X = ∫

∞

∞−
(x-m1)

n p(x) dx,                   (8.3.4) 

    µn ≡ M{(X- X )n}≡ n
0X =

i
∑ (xi-m1)

n pi,                          (8.3.4') 

где X  - начальный момент 1-го порядка (среднее значение величины Х), X0 = X- X  - центри-
рованные значения величины Х.  

Связь между центральными и начальными моментами достаточно проста: 
µ1=0,    µ2=m2-m1

2,    µ3=m3-3m2m1+2m1
3,    µ4=m4-4m1m3+6m1

2m2-3m1
4,  и т.д. 

Соответственно, для случайных величин с нулевыми средними значениями начальные 
моменты равны центральным моментам. 

По результатам реализации случайных величин может производиться только оценка 
моментов, т.к. количество измерений всегда конечно и не может с абсолютной точностью 
отражать все пространство состояний случайных величин. Результаты измерений - выборка 
из всех возможных значений случайной величины (генеральной совокупности). Оценка мо-
ментов, т.е. определение средних значений n-й степени по выборке из N зарегистрированных 
значений, производится по формулам: 

     nx  = (1/N)
N

1=
∑
 i

xi
n ≈ nX ,      n

ox  = (1/N)
N

1=
∑
 i

(xi- x )n ≈ n
0X .          (8.3.5) 

Погрешность оценок стремится к нулю при выборке N ⇒ ∞. 
Основные числовые характеристики случайных величин - это начальный мо-

мент 1-го порядка (средние значение распределения случайных величин) и центральный мо-
мент 2-го порядка (дисперсия распределения). 

Среднее значение распределения является характеристикой сдвига значений случай-
ных величин относительно x = 0 и представляет собой значение центра рассеяния случайных 
величин, т.е.  математическое ожидание случайной величины по пространству возможных 
состояний: 

M{X}≡ X = ∫
∞

∞−
x p(x) dx,       X =

∞

∞=
∑

    n -
xn P(xn).             (8.3.6) 

 Если пространство возможных состояний случайных величин ограничено определен-
ными конечными пределами, то соответственно интегрирование (или суммирование) осуще-
ствляется в этих пределах. В функциях от случайных величин постоянный множитель можно 
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выносить за знак математического ожидания: 
M{Y}= M{c⋅X} = c⋅M{X}. 

 Оценка среднего значения по результатам N-выборки (выборочное среднее): 

       x  = (1/N)
N

1=
∑
 i

xi                                                (8.3.7) 

 Значение X  генеральной совокупности случайной величины Х является неслучайной 
величиной, в отличие от значения выборочного среднего x , которое также является величи-
ной случайной. Математическое ожидание величины x  с использованием формулы (8.3.7): 

M{ x } = (1/N) M{
N

1=
∑
 i

xi} = (1/N) M{N⋅xi} = M{X} = X . 

 Отсюда следует, что выборочное среднее есть несмещенная оценка среднего значения 
генеральной совокупности, т.е.  x  ≈ X . 

Дисперсия распределения характеризует размер пространства состояний случайной 
величины, величину их рассеивания по значениям относительно среднего значения: 

    D{X}≡ M{(X- X )2}≡ M{X0
2}= ∫

∞

∞−
 (x- X )2 р(x) dx.             (8.3.8) 

Оценка дисперсии по результатам N-выборки производится по формулам: 

Dx = (1/N)
N

1=
∑
 i

(xi- x )2 ≈ D{X}.                               (8.3.9) 

     Dx ≡ =+−=− 222 xx2xx)x(x 2x - x 2.                          (8.3.9') 
 Для функции с⋅Х, где с = const, имеем: 

D{c⋅X}=M{(cX-M{cX})2}=M{(cX-cM{X})2}=M{c2(X-M{X})2}=c2⋅D{X}. 
  

Среднее квадратическое отклонение случайной величины от математического ожи-
дания (среднего значения), равное корню квадратному из значения дисперсии: 

    σх = xD ,                                             (8.3.10) 
получило название стандарта (стандартного отклонения). Величину стандарта в относи-
тельных единицах среднего значения δx = σ/mx называют вариацией или (в основном для вре-
менных процессов) флюктуацией значений случайной величины. 

Пример.  Плотность распределения случайных величин Х:  p(x) = (a/2)exp(-a|x-b|), а=2, b=4.  

Среднее значение и дисперсия: X = ∫
∞

∞−
x p(x) dx = b = 4,   D{X} = ∫

∞

∞−
(x-b)2 р(x) dx = 2/a2 = 0.5. 

 В опыте зарегистрированы:   Х = {2.75, 4.08, 3.9, 3.82, 3.68, 3.03, 4.16, 5.74, 3.78, 2.77, 4.03}. 
 Среднее значение и дисперсия по выборке:  

x  = (1/11)
11

1=
∑
 i

xi = 3.79,     2x = (1/11)
11

1=
∑
 i

xi
2 = 15,     Dx = 2x - x 2 = 0.62. 

Погрешность оценок выборочных средних значений x  в зависимости от N - разме-
ров выборки вычисляется по дисперсии значений x  (выражение (8.3.7)): 

D( x ) = D((1/N)
N

1=
∑
 i

xi) = (1/N2) D(
N

1=
∑
 i

xi) = (1/N) D(xi), 

т.е. дисперсия средних значений x  по N-выборке в N раз меньше дисперсии самих значений 
случайных величин Х. Соответственно, точность оценки средних значений x  определится 
выражением: 

σ( x ) = σx/ N . 
 Точность оценки выборочного среднего значения случайных величин возрастает про-
порционально корню квадратному из размеров выборки. По мере увеличения объема выбор-
ки выборочное среднее значение стремится к математическому ожиданию случайной вели-
чины как к своему пределу (закон больших чисел). В математической статистике доказыва-
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ется также, что если случайная величина Х имеет среднее значение x  и конечную диспер-
сию σx

2, то при стремлении объема выборки N к бесконечности распределение выборочного 
среднего x  будет стремиться к нормальному закону со средним значением x  и дисперсией 
σx

2/N (центральная предельная теорема). 
К числовым характеристикам случайных величин Х относятся также мода Мох, ме-

диана Мех, асимметрия Sх и эксцесс Ех. 
Мода распределения  - это наиболее вероятное значение 

случайных величин, которому соответствует максимум плот-
ности вероятностей. Функции плотности вероятностей могут 
иметь больше одного максимума. Такие распределения назы-
вают много- или полимодальными. На рис. 8.3.5 приведен при-
мер двумодального распределения. 

Для одномодальных распределений,  симметричных от-
носительно среднего значения, мода совпадает со средним зна-

чением, для асимметричных среднее значение обычно смещено относительно моды в сторо-
ну более длинного "хвоста" изменения плотности вероятностей. 

Медиана распределения случайных величин Мех - это 
такое число (значение Х), относительно которого площади 
под функцией плотности вероятностей слева и справа равны 
друг другу, т.е.: 

Р(X<Mex) = Р(X>Mex) = 0.5. 
 Понятие медианы обычно используется для непре-
рывных случайных величин. 

 В резко асимметричных распределениях случайных величин значения моды, медианы 
и среднего значения существенно расходятся, как, например, для логнормального распреде-
ления на рис. 8.3.6.  

 Асимметрия (или скошенность) распределения 
случайных величин X - это безразмерное число, кото-
рое определяется выражением: 

Sx = µ3/σx
3 ≡ M{(X- X )3/σx

3 ≡ 3
0X /σx

3. 
 При Mox < Mex асимметрия положительна (рас-
пределение вытянуто вправо, S > 0), при Mox > Mex - 
отрицательна. Для симметричных распределений Mox = 

Mex = X и асимметрия равна нулю. На рис. 8.3.7 приведены плотности вероятностей случай-
ных величин с разной асимметрией. 

 Эксцесс (или крутость) распределения случайных 
величин также безразмерное число: 

Ex = µ4/σx
4 - 3 ≡ M{(X- X )4/σx

4 -3 ≡ 4
0X /σx

4 - 3. 
 Эксцесс характеризует форму функции плотности 
вероятностей по отношению к форме функции нормально-
го распределения (см. ниже, выражение 8.3.15), значение 
эксцесса для которого равно 0. Если кривая распределения 

имеет более острую и высокую вершину при той же величине дисперсии, то значение экс-
цесса больше нуля, если более низкую и пологую - меньше нуля (рис. 8.3.8). 

Оценка числовых характеристик функций от случайных величин может произво-
диться непосредственно по числовым характеристикам случайных величин с использовани-
ем правила переноса ошибок. 

Допустим, что случайная величина Y является функционально зависимой от случай-

 
Рис. 8.3.5. 

 
Рис. 8.3.6. 

 
Рис. 8.3.7.  

 
Рис. 8.3.8. 
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ной величины Х и определяется выражением  Y = g(x). Разложим это выражение в ряд Тей-
лора относительно математического ожидания x : 

       g(x) = g( x ) + (x- x )g'( x ) + (x- x )2g''( x )/2! + ...                 (8.3.11) 
 Оценка математического ожидания y : 

M{g(x)}= M{g( x )}+M{(x- x )g'( x )}+M{(x- x )2g''( x )/2!}= g( x ) + 0 + σx
2g''( x )/2! +... 

 Отсюда, с точностью до членов второго порядка малости: 
y = g( x ).                                                 (8.3.12) 

 Оценка дисперсии распределения D(g(x)) = Dy: 
    Dy = M{[g(x) - M{g(x)}]2} ≈ M{[g(x)-g( x )]2}.                     (8.3.13) 

 Из формулы (8.3.11) имеем: 
g(x) - g( x ) = (x- x )g'( x ) + (x- x )2g''( x )/2! + ... 

 С использованием этого выражения в (8.3.13) с ограничением до 2-го порядка: 
Dy ≈ M{[(x- x )g'( x )]2} = [g'( x )]2⋅Dx.                            (8.3.14) 
    σy = g'( x )⋅σx,      δy = g'( x )⋅δx. 

 Для линейных функций g(x) ~ a⋅x+b выражения (8.3.12-14) являются точными. 
Некоторые распределения случайных величин. 

Равномерное распределение. Случайная величина равновероятна в 
интервале значений от х1 до х2 (рис. 8.3.9): 
        р(х) = 1/(х2-х1), х1 ≤ х ≤ х2,    
     = 0,  х < х1, х > х2. 
    М{X}= (х1+х2)/2,    D{X}= (x2-x1)2/12.  

 Для дискретной величины с N равноотстоящими друг от друга значениями: 
Pi = 1/N,  M{X} = (x1+x2)/2,  D{X} = [(x2-x1)2/12][(N+1)/(N-1)]. 

 Распределение Гаусса (нормальное распределение). Плот-
ность вероятностей нормального распределения случайных не-
прерывных величин Х задается двумя параметрами - среднего 
значения x  (центра распределения) и дисперсии  σ2: 

][ 2

2

2
)x(xexp

2
1p(x)

σπσ
−−= .                              (8.3.15) 

 Пример двух распределений Гаусса при разных средних 
значениях и дисперсиях приведен на рис. 8.3.10. 

Плотность вероятностей случайной гауссовской величины имеет только один макси-
мум, который соответствует x = x , т.е. математическому ожиданию, при этом форма распре-
деления симметрична относительно математического ожидания. При |х| ⇒ ∞  ветви кривой 
асимптотически приближаются к нулю. Изменение математического ожидания при σ = const 
смещает максимум распределения вдоль оси х без изменения формы кривой. Ширина плот-
ности вероятностей распределения пропорциональна стандартному отклонению σ и на уров-
не 0.607 от максимального значения p(x)  равна 2σ. Вероятность отклонений значений х от 
среднего значения x  на величины, большие 3σ, в нормальных распределениях равна 0.0028, 
что позволяет выполнять прямые и обратные прогнозные оценки: 

xmax ≅ x + 3σ,    xmin ≅ x - 3σ, 
x ≅ (xmax+xmin)/2,   σ ≅ (xmax-xmin)/6. 

 Нормальное распределение играет большую роль в теории вероятностей и в матема-
тической статистике. Основная особенность его заключается в том, что оно является пре-
дельным законом, к которому при определенных условиях приближаются другие законы рас-
пределения. В частности, независимые случайные величины Х1, Х2, ..., Хn, подчиненные ка-
ким угодно законам распределения (с весьма небольшими исключениями), при суммирова-
нии и других линейных комбинациях дают распределения, сколь угодно близкие к нормаль-
ному закону. Это позволяет нормальному распределению служить хорошей математической 

 
Рис. 8.3.9. 

 
Рис. 8.3.10. 
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моделью для большинства многофакторных физических процессов. Линейные комбинации 
случайных гауссовских величин всегда являются гауссовскими.  
 Распределение Пуассона является широко распространенным распределением слу-
чайных целочисленных дискретных величин. Оно задается только одним параметром λ,  зна-
чение которого равно среднему значению случайных величин распределения и одновремен-
но задает значение дисперсии распределения: 

Pk = λ−λ e!k
k

,   k - целое.                                      (8.3.16) 

k = λ,   Dk = λ,   σk = λ ,   δk = 1/ λ . 
Распределение Пуассона иногда называют распределением вероятностей количества 

редких событий, для оценки которых оно и применяется наиболее часто, безотносительно к 
их физической сущности. Условия справедливости распределения Пуассона применительно 
к каким-либо случайным явлениям (событиям) достаточно просты: 

1. Случайная величина может принимать только нулевые и целые положительные 
значения (как, например, число отказов аппаратуры или телефонных звонков за определен-
ный временной интервал, число треков от альфа-частиц на площади или в объеме трекового 
детектора и т.п.). 

2. Вероятность отдельного события на бесконечно малом пространстве счета событий, 
на котором ведется их регистрация (время, площадь, объем и пр.)  пропорциональна величи-
не этого пространства и при его стремлении к нулю также стремится к нулю, как бесконечно 
малая первого порядка, а вероятности событий более высокой кратности (2 и более событий) 
стремятся к нулю, как бесконечно малые более высоких порядков. 

3. События в неперекрывающихся интервалах пространства счета событий статисти-
чески независимы. 

Пример.  Средняя скорость счета фоновых 
гамма-квантов детектором радиометра составляет m 
= 1 импульс в секунду.  Возможные экспозиции 
единичного измерения равны 1, 5 и 10 секунд. Все 
три условия справедливости закона Пуассона для 
процесса регистрации квантов выполнены. Значение 
λ для распределения (8.3.16) будет определяться 
выражением  λ = mT, где Т - экспозиция измерения. 
Расчетные значения вероятностей Pk для трех раз-
личных экспозиций приведены на рис. 8.3.11. По-
путно заметим, что значение λ для закона Пуассона 
не обязано быть целочисленным. 

 Как видно на рис. 8.3.11, распределение Пуассона резко асимметрично при малых 
значениях λ. По мере роста λ распределение становится симметричным относительно k = λ и 
при λ>20 может быть аппроксимировано однопараметровым распределением Гаусса с x  = σ2 
= λ. 
 Экспоненциальное распределение.  Этим законом отображается, например, распре-
деление длительности интервалов между случайными событиями, соответствующими закону 
Пуассона, непосредственно из которого оно и может быть получено.  
 Допустим, что для рассматриваемого явления значение λ распределения Пуассона оп-
ределяется выражением  λ = nt, где n - среднее количество событий на единице интервала t 
(средняя скорость следования событий, если t - время). Длительность интервала между дву-
мя последовательными событиями будет равна t+dt, если на интервале t не будет ни одного 
события (вероятность чего в соответствии с (8.3.16) равна Р0 = (nt)0⋅e-nt/0! = e-nt), а на интерва-
ле dt ⇒ 0  произойдет одно событие (вероятность P1 = (ndt)1⋅e-ndt/1! = ndt, так как e-ndt ⇒ 1 при 
dt ⇒ 0). События в неперекрывающихся интервалах являются статистически независимыми, 
а, следовательно, искомая вероятность p(t)dt интервала t будет равна произведению вероят-

 
Рис. 8.3.11. 
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ностей Р0 и Р1, т.е.  p(t)dt = e-nt⋅ndt,  откуда получаем выражение для плотности распределе-
ния вероятностей случайной непрерывной величины t: 

p(t) = n⋅e-nt,   t ≥ 0.                                               (8.3.17) 
 Пример распределения при n = 5 приведен на рис. 8.3.12. 
Распределение, как и положено, является нормированным: 

∫
∞

0
p(t) dt = 1.  

 Среднее значение длительности интервала: 

t = ∫
∞

0
t p(t) dt = n ∫

∞

0
t e-nt dt = 1/n. 

 Среднее квадратическое значение: 
2t = ∫

∞

0
t2 p(t) dt = n ∫

∞

0
t2 e-nt dt = 2/n2. 

 Дисперсия, среднее квадратическое отклонение и относительные флюктуации: 
Dt = 2t - t 2 = 1/n2,     σt = tD = 1/n,     δt = σt/ t  = 1. 

 Как видно на рис. 8.3.12, для распределения наиболее вероятны короткие интервалы, 
меньшие среднего значения интервалов. Соответственно, для выдерживания среднего значе-
ния t = 1/n, большее количество коротких интервалов компенсируется меньшим количест-
вом, но длинных интервалов, в 2-3 и более раз превышающих средний интервал, что приво-
дит к большим флюктуациям длины интервалов (среднее квадратическое отклонение равно 
средней длине интервалов). При работе с пуассоновскими распределениями это следует учи-
тывать, так как длительное отсутствие регистрации событий в процессе единичной реализа-
ции какого-либо случайного процесса может вовсе не свидетельствовать об отсутствии само-
го процесса. 
 Характеристическая функция С(t) случайной величины Х с плотностью вероят-
ностей р(х) определяется выражением: 

C(v) = ∫
∞

∞−
 p(x) exp(j2πvx) dx.                          (8.3.18) 

 Нетрудно заметить, что это выражение совпадает с обратным преобразованием Фурье 
функции р(х). Отсюда следует: 

p(x) = ∫
∞

∞−
 C(v) exp(-j2πvx) dv,                         (8.3.19) 

т.е. плотность вероятностей случайной величины может рассматриваться, как частотный 
спектр характеристической функции случайной величины, а последняя, в свою очередь, как 
координатное представление распределения случайной величины. 
 Через определение (или вычисление) характеристической функции упрощается нахо-
ждение моментов случайной величины любого порядка, а именно: 

dnC(v)/dvn = jn ∫
∞

∞−
xn p(x) exp(j2πvx) dx. 

 Принимая v = 0 и сравнивая результат с выражением (8.3.3), получаем: 
mn = j-n dnC(0)/dvn = j-n C(n)(0).                           (8.3.20) 

 С помощью характеристической функции и выражений (8.3.2) можно также находить 
плотность вероятностей случайных величин, подвергнутых функциональным преобразова-
ниям. 

8.4.  СИСТЕМЫ СЛУЧАЙНЫХ  ВЕЛИЧИНЫ   [31,2,4,15]. 
Свойства случайных сигналов принято описывать характеристиками совокупности 

случайных величин {Х1,Х2,...,Xn}, которую называют также системой или совместным рас-
пределением случайных величин. Система реализуются в процессе совместных измерений 
или в процессе последовательных измерений одной реализации. И в том, и в другом случае 
совместное распределение величин может рассматриваться как n-мерный случайный вектор 

 
Рис. 8.3.12. 
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Х. Теория систем случайных величин наиболее детально разработана для двух случайных 
величин, измеряемых по одной координате (времени, пространству и т.п.). 

Пример 1.  Результат накопления информации в каналах многоканального спектрометра от 
датчика ионизирующего излучения представляет собой совокупность (систему) случайных вели-
чин Xi (i = 1,2,...,k - номер канала спектрометра), каждая из которых распределена по закону Пу-
ассона. Результат единичной экспозиции измерений (единичной реализации системы) - совмест-
ное распределение отсчетов xi. В совокупности эти отсчеты представляют собой k-мерный слу-
чайный вектор Х как реализацию случайного сигнала - определенного спектрального распределе-
ния излучения с математическим ожиданием отсчетов в каналах M{Xi}. 

Пример 2. По стволу скважины с шагом дискретизации данных 10 см зарегистрирована 
цифровая диаграмма ГК - мощности экспозиционной дозы гамма-излучения пород. Последова-
тельность цифровых отсчетов xi диаграммы (i = 1,2,...k) в силу природы радиоактивного распада 
представляет собой одну реализацию случайных величин Xi (k-мерный случайный вектор Х). 

Пример 3. Дополнительно к мощности экспозиционной дозы в примере 2 по стволу сква-
жины зарегистрированы цифровые диаграммы гамма-гамма-каротажа (ГГК) yi, нейтронного каро-
тажа (НК) ni и нейтронного гамма-каротажа (НГК) zi. Эти диаграммы также могут рассматривать-
ся как единичные реализации систем случайных величин соответственно Yi, Ni и Zi. Но одновре-
менно однономерные совокупности случайных величин xi, yi, ni и zi (пространственные сечения) 
также могут рассматриваться в виде 4-х мерных систем случайных величин Xi, Yi, Ni и Zi, зареги-
стрированных последовательно по одной пространственной координате, равно как и в виде одной 
5-ти мерной системы случайных величин X, Y, N, Z (5-ти мерный случайный вектор или 5-ти 
мерный случайный сигнал). 

 При рассмотрении систем случайных величин, и особенно дву- и 
трехмерных, удобно использовать геометрическую интерпретацию систем. 
Так, например, пространство системы двух случайных величин (X,Y) мож-
но представлять себе на плоскости x0y с координатами X и Y, где каждой 
паре (xi,yi) реализации случайных величин соответствует точка на плоско-
сти. На рис. 8.4.1 приведен пример такого графического отображения реа-
лизаций системы независимых случайных величин (X,Y). Аналогично в 

трехмерном пространстве могут отображаться трехмерные системы случайных величин. 
 Рассмотрение систем случайных величин будем проводить, в основном, на двумер-
ных системах, основные положения которых легко распространяются и на многомерные сис-
темы. 
 Функция распределения вероятностей системы (n-мерное совместное распре-
деление вероятностей) определяет вероятность реализации системы событий Х, как появле-
ния событий {Х1,Х2,...,Xn} в одной реализации: 

P(x1,x2, ... ,xn) = P(X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, ... ,Xn ≤ xn).                            (8.4.1) 
 Геометрически (рис. 8.4.2) функция распределения системы двух слу-
чайных величин (X,Y) представляет собой вероятность реализации случайных 
точек в левом нижнем бесконечном квадранте (заштриховано) с вершиной в 
точке (x,y). 
 Свойства многомерной функции распределения в целом аналогичны 
одномерной функции и кратко могут быть описаны следующим образом: 

 1. 0 ≤ P(x1,x2, ... ,xn) ≤ 1, -∞ <x1< ∞, -∞ <x2< ∞ , ... , -∞ <xn< ∞. 
 2. P(x1,x2, ... ,xn) есть монотонно неубывающая функция по всем xi. 
 3. P(x1,x2, ... ,xn) = 0, если хотя бы один из аргументов равен - ∞. 
 4. P(x1,x2, ... ,xn) = 1, если все без исключения аргументы равны  ∞. 

 5. P( ∞,x2, ... ,xn) = P1(x2, ... ,xn), P(x1,∞, ... ,xn) = P2(x1,x3, ... ,xn), ... и т.д. 
для любых значений xi = ∞ в любых комбинациях вплоть до P(∞,∞, ... ,xn) = 
Pj(xn), при этом функции Pi для разных комбинаций аргументов не обязаны 
иметь один и тот же вид. Геометрическое отображение данного свойства для 

 
Рис. 8.4.1. 

 
Рис. 8.4.2. 

 
Рис. 8.4.3. 
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двумерной системы (X,Y) приведено на рис. 8.4.3. 
Плотность вероятностей системы удовлетворяет соотношению: 

     p(x1,x2,...,xn) dx1 dx2 ... dxn = P{x1<X1≤x1+dx1, ... ,xn<Xn≤xn}.           (8.4.2) 
  p(x1,x2,...,xn) = n∂ P(x1,x2, ... ,xn) / n21 x...xx ∂∂∂ .                         (8.4.3) 

 Плотность вероятностей двумерной системы можно 
изобразить геометрически в виде поверхности распределения 
вероятностей, пример которой приведен на рис. 8.4.4.  

Свойства многомерной плотности распределения веро-
ятностей вытекают из свойств функции распределения вероят-
ностей и в целом аналогичны одномерной плотности вероят-
ностей, а именно (на примере двумерной плотности вероятно-
стей):  
 1. p(x,у) ≥ 0,  - ∞ < x < ∞, - ∞ < x < ∞. Плотность вероят-

ностей не отрицательна. 

 2. ∫
∞

∞− ∫
∞

∞−
p(x,у) dx dy = 1. Сумма вероятностей всех возможных значений системы 

случайных величин (X,Y) по пространству состояний равна 1. 

 3. ∫
x2

x1 ∫
y2

y1
p(x,y) dx dy = P(x1<X≤x2, y1<Y≤y2). Двойной интеграл от плотности вероят-

ностей по определенным интервалам случайных величин Х и Y равен вероятности реализа-
ции системы случайных величин в этом интервале значений Х и Y.  

По известной n-мерной плотности вероятностей может определяться m-мерная плот-
ность при m<n интегрированием по "лишним" координатам: 

p(x1,x2,...,xm) = ∫
∞

∞−
 ... ∫

∞

∞−
p(x1,x2,...,xn) dxm+1 ... dxn.                  (8.4.4) 

 Условные законы распределения. Выражение (8.4.4) при известном законе плот-
ности распределения вероятностей системы случайных величин позволяет определить плот-
ность вероятностей любой из случайных величин, входящих в систему. Обратная задача не 
может решаться столь просто, поскольку известные законы распределения отдельных слу-
чайных величин не определяют связей между величинами, если последние существуют. Для 
решения задачи требуется задание условных законов распределения, т.е. плотности распре-
деления вероятностей одной случайной величины при определенных значениях других слу-
чайных величин. 
 Случайные величины, входящие в систему, реализуются совместно. С учетом этого, 
условные законы распределения случайных величин можно получить переходом от услов-
ных вероятностей совместных событий (8.2.10-12) к плотности распределения вероятностей. 
В общем случае, условные законы распределения также могут быть многомерными, т.е. оп-
ределять вероятность реализации одной из случайных величин при условии реализации оп-
ределенных значений других величин системы. Однако на практике даже для многомерных 
систем используются, в основном, попарные двумерные зависимости. Так, для двумерных 
случайных систем условные плотности вероятностей величины X по значениям величины Y 
и величины Y по Х определяются выражениями: 

     p(x/y) = p(x,y)/p(y),     p(y/x) = p(x,y)/p(x).                             (8.4.5)  
 Отсюда, определение плотности вероятностей двумерной системы производится по 
формулам: 

p(x,y) = p(x)⋅p(y/x) ≡ p(y)⋅p(x/y).                                      (8.4.6) 
 При известных многомерных законах распределений анализ попарных двумерных 
распределений производится с использованием выражения (8.4.4). 
 Функции регрессии.  Из выражений (8.4.5-6) следует, что в системе зависимых слу-
чайных величин математические ожидания величин также являются зависимыми, т.е. функ-
циями средних значений одной величины от значений другой величины: 

 
Рис. 8.4.4. 
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        x (y) = M{X/y}= ∫
∞

∞−
x p(x/y) dx,    y (x) = M{Y/x}= ∫

∞

∞−
y p(y/x) dy.         (8.4.7) 

 Уравнения 
x = x (y),     y= y (x)                                                (8.4.8) 

называются уравнениями регрессии соответственно X по Y и Y по Х. В общем случае урав-
нения регрессии для многомерных систем также могут быть многомерными, типа x = 
x (y,z,...) и пр. 
 Статистическая независимость случайных величин. Для совместной системы 
случайных величин X случайные величины системы (X1, X2, ...) статистически независимы 
друг от друга, если реализация одной из величин ни каким образом не определяет и не влия-
ет на реализацию других величин. Так, например, при игре в кости реализация в одном бро-
сании числа на одном кубике не влияет на появление каких-либо чисел на других кубиках. 
Если такая зависимость появляется, то это свидетельствует о мошенничестве. 

Статистически независимы, как правило, случайные величины, связанные с источни-
ками различной физической природы. В строго корректном понимании данного термина слу-
чайные события статистически независимы тогда и только тогда, когда выполняется усло-
вие: 

p(x1,x2,...,xn) = p1(x1) p2(x2) ... pn(xn).                               (8.4.9) 
Пример.  Определить независимость случайных величин Х и Y в двумерной системе по за-

данной плотности распределения вероятностей системы.  
1.  p(x,y) = 1/[π2(1+x2+y2+x2y2)].  Выражение 1+x2+y2+x2y2 может быть разделено по пере-

менным на множители (1+х2)(1+у2), а, следовательно, p(x,y) = p(x)⋅p(y). Случайные величины Х и 
Y независимы. 

2.  p(x,y) = x+y, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.  Cоответствующие одномерные плотности вероятностей:  

p(x) = ∫
1

0
 (x+y) dy = x+1/2,   p(y) = ∫

1

0
 (x+y) dx = y+1/2.  p(x,y) ≠ p(x)⋅p(y).  Величины Х и Y зави-

симы. Условные плотности вероятностей по (8.4.5):  p(x/y) = (x+y)/(y+0.5),   p(y/x) = (x+y)/(x+0.5). 
Моменты систем случайных величин. Вычисление моментов случайных вели-

чин с использованием многомерной плотности вероятностей может производиться как по 
отдельным величинам Xi, так и на любые их комбинации (смешанные моменты). Так, вычис-
ление средних значений и дисперсий любых случайных величин, входящих в n-мерную сис-
тему, производится по формулам: 

iX = ∫
∞

∞−
... ∫

∞

∞−
xi p(x1,x2,...,xn) dx1dx2...dxn,                    (8.4.10) 

σxi
2 = ∫

∞

∞−
... ∫

∞

∞−
 (xi- ix )2 p(x1,x2,...,xi) dx1dx2...dxn.          (8.4.11) 

 Для случайных дискретных величин интегрирование соответственно заменяется сум-
мированием, а плотности распределения вероятностей на распределения вероятностей. 

Ковариация и корреляция. Смешанные начальные моменты второго порядка носят 
название ковариационных моментов системы случайных величин. Для двумерных систем:  

     R12 = M{X1X2}= 21XX = ∫
∞

∞− ∫
∞

∞−
x1x2 p(x1,x2) dx1dx2.          (8.4.12) 

В общем случае, для n-мерной системы случайных величин: 

 Rij = M{XiXj}= jiXX = ∫
∞

∞−
... ∫

∞

∞−
xixj p(x1,x2,...,xn) dx1dx2...dxn,   i,j = 1...n     (8.4.13) 
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Значения моментов Rij образуют матрицу размером n × n попар-
ной ковариации всех случайных величин, входящих в систему. С уче-
том того, что имеет место равенство Rij = Rji, ковариационная матрица 
(см. пример) симметрична относительно главной диагонали i = j, при 
этом ковариационные моменты на главной диагонали матрицы пред-
ставляют собой средние значения квадратов случайных величин Xi,  

т.к. 2
iX = Rij  при i = j. 
Смешанные центральные моменты второго порядка называют 

корреляционными моментами системы случайных величин. Они, как и 
ковариационные моменты, также образуют матрицу моментов систе-
мы, симметричную относительно главной диагонали, при этом значе-
ния моментов на главной диагонали представляют собой значения дис-
персий σi

2 = Kij при i = j  соответствующих случайных величин Xi (см. 
пример). 

Kij = M{(Xi- iX )(Xj- jX )}= ∫
∞

∞−
... ∫

∞

∞−
(xi- ix )(xj- jx ) p(x1,x2,...xn) dx1dx2...dxn     (8.4.14) 

Корреляционные моменты является количественной мерой сте-
пени статистической связи (взаимной зависимости или корреляции) слу-
чайных величин Хi и Хj. Для системы случайных некоррелированных 
величин матрица корреляционных моментов является диагональной 
матрицей дисперсий с нулевыми значениями Kij при i ≠ j (см. пример 
матрицы σi

2). 
Из выражений (8.4.13) и (8.4.14) следует достаточно простая 

связь между ковариационными и корреляционными моментами: 
Kij = Rij - ix ⋅ jx . 

В качестве безразмерной нормированной характеристики степени корреляции слу-
чайных величин используют также понятие коэффициентов корреляции, которые также об-
разуют симметричную относительно главной диагонали матрицу со значениями, равными 1, 
по главной диагонали: 

ρij = Kij /(σiσj) = ( jiXX - ix jx )/σiσj.                                  (8.4.15) 

Значения коэффициентов корреляции заключены в пределах от -1 до 
+1. При ρ = 0 случайные величины считаются независимыми друг от друга 
(например, величины (Х,Y) на рис. 8.4.1), при |ρ| = 1 - полностью коррели-
рованными (например, величины Х = b⋅Y с произвольным значением ко-
эффициента b), во всех остальных случаях чем ближе значение |ρ| к 1, тем 
больше корреляция между случайными величинами, которая может иметь 
как прямой, так и обратный характер (при ρ<0). Величины Х и Y на рис. 

8.4.5 явно коррелированны между собой с определенным коэффициентом прямой корреля-
ции.  

Попутно заметим, что если коэффициенты корреляции статистически независимых 
случайных величин всегда равны нулю, то обратное утверждение о статистической незави-
симости случайных величин, если равен нулю их коэффициент корреляции, справедливо 
только для гауссовских распределений, а в общем случае является недостаточным. Полную 
гарантию статистической независимости дает только выполнение условия (8.4.9). 

С учетом выражения (8.4.9) смешанные моменты статистически независимых случай-
ных величин разделяются на произведения интегральных сомножителей. В частности, для 
ковариационных моментов случайных двумерных величин имеем: 
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M{X1X2} = ∫
∞

∞−
 x1 p1(x1) dx1 ∫

∞

∞−
 x2 p2(x2) dx2 = M{X1}M{X2},         (8.4.16) 

т.е. математическое ожидание произведения двух статистически независимых случайных ве-
личин равно произведению их математических ожиданий. Если математическое ожидание 
хотя бы одной из случайных величин будет равно нулю, то нулю становится равным и их 
произведение.  

Пример.  Плотность вероятностей задана выражением:  p(x,y) = x+y, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. 

Одномерные плотности вероятностей:  p(x)=
N

1  k=
∑(x+y) dy =x+1/2,   p(y)= ∫

1

0
 (x+y) dx = y+1/2. 

Математические ожидания и дисперсии: 

X = ∫
1

0
x(x+1/2) dx = 7/12,         Dx = ∫

1

0
 (x-7/12)2 (x+1/2) dx = 11/144. 

Y = ∫
1

0
y(y+1/2) dy = 7/12,         Dy = ∫

1

0
 (y-7/12)2 (y+1/2) dy = 11/144. 

XY = ∫
1

0 ∫
1

0
xy(x+y) dx dy = 1/3. 

Коэффициент корреляции:  ρxy = ( XY - X Y )/σxσy = (1/3 - (7/12)2)/(11/144) = -1/11. 
Замечание по терминологии. В современной технической литературе существует 

достаточно большая путаница по применению терминов ковариации и корреляции. Очень 
часто термин корреляции применяют как к центрированным, так и нецентрированным сис-
темам случайных величин и случайных процессов. В какой-то мере это можно считать до-
пустимым, так как и то, и другое понятие применяется для характеристики  корреляционной 
связи (взаимной зависимости) случайных величин. С другой стороны, матрицу смешанных 
центральных моментов второго порядка так же часто называют матрицей ковариации, и т.п. 

Во избежание дальнейшей путаницы в понятиях примем за основу следующее. Одно-
значно понимаемым и повсеместно принятым термином теории вероятностей и математиче-
ской статистики является коэффициент корреляции, который вычисляется по формуле 
(8.4.15) с использованием центральных моментов. А потому представляется логичным имен-
но матрицу смешанных центральных моментов и смешанные моменты второго порядка цен-
трированных случайных величин называть корреляционными, а смешанные начальные мо-
менты нецентрированных случайных величин - ковариационными. Такой подход применен, 
например, в работе /4/ и показал себя весьма эффективным в строгой логике математических 
построений.  

Сумма и разность случайных величин анализируются достаточно просто с пред-
варительным вычислением одномерных плотностей вероятностей соответствующих величин 
по формуле (8.4.4) или с использованием непосредственно плотностей вероятностей сумми-
руемых случайных величин, если известны только последние и неизвестна многомерная 
плотность вероятностей, что чаще всего и имеет место на практике.  

Средние значения сумм (разностей) случайных величин вычисляются по формулам: 
...XX...XX jiji ±±≡±± ,                                    (8.4.17) 

так как математические ожидания сумм и разностей случайных величин равны соответст-
вующим суммам и разностям их математических ожиданий. Средние значения случайных 
величин вычисляются по одномерным плотностям вероятностей. 

 Дисперсия суммы (разности) случайных величин может быть получена с использо-
ванием выражений, следующих из (8.3.9') и (8.4.15): 

2X = σx
2 + 2X ,       XY = X Y + ρxy σx σy 

Применяя эти выражения при вычислении среднего значения квадрата суммы (разно-
сти) двух случайных величин, получаем: 

2Y)(X ± = 2X ± 2 XY + 2Y = σx
2 + 2X ± 2 X Y ± 2 ρxy σx σy + σy

2 + 2Y  = 
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σx
2 + σy

2 ± 2 ρxy σx σy + ( X ± Y )2. 
 Отсюда, перенося последний член выражения в левую часть: 
    2Y)(X ± - ( X ± Y )2 ≡ (σx±y)2 = σx

2 + σy
2 ± 2 ρxy σx σy.             (8.4.18) 

 Если случайные величины не коррелированны, то дисперсия их суммы или разности 
равна сумме их дисперсий. 
 Плотность вероятностей суммы (разности) случайных величин по известным 
плотностям вероятностей суммируемых величин в общем случае определяется достаточно 
сложно. Задача значительно облегчается, если случайные величины статистически незави-
симы. Рассмотрим этот случай на примере случайной двумерной величины Z=X+Y с извест-
ными плотностями вероятностей px(x) и py(y). 
 Совместная плотность вероятностей p(z) = p(x,y) определяет функцию распределения 
вероятностей P(z) = P(Z ≤ z) = P(X+Y  ≤  z), причем для каждой совместной реализации име-
ем z=x+y и, соответственно, x=z-y и y=z-x. Отсюда, с учетом статистической независимости 
случайных величин X и Y, и, соответственно, p(x,y) = px(x)⋅py(y), для распределения вероят-
ностей P(z) имеем: 

           P(z) = ∫
∞

∞− ∫
−

∞−

yz
p(x,y) dx dy = ∫

∞

∞−
py(y) ∫

−

∞−

yz
px(x) dx dy.            (8.4.19) 

 Продифференцируем данное выражение по z и, поскольку переменная z присутствует 
только в верхнем пределе второго интеграла, получим: 

            d P(z)/dz ≡ p(x,y) = ∫
∞

∞−
py(y) px(z-y) dy ≡ py(y) * px(z-y).             (8.4.20) 

 Аналогично, если принять y=z-x в качестве верхнего предела во втором интеграле вы-
ражения (8.3.19), можно получить: 

        p(x,y) = ∫
∞

∞−
px(x) py(z-x) dx ≡ px(x) * py(z-x).                        (8.4.20') 

 Таким образом,  двумерная плотность вероятностей суммы случайных величин равна 
свертке их одномерных плотностей распределения вероятностей. 
 Для разности случайных величин Z=X-Y в выражении (8.3.19) верхний предел заме-
няется соответственно на z+y, при этом: 

    p(x,y) = ∫
∞

∞−
py(y) px(z+y) dy ≡ ∫

∞

∞−
py(x-z) px(x) dx.                   (8.4.21) 

 Сумма и разность нормальных распределений. Плотность вероятностей суммы 
Z=X+Y двух нормальных распределений случайных величин X и Y получается непосредст-
венной подстановкой выражений гауссовских распределений (8.3.15) в (8.4.20): 

dx
2

)y-x-(zexp
2

)x-(xexp1p(z)  ][- ][- 2
y

2

-
2
x

2

yx2 σσσπσ ∫
∞

∞

=  

     ][- 2
y

2
x

2

2
y

2
x

2
))yx(-(zexp1p(z)

2 )) (( σσσσπ +
+

+
= .                       (8.4.22) 

 Аналогично для разности двух случайных величин Z=X-Y: 

     ][- 2
y

2
x

2

2
y

2
x

2
))y-x(-(zexp1p(z)

2 )) (( σσσσπ ++
= .                        (8.4.23) 
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 Как видно из полученных выражений, 
сумма и разность двух независимых нормально 
распределенных случайных величин также рас-
пределена нормально с дисперсией, равной сум-
ме дисперсий исходных случайных величин, и со 
средними значениями, соответственно равными 
сумме и разности средних значений исходных 
величин.    На рис. 8.4.6 в качестве примера при-
ведены графики нормальных распределений слу-
чайных величин X ( x =4, σx=0.5), Y ( y =2, 

σy=0.4) и  Z=X+Y,  N=X-Y. 
 Эти выводы действительны для сумм и разностей произвольного количества нор-
мально распределенных случайных величин в любых сочетаниях и результатом  всегда будет 
случайная величина с нормальной плотностью распределения вероятностей. Это свойство 
называется устойчивостью закона распределения случайной величины, и оно является дос-
таточно редким. Для гауссовских распределений это свойство сохраняется даже для корре-
лированных случайных величин, естественно с определением дисперсии по выражению 
(8.4.18). А так как функция распределения Гаусса относится к числу собственных, то функ-
ции дифференцирования, интегрирования и других линейных преобразований гауссовского 
распределения также являются нормальными. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 

Тема 9:   СЛУЧАЙНЫЕ  ПРОЦЕССЫ  И  СИГНАЛЫ 
Нет ничего более противного разуму и постоянству природы, чем случай-
ность. Сам бог не может знать того, что произойдет случайно. Ибо если знает, 
то это определенно произойдет, а если определенно произойдет, то не слу-
чайно. 

Марк Туллий Цицерон. Римский философ и политик, 1 в.д.н.э. 
 

Случайность противна разуму, но не природе. Для проверки теории случай-
ных процессов боги и создали мир. Швыряться яблоками они уже перестали, 
со времен Ньютона здесь ничего нового не наблюдалось. Но арбузные корки 
продолжают подсовывать - фиксируется непредсказуемая и зачастую очень 
даже интересная реакция. 

Рудольф Гавшин. Уральский геофизик, ХХ в. 
Содержание:   
Введение.  
9.1. Случайные процессы и функции. Случайный процесс. Функции математического ожидания 

и дисперсии. Корреляционная функция. Ковариационные функции. Свойства функций автоковариации и авто-
корреляции. Взаимные моменты случайных процессов. Классификация случайных процессов.  

9.2. Функции спектральной плотности. Каноническое разложение случайных функций. Ком-
плексные случайные функции. Финитное преобразование Фурье. Спектр функций случайных процессов. Вза-
имные спектральные функции. Теорема Винера-Хинчина.  

9.3. Преобразования случайных функций. Системы преобразования случайных функций. Ма-
тематическое ожидание выходного сигнала. Корреляционная функция выходного сигнала. Функция взаимной 
корреляции входного и выходного сигналов. Спектральные соотношения. Дисперсия выходного сигнала. 
Функция когерентности. Преобразования случайных функций. Преобразования стационарных случайных 
функций.  

9.4. Модели случайных сигналов и помех. Телеграфный сигнал. Белый шум. Гауссовский шум. 
Гауссовские случайные процессы. Литература.  

ВВЕДЕНИЕ. 
Теория вероятностей рассматривает случайные величины в "статике". Задачи описа-

ния и изучения случайных сигналов "в динамике", как отображения случайных явлений, раз-
вивающихся во времени или по любой другой переменной, решает теория случайных про-
цессов.  

В качестве универсальной координаты для распределения случайных величин по не-
зависимой переменной будем использовать, как правило, переменную "t" и трактовать ее, 
чисто для удобства, как временную координату. Распределения случайных величин во вре-
мени, а равно и сигналов, их отображающих, обычно называют случайными процессами. В 
технической литературе термины "случайный сигнал" и "случайный процесс" используются 
как синонимы.  

В отличие от детерминированных сигналов, значения случайных сигналов в произ-
вольные моменты времени не могут быть вычислены. Они могут быть только предсказаны в 
определенном диапазоне значений с определенной вероятностью, меньшей единицы. Коли-
чественные характеристики случайных сигналов, позволяющие производить их оценку и 
сравнение, называют статистическими. 

В процессе обработки и анализа физико-технических данных обычно приходится 
иметь дело с тремя типами сигналов, описываемых методами статистики. Во-первых, это 
информационные сигналы, отображающие физические процессы, вероятностные по своей 
природе, как, например, акты регистрации частиц ионизирующих излучения при распаде ра-
дионуклидов. Во-вторых, информационные сигналы, зависимые от определенных парамет-
ров физических процессов или объектов, значения которых заранее неизвестны, и которые 
обычно подлежать определению по данным информационным сигналам. И, в-третьих, это 
шумы и помехи, хаотически изменяющиеся во времени, которые сопутствуют информаци-
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онным сигналам, но, как правило, статистически независимы от них как по своим значениям, 
так и по изменениям во времени. 

9.1.  СЛУЧАЙНЫЕ  ПРОЦЕССЫ  И  ФУНКЦИИ   [1, 2, 25]. 
Случайный процесс Х(t) представляет собой функцию, которая отличается тем, что ее 

значения в любые произвольные моменты времени по координате t являются случайными. 
Строго с теоретических позиций, случайный процесс X(t) следует рассматривать как сово-
купность множества реализаций функций xk(t), имеющих общую статистическую законо-
мерность. При регистрации случайного процесса на определенном временном интервале 
осуществляется фиксирование единичной реализации xk(t) из бесчисленного числа возмож-
ных реализаций процесса X(t). Эта единичная реализация называется выборочной функцией 
случайного процесса X(t). Примеры выборочных функций модельного случайного процесса 
X(t) приведены на рис. 9.1.1. В дальнейшем без дополнительных пояснений при рассмотре-
нии различных параметров и характеристик случайных процессов для сопровождающих 
примеров будем использовать данную модель процесса. 

 
Рис. 9.1.1. Выборочные функции случайного процесса. 

С практической точки зрения выборочная функция является результатом отдельного 
эксперимента, после которого данную реализацию xk(t) можно считать детерминированной 
функцией. Сам случайный процесс в целом должен анализироваться с позиции бесконечной 
совокупности таких реализаций, образующих статистический ансамбль. В каждый выбран-
ный момент времени t1 конкретная реализация процесса представляет собой случайную ве-
личину х1 с определенной плотностью вероятности p(x1, t1), а ее среднее значение определя-
ется усреднением по всем возможным реализациям в этот момент времени t1. Полной стати-
стической характеристикой такой системы является N-мерная плотность вероятностей р(xn; 
tn). Однако, как экспериментальное определение N-мерных плотностей вероятностей процес-
сов, так и их использование в математическом анализе представляет значительные матема-
тические трудности. Поэтому на практике обычно ограничиваются одно- и двумерной плот-
ностью вероятностей процессов. 

Функциональные характеристики 
случайных сигналов. Допустим, что случайный 
процесс X(t) задан ансамблем реализаций 
{x1(t), x2(t), … , xk(t), …}. В произвольный мо-
мент времени t1 зафиксируем значения всех 
реализаций {x1(t1), x2(t1), … , xk(t1), …}. Сово-
купность этих значений представляет собой 
случайную величину X(t1) и является одномер-
ным сечением случайного процесса X(t). При-
меры сечений по 100 выборкам случайного 

процесса X(t) (рис. 9.1.1) в точках t1=30 и t2=65 приведены на рис. 9.1.2. 
Одномерная функция распределения вероятностей (x, tn) определяет вероятность 

того, что в момент времени tn значение случайной величины X(tn) не превысит значения x: 
F(x, tn) = P{X(tn) ≤ x}. 

Очевидно, что в диапазоне значений вероятностей от 0 до 1 функция F(x, t) является 
неубывающей с предельными значениями F(-∞, t) = 0 и F(∞, t) = 1. При известной функции 

 
Рис. 9.1.2. Сечения случайного процесса X(t). 
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F(x, t) вероятность того, что значение X(tn) в выборках будет попадать в определенный ин-
тервал значений [a, b] будет определяться выражением: 

P{a < X(tn) ≤ b} = F(b, tn) – F(a, tn). 
Одномерная плотность вероятностей p(x, t) случайного процесса Х(t) характери-

зует распределение вероятностей реализации случайной величины Х(tn) в произвольный мо-
мент времени tn. Она представляет собой производную от функции распределения вероятно-
стей:  

p(x, tn) = dF(x, tn)/dx. 
Моменты времени tn являются сечениями случайного процесса X(t) по пространству 

возможных состояний, и плотность вероятностей p(x, tn) представляет собой плотность веро-
ятностей случайных величин X(tn) данных сечений. Произведение p(x, tn)·dx равно вероятно-
сти реализации случайной величины X(tn) в бесконечно малом интервале dx в окрестности 
значения x, откуда следует, что плотность вероятностей также является неотрицательной ве-
личиной.  

 
Рис. 9.1.3. Распределение вероятностей и плотность вероятностей сечения случайного процесса 

На рис. 9.1.3 приведены примеры распределения вероятностей и плотности вероятно-
стей сечения случайного процесса X(t) (рис. 9.1.1) в точке t1.  Функции вероятностей опреде-
лены по N = 1000 выборок дискретной модели случайного процесса, и сопоставлены с теоре-
тическими распределениями при N → ∞.  

При известной функции плотности вероятностей вероятность реализации значения 
X(tn) в произвольном интервале значений [a, b] вычисляется по формуле: 

P(a < X(tn) ≤ b) = ∫
b

a
p(x, tn) dx. 

 Функция плотности вероятностей должна быть нормирована к 1, т.к. случайная вели-
чина обязана принимать какое-либо значение из числа возможных, образующих полное про-
странство случайных величин: 

∫
∞

∞−
p(x, tn) dx = 1. 

По известной плотности распределения вычисляется и функция распределения веро-
ятностей:   

F(x, tn) = ∫ ∞−

x
p(x, tn) dx. 

Моменты распределения случайных сигналов позволяют охарактеризовать случай-
ные процессы устойчивыми и неслучайными интегральными оценками.  

Математическое ожидание (mean value), или первый момент распределения, пред-
ставляет собой статистическое усреднение случайной величины X(tn) - усреднение по ан-
самблю реализаций в каком-либо фиксированном сечении tn случайного процесса. Соответ-
ственно, функция математического ожидания определяет зависимость среднего взвешенно-
го значения случайного процесса от независимой переменной (времени): 

mx(t) ≡ M{Х(t)}≡ x(t) = ∫
∞

∞−
x p(x; t) dx.                         (9.1.1) 

 Математическое ожидание mx(t) представляет собой неслучайную составляющую слу-
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чайного процесса X(t). На рис. 9.1.1. и 9.1.2 неслучайные составляющие m(t) модели случай-
ного процесса X(t) выделены пунктиром и соответствуют выборкам при N → ∞. 
 Средний квадрат случайного процесса (функция второго момента) – зависимость 
среднего взвешенного значения (математического ожидания) квадрата значений случайного 
процесса от независимой переменной, т.е. мощность процесса: 

M{Х2(t)}≡ (t)x2 = ∫
∞

∞−
x2 p(x; t) dx.                           (9.1.2) 

Функция дисперсии (variance) – второго центрального момента случайного процесса,  
определяет функцию среднего взвешенного значения (математического ожидания) квадрата 
разности Х(t)-mx(t), которая называется флюктуационной частью процесса: 

Dx(t) = M{[Х(t)-mx(t)]2} = ∫
∞

∞−
[x(t)-mx(t)]2 p(x; t) dx.            (9.1.2') 

Функция среднего квадратического отклонения (standard deviation) служит ампли-
тудной мерой разброса (флюктуаций) значений случайного процесса по временной оси отно-
сительно математического ожидания процесса: 

σx(t) = (t)Dx .                                               (9.1.3) 
 Учитывая последнее выражение, дис-
персия случайной величины обычно обознача-
ется индексом σx

2.  
 На рис. 9.1.4 приведен пример флюктуа-
ционной составляющей процесса X(t) (рис. 
9.1.1) в одной из реализаций в сопоставлении 
со средним квадратическим отклонением  ±σ 
случайных величин от математического ожи-
дания m(t).  

 Вид функций плотности вероятностей в сечениях случайных процессов p(x; tn), а так-
же по всем сечениям стационарных случайных процессов р(х), зависит от физической при-
роды случайных сигналов, но чаще всего соответствует нормальному (гауссову) распределе-
нию: 

p(x) = )exp( 2

2

2
)(

2πσ
1

σ
xx−− . 

 Это определяется тем, что в соответствии с "центральной предельной теоремой" рас-
пределение вероятностей для сумм независимых случайных величин, при которых нет доми-
нирующих, стремится к нормальному закону по мере роста числа слагаемых, и не зависит от 
законов распределения слагаемых. Между тем физические случайные процессы обычно яв-
ляются многопараметровыми, при этом случайность значений параметров, как правило, обу-
словлена их природой и также соответствует нормальным распределениям. 

Двумерная плотность вероятностей. Одномерные законы плотности распределе-
ния вероятностей случайных процессов не несут каких-либо характеристик связи между зна-
чениями случайных величин для различных значений аргументов. 

Двумерная плотность вероятностей p(x1,x2; t1,t2) определяет вероятность совместной 
реализации значений случайных величин Х(t1) и Х(t2) в произвольные моменты времени t1 и 
t2 и в какой-то мере уже позволяет оценивать динамику развития процесса. Двумерная плот-
ность вероятностей описывает двумерную случайную величину {X(tn), X(tm)} в виде функ-
ции вероятности реализации случайной величины X(tn) в бесконечно малом интервале dxn в 
окрестностях xn в момент времени tn при условии, что в момент времени tm значение X(tm) 
будет реализовано в бесконечно малом интервале dxm в окрестностях xm: 

p(xn,xm; tn,tm) dxn dxm = P{|X(tn)-xn|≤dxn/2, |X(tm)-xm|≤dxm/2}. 
 При двумерной плотности вероятности имеем: 

 
Рис. 9.1.4.  
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mx(t) ≡ x(t) = ∫
∞

∞− ∫
∞

∞−
x1(t1) p(x1,t1; x2,t2) dx1 dx2.                   (9.1.1") 

Dx(t) = σx
2(t)= ∫

∞

∞− ∫
∞

∞−
[x1(t1)- x(t) ]2 p(x1,t1; x2,t2) dx1 dx2.           (9.1.2") 

Корреляционные функции случайных процессов. Характеристикой динамики изме-
нения двумерной случайной величины {X(tn), X(tm)} является корреляционная функция, ко-
торая описывает случайный процесс в целом: 

RX(tn, tm) = M{X(tn) X(tm)}. 
 Корреляционная функция представляет собой статистически усредненное произведе-
ние значений случайного процесса X(t) в моменты времени tn и tm по всем значениям аргу-
ментов tn и tm, а, следовательно, тоже является двумерной функцией. В терминах теории ве-
роятностей корреляционная функция является вторым начальным моментом случайного про-
цесса. 

На рис. 9.1.5 приведены примеры реализаций двух случайных процессов, которые ха-
рактеризуются одной и той же функцией математического ожидания и дисперсии. 

На рисунке видно, что хотя пространство 
состояний обоих процессов практически одно и то 
же, динамика развития процессов в реализациях 
существенно различается. Единичные реализации 
коррелированных процессов в произвольный мо-
мент времени могут быть такими же случайными, 
как и некоррелированных, а в пределе, во всех се-
чениях оба процесса могут иметь один и тот же за-
кон распределения случайных величин. Однако 
динамика развития по координате t (или любой 
другой независимой переменной) единичной реа-
лизации коррелированного процесса по сравнению 
с некоррелированным является более плавной, а, 
следовательно, в коррелированном процессе име-
ется определенная связь между последовательны-
ми значениями случайных величин. Оценка степе-

ни статистической зависимости мгновенных значений какого-либо процесса Х(t) в произ-
вольные моменты времени tn и tm и производится функцией корреляции. По всему простран-
ству значений случайного процесса X(t) корреляционная функция определяется выражени-
ем: 

RX(tn, tm) = ∫
∞

∞− ∫
∞

∞−
x(tn)x(tm) p(xn,tm; xn,tm) dxn dxm,                 (9.1.4) 

 
Рис. 9.1.6. Двумерная плотность вероятностей и корреляционная функция процесса X(t). 

На рис. 9.1.6 приведена форма модельного случайного процесса X(t) в одной выборке 

Рис. 9.1.5. 
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со значительной и изменяющейся неслучайной составляющей. Модель задана на интервале 
0-Т (Т=100) в дискретной форме с шагом ∆t=1. Корреляционная функция вычислена по за-
данной плотности вероятностей модели.  

При анализе случайных процессов второй момент времени tm удобно задавать вели-
чиной сдвига τ относительно первого момента, который при этом может быть задан в виде 
координатной переменной: 

RХ(t, t+τ) = M{Х(t)Х(t+τ)}.                                   (9.1.4')  
 Функция, задаваемая этим выражением, обычно называется функцией автокорреля-
ции случайного процесса. 

Ковариационные функции. Частным случаем корреляционной функции является 
функция автоковариации (ФАК), которая широко используется при анализе сигналов. Она 
представляет собой статистически усредненное произведение значений центрированной слу-
чайной функции X(t)-mx(t) в моменты времени tn и tm и характеризует флюктуационную со-
ставляющую процесса: 

КХ(tn,tm) = ∫
∞

∞− ∫
∞

∞−
(x(tn)-mx(tn)) (x(tm)-mx(tm)) p(xn,tn; xm,tm) dxn dxm,      (9.1.5) 

В терминах теории вероятностей ковариационная функция является вторым цен-
тральным моментом случайного процесса. Для центрированных случайных процессов ФАК 
тождественна функции корреляции. При произвольных значениях mx ковариационные и 
корреляционные функции связаны соотношением: 

KX(t, t+τ) = RX(t, t+τ) - mx
2(t). 

Нормированная функция автоковариации (функция корреляционных коэффициентов): 
ρХ(t, t+τ) = КХ(t, t+τ)/[σ(t)σ(t+τ)].                                (9.1.6) 

При τ = 0 значение ρХ равно 1, а ФАК вырождается в дисперсию случайного процесса: 
КХ(t) = DХ(t) = σx

2(t). 
Отсюда следует, что для случайных процессов и функций основными характеристи-

ками являются функции математического ожидания и корреляции (ковариации). Особой не-
обходимости в отдельной функции дисперсии не имеется.  

Примеры реализаций двух различных случайных процессов и их нормированных ко-
вариационных функций приведены на рис. 9.1.7. 

 

    
Рис. 9.1.7. Реализации и ковариационные функции случайных процессов. 

Свойства функций автоковариации и автокорреляции. 
1. Максимум функций наблюдается при τ = 0. Это очевидно, т.к. при τ = 0 вычисляет-

ся степень связи отсчетов с собой же, которая не может быть меньше связи разных отсчетов. 
Значение максимума функции корреляции равно средней мощности сигнала. 

2. Функции автокорреляции и автоковариации являются четными: RX(τ) = RX(-τ). По-
следнее также очевидно: X(t)X(t+τ) = X(t-τ)X(t) при t = t-τ. Говоря иначе, моменты случай-
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ных величин X(t1) и X(t2) не зависят от последовательности, в которой эти величины рас-
сматриваются, и соответственно симметричны относительно своих аргументов: Rx(t1, t2) = 
Rx(t2, t1), равно как и Kx(t1, t2) = Kx(t2, t1). 

3. При τ ⇒ ∞ значения ФАК для сигналов, конечных по энергии, стремятся к нулю, 
что прямо следует из физического смысла ФАК. Это позволяет ограничивать длину ФАК оп-
ределенным максимальным значением τmax - радиусом корреляции, за пределами которого 
отсчеты можно считать независимыми. Интегральной характеристикой времени корреляции 
случайных величин обычно считают эффективный интервал корреляции, определяемый по 
формуле: 

Tk =2 ∫
∞

0
|ρx(τ)| dτ ≡ (2/Kx(0)) ∫

∞

0
|Kx(τ)| dτ.                          (9.1.7) 

 Отсчеты (сечения) случайных функций, отстоящие друг от друга на расстояние боль-
шее Tk, при инженерных расчетах считают некоррелированными. 
 Заметим, что для некоррелированных процессов при t ⇒ ∞ значение Tk стремится к 2, 
что несколько противоречит физическому смыслу радиуса корреляции, который в этом слу-
чае должен был бы стремиться к 1. С учетом последнего, эффективный интервал корреляции 
целесообразно определять по формуле: 

Tk =2 ∫
∞

0
|ρx(τ)| dτ − 1 ≡ (2/Kx(0)) ∫

∞

0
 |Kx(τ)| dτ − 1,                 (9.1.7') 

либо вместо множителя 2 в (9.1.7) использовать множитель 1. 
4. Если к случайной функции X(t) прибавить неслучайную функцию f(t), то ковариа-

ционная функция не изменяется.  
Обозначим новую случайную функцию как Y(t)=X(t)+f(t). Функция математического 

ожидания новой величины:  (t)y = (t)x + f(t). Отсюда следует, что Y(t) - (t)y = X(t) - (t)x , и со-
ответственно Ky(t1, t2) = Kx(t1, t2). 

5. Если случайную функцию X(t) умножить на неслучайную функцию f(t), то ее кор-
реляционная функция Rx(t1, t2) умножится на f(t1)⋅f(t2). Обоснование данного свойства прово-
дится по методике, аналогичной предыдущему пункту. 

6. При умножении функции случайного процесса на постоянное значение С значения 
ФАК увеличиваются в С2 раз. 

Взаимные моменты случайных процессов второго порядка дают возможность оце-
нить совместные свойства двух случайных процессов X(t) и Y(t) путем анализа произволь-
ной пары выборочных функций xk(t) и yk(t). 

Мера связи между двумя случайными процессами X(t) и Y(t) также устанавливается 
корреляционными функциями, а именно - функциями взаимной корреляции и взаимной ко-
вариации. В общем случае, для произвольных фиксированных моментов времени t1 = t и t2 = 
t+τ: 

RXY(t, t+τ) = M{X(t) Y(t+τ)}.                                  (9.1.8) 
KXY(t, t+τ) = M{(X(t)-mx(t))(Y(t+τ)-my(t+τ))}.                   (9.1.9) 

Взаимные функции являются произвольными функциями (не обладают свойствами 
четности или нечетности), и удовлетворяют следующим соотношениям: 

Rxy(-τ) = Ryx(τ),                                            (9.1.10) 
|Rxy(τ)|2 ≤ Rx(0)Ry(0). 

 Если один из процессов центрированный, то имеет место Rxy(t) = Kxy(t). 
Нормированная взаимная ковариационная функция (функция коэффициентов корре-

ляции двух процессов), которая характеризует степень линейной зависимости между слу-
чайными процессами при сдвиге τ одного процесса по отношению ко второму,  определяется 
выражением: 

ρxy(τ) = Kxy(τ)/(σxσy).                                      (9.1.11) 
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Статистическая независимость случайных процессов определяет отсутствие  свя-
зи между значениями двух случайных величин X и Y. Это означает, что плотность вероятно-
сти одной случайной величины не зависит от того, какие значения принимает вторая случай-
ная величина. Двумерная плотность вероятностей при этом должна представлять собой про-
изведения одномерных плотностей вероятностей этих двух величин: 

p(x, y) = p(x) p(y). 
 Это условие является обязательным условием статистической независимости случай-
ных величин. В противном случае между случайными величинами может существовать оп-
ределенная статистическая связь. Как линейная, так и нелинейная. Мерой линейной стати-
стической связи является коэффициент корреляции:  

rxy = [M{X·Y} – M{X}·M{Y}]/ D{Y} D{X)  = ρxy(0). 
 Значения rxy могут изменяться в пределах от -1 до +1. В частном случае, если случай-
ные величины связаны линейным соотношением x=ay+b, коэффициент корреляции равен  ±1 
в зависимости от знака константы а. Случайные величины некоррелированны при rxy=0, при 
этом из выражения для rxy следует: 

M{X·Y} = M{X}·M{Y}. 
 Из статистической независимости величин следует их некоррелированность. Обрат-
ное не очевидно.   Так, например, случайные величины x=cos ϕ  и  y=sin ϕ, где ϕ - случайная 
величина с равномерным распределением в интервале 0…2π, имеют нулевой коэффициент 
корреляции, и вместе с тем их зависимость очевидна. Нулевой коэффициент корреляции в 
данном случае определяется взаимной ортогональностью функций cos ϕ  и sin ϕ. 

Классификация случайных процессов. Случайные процессы различают по степени 
однородности их протекания во времени (по аргументу).  

Нестационарные процессы. В общем случае значения функций математического 
ожидания, дисперсии и корреляции могут быть зависимыми от момента времени t, т.е. изме-
няться во времени. Такие процессы составляют класс нестационарных процессов.  

Стационарные процессы. Процесс называют стационарным, если плотность вероят-
ностей процесса не зависит от начала отсчета времени, и если на интервале его существова-
ния выполняются условия постоянства математического ожидания и дисперсии, а корреля-
ционная функция является функцией только разности аргументов τ = t2-t1, т.e.: 

mx(t1) = mx(t2) = mx = x = const,                               (9.1.12) 
Dx(t1) = Dx(t2) = Dx = σ2 = const, 

Rx(t1, t1+τ) ≡ Rx(t2-τ, t2) = Rx(τ) ≡ Rx(-τ), 
rx(τ) = Кх(τ)/Dx,   rx(0) = 1,   |rx(τ)| ≤ 1,   rx(-τ) = rx(τ). 

 Последние выражения свидетельствует о четности корреляционной (а равно и кова-
риационной) функции и функции корреляционных коэффициентов. Из него вытекает также 
еще одно свойство смешанных моментов стационарных процессов: 

|Rx(τ)| ≤ Rx(0),       |Kx(τ)| ≤ Kx(0) ≡ Dx. 
 Чем медленнее по мере увеличения значений τ убывают функции Кх(τ) и rx(τ), тем 
больше эффективный интервал корреляции случайного процесса, и тем медленнее изменя-
ются во времени его реализации. 

Среди стационарных процессов выделяют строго стационарные процессы, для кото-
рых постоянны во времени не только математическое ожидание, дисперсия и корреляция, но 
и все остальные моменты высших порядков (в частности, асимметрия и эксцесс).  

Стационарные случайные процессы наиболее часто встречаются при решении физи-
ческих и технических задач. Теория стационарных случайных функций разработана наибо-
лее полно и для ее использования обычно достаточно определения стационарности в широ-
ком смысле: случайная функция считается стационарной, если ее математическое ожидание 
постоянно, а корреляционная функция зависит только от одного аргумента. Случайные про-
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цессы, удовлетворяющие условиям стационарности на ограниченных, интересующих нас ин-
тервалах, также обычно относят к числу стационарных в широком смысле и называют квази-
стационарными. 

Эргодические процессы. Строго корректно характеристики случайных процессов  
оцениваются путем усреднения по ансамблю реализаций в определенные моменты времени 
(по сечениям процессов). Но большинство стационарных случайных процессов обладает эр-
годическим свойством. Сущность его заключается в том, что по одной достаточно длинной 
реализации процесса можно судить обо всех его статистических свойствах так же, как по 
любому количеству реализаций. Другими словами, закон распределения случайных величин 
в таком процессе может быть одним и тем же как по сечению для ансамбля реализаций, так и 
по координате развития. Такие процессы получили название эргодических (ergodic). Для эр-
годических процессов имеет место: 

mx(t) = M{x(t)} = T
1

∞→T
lim ∫

T

0
x(t) dt = x ,                           (9.1.13) 

Dx(t) = T
1

∞→T
lim ∫

T

0
(x(t) - mx(t))2 dt = 2)( xx − = 2x - x 2,              (9.1.14) 

Rx(τ) = M{x(t)x(t+τ)} = T
1

∞→T
lim ∫

T

0
x(t)x(t+τ) dt.                  (9.1.15)  

Эргодичность является очень важным свойством случайных стационарных, и только 
стационарных процессов. Математическое ожидание эргодического случайного процесса 
равно постоянной составляющей любой его реализации, а дисперсия является мощностью 
его флюктуационной составляющей при Т ⇒ ∞ . Так как определение функций производится 
по ограниченным статистическим данным одной реализации и является только определен-
ным приближением к соответствующим фактическим функциям процессов, целесообразно 
называть эти функции статистическими.  

Свойства эргодичности могут проявляться только по отношению к двум первым мо-
ментам случайного процесса, что вполне достаточно для использования соответствующих 
методик исследования процессов. Практическая проверка эргодичности процесса обычно 
производится проверкой выполнения условия Слуцкого: 

T
1

∞→T
lim ∫

T

0
K(τ) dτ = 0.                                       (9.1.16) 

Если ковариационная функция процесса стремится к нулю при возрастании значения 
аргумента (τ), то процесс относится к числу эргодических, по крайней мере, относительно 
моментов первого и второго порядков. 

Пример.  Случайная функция задана выражением Z(t)=X(t)+Y, где X(t) - стационарная эрго-
дическая функция, Y- случайная величина, некоррелированная с X(t). Эргодична ли функция Z(t)? 

mz(t) = mz(x)+my,   Kz(τ) = Kx(τ)+Dy. 
Функция Z(t) стационарна, но не эргодична, так как при τ ⇒ ∞ имеет место Kz(τ) ⇒ Dy. 

9.2.  ФУНКЦИИ  СПЕКТРАЛЬНОЙ  ПЛОТНОСТИ   [2,25,26]. 
 Каноническое разложение случайных функций. Введем понятие простейшей слу-
чайной функции, которая определяется выражением: 

X(t) = X⋅ϕ(t),                                                   (9.2.1) 
где Х - обычная случайная величина, ϕ(t) - произвольная неслучайная функция. Математиче-
ское ожидание простейшей случайной функции: 

mx(t) = M{Xϕ(t)}= ϕ(t)⋅M{X}= ϕ(t)⋅mx,                             (9.2.2) 
где mx - математическое ожидание случайной величины Х. При mx = 0 математическое ожи-
дание mx(t) также равно нулю для всех t и функция (9.2.1) в этом случае называется элемен-
тарной случайной функцией. Ковариационная функция элементарной случайной функции 
определится выражением:  
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Kx(t1, t2) = M{X(t1)X(t2)}= ϕ(t1)ϕ(t2)⋅M{X2}= ϕ(t1)ϕ(t2)⋅Dx.              (9.2.3) 
где Dx - дисперсия случайной величины Х. 
 Центрированную случайную функцию 0X(t) можно представить суммой взаимно не-
коррелированных элементарных случайных функций: 

0X(t) =
N

1=
∑
 n

Xn⋅ϕn(t),                                                 (9.2.4) 

 Из взаимной некоррелированности элементарных случайных функций следует взаим-
ная некоррелированность величин Xn. Математическое ожидание и ковариационная функция 
случайной функции 0X(t): 

M{0X(t)}= M{
N

1=
∑
 n

Xn⋅ϕn(t)}= 0.  

Kx(t1, t2) = M{0X(t1) 0X(t2)}= M{
m n,

∑ Xn⋅ϕn(t1)Xm⋅ϕm(t2)}= 
ji,

∑ ϕn(t1)ϕm(t2)M{XnXm}.  

 В силу взаимной некоррелированности парных значений XnXm имеет место 
M{XnXm}= 0 при n ≠ m, и все члены суммы в последнем выражении равны нулю, за исклю-
чением значений при n = m, для которых M{XnXm}= M{Xn

2}= Dn. Отсюда: 

Kx(t1, t2) =
N

1=
∑
 n

ϕn(t1)ϕn(t2)Dn.                                     (9.2.5) 

 Произвольная нецентрированная случайная функция соответственно может быть 
представлена в виде 

X(t) = mx(t) + 0X(t) = mx(t) +
N

1=
∑
 n

Xn⋅ϕn(t),                        (9.2.6) 

с математическим ожиданием mx(t) и с той же самой ковариационной функцией (9.2.5) в си-
лу свойств ковариационных функций, где 0X(t) - флюктуационная составляющая случайной 
функции X(t). Выражение (9.2.6) и является каноническим разложением функции X(t). Слу-
чайные величины Xn называются коэффициентами разложения, функции ϕn - координатны-
ми функциями (базисом) разложения. При t1 = t2 из (9.2.5) получаем функцию дисперсии 
случайной функции X(t): 

Dx(t) =
N

1=
∑
 n

[ϕn(t)]2⋅Dn.                                          (9.2.7) 

 Таким образом, зная каноническое разложение (9.2.6) функции X(t), можно сразу оп-
ределить каноническое разложение (9.2.5) ее ковариационной функции, и наоборот. Канони-
ческие разложения удобны для выполнения различных операций над случайными функция-
ми. Это объясняется тем, что в разложении зависимость функции от аргумента t выражается 
через неслучайные функции ϕn(t), а соответственно операции над функцией X(t) сводятся к 
соответствующим операциям математического анализа над координатными функциями ϕn(t). 
 В качестве координатных функций (базиса) разложения, как и при анализе детерми-
нированных сигналов, обычно используются гармонические синус-косинусные функции, а в 
общем случае комплексные экспоненциальные функции exp(jωt). С учетом последнего пред-
варительно рассмотрим особенности представления случайных функций в комплексной фор-
ме. 

Комплексные случайные функции. В общем случае случайный процесс может опи-
сываться комплексной случайной функцией: 

Z(t) = X(t) + jY(t),                                            (9.2.8) 
где X(t) и Y(t) - действительные случайные функции. Соответственно, математическое ожи-
дание комплексной функции: 

mz(t) = mx(t)+j⋅my(t).                                        (9.2.9) 
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 Заметим, что комплексное представление случайных функций не более чем удобная 
для анализа математическая форма их отображения, которая, с использованием выражений 
Эйлера, всегда может быть переведена в форму вещественных функций. Функции диспер-
сии, корреляции и ковариации должны представлять собой однозначные и неслучайные ве-
щественные характеристики случайных процессов и функций, независимо от формы их ма-
тематического представления. Это условие будет выполняться при использовании в выраже-
ниях моментов второго порядка операций умножения комплексных функций с комплексно 
сопряженными функциями. Так, выражение для вычисления корреляционной функции имеет 
следующий вид: 

Rz(t1, t2) = M{Z(t1)⋅Z*(t2)}= M{[X(t1)+jY(t1)][X(t2)-jY(t2)]}=  
= M{X(t1)X(t2)+Y(t1)Y(t2)+j⋅[Y(t1)X(t2)-X(t1)Y(t2)]} = 

= Rx(t1, t2) + Ry(t1, t2) + j⋅[Ryx(t1, t2) - Rxy(t1, t2)].                   (9.2.10) 
 Если действительные и мнимые части комплексной функции некоррелированны, то 
Ryx = Rxy = 0 и последний член выражения (9.2.10) также равен нулю. 
 Аналогичное выражение имеет место и для ковариационной функции. При t1 = t2 = t 
для функции дисперсии комплексной случайной величины имеем: 

Dz(t) = M{|Z(t)-mz(t)|2} = Dx(t) + Dy(t),                        (9.2.11) 
 Все приведенные выражения в общем случае могут использоваться для любых ком-
плексных случайных функций с любым физическим смыслом переменной t. 

Финитное преобразование Фурье случайных функций. По аналогии с функциями де-
терминированных сигналов, отдельно взятая на интервале 0-Т реализация xk(t) стационарно-
го случайного процесса 0X(t) может быть представлена в виде ряда Фурье: 

   xk(t) =
∞

∞=
∑

   i -
Vx,k(ωn) exp(jωnt),                                (9.2.12) 

Vx,k(ωn) = (1/T) ∫
T

0
xk(t) exp(-jωnt) dt,                        (9.2.13)  

или, в односторонней тригонометрической форме: 

xk(t) = Ax,k(0) + 2
N

1=
∑
 n

(Ax,k(ωn) cos(ωnt) + Bx,k(ωn) sin(ωnt)),     (9.2.12') 

    Ax,k(ωn) = (1/T) ∫
T

0
xk(t) cos(ωnt) dt,                          (9.2.13') 

Bx,k(ωn) = (1/T) ∫
T

0
xk(t) sin(ωnt) dt.                           (9.2.13'') 

где ωn = n⋅∆ω - частоты спектра, ∆ω = 2π/T - шаг по частоте. Выражения (9.2.13) обычно на-
зывают спектральными характеристиками реализаций. Из сравнения выражений (9.2.4) и 
(9.2.12) нетрудно сделать заключение, что выражения (9.2.12) относится к числу канониче-
ских разложений случайных функций, при этом спектральная характеристика Vx,k(ω), а рав-
но и ее составляющие Ax,k(ω) и Bx,k(ω), также являются случайными функциями частоты - 
единичными реализациями случайных функций Vx(ω), Ax(ω) и Bx(ω). Соответственно, и час-
тотное распределение амплитуд и фаз составляющих гармонических колебаний случайного 
процесса 0X(t) представляет собой случайные функции с соответствующими неслучайными 
функциями дисперсий.  
 Если функция 0X(t) является дискретной последовательностью случайных величин 
0X(n⋅∆t) в интервале по n от 0 до N, то, как это и положено для дискретных преобразований 
Фурье, расчет спектральных характеристик выполняется в Главном частотном диапазоне (до 
частоты Найквиста ωN = π/∆t), с заменой в выражениях (9.2.13) интегрирования на суммиро-
вание по n и с соответствующим изменением пределов суммирования в выражениях (9.2.12). 
Данное пояснение сохраняется и на все дальнейшие выкладки.  
 Спектральные характеристики единичных реализаций случайных процессов интереса, 
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как правило, не представляют и на практике используются довольно редко. Спектральная 
характеристика случайной функции 0X(t), как ансамбля реализаций, может быть определена 
осреднением функций (9.2.12-13) по реализациям, в результате которого мы получим те же 
самые функции (9.2.12-13), только без индексов k. При этом в силу центрированности ста-
ционарной случайной функции 0X(t), мы должны иметь: 

M{X(t)} =
∞

∞= −

∑
n

M{Vx(ωn)} exp(jωnt) = 0,                      (9.2.14) 

 Последнее будет выполняться при условии M{Vx(ωn)} = 0, т.е. математическое ожи-
дание значений спектральной характеристики центрированного стационарного случайного 
процесса должно быть равно нулю на всех частотах. Другими словами, спектральной харак-
теристики центрированного стационарного случайного процесса не существует. Сущест-
вуют только спектральные характеристики его отдельных реализаций, которые и использу-
ются, например, для моделирования этих реализаций. 
 Для произвольных нецентрированных случайных процессов X(t), при записи послед-
них в форме X(t) = mx(t) + 0X(t), будем соответственно иметь преобразование Фурье: 

mx(t) + 0X(t)  mx(ω) + Vx(ω) = mx(ω), 
т.е., по существу, функцию спектра (или спектральной плотности) неслучайной функции ма-
тематического ожидания случайного процесса, естественно, в пределах той точности, кото-
рую может обеспечить выборочный ансамбль реализаций. Это лишний раз подтверждает от-
сутствие в спектрах случайных процессов какой-либо информации о флюктуационной со-
ставляющей процессов,  и говорит о том, что фазы спектральных составляющих в реализаци-
ях процесса являются случайными и независимыми. 
 С учетом вышеизложенного, под спектрами случайных процессов (или спектральной 
плотностью при интегральном преобразовании Фурье) повсеместно понимается не преобра-
зования Фурье собственно случайных функций, а преобразования Фурье функций мощности 
случайных процессов, поскольку функции мощности не зависят от соотношения фаз спек-
тральных составляющих процессов. 
 Спектры мощности случайных функций определяются аналогично спектрам мощ-
ности детерминированных сигналов. Средняя мощность случайного процесса X(t), зарегист-
рированного в процессе одной реализации на интервале 0-Т, с использованием равенства 
Парсеваля может быть вычислена по формуле: 

PT =(1/Т) ∫
T

0
x2(t) dt = (1/Т) ∫

∞

∞−
|XT(f)|2 df, 

где X(f) – спектральная плотность единичной реализации x(t).  При увеличении интервала Т 
энергия процесса на интервале неограниченно нарастает, а средняя мощность стремится к 
определенному пределу:  

P = ∫
∞

∞−
W(f) df, 

где подынтегральная функция представляет собой спектральную плотность средней мощно-
сти данной реализации случайного процесса: 

W(f) = T
1

∞→T
lim  |XT(f)|2. 

 Очень часто это выражение называют просто спектром мощности. Плотность мощно-
сти является вещественной, неотрицательной и четной функцией частоты. В общем случае, 
плотность мощности необходимо усреднять по множеству реализаций, но для эргодических 
процессов допустимо усреднение по одной достаточно длительной реализации. Средняя 
мощность любой реализации центрированного процесса равна его дисперсии: 

Dx = ∫
∞

∞−
W(f) df. 

 Спектр функций случайных процессов. При представлении ковариационной функ-
ции на интервале 0-Т, шаг по спектру функции с учетом четности ковариационной функции 
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устанавливается равным ∆ω = π/T, ωn = n⋅∆ω, а спектр определяется обычно непосредственно 
по косинусам в односторонней форме: 

    Kx(τ) = Dx(0)/2 +
∞

=
∑

1  i
Dx(ωn) cos(ωnτ),                           (9.2.15') 

     Dx(ωn) = (2/T) ∫
T

0
Kx(τ) cos(ωnτ) dτ,                             (9.2.16') 

где Dx(ωn) в соответствии с (9.2.5) - дисперсии случайных величин Vx(ωn), а равно и Ax(ωn) и 
Bx(ωn), в разложениях (9.2.12). В комплексной форме, как обычно: 

    Kx(τ) =
N

1=
∑
 n

Dx(ωn) exp(jωnτ),                                     (9.2.15) 

Dx(ωn) = (2/T) ∫
T

0
Kx(τ) exp(-jωnτ) dτ,                            (9.2.16)  

 Спектры случайных функций всегда ограничены (D(ω) ≠  ∞) и неотрицательны (D(ω) 
≥ 0), при двустороннем представлении всегда четные (D(-ω) = D(ω)). Пример спектров в од-

но- и двустороннем представлении приведен на 
рис. 9.2.1. 
 Дисперсия стационарного случайного 
процесса X(t) может определяться по формуле 
(9.2.15) при τ = 0: 

Dx =
N

1=
∑
 n

Dx(ωn),               (9.2.17)  

т.е. дисперсия стационарного случайного про-
цесса равна сумме дисперсий всех случайных 

гармоник ее спектрального разложения. 
 Обобщенной характеристикой спектра случайного процесса служит эффективная ши-
рина ковариационного спектра, определяемая по формуле: 

∆Ωk = (∆ω/Dmax)
N

1=
∑
 n

Dx(ωn) = ∆ω⋅Dx/Dmax,                    (9.2.18) 

где Dmax − максимальное значение функции Dx(ωn). Отметим, что ширина спектра является 
практической характеристикой случайного процесса, и вычисляется, как правило, для реаль-
ных частот по одностороннему спектру процесса. При вычислении по двустороннему спек-
тру, где значение Dmax соответственно в два раза меньше, чем в одностороннем спектре, ве-
личина ∆Ωk завышается в два раза, если суммирование осуществлять по всему спектру. По-
этому пределы суммирования в выражении (9.2.18) не изменяются вне зависимости от того, 
какой вид спектра используется.    
 При использовании предельного перехода T ⇒ ∞ и соответственно интегралов Фурье 
в выражениях (9.2.15), двусторонние функции дисперсий D(ωn) заменяются функциями S(ω), 
а односторонние - функциями G(ω), которые называют соответственно дву- и односторон-
ними функциями спектральной плотности случайных процессов. Такое же индексирование 
в научно-технической литературе применяют и для спектров корреляционных функций, а 
зачастую и для дискретных преобразований ковариационных функций вместо D(ωn), хотя 
последнее применительно к ковариационным функциям более точно отражает физическую 
сущность величин. Но оно может считаться вполне приемлемым для сохранения общности 
математических описаний.   
 Эффективная ширина спектра для функций спектральной плотности случайных про-
цессов: 

∆Ωk = ∫
∞

0
Gx(f) df /Gx(f)max = ∫

∞

0
Sx(f) df /Sx(f)max = Kx(0) /Sx(f)max.        (9.2.18')   

 
Рис. 9.2.1. Спектры случайных функций. 
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 Соотношение неопределенности связывает эффективную ширину спектра ∆Ωk с 
эффективным интервалом ковариации Tk. Для его определения найдем произведение ∆ΩkTk 
случайного процесса с использованием формул (9.1.7) и (9.2.18'): 

∆ΩkTk =2 ∫
∞

0
|Kx(τ)|dτ /Sx(f)max.                                   (9.2.19) 

 Оценка этого произведения и приводит к соотношению неопределенности: 
∆ΩkTk ≥ 1/2.                                                    (9.2.20) 

 Следовательно, с уменьшением эффективной ширины спектра увеличивается эффек-
тивный интервал ковариации случайного процесса, и наоборот. 
 Взаимные спектральные функции. Статистическая связь двух случайных процессов 
X(t) и Y(t) оценивается по функциям взаимной ковариации Kxy(τ) или Kyx(τ). Функции вза-
имной ковариации в общем случае являются произвольными и соответственно функции вза-
имного спектра представляют собой комплексные выражения: 

Sxy(ωn) = (1/T)
T

o
∫ Kxy(τ) exp(-jωnτ) dτ,                           (9.2.21) 

при этом: 
Sxy(-ω) = Sxy

*(ω) = Syx(ω). 
Квадратурным аналогом нормированной взаимной ковариационной функции или 

функции коэффициентов ковариации двух процессов (9.1.11) в спектральной области являет-
ся функция когерентности, которая определяется выражением: 

γxy
2(ω) = |Sxy(ω)|2/(Sx(ω)Sy(ω)),                                (9.2.22) 

и для любых ω удовлетворяет неравенствам 
0 ≤ γxy

2(ω) ≤ 1.                                                (9.2.23) 
 Функция когерентности обычно используется при анализе линейных систем преобра-
зования входной функции X(t) в выходную функцию Y(t) (рассмотрено ниже).  

Теорема Винера-Хинчина. Рассмотрим сигнал q(t), представляющий собой одну реа-
лизацию случайного стационарного эргодического процесса длительностью Т. Для сигнала 
q(t) может быть определен спектр Q(ω). Если сдвинуть на τ реализацию процесса, то полу-
чим спектр Q(ω)exp(jωτ). Для вещественных сигналов Q(ω) = Q*(ω), и равенство Парсеваля 
по энергии взаимодействия двух сигналов  

∫
∞

∞−
x(t) y*(t) dt = ∫

∞

∞−
X(f) Y*(f) df. 

может быть записано в следующей форме: 

∫
∞

∞−
q(t)q(t+τ) dt = (1/2π) ∫

∞

∞−
Q(ω)Q*(ω) exp(jωτ) dω. 

Поделим обе части данного равенства на Т и перейдем к пределу при Т ⇒ ∞, при этом  
в его левой части мы увидим выражение для функции корреляции, а в правой части - преоб-
разование Фурье спектра мощности сигнала: 

∫∞→

T

0T T
1lim q(t)q(t+τ) dt = 

T2
1
πT

lim
∞→ ∫

∞

∞−
|Q(ω)|2 exp(jωτ) dω,  

R(τ) = (1/2π) ∫
∞

∞−
W(ω) exp(jωτ) dω.                             (9.2.24) 

  
Отсюда следует, что корреляционная функция случайного стационарного эргодиче-

ского процесса представляет собой обратное преобразование Фурье его спектра мощности, и 
наоборот: 

W(ω) = ∫
∞

∞−
R(τ) exp(-jωτ) dτ.                                 (9.2.25) 

В этом состоит суть теоремы Винера-Хинчина. Функции W(ω) и R(τ) являются чет-
ными, а соответственно в тригонометрической форме: 
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R(τ) = 2 ∫
∞

0
W(f)cos(2πfτ) df,           W(f) = 2 ∫

∞

0
R(τ)cos(2πfτ) dτ. 

Так как ковариационные функции стационарных процессов являются частным случа-
ем корреляционных функций, то эти выражения действительны и для ФАК, а, следовательно, 
спектральные функции случайных процессов, рассмотренные выше как преобразования Фу-
рье ковариационных функций, являются спектрами мощности флюктуирующей составляю-
щей процессов. С этих позиций дисперсия случайных процессов представляет собой сред-
нюю мощность его флюктуаций  

K(τ=0) = σ2 = (1/2π) ∫
∞

∞−
W(ω) dω, 

т.е., равна суммарной мощности всех его частотных составляющих процессов. 
В заключение данного раздела отметим, что спектральные плотности процессов и 

спектры плотности мощности, это одно и то же понятие. Оба термина используются доста-
точно широко в научно-технической литературе. Учитывая то обстоятельство, что понятие 
мощности по своему смыслу больше связано с энергетическими понятиями, а понятие спек-
тральной плотности - с анализом сигналов и систем, при дальнейшем рассмотрении случай-
ных сигналов и процессов будем использовать, в основном, понятие спектральной плотности 
или (для дискретных величин) спектров случайных сигналов и процессов. 

9.3.  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  СЛУЧАЙНЫХ  ФУНКЦИЙ   [1, 26, 27]. 
 Системы преобразования случайных функций. Пусть имеется система преобразова-
ния сигналов с одним входом и с одним выходом. На вход поступает (подается) входная слу-
чайная функция X(t) - функция воздействия или возбуждения. С выхода снимается выходная 
функция Z(t) – отклик или выходная реакция системы. Система осуществляет преобразова-
ние X(t) ⇒ Z(t) и описывается определенным системным оператором трансформации Т - 
функцией, алгоритмом, набором правил преобразования входного сигнала в выходной. 
Функциональное обозначение операции преобразования: 

Z(t) = T[X(t)]. 
 Символическое отображение операции преобразования: 

z(t) = h(τ) * x(t-τ), 
где h(τ) - математическая функция импульсного отклика системы на единичное входное воз-
действие. Это выражение представляет собой краткую запись операции свертки, которой 
реализуется линейное преобразование. В интегральной форме: 

z(t) =
∞

∫
0

h(τ)⋅x(t-τ) dτ.  

 Импульсный отклик определяет соответствующую частотную передаточную характе-
ристику системы: h(τ)  H(ω).  

Для неслучайных (детерминированных) входных сигналов соотношение между вы-
ходными и входными сигналами всегда однозначно задается системным оператором. В слу-
чае реализации на входе системы случайного входного процесса (случайного сигнала) тоже 
существует однозначное соответствие процессов на выходе и входе системы, однако при 
этом одновременно происходит изменение статистических характеристик выходного сигнала 
(математического ожидания, дисперсии, ковариационной функции и пр.). 

Линейные и нелинейные системы составляют два основных класса систем обработки 
сигналов. Термин линейности означает, что система преобразования сигналов должна иметь 
произвольную, но в обязательном порядке линейную связь между входным сигналом (воз-
буждением) и выходным сигналом (откликом). В нелинейных системах связь между вход-
ным и выходным сигналом определяется произвольным нелинейным законом. 

Основные системные операции линейных систем, из которых могут быть сформиро-
ваны любые линейные операторы преобразования, это операции скалярного умножения, 
сдвига и сложения сигналов: 

s(t) = c × a(t),     s(t) = a(t-∆t),     s(t) = a(t)+b(t). 
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Для нелинейных систем выделим важный тип безинерционных операций нелинейной 
трансформации сигнала, результаты которой зависят только от его входных значений. К ним 
относятся, например, операции квадратирования и логарифмирования сигнала: 

y(t) = [s(t)]2,     y(t) = log[s(t)]. 
Система считается линейной, если реакция системы на входные сигналы аддитивна 

(выполняется принцип суперпозиции сигналов) и однородна (выполняется принцип пропор-
ционального подобия):  

T[a(t)+b(t)] = T[a(t)]+T[b(t)],       T[c × a(t)]= c × T[a(t)]. 
Другими словами, отклик линейной системы на взвешенную сумму входных сигналов 

должен быть равен взвешенной сумме откликов на отдельные входные сигналы независимо 
от их количества и для любых весовых коэффициентов, в том числе комплексных. 

Линейные системы могут быть неоднородными, если они осуществляют какое-либо 
линейное однородное преобразование с прибавлением (вычитанием) заданной функции, т.е. 
операцию вида  Z(t) = T[X(t)] = To[X(t)] + f(t). 
 Двухвходовая система описывается системным оператором Т, который связывает два 
входных воздействия, соответственно X(t) и Y(t), с выходной реакцией Z(t). Система счита-
ется линейной, если принципы аддитивности и однородности выполняются для обоих вхо-
дов, т.е.: 

Z(t) = T[c⋅X(t), c⋅Y(y)] = c⋅T[X(t),Y(t)], 
Z(t) = T[X1(t)+X2(t), Y1(t)+Y2(t)] = T[X1(t),Y1(t)]+T[X2(t),Y2(t)].  

 Двухвходовая система может применяться, например, для суммирования двух слу-
чайных процессов с разными коэффициентами усиления их значений. 
 При выполнении линейных преобразования над случайными сигналами обычно ста-
вится задача определения характеристик распределения выходного распределения Z(t) по 
известным характеристикам входного распределения сигнала X(t).  
 Математическое ожидание выходного сигнала: 

mz(t) = M{Z(t)} = M{T[X(t)]}. 
 Из теории линейных систем: Линейный оператор можно выносить за знак матема-
тического ожидания. Отсюда следует: 

mz(t) = T[M{X(t)}] = T[mx(t)],                                 (9.3.1) 
т.е. для определения функции математического ожидания выходного сигнала Z(t) достаточно 
выполнить преобразование тем же системным оператором функции математического ожида-
ния входного сигнала X(t): 

mz(t) = h(τ) * mx(t-τ).                                         (9.3.2) 
 Корреляционная функция выходного сигнала: 

Rz(t1, t2) = M{Z(t1)Z(t2)}= M{T1[X(t1)] T2[X(t2)]}, 
где Т1 и Т2 - один и тот же оператор Т по переменным соответственно t1 и t2, что позволяет 
вынести его за знак математического ожидания, сохраняя переменные:  

Rz (t1, t2) = T1T2[M{X(t1)X(t2)}] =T1T2[Rx(t1,t2)],                   (9.3.3) 
т.е. при известной функции корреляции входного сигнала функция корреляции выходного 
сигнала находится двойным преобразованием тем же оператором по двум аргументам.  
 При определении функции Rz(τ) следует учесть порядок преобразования. Для произ-
ведения выходных сигналов z(t) и z(t+τ) линейной системы  можно записать: 

z(t)⋅z(t+τ) = ∫
∞

0 ∫
∞

0
h(α)h(β) x(t-α) x(t+τ-β) dα dβ. 

 Если взять математические ожидания от обеих частей этого равенства, то, с учетом 
соотношения в подынтегральном  выражении 

M{x(t-α) x(t+τ-β)} = -Rx(t-α-t-τ+β) = Rx(τ+α-β), 
получим: 
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Rz(τ) = ∫
∞

0 ∫
∞

0
h(α)h(β) Rx(τ+α-β) dα dβ ≡ Rx(τ) * h(τ+α) * h(τ-β).        (9.3.4) 

 Таким образом, функция корреляции выходного сигнала равна функции корреляции 
входного сигнала, свернутой дважды, в прямом и обратном направлении, с импульсным от-
кликом системы, что сохраняет четность корреляционной функции выходного сигнала. Ана-
логичное заключение действительно и для ковариационных функций. 
 Заметим, что для свертки импульсных откликов, производя замену τ−β = t, мы имеем 
равенство: 

h(τ+α) * h(τ-β) = h(t+α+β) * h(t) = h(t) * h(t+γ) = Rh(t), 
где Rh(t) - функция корреляции импульсного отклика системы. Отсюда: 

Rz(τ) = Rx(τ) * Rh(τ),                                           (9.3.5) 
т.е. функция корреляции выходного сигнала равна свертке функции корреляции входного 
сигнала с функцией корреляции импульсного отклика системы. Это означает появление в 
случайном сигнале на выходе системы определенной корреляционной зависимости, вызван-
ной инерционностью системы, причем радиус корреляции выходного сигнала обратно про-
порционален верхней частоте, пропускаемой системой. 
 Функции взаимной корреляции  входного и выходного сигналов определяются ана-
логично: 

Rzx (t1, t2) = T1[Rx(t1, t2)],     Rxz(t1, t2) = T2[Rx(t1, t2)].                  (9.3.6) 
 Для функции Rxz входного и выходного сигналов имеем: 

∫
∞

0
x(t)⋅z(t+τ) dτ = ∫

∞

0 ∫
∞

0
h(α) x(t) x(t+τ-α) dα dτ. 

Rxz(τ) = ∫
∞

0
h(α) Rx(τ−α) dα ≡ Rx(τ) * h(τ−α),                       (9.3.7) 

т.е. функция взаимной корреляции входного и выходного сигналов равна свертке функции 
корреляции входного сигнала с функцией импульсного отклика системы.  
 Другая взаимно корреляционная функция Ryx может быть получена из соотношения: 

Rzx(τ) = Rxz(-τ) ≡ Rx(τ) * h(τ+α).                                (9.3.8) 
 Отметим, что для статистически независимых случайных величин при одностороннем 
импульсном отклике h(τ) = 0 при τ<0 функция Rxz(τ) также является односторонней и равна 
0 при τ<0, а функция Rzx соответственно равна 0 при τ>0. 
 Спектральные соотношения, которые характеризуют систему в целом по отноше-
нию к преобразованию случайных сигналов, это соотношения спектральных плотностей слу-
чайных сигналов (спектров мощности) на входе и выходе.  

Применяя преобразование Фурье к левой и правой части выражения (9.3.5), для спек-
тра мощности выходного сигнала получаем: 

Sz(f) = Sx(f) |H(f)|2.                                             (9.3.9) 
Спектр мощности случайного сигнала на выходе системы равен спектру мощности 

входного сигнала, умноженному на квадрат модуля частотной характеристики фильтра. С 
учетом четности ковариационных функций спектр мощности выходного сигнала также явля-
ется четной действительной функцией и содержит только амплитудную характеристику сис-
темы. 

Аналогично, для взаимного спектра мощности сигналов на основе выражений (9.3.7-
8) имеем: 

 Sxz(f) = Sx(f) H(f).                                              (9.3.10) 
Szx(f) = Sx(f) H(-f).                                            (9.3.10') 

 Взаимный спектр сигналов при одностороннем импульсном отклике является ком-
плексным, и содержит как амплитудную, так и фазовую характеристику системы. 
 Отметим, что с использованием выражения (9.3.10) можно производить определение 
частотной характеристики и импульсного отклика системы: 
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H(f) = Sxz/Sx ⇔ h(t). 
Дисперсия выходного сигнала может быть определена с использованием формул 

(9.3.4, 9) по функциям ковариации: 

σz 2 = Kz(0) = ∫
∞

∞−
Sx(f) |H(f)|2 df ≡ Kx(0) ∫

∞

0
h2(t) dt = σx

2 ∫
∞

0
h2(t) dt,        (9.3.11) 

Если сигнал нецентрированный и значение дисперсии входного сигнала неизвестно, 
то по аналогичным формулам вычисляется сначала средний квадрат выходного сигнала или 
так называемая средняя мощность сигнала: 

2z = (t)z2 = Rz(0) ≡ 2x ∫
∞

0
h2(t) dt ≡ ∫

∞

0
Sx(f) |H(f)|2 df.                     (9.3.12)  

 Средняя мощность выходного сигнала равна средней мощности входного сигнала, 
умноженной на квадрат площади импульсной реакции системы (для цифровых систем - 
сумму квадратов коэффициентов импульсного отклика). Для центрированных случайных 
сигналов средняя мощность равна дисперсии сигналов. Для нецентрированных выходных 
сигналов: 

σz 2 = 2z - z 2 ≡ ( 2x - x 2) ∫
∞

0
h2(t) dt.                               (9.3.13) 

 Функция когерентности дает оценку точности принятой линейной модели системы. 
Когерентность входного и выходного сигналов системы оценивается по формуле: 

γxz
2(f) = |Sxz(f)|2/[Sx(f)⋅Sz(f)].                                   (9.3.14) 

 Если функции Sx(f) и Sz(f) отличны от нуля и не содержат дельта-функций, то для 
всех f значения функции когерентности заключены в интервале: 

0  ≤ γxz
2(f) ≤ 1. 

 Для исключения дельта-функций на нулевой частоте определение функции когерент-
ности производится по центрированным сигналам. Для линейных систем с постоянными па-
раметрами функция когерентности равна 1, в чем нетрудно убедиться, если в формулу 
(9.3.14) подставить выражения Sxz и Sz, определенные через Sx  в формулах (9.3.9-10). Для 
совершенно не связанных сигналов функция когерентности равна нулю. Промежуточные 
между 0 и 1 значения могут соответствовать трем ситуациям: 
 1. Система осуществляет преобразование x(t) ⇒ z(t), но в измерениях этих сигналов 
или одного из них присутствует внешний шум. Так, например, в сигналах, зарегистрирован-
ных с ограничением по разрядности, появляется шум квантования (округления значений). 
 2. Система не является строго линейной. Это может наблюдаться, например, при оп-
ределенном ограничении по разрядности вычислений в цифровых системах, при накоплении 
ошибки в рекурсивных системах и т.п. 
 3. Выходной сигнал z(t) помимо x(t) зависит еще от каких-то входных или внутренних 
системных процессов. 
 Величина 1-γxz

2(f) задает долю среднего квадрата сигнала z(t) на частоте f, не связан-
ную с сигналом x(t). 
 Аналогично можно вычислить функцию когерентности двух реализаций x(t) и y(t). 
Значения функции будут указывать на степень линейной зависимости одной реализации от 
другой, хотя это и не означает обязательности наличия какой-либо причинно-следственной 
связи между реализациями. Функция когерентности γxy сохраняется при точных однотипных 
линейных преобразованиях функций x(t) и y(t), что позволяет производить ее определение не 
измеряя самих величин x(t) и y(t). 
 Использование функций когерентности в практических методах анализа случайных 
данных подробно рассмотрено в работе /л4/.  
 Преобразования случайных функций. 
 Сложение случайных функций. При сложении случайных функций, в общем случае, 
с произвольными постоянными коэффициентами а и b, и образовании случайной функции 
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суммы 
Z(t) = a⋅X(t) + b⋅Y(t) 

функция математического ожидания процесса Z(t): 
mz(t)= M{Z(t)}= M{aX(t)+bY(t)}= a⋅M{X(t)}+b⋅M{Y(t)}= a⋅mx(t)+b⋅my(t).     (9.3.15) 

 Корреляционная функция суммы вычисляется аналогично и равна: 
Rz(t1, t2) = M{Z(t1)⋅Z(t2)}= M{[aX(t1)+bY(t1)][aX(t2)+bY(t2)]} =  

= M{a2X(t1)X(t2)+b2Y(t1)Y(t2)+⋅ab[X(t1)Y(t2)+Y(t1)X(t2)]} = 
= a2Rx(t1, t2)+b2Ry(t1, t2)+ab⋅[Rxy(t1, t2)+Ryx(t1, t2)].                 (9.2.16) 

 Для некоррелированных функций X(t) и Y(t) функции взаимной корреляции Rxy и Ryx 
обнуляются. Аналогичную форму записи имеют и ковариационные функции (как частный 
случай корреляционных функций при центрировании случайных процессов). Выражения 
легко обобщаются  на сумму любого числа случайных функций. В частности, для корреля-
ционной функции стационарной случайной функции Z(t) = nΣ anXn(t) при t2-t1 = τ  имеем: 

Rz(τ) = nΣ an
2Rxn(τ) + nm m, ≠Σ nΣ anamRxnxm(τ).                 (9.3.16') 

 При сложении случайной функции X(t) с неслучайной функцией y(t) математическое 
ожидание и корреляционная функция суммы Z(t)=X(t)+y(t) равны: 

mz(t) = mx(t) + y(t),    Rz(t1, t2) = Rx(t1, t2).                        (9.3.17) 
 При сложении случайной функции X(t) с некоррелированной случайной величиной Y 
математическое ожидание и корреляционная функция суммы Z(t)=X(t)+Y: 

mz(t) = mx(t) + my,        Rz(t1, t2) = Rx(t1, t2) + Dy.                  (9.3.18) 
 Произведение случайной и неслучайной функций X(t) и f(t). Математическое ожида-
ние и корреляционная функция выходного сигнала: 

mz(t) = M{Z(t)} = M{f(t)⋅X(t)} = f(t)⋅M{X(t)} = f(t)⋅mx(t).          (9.3.19) 
Rz(t1, t2)=M{f(t1)X(t1) f(t2)X(t2)}= f(t1)f(t2)M{X(t1)X(t2)}= 

= f(t1)f(t2)⋅Rx(t1, t2).                                           (9.3.20) 
 Если f(t) = const = C и Z(t) = C⋅X(t), то соответственно имеем: 

mz(t) = С⋅mx(t),  Rz(t1, t2) = С2⋅Rx(t1, t2).                         (9.3.21) 
 Производная от случайной функции  Z(t) = dX(t)/dt. Если функция X(t) является не-
прерывной и дифференцируемой, то математическое ожидание производной: 

mz(t) = M{Z(t)} = M{dX(t)/dt} = d(M{X(t)})/dt = dmx(t)/dt,        (9.3.22) 
т.е. математическое ожидание производной от случайной функции равно производной от ее 
математического ожидания. Для корреляционной функции имеем: 

Rz(t1,t2) = M{(dX(t1)/dt1)(dX(t2)/dt2)}=
21

2

tt ∂∂
∂ M{X(t1)X(t2)}=

21

2

tt ∂∂
∂ Rx(t1,t2),     (9.3.23) 

т.е. корреляционная функция производной случайной функции равна второй смешанной ча-
стной производной от корреляционной функции исходной случайной функции. 

 Интеграл от случайной функции  Z(t) = ∫
t

о
X(v)dv.  

mz(t) = M{Z(t)} = M{ ∫
t

о
X(v)dv} = ∫

t

о
M{X(v)}dv = ∫

t

о
mx(v)dv,       (9.3.24) 

т.е. математическое ожидание интеграла от случайной функции равно интегралу от ее мате-
матического ожидания. Для корреляционной функции имеем: 

Rz(t1, t2) = M{ ∫
t

о
X(t1)dt1 ∫

t

о
X(t2)dt2} = M{ ∫

t

о ∫
t

о
X(t1)X(t2) dt1 dt2} =  

= ∫
t

о ∫
t

о
M{X(t1)X(t2)} dt1 dt2 =  ∫

t

о ∫
t

о
Rx(t1, t2) dt1 dt2,               (9.3.25) 

т.е. корреляционная функция интеграла от случайной функции равна двойному интегралу от 
корреляционной функции исходной случайной функции. 
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 Преобразования стационарных случайных функций выполняются по вышеприве-
денным формулам, и приводят к следующим результатам (вместо корреляционных функций 
приводятся ковариационные функции, которые обычно используются на практике). 
 Математическое ожидание выходного сигнала Z(t) входной стационарной случай-
ной функции X(t) по (9.3.2): 

mz = h(τ) * mx = mx ∫
∞

∞−
h(τ) dτ,                                (9.3.26) 

 Отсюда следует, что математическое ожидание выходных сигналов системы равно 
математическому ожиданию входных сигналов, умноженному на площадь (или сумму коэф-
фициентов) импульсного отклика системы, т.е. на коэффициент усиления системой постоян-
ной составляющей. Если система не пропускает постоянную составляющую сигналов (пло-
щадь или сумма коэффициентов импульсного отклика системы равна нулю), то случайный 
выходной сигнал всегда будет иметь нулевое математическое ожидание. 
 Сумма двух стационарных случайных функций X(t) и Y(t) дает стационарную слу-
чайную функцию Z(t), при этом: 

   mz = mx + my,     Dz = Dx + Dy + 2Kxy(0).                    (9.3.27) 
Kz(t1, t2) = Kz(τ) = Kx(τ) + Ky(τ) + Kxy(τ) + Kyx(τ).             (9.3.28) 

 Сумма стационарной случайной и неслучайной функций X(t) и y(t) нестационарна 
по математическому ожиданию: 

mz(t) = mx + y(t),       Kz(τ) = Kx(τ).                          (9.3.29) 
 Произведение стационарной случайной и неслучайной функций X(t) и y(t) - неста-
ционарная случайная функция, так как: 

mz(t) = y(t)⋅mx,     Dz(t) = y2(t)⋅Dx.                          (9.3.30) 
Kz(t, τ) = y(t)y(t+τ)Kx(τ).                                   (9.3.31) 

 Производная от стационарной случайной функции - стационарная случайная функ-
ция с математическим ожиданием mz = 0 и ковариационными функциями: 

Kz(t1, t2) = 
21

2

tt ∂∂
∂ Kx(t1-t2) = - 2

2

d
d
τ

Kx(τ) = Kz(τ).                  (9.3.32) 

Kzx(τ) = d(Kx(τ))/dτ, Kxz(τ) = -d(Kx(τ))/dτ.                      (9.3.33) 
 Из выражения (9.3.32) следует также, что для дифференцируемости X(t) необходимо, 
чтобы ее ковариационная функция была дважды дифференцируемой по τ. 
 Интеграл от стационарной случайной функции - нестационарная случайная функ-

ция с математическим ожиданием mz(t) = ∫
t

о
mx(t)dt и функцией ковариации: 

Kz(t1, t2) = ∫
t1

о ∫
t2

о
Kx(u1-u2) du1 du2.                             (9.3.34) 

9.4.  МОДЕЛИ СЛУЧАЙНЫХ СИГНАЛОВ И ПОМЕХ   [2, 28]. 
 Наиболее распространенными моделями случайных сигналов и помех являются теле-
графный сигнал, белый шум, гауссовский случайный процесс, гауссовский шум. 

 Телеграфный сигнал - это случайный про-
цесс xk(t), пример которого приведен на рис. 9.4.1.  
Он представляет собой  последовательность прямо-
угольных положительных и отрицательных им-
пульсов со случайными длительностями и детерми-

нированными значениями амплитуд ±c, причем перемены знака внутри любого интервала (t, 
t+τ) происходят с интенсивностью α в случайные моменты времени, и не зависят от процес-
сов в смежных временных интервалах. Если считать случайной величиной телеграфного 
сигнала значение n - количество перемен знака внутри интервала τ, то распределение  веро-
ятностей значений n будет описываться законом Пуассона: 

 
Рис. 9.4.1. Телеграфный сигнал. 
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P(n) = (α|τ|)2 exp(-α|τ|)/n!                                 (9.4.1) 
 При вычислении корреляционной функ-
ции телеграфного сигнала каждое отдельное про-
изведение xk(t)xk(t+τ) равно либо с2, либо -с2 в 
зависимости от совпадения или несовпадения 
знаков xk(t) и xk(t+τ), причем вероятность с2 рав-
на сумме вероятностей Р(0)+Р(2)+Р(4)+..., а веро-
ятность -с2 определяется соответственно суммой 
вероятностей Р(1)+Р(3)+Р(5)+... . 

Следовательно: 

Rx(τ) = M{xk(t)xk(t+τ)}= c2
∞

=
∑

0 n
(-1)n P(n) =  

= c2 exp(-α|τ|)
∞

=
∑

0 n
(-1)n (α|τ)n/n! = c2 exp(-2α|τ|).                        (9.4.2) 

 Параметр α полностью определяет корреляционные и спектральные свойства теле-
графного сигнала, приведенные на рис. 9.4.2-3. При α ⇒ 0 характеристики сигнала прибли-
жаются к характеристикам постоянной составляющей, при α ⇒ ∞  - к характеристикам бело-
го шума.  
 Интервал корреляции сигнала: 

Τκ = 2 ∫
∞

0
(Rx(τ)/c2) dτ = 2/α.                                   (9.4.3) 

 Отсюда следует, что чем больше α, тем меньше время корреляции процесса. При α ⇒ 
0  Tk ⇒ ∞  и процесс вырождается в детерминированный (стремится к постоянной состав-
ляющей). При α ⇒ ∞  Tk ⇒ 0 и процесс вырождается в белый шум с некоррелированными 
отсчетами даже на соседних временных точках. 

 Двусторонняя спектральная плотность сигнала: 

Sx(ω)= ∫
∞

∞−
Rx(τ) exp(-jωτ) dτ=αc2/(α2+ω2).    (9.4.4) 

 Односторонняя спектральная плотность: 
Gx(ω) = 2αc2/(α2+ω2).                (9.4.5) 

 Ширина спектра телеграфного сигнала: 

Βκ = ∫
∞

0
Gx(ω) dω/Gx(0) = απ.           (9.4.6) 

 Отсюда следует, что спектр случайного процесса тем шире, чем меньше интервал ко-
рреляции процесса. 
 Белый шум является стационарным случайным процессом x(t) с постоянной спек-
тральной плотностью Gx(f) = σ2, равной дисперсии значений x(t). Другими словами, все спек-
тральные составляющие белого шума имеют одинаковую энергию (как белый цвет содержит 
все цвета видимого спектра). 
 По своему физическому смыслу спектральная плотность - это мощность процесса, ко-
торая приходится на 1 Гц полосы частот. Но тогда идеального белого шума на практике не 
может существовать, так как для него должно было бы выполняться условие: 

Rx(0) = ∫
∞

0
Gx(f) df = (σ2/2)⋅δ(0) = ∞,                               (9.4.7) 

т.е. мощность белого шума и его дисперсия равны бесконечности, а значения шума не кор-
релированны для любых |τ| ≠ 0, так как корреляционная функция представляет собой идеаль-
ный дельта-импульс. Тем не менее, многие помехи в радиотехнике, в технике связи и в дру-
гих отраслях рассматривают как белый шум, если выполняется следующее соотношение ме-
жду шириной спектров полезных сигналов и шумов 

 
Рис. 9.4.2.  Функция корреляции сигнала. 

 
Рис. 9.4.3. Спектр сигнала. 
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∆Fk.сигнал /∆Fk.шум << 1, 
и спектральная плотность шумов слабо изменяется в интервале спектра сигнала. 

 Если частотный диапазон спектра, на котором 
рассматриваются сигналы и помехи, равен 0-F, то 
спектральная плотность шума задается в виде: 

Gx(f) = σ2,  0 ≤ f ≤ F;  Gx(f) = 0,  f > F,     (9.4.8) 
при этом корреляционная функция шума определяет-
ся выражением: 

Rx(τ) = σ2F⋅sin(2πFτ) / 2πFτ.           (9.4.9) 
 Эффективная шумовая ширина спектра: 

∆Fk = Rx(0)/Gx(f)max = F.             (9.4.10) 
 Эффективное шумовое время корреляции: 

Tk = 2 ∫
∞

0
|Rx(τ)|dτ /Rx(0).                                                  (9.4.11) 

 Реальное шумовое время корреляции целесообразно определить по ширине главного 
максимума функции Rx(τ), в котором сосредоточена основная часть энергии шумов, при 
этом Tk = 1/F и ∆FkTk = 1, т.е. соотношение неопределенности выполняется. 
 Как следует из всех этих выражений и наглядно видно на рис. 9.4.4, при ограничении 
частотного диапазона в шумах появляется определенная корреляция между значениями и, 
чем меньше частотный диапазон шумов, тем больше их радиус корреляции. По существу, 
ограничение частотного диапазона шумов определенным диапазоном эквивалентно фильт-
рации белого шума частотным фильтром с соответствующей шириной полосы пропускания, 
при этом, в полном соответствии с выражением (9.3.7), корреляционная функция импульсно-
го отклика фильтра переносится на шум. 
 Гауссовский шум возникает при суммировании статистически независимых белых 
шумов и имеет следующую функцию корреляции: 

Rx(τ) = a exp(-2πσ2τ2).                                      (9.4.12) 
 Спектральная плотность шумов: 

Sx(f) = (a/σ π2 ) exp(-f2/2σ2),    - ∞ < f < ∞.                      (9.4.13) 
 Эффективные шумовые ширина спектра и время корреляции: 

∆Ωk = σ π2 /2 = 1.25σ,      Tk = 1/σ π2 = 0.4/σ.                     (9.4.14) 
 Соотношение неопределенности превращается в равенство:  ∆ΩkTk = 1/2.   
 Гауссовские случайные процессы преобладают в практических задачах. Случайный 
процесс x(t) называется гауссовским, если для любого набора фиксированных моментов вре-
мени tn случайные величины x(tn) подчиняются многомерному нормальному распределению. 
Плотность вероятностей мгновенных значений x(t) эргодического гауссовского процесса оп-
ределяется выражением: 

p(x) = (σx π2 )-1 exp(-(x-mx)2/2σ2).                          (9.4.15) 
 Среднее значение и его оценка по достаточно большому интервалу Т: 

mx = ∫
∞

∞−
x p(x) dx,         mx ≈ (1/T) ∫

T

0
x(t) dt.  

 При нулевом среднем (или при центрировании функции x(t) для упрощения расчетов) 
дисперсия процесса не зависит от t и равна: 

σx
2 = ∫

∞

∞−
x2 p(x) dx. 

 Оценка дисперсии при больших Т: 

σx
2 ≈ (1/T) ∫

T

0
x2(t) dt = ∫

∞

∞−
Sx(f) df = 2 ∫

∞

0
Sx(f) df = ∫

∞

0
Gx(f) df.              (9.4.16) 

 Следовательно, процесс полностью характеризуется спектральной плотностью, по ко-

 
Рис. 9.4.4. Функции корреляции белого  

шума в частотном интервале 0-F. 
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торой можно определить значение дисперсии процесса. На вид спектральных плотностей и 
соответствующих им ковариационных функций никаких ограничений не накладывается. 
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Тема 10: ОПТИМАЛЬНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ФИЛЬТРЫ. 
Как много дел считалось невозможными, пока они не были осуществлены. 
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10.1.  МОДЕЛИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ И ШУМОВ  /12/. 

Результаты практических измерений, подлежащие обработке, содержат определенный 
полезный сигнал на фоне различного рода помех (шумов), при этом спектр помех в общем 
случае недетерминирован и в той или иной мере представлен по всему интервалу главного 
частотного диапазона. Другими словами, спектр полезного сигнала наложен на спектр шу-
мов. В этих условиях ставится задача реализации так называемых оптимальных фильтров, 
которые, в зависимости от своего конкретного назначения, позволяют достаточно надежно 
производить обнаружение сигнала, наилучшим образом выделять сигнал на фоне помех или 
в максимальной степени подавить помехи без существенного искажения сигнала. 

Случайные процессы и шумы описываются функциями автокорреляции и спектрами 
мощности. Модели случайных процессов (сигналов) с заданными статистическими характе-
ристиками обычно получают фильтрацией белого шума. 

Белый шум q(t) можно представлять как случайную по времени (аргументу) после-
довательность дельта - импульсов δ(ti) со случайными амплитудными значениями ai: 
         q(t) = Σi aiδ(t-ti),                                        (10.1.1) 
которая удовлетворяет условиям статистической однородности: постоянное среднее число 
импульсов в единицу времени и статистическая независимость появления каждого импульса 
от предыдущих. Такой поток импульсов, который называют пуассоновским, является некор-
релированным и имеет равномерный спектр мощности: 

Rq(τ) = c2δ(t),          Wq(ω) = c2, 
где с2 = Nσa

2,  N - число импульсов на интервале Т реализации случайного процесса, σa
2 -

дисперсия амплитуд импульсов. 
Фильтрация белого шума. Если на входе фильтра с импульсным откликом h(t) дей-

ствует белый шум q(t), то сигнал на выходе фильтра: 
   g(t) = h(t) * q(t) = h(t) * iΣ aiδ(t-ti) = iΣ ai h(t-ti),                (10.1.2) 
т.е. выходной сигнал будет представлять собой последовательность сигналов импульсной 
реакции фильтра h(t) с амплитудой ai, при этом автокорреляционная функция и спектр мощ-
ности выходного потока также становятся подобными ФАК и спектру мощности импульсной 



 2

реакции фильтра и в первом приближении определяются выражениями: 
    Rg(τ) ≈ N δa

2 Rh(τ) = c2 Rh(τ),                                    (10.1.3) 
         Wg(ω) ≈ N δa

2 |H(ω)|2 = c2 |H(ω)|2.                                 (10.1.4) 
Этот результат известен как теорема Кэмпбелла. 

10.2. КРИТЕРИИ ПОСТРОЕНИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ ФИЛЬТРОВ. 
В практике обработки геофизических данных используются три основных критерия 

построения оптимальных фильтров: минимум среднего квадратического отклонения про-
фильтрованного сигнала от его действительного или заданного значения, максимум отноше-
ния сигнал/шум и максимум энергетического отношения сигнал/шум на выходе фильтра. При 
анализе и синтезе фильтров используется аддитивная модель входного сигнала: x(k) = 
s(k)+q(k), где s(k) - полезная составляющая сигнала, q(k) - составляющая помех. Синтез 
оптимальных фильтров производится с максимальным использованием известной априорной 
информации как о сигналах, которые необходимо выделить, так и о шумах и помехах. Как 
правило, используется информация о природе полезного сигнала и шума, об их спектральном 
составе, о корреляционных и взаимно корреляционных характеристиках. Наличие опреде-
ленных особенностей (различий) в характеристиках сигнала и шума позволяет реализовать 
фильтр вообще и оптимальный фильтр в частности. Если такие особенности отсутствуют, 
постановка задачи становится некорректной. 

В геофизической практике априорные данные о полезных сигналах, как правило, яв-
ляются достаточно определенными, особенно для активных методов геофизики (сейсмиче-
ские методы, электроразведка на переменном токе, индукционные методы ядерной геофизи-
ки и пр.). Определение характеристик действующих помех представляет собой более слож-
ную проблему, но даже при полной неопределенности можно допустить, что помеха является 
нормальным стационарным процессом с нулевым средним значением. 

Среднее квадратическое отклонение. При наличии помех абсолютно точное вы-
деление полезного сигнала методами линейной фильтрации, как правило, невозможно. Ре-
зультат фильтрации 
     y(k) = h(n) * x(k-n)                                       (10.2.1) 
отличается от s(k) на величины ε(k) = y(k)-s(k), которые являются абсолютными значениями 
погрешности воспроизведения полезного сигнала по координатам k. Качество фильтра оце-
нивается средним значением квадрата величины ε(k): 
     22 s(k)][y(k)ε −= .                                         (10.2.2) 

Во многих задачах обработки геофизических данных не требуется восстановления ис-
ходной формы сигнала s(k), т.к. в процессе его дальнейшей обработки осуществляется пре-
образование сигнала s(k) в сигнал z(k), форма которого может быть более удобной для из-
влечения (измерения) каких-либо информационных параметров сигнала (например - ампли-
тудного значения, ширины сигнала на половине максимального значения и т.п.). В этом слу-
чае оптимальный фильтр может проектироваться непосредственно на получение выходного 
сигнала z(k). Качество таких фильтров, получивших название формирующих, оценивается 
средним значением квадрата величины ε(k) получения сигнала заданной формы: 
     22 z(k)][y(k)ε −= .                                        (10.2.2') 

Выражения (10.2.2) дают возможность определить значения h(k) фильтра по крите-
рию минимума среднего квадратического отклонения выходного сигнала от его действитель-
ной или заданной формы. Еще раз отметим, что данный критерий исходит из вероятностно - 
статистической модели экспериментальных данных и хорошо себя показал при обработке 
геофизических данных, но его возможности могут быть ограничены при количественной ин-
терпретации геофизических аномалий. 

Амплитудное отношение сигнал/шум. При постановке задачи обнаружения (ус-
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тановления факта наличия) в экспериментальных данных сигнала известной формы для про-
ектирования фильтра используется, как правило, критерий максимума пикового отношения 
сигнал/шум на выходе фильтра: 

ρа = yэкс/σ, 
где yэкс - экстремальное (максимальное или минимальное) значение амплитуды сигнала, σ - 
средний квадратический уровень амплитудных значений помех (σ2 - дисперсия помех). Если 
в полезном сигнале отсутствует четко выраженный экстремум, а сам сигнал достаточно про-
тяженный по аргументу (что обычно имеет место в геофизической практике), то в качестве 
критерия используется отношение средних квадратов амплитуд сигнала и шума: 
      σyρ 22 = ,                                              (10.2.3) 
где y2 - средний квадрат амплитуды сигнала в пределах его формы. 

Энергетическое отношение сигнал/шум. При узко конкретной задаче обнаруже-
ния сигнала степень искажения самого сигнала может не ограничиваться. Если кроме обна-
ружения сигнала, как основной цели обработки данных, ставится и задача оценки его формы, 
то в этом случае для проектирования фильтра обычно используется критерий максимума 
энергетического отношения сигнал/шум: 
      ρ = Еsy/Eqh,                                           (10.2.4) 
где Еsу и Eqh - энергия соответственно сигнала и шума на выходе фильтра. 

10.3.  ФИЛЬТР КОЛМОГОРОВА-ВИНЕРА. 
Условие оптимальности фильтра. Подставим (10.2.1) в выражение (10.2.2') и 

получим среднее квадратическое отклонение ε2 формы выходного сигнала y(k) = h(n)*x(k-n) 
от оптимальной формы z(k) по всем точкам массива данных (в частном случае z(k) = s(k)): 
               ∑ −−=

n
22 z(k)]n)h(n)x(k[ε .                       (10.3.1) 

Минимум функции (10.3.1) определяет значения коэффициентов h(n) оптимального 
фильтра. Для нахождения их значений продифференцируем выражение (10.3.1) по коэффи-
циентам фильтра и приравняем полученные уравнения нулю. В итоге получаем: 

        0nkmkn nmkk xxhxzdh(n))d(ε =∑+ −−−−=2 , 
где n)R(mxx nkmk −=−−  - корреляционная функция входного сигнала, B(m)xz mkk =− - вза-

имная корреляционная функция сигналов z(k) и x(k). Отсюда: 
      nΣ hnR(m-n) = B(m),    n = m = 0,1,2, ... , M.        (10.3.2) 

В краткой форме записи: 
     h(n)*R(m-n) = B(m).                                       (10.3.3) 

Другими словами, свертка функции отклика фильтра с функцией автокорреляции 
входного сигнала должна быть равна функции взаимной корреляции входного и выходно-
го сигналов. 

Система линейных уравнений фильтра. Выражение (10.3.2) может быть записа-
но в виде системы линейных уравнений - однострочных равенств левой и правой части для 
фиксированных значений m. С учетом четности функции автокорреляции: 
  m=0: hoR(0)+ h1R(1)+ h2R(2)+ h3R(3)+ ...+ hMR(M)    = B(0), 
  m=1:  hoR(1)+ h1R(0)+ h2R(1)+ h3R(2)+ ...+ hMR(M-1) = B(1), 
  m=2:  hoR(2)+ h1R(1)+ h2R(0)+ h3R(1)+ ...+ hMR(M-2) = B(2), 
  .............................................................................................................. 
  m=M: hoR(M)+ h1R(M-1)+ h2R(M-2)+ .... + hMR(0)      = B(M). 

Решение данной системы уравнений относительно значений hi дает искомый оператор 
фильтра. 
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Отметим, что R(i) = Rs(i)+Rq(i), где Rs - функция автокорреляции сигнала, Rq - функ-
ция автокорреляции шума, а B(i) = Bzs(i)+Bzq(i), где Bzs - функция взаимной корреляции сиг-
налов z(k) и s(k), Bzq - функция взаимной корреляции сигнала z(k) и помех q(k). Подставляя 
данные выражения в (10.3.3), получаем: 
       h(n)*[Rs(m-n)+Rq(m-n)] = Bzs(m)+Bzq(m).                    (10.3.4) 

Частотная характеристика фильтра находится преобразованием Фурье левой 
и правой части уравнения (10.3.4): 

H(ω)[Ws(ω)+Wq(ω)] = Wzs(ω)+Wzq(ω), 
          H(ω) = [Wzs(ω)+Wzq(ω)] / [Ws(ω)+Wq(ω)],                (10.3.5) 
где Ws(ω)  Rs(m) и Wq(ω)  Rq(m) - энергетические спектры сигнала и помех, Wzs(ω)  
Bzs(m) - взаимный энергетический спектр входного и выходного сигналов, Wzq(ω)  Bzq(m) - 
взаимный энергетический спектр выходного сигнала и помех. 

В геофизической практике обычно имеет место статистическая независимость полез-
ного сигнала, а, следовательно, и сигнала z(k), от шумов, при этом Bzq = 0 и фильтр называют 
оптимальным по сглаживанию шумов при заданной форме выходного сигнала: 
       H(ω) = Wzs(ω) / [Ws(ω)+Wq(ω)],                          (10.3.6) 

Если при этом заданная форма сигнала z(k) совпадает с формой полезного сигнала 
s(k), то B(m) = Bss = Rs и фильтр называют фильтром воспроизведения полезного сигнала: 
       H(ω) = Ws(ω) / [Ws(ω)+Wq(ω)],                            (10.3.7) 

Эффективность фильтра. Из выражений (10.3.5-7) наглядно видно, что с позиции 
минимального искажения полезного сигнала при максимальном подавлении шумов фильтр 
Колмогорова-Винера эффективен в тем большей степени, чем больше отношение сигнал/шум 
на входе фильтра. В пределе, при Wq(ω)<<Ws(ω) имеем H(ω)⇒ 1 и фильтр воспроизводит 
входной сигнал без искажений. Отметим также, что помеха, коррелированная с полезным 
сигналом, как это следует из (10.3.5), используется фильтром для повышения точности вос-
произведения сигнала. С другой стороны, при Wq(ω)>>Ws(ω) имеем H(ω) ⇒ 0 и сигнал бу-
дет сильно искажен, но никакой другой фильтр лучшего результата обеспечить не сможет. 

Если сигнал, подлежащий воспроизведению, не относится к числу случайных и пред-
ставляет собой какую-либо детерминированную функцию, то Ws(ω) = |S(ω)|2. 

10.4. ОПТИМАЛЬНЫЕ ФИЛЬТРЫ СЖАТИЯ СИГНАЛОВ. 
Частотная характеристика идеального фильтра, осуществляющего сжатие сиг-

нала s(k) к дельта-функции, определяется выражением: 
        H(ω) = 1/S(ω) = S*(ω) / |S(ω)|2,                             (10.4.1) 
где S*(ω) - комплексно сопряженный спектр полезного сигнала. На выходе такого фильтра 
имеем: 

Y(ω) = H(ω)X(ω)  → 1, при X(ω) → S(ω). 
Реализация фильтра возможна только при условии S(ω) > 0 на всех частотах в главном 

частотном диапазоне. В противном случае, при S(ωi) → 0, H(ωi) → ∞ и фильтр становится 
неустойчивым. Для исключения возможности такого  явления в фильтр (10.4.1) вводится ста-
билизатор a: 
     H(ω) = S*(ω) / [|S(ω)|2+a],                            (10.4.2) 
где |S(ω)|2+a > 0 во всем частотном диапазоне. 

Условие оптимальности. Фильтр сжатия сигнала может быть получен с использо-
ванием уравнения (10.3.3). 

Положим, что z(k)=δ(k) при статистической независимости сигнала и шума. Отсюда: 
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Bsz(m) = δ(m) * s(k+m) = s(-m). 
h(n) * (Rs(m-n)+Rq(m-n)) = s(-m). 

         H(ω) = S*(ω) / (|S(ω)|2+Wq(ω)).                           (10.4.3) 
Сравнение выражений (10.4.2) и (10.4.3) показывает, что оптимальной величиной ста-

билизатора a является значение спектральной плотности помех. При некоррелированной по-
мехе с дисперсией σ2 система уравнений для определения значений коэффициентов h(n): 
   ho(R(0)+σ2)+ h1R(1)+ h2R(2)+ h3R(3)+ ...+ hMR(M)     = s(0), 
  hoR(1)          + h1R(0)+ h2R(1)+ h3R(2)+ ...+ hMR(M-1) = 0, 
  hoR(2)          + h1R(1)+ h2R(0)+ h3R(1)+ ...+ hMR(M-2) = 0, 
  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

  hoR(M)        + h1R(M-1)+ h2R(M-2)+ ....... + hMR(0)      = 0. 
При расчете коэффициентов фильтра значение s(0) обычно принимается равным 1. 
Фильтры деконволюции могут использоваться не только для повышения разрешаю-

щей способности данных, но и для количественной интерпретации геофизических данных, 
если формирование полезного входного сигнала удовлетворяет принципу суперпозиции дан-
ных по зависимости от искомых параметров. 

10.5. ФИЛЬТРЫ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ. 
Если в правой части уравнения (10.3.3) желаемым сигналом задать входной сигнал со 

сдвигом на величину k∆t, то при этом B(m) = R(m+k) и уравнение принимает вид: 
     h(n) * R(m-n) = R(m+k).                                (10.5.1) 

При k > 0 фильтр называется фильтром прогнозирования и вычисляет будущие значе-
ния сигнала по его предшествующим значениям. При k < 0 фильтр является фильтром запаз-
дывания. Реализация фильтра заключается в решении соответствующих систем линейных 
уравнений для каждого заданного значения k. Фильтр может использоваться для интерполя-
ции геофизических полей, в том числе в наперед заданные точки, а также для восстановления 
утраченных данных. 

10.6. ФИЛЬТР ОБНАРУЖЕНИЯ СИГНАЛОВ. 
Фильтр используется при решении задач обнаружении сигналов известной формы на 

существенном уровне шумов, значение которых соизмеримо и может даже превышать значе-
ния сигналов. В процессе фильтрации необходимо только зафиксировать наличие сигнала в 
массиве данных, если он там присутствует (а может и не присутствовать), при этом сохране-
ния формы сигнала не требуется. Сама форма сигнала полагается известной либо по теоре-
тическим данным (путем решения прямых задач геофизики или при активном воздействии на 
геологическую среду сигналами известной формы с учетом соответствующей реакции сре-
ды), либо по результатам предшествующих измерений на моделях или на аналогичных сре-
дах. Для уверенного обнаружения сигнала фильтр должен обеспечить максимально возмож-
ную амплитуду выходного сигнала над уровнем помех и соответственно выполняется на ос-
нове критерия максимума пикового отношения сигнал/помеха. 

Частотная характеристика. Для расчета фильтра требуется задать известную 
форму полезного сигнала s(k)  S(ω) и функцию автокорреляции или спектр мощности по-
мех Rq(m)  Wq(ω). Полный входной сигнал принимается по аддитивной модели: x(t) = 
s(t)+q(t). На выходе проектируемого фильтра h(n)  H(ω) для составляющих выходного сиг-
нала имеем: 

y(t) = 
2π
1

∞

∞
∫

-
 H(ω) S(ω) exp(jωt) dω,                       (10.6.1) 

σ2 = 
2π
1

∞

∞
∫

-
|H(ω)|2 Wq(ω) dω,                                    (10.6.2)   



 6

где σ - средняя квадратическая амплитуда выходной помехи. Значения (10.6.1, 10.6.2) ис-
пользуются для задания критерия максимума отношения сигнал/шум (10.2.3) для произволь-
ной точки ti: 
          ρ = [y(ti)]2/δ2.                                            (10.6.3) 

Исследование функции (10.6.3) на максимум показывает, что он достигается при час-
тотной характеристике фильтра: 
    H(ω) = exp(-jωti) S*(ω) / Wq(ω),                               (10.6.4) 

Без потери общности можно принять ti=0: 
   H(ω) = S*(ω)/Wq(ω) = |S(ω)|exp(jϕs(ω)) / Wq(ω).              (10.6.5) 

При переходе во временную (координатную) область: 
   H(ω)Wq(ω) = S*(ω)  h(n) * Rq(n-m) = s(-m).                   (10.6.6) 

Система линейных уравнений для расчета фильтра: 
  hoRq(0)+ h1Rq(1)+ h2Rq(2)+ h3Rq(3)+ ...+ hMRq(M)   = S(-M), 
   hoRq(1)+ h1Rq(0)+ h2Rq(1)+ h3Rq(2)+ ...+ hMRq(M-1)= S(-M+1), 
   hoRq(2)+ h1Rq(1)+ h2Rq(0)+ h3Rq(1)+ ...+ hMRq(M-2)= S(-M+2), 
  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

  hoRq(M)+ h1Rq(M-1)+ h2Rq(M-2)+  ..... + hMRq(0)     = S(0). 
Эффективность фильтра. Из выражения (10.6.5) можно видеть, что фильтр имеет 

максимальный коэффициент передачи на частотах доминирования сигнала и минимальный 
коэффициент передачи на частотах доминирования помех. Кроме того, фазовая характери-
стика фильтра ϕ(ω) = -ϕs(ω) обеспечивает синфазность всех частотных составляющих 
выходного сигнала и соответственно максимальную его амплитуду в заданный момент 
времени ti = 0: 

y(0)  S(ω) H(ω) = 
2π
1

∞

∞
∫

-
 

)(W
)()SS(

q

*

ω
ωω = 

2π
1

∞

∞
∫

-
 

)(W
|)S(|

q

2

ω
ω .  

Отметим также, что коэффициент передачи фильтра тем больше и эффективность его 
работы тем выше, чем больше различия в форме частотных спектров сигнала и шумов. Для 
постоянной формы спектров сигнала и шума любой другой фильтр уступает данному фильт-
ру, как по пиковому, так и по энергетическому отношению сигнал/шум на выходе фильтра.  

Согласованный фильтр. При помехах типа белого шума Wq(ω) = σ2 и H(ω) = 
S*(ω)/σ2. Множитель 1/σ2 не влияет на отношение сигнал/помеха и может быть опущен. 
Частотная характеристика фильтра определяется только спектром сигнала, при этом: 
      h(n) = s(-n).                                           (10.6.7) 

Фильтр получил название согласованного (по частотной характеристике со спектром 
сигнала). Он мало эффективен при коротком импульсном или длинном гармоническом сиг-
нале. 

Обратный фильтр. Допустим, что помеха имеет такой же частотный состав, что и 
полезный сигнал, т.е.: 

Wq = σ2|S(ω)|2. 
Выделение полезного сигнала в таких условиях весьма сомнительно. Тем не менее, 

определим оптимальный фильтр: 
         H(ω) = S*(ω) / [σ2|S(ω)|2] = 1 / [σ2S(ω)].                     (10.6.8) 

Выражение (10.6.8) с точностью до постоянного множителя соответствует фильтру 
сжатия сигнала. Но если согласованный фильтр и фильтр сжатия рассматривать в качестве 
предельных случаев при полной неопределенности характеристики помех, то в качестве мо-
дели помех можно принять их суперпозицию: 

Wq = a2|S(ω)|2+b2. 
Подставляя это выражение в (10.6.5), с точностью до множителя получаем: 
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          H(ω) = S*(ω) / [|S(ω)|2+γ2],                                  (10.6.9) 
где γ = b/a - отношение дисперсий шума и сигнала. Фильтр стремится к согласованному при 
больших γ,  и к обратному (фильтру сжатия) при малых. 

10.7.  ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ ФИЛЬТР. 
Энергетический фильтр максимизирует отношение сигнал/помеха по всей длине 

фильтра (а не в отдельной точке), и если сигнал по своей протяженности укладывается в окно 
фильтра, то тем самым обеспечивается оценка формы сигнала. Фильтр занимает промежу-
точное положение между фильтром воспроизведения сигнала Колмогорова- Винера и 
согласованным фильтром и требует задания корреляционных функций сигнала и помех. 
Сигнал может быть представлен и в детерминированной форме с соответствующим расчетом 
его автокорреляционной функции. 

Критерий оптимальности. Энергия сигнала на выходе фильтра: 
   Esh = Σk sk

2 = Σk (Σn hn sk-n)2 = Σk hk Σn hn Rs(k-n),        (10.7.1) 
где Rs- функция автокорреляции сигнала. В векторной форме: 
      Esh = h R h s

T .                                        (10.7.2)  
Аналогично, выражение для энергии помех на выходе: 

      Eqh = Σk hk Σn hn Rq(k-n) = h R h q
T ,                     (10.7.3) 

где Rq - функция автокорреляции помех. При некоррелированной помехе Eqh = σ2. 
Подставим (10.7.2, 10.7.3) в выражение (10.2.4): 

       ρ= h R h s
T  / h R h q

T .                                  (10.7.4) 

Расчет векторов операторов фильтров. Для определения значений вектора h  
продифференцируем ρ по h  и приравняем производную к нулю: 

0)hRh)]/(hR)(hRh()hR)(hRh[( 2
qqssq

TTT =− . 

     0h)RR( qs =−ρ .                                                (10.7.5) 

В системе уравнений (10.7.5) неизвестны собственные значения ρ матрицы 
)RR( qs ρ−  и значения коэффициентов hn, при этом система имеет N+1 ненулевых решений 

относительно значений ρ и соответствующих этим значениям векторов h . Для определения 
коэффициентов фильтра приравнивается к нулю и решается относительно ρ определитель 
матрицы )RR( qs ρ− , после чего максимальное значение ρmax подставляется в (10.7.5) и сис-

тема уравнений решается относительно коэффициентов hi вектора 1h . При фильтрации сиг-
нала вектор 1h обеспечивает выделение первой по мощности главной компоненты сигнала, 
т.е. составляющей сигнала, которая имеет наибольшую энергию и отношение сигнал/шум. В 
сложных геофизических полях такая компонента, как правило, соответствует региональному 
фону. 

В принципе, расчет может быть продолжен и для других значений ρ<ρmax и определе-
ны значения коэффициентов векторов 2h , 3h  и т.д., с использованием которых могут выде-
ляться вторая и прочие компоненты сигнала. Наиболее эффективно такой метод используется 
для разделения сигналов (полей) при некоррелированных помехах. В этом случае корреляци-
онная матрица помех является единичной (единицы по диагонали, остальное - нули) и урав-
нение (10.7.5) имеет вид: 
      0h)R( s =− Iρ .                                        (10.7.6) 

В развернутой форме: 
  ho(Rs(0)-ρ)+ h1Rs(1)+ h2Rs(2)+ h3Rs(3)+ ...+ hMRs(M)    = 0, 
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   hoRs(1)+ h1(Rs(0)-ρ)+ h2Rs(1)+ h3Rs(2)+ ...+ hMRs(M-1) = 0, 
   hoRs(2)+ h1Rs(1)+ h2 (Rs(0)-ρ)+ h3Rs(1)+ ...+ hMRs(M-2) = 0, 
  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

  hoRs(M)+ h1Rs(M-1)+ h2Rs(M-2)+  ..... + hM (Rs(0)-ρ)    = 0. 
 

Выражение (10.7.6) при малом уровне шумов позволяет вместо ФАК какого-либо оп-
ределенного сигнала использовать ФАК непосредственно зарегистрированных данных (по-
ля). Если при этом в зарегистрированных данных кроме помех присутствуют два (и более) 
сигналов, например, региональный фон и локальная составляющая (аномалия), то расчет век-
торов hi приобретает конкретный практический смысл: после первой фильтрации оператором 

1h  и выделения региональной составляющей, массив данных (исходный или с вычитанием из 
него региональной составляющей) может быть профильтрован повторно оператором 2h , что 
позволит выделить и локальную аномалию (и т.д.). Разделение сигналов будет тем надежнее, 
чем сильнее они отличаются друг от друга по энергии и интервалу корреляции. 

В заключение отметим, что расчеты оптимальных фильтров могут производиться с 
использованием алгоритма Левинсона. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 

Тема 11: АДАПТИВНАЯ  ФИЛЬТРАЦИЯ  ДАННЫХ 
Пусть они постараются подчинить себе обстоятельства, а не подчиня-
ются им сами. 

Квинт Гораций.  Поэт Древнего Рима, I в.д.н.э. 
Если в этой теории Вы не увидите смысла, тем лучше. Можно пропус-
тить объяснения и сразу приступить к практическому использованию.  

 Валентин Ровинский. Киевский геофизик Уральской школы, ХХ в. 
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ВВЕДЕНИЕ. 
В традиционных методах обработки данных информация извлекается из входных сиг-

налов линейными системами с постоянными параметрами алгоритмов преобразования дан-
ных. Системы могут иметь как конечную, так и бесконечную импульсную характеристику, но 
передаточная функция систем не зависит от параметров входных сигналов и их изменения во 
времени.  

Адаптивные устройства обработки данных отличаются наличием определенной связи 
параметров передаточной функции с параметрами входных, выходных, ожидаемых, прогно-
зируемых и прочих дополнительных сигналов или с параметрами их статистических соотно-
шений. В простейшем случае, адаптивное устройство содержит программируемый фильтр 
обработки данных и блок (алгоритм) адаптации, который на основании определенной про-
граммы анализа входных, выходных и прочих дополнительных данных вырабатывает сигнал 
управления параметрами программируемого фильтра. Импульсная характеристика адаптив-
ных систем также может иметь как конечный, так и бесконечный характер.  

Как правило, адаптивные устройства выполняются узко целевого функционального 
назначения под определенные типы сигналов. Внутренняя структура адаптивных систем и 
алгоритм адаптации практически полностью регламентируются функциональным назначени-
ем и определенным минимальным объемом исходной априорной информации о характере 
входных данных и их статистических и информационных параметрах. Это порождает много-
образие подходов при разработке систем, существенно затрудняет их классификацию и раз-
работку общих теоретических положений /л38/. 

С учетом последнего принцип построения адаптивных систем рассмотрим на кон-
кретном примере – системе адаптивной фильтрации данных непрерывных ядерногеофизиче-
ских измерений. 

11.1.  ОСНОВЫ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ГРУППИРОВКИ ИНФОРМАЦИИ. 

 Предпосылки метода. Физической величиной, регистрируемой в процессе ядерно-
физических измерений в геофизике, обычно является частота импульсных сигналов на выхо-
де детекторов ионизирующего излучения в интегральном или дифференциальном режиме 
амплитудной селекции. Значения измеряемой величины, как статистически распределенной 
по своей природе, могут быть определены только путем усреднения числа актов регистрации 
ионизирующих частиц по интервалам времени. Зарегистрированное количество импульсов 
определяет статистическую погрешность единичного измерения, а временной интервал ус-
реднения, обеспечивающий нормативную погрешность – их производительность. Для мето-
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дов с непрерывной регистрацией информации во времени (или в пространстве) временное 
окно измерений определяет также временную (или пространственную, с учетом скорости 
перемещения детектора) разрешающую способность интерпретации результатов измерений, 
при этом эффективность регистрации информации обычно ограничена условиями измерений 
и/или техническими средствами их исполнения. Типичный пример - каротаж скважин, где 
возможности увеличения интенсивности потоков информации ограничены параметрами эф-
фективности регистрации и чувствительности детекторов излучения, которые зависят от их 
типа и размеров. Размеры детекторов, естественно,  существенно зависят от размеров сква-
жинных приборов, которые, в свою очередь, ограничены диаметрами скважин. 

Ниже рассматривается возможность повышения точности и производительности не-
прерывных ядерно-физических измерений, для наглядности, применительно к условиям из-
мерений в варианте скважинного гамма-опробования, хотя в такой же мере она может быть 
использована в авто- и аэрогаммасъемке, при радиометрическом обогащении руд, в рентге-
норадиометрии и других методах ядерной геофизики. Предполагается, что регистрация дан-
ных производится в цифровой форме с накоплением отсчета по постоянным интервалам дис-
кретизации данных (по времени и по пространству, при условии постоянной скорости пере-
мещения детектора). 

В общем случае полезная (целевая) информация может присутствовать в нескольких 
энергетических интервалах спектра излучения. Рабочими интервалами измерений обычно счи-
таются участки спектра, где полезная информация присутствует в "чистом" виде либо в сме-
си с помехами (фоном), значение которых может быть учтено при обработке результатов изме-
рений. Так, например, при гамма-опробовании пород на содержание естественных радионук-
лидов (ЕРН) регистрируется излучение с энергией более 250-300 кэВ, представленное в 
основном первичными и однократно рассеянными квантами, плотность потока которых про-
порциональна массовой доле ЕРН в породах. Плотность потока излучения в низкоэнергети-
ческом интервале спектра (20-250 кэВ, в основном многократно рассеянное излучение) также 
зависит от массовой доли ЕРН, но эта зависимость является параметрически связанной с эф-
фективным атомным номером излучающе-поглощающей среды в области детектора, вариации 
которого по стволу скважины могут приводить к большой погрешности интерпретации ре-
зультатов измерений. Между тем плотность потока полезной информации (относительно 
массовой доли ЕРН) в интервале 20-250 кэВ много выше, чем в интервале более 250 кэВ, 
особенно при регистрации излучения сцинтилляционными детекторами малых объемов, кото-
рые имеют повышенную чувствительность именно к низкоэнергетической части спектра 
излучения. 

Задача статистической группировки информации в потоках сигналов в общей и 
наиболее простой форме может быть сформулирована следующим образом. Полезная инфор-
мация присутствует в двух статистически независимых потоках сигналов (в двух неперекры-
вающихся интервалах спектра излучения). В первом потоке сигналов, условно- основном, 
полезная информация присутствует в "чистом" виде: плотность потока сигналов пропор-
циональна определяемой физической величине. Во втором потоке, условно-
дополнительном, на полезную информацию наложено влияние дестабилизирующих фак-
торов, значение которых неизвестно. При отсутствии дестабилизирующих факторов ко-
эффициент корреляции средних значений плотностей потоков в этих двух потоках сигна-
лов постоянен и близок к 1. Для снижения статистической погрешности измерений требу-
ется осуществить извлечение полезной информации из дополнительного потока сигналов 
и ее суммирование с основным потоком. 

Обозначим потоки, а равно и частоты основного и дополнительного потоков сигналов 
индексами n и m (импульсов в секунду), связь потоков по частотам индексом х = m/n. Определе-
нию подлежит частота потока n. Значение х может изменяться за счет влияния дестабилизи-
рующих факторов на поток m и в общем случае представляет собой случайную величину, рас-
пределенную по определенному закону с плотностью вероятностей Р(х), математическим ожи-
данием x , и дисперсией Dx. 

На основе теоремы Байеса, плотность вероятностей распределения частоты n по изме-
ренному за единичный интервал t числу отсчетов сигнала N определяется выражением: 
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PN(n) = P(n) Pn(N) /P(N),                                      (11.1.1) 
где:     Pn(N) = (nТ)N e-nτ /N! ,                                           (11.1.2) 

P(N) = ∫ n
Pn(N) P(n) dn,                                         (11.1.3) 

 
здесь P(n)- априорная плотность вероятностей частоты n, Pn(N)- апостериорное распределение 
вероятностей числовых отсчетов N (закон Пуассона). Принимая в дальнейшем в качестве иско-
мой величины значения отсчетов z=nτ по интервалам τ (экспозиция цифровых отсчетов или 
скользящее временное окно аналоговых данных) и подставляя (2) и (3) в (1), получаем: 

    PN(z) = P(z) zN e-z / ∫ z
P(z) zN e-z dz.                             (11.1.4) 

 При неизвестном распределении значений z априорная плотность распределения P(z) 
принимается равномерной от 0 до ∞, при этом из выражения (11.1.4) следуют общеизвестные 
выражения: 

z = Dz = N+1 ≅ N,                                                   (11.1.5) 
   δz

2 = Dz /z2 = 1 /(N+1) ≅ 1/N,                                          (11.1.6) 
 Значениями единиц в выражениях пренебрегаем, что не только корректно в условиях 
"хорошей" статистики, но и необходимо в режиме последовательных непрерывных измере-
ний для исключения смещения средних значений. 
 Как следует из теории гамма-каротажа (ГК) и достаточно хорошо подтверждено прак-
тикой гамма-опробования, пространственная разрешающая способность гамма-каротажных 
измерений при интерпретации результатов ГК на содержание естественных радиоактивных 
элементов в породах по стволу скважин в среднем составляет 10 см, а в скважинах малого 
диаметра может даже повышаться до 5-7 см. Однако реализация такой разрешающей способ-
ности возможна только в условиях достаточно "хорошей" статистики. Коэффициент усиления 
дисперсии помех цифровых фильтров деконволюции, которые используются при интерпре-
тации ГК, в среднем порядка 12 и изменяется от 4 до 25 в зависимости от плотности пород, 
диаметра скважин, диаметра скважинных приборов и пр. Отсюда следует, что для достиже-
ния разрешающей способности в 10 см при нормативной погрешности дифференциальной 
интерпретации не более 10-20 % статистическая погрешность измерений не должна превы-
шать 3-7 %. А это, в свою очередь, определяет объем отсчета за единичную экспозицию не 
менее 200-1000 импульсов. При гамма-каротаже последнее возможно только для пород с от-
носительно высоким содержанием ЕРН (более 0.001 % эквивалентного урана), при использо-
вании детекторов больших размеров (с эффективностью регистрации более 10 имп/сек на 1 
мкР/час) и при низкой скорости каротажа (не более 100-300 м/час). В той или иной мере эта 
проблема характерна для всех методов ядерной геофизики, и особенно остро стоить в спек-
трометрических модификациях измерений. 

Вместе с тем следует отметить, что процесс непрерывных измерений имеет опреде-
ленную физическую базу как для применения методов регуляризации результатов интерпре-
тации данных, так и для регуляризации непосредственно самих статистических данных (мас-
сивов отсчетов N) при их обработке.  

Простейшим способом подготовки цифровых данных для интерпретации является их 
низкочастотная фильтрация методом наименьших квадратов (МНК) или весовыми функция-
ми (Лапласа-Гаусса, Кайзера-Бесселя и др.). Однако любые методы низкочастотной фильтра-
ции данных снижают пространственную разрешающую способность интерпретации, так как 
кроме снижения статистических флюктуаций  приводят к определенной деформации частот-
ных составляющих полезной части сигнала,  спектр которого по условиям деконволюции 
должен иметь вещественные значения вплоть до частоты Найквиста. В определенной мере 
ликвидировать этот негативный фактор позволяет метод адаптивной регуляризации данных 
(АРД). 
 Выражения (11.1.5-6) получены в предположении полной неизвестности априорного 
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распределения P(z) для отсчетов в каждой текущей экспозиции τ. Между тем, при обработке 
данных непрерывных измерений, и тем более каротажных данных, которые обычно являются 
многопараметровыми, для каждого текущего отсчета при обработке данных может прово-
диться определенная оценка распределения P(z). Как минимум, можно выделить два способа 
оценки распределения P(z). 

Способ 1. По массивам данных параллельных измерений каких-либо других инфор-
мационных параметров, значения которых достаточно четко коррелированны с обрабатывае-
мым массивом данных либо в целом по пространству измерений, либо в определенном 
скользящем интервале сравнения данных. К таким массивам относятся, например, предвари-
тельные  каротажные измерения в процессе бурения скважин, измерения другим прибором, с 
другой скоростью каротажа, в другом спектральном интервале излучения,  и даже другим 
методом каротажа. При гамма-опробовании оценка распределения P(z) может производиться 
по параллельным измерениям интенсивности потока m в низкочастотном интервале спектра 
горных пород.  

Способ 2. При единичной диаграмме ГК оценка распределения P(z) в каждой текущей 
точке обработки данных может выполняться по ближайшим окрестностям данной точки, за-
хватывающим более широкий пространственный интервал по сравнению с интервалом от-
счетов. 

Использование априорных данных. Допустим, что кроме основного массива дан-
ных N, подлежащего обработке (подготовке к интерпретации), мы располагаем дополнитель-
ным массивом данных M, значения которого в определенной степени коррелированы с мас-
сивом N. При отсутствии дополнительных массивов способ 2 позволяет получить массив М 
обработкой массива N цифровым фильтром МНК (или любым другим весовым фильтром) со 
скользящим временным окном T = kτ при к ≥ 3 (Mi = miτ  сглаженного сигнала mi = ni * hk, где 
hk – оператор симметричного цифрового фильтра с k – окном). Отметим также, что 2-ой спо-
соб всегда может использоваться для регуляризации данных независимо от наличия данных 
для 1-го метода.  

Массив М позволяют дать оценку статистических характеристик распределения P(z). 
Так, если для тех же интервалов времени  τ  в массиве М имеются отсчеты М = miτ (или при-
веденные к ним отсчеты какого-либо другого параметра), то можно записать: 

   PM(z) = dxeP(x)
M!

(xz)x xz
M

x

−∫ ,                                 (11.1.7) 

где Р(х) – априорная плотность распределения значений  xi = mi/ni, которые в общем случае 
также могут быть случайными. При равномерном распределении Р(х) от 0 до ∞  для отсче-
та М равновероятно любое значение z, т.е. эффект от измерений в потоке m отсутствует. 
Однако по исходным условиям задачи в потоке m обязательно присутствие полезной ин-
формации, а, следовательно, и существование, как минимум, определенных границ рас-
пределения Р(х) от хmin > 0 до xmax << ∞, и среднего значения x  по пространству изме-
рений. При этом из выражения (11.1.7) следует, что наиболее вероятное значение za, 
"априорное" для отсчетов z=nτ в потоке n по измерениям в потоке m (отсчетам М), 
должно быть равно: 

za = (M+1)/ x  ≅ М/ x .                                          (11.1.8) 
 При статистической независимости величин х и М относительная средняя квадратиче-
ская погрешность определения значений za по отсчетам в массиве М: 

     δza
2 = δM

2 + δx
2.                                                (11.1.9) 

 Отсюда дисперсия распределения значений za: 
Dza = (DM+M2δx

2)/ x 2 = D(M) / x 2,                                (11.1.10) 
D(M) = DM+M2δx

2 = DM+Dxm ,                                 (11.1.11) 
DM = М+1 ≅ М,    Dxm = M2δx

2,  
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где значение дисперсии DM  определяется статистикой отсчетов в массиве М при х = const, 
значение Dxm представляет собой дисперсию значений М за счет флюктуаций величины х, а 
сумма D(M) определяет полную дисперсию отсчетов М. 
 Влияние Р(х) на форму распределения РМ(z) сказывается в его "растягивании" по ко-
ординате z относительно модального значения, при этом решение интеграла (11.1.7) в первом 
приближении может быть представлено в следующем виде: 

    PM(z) ≅ b )!a(
)bz(

1

a 1

−

−

e-bz.                                                 (11.1.12) 

 Для данного распределения:  
  z = za = a/b,                                                        (11.1.13) 
   Dza = a/b2,                                                          (11.1.14) 

 С учетом выражений (11.1.8) и (11.1.10): 
     a = MDM/(Dza x 2) = MDM/D(M),                                    (11.1.15) 
     b = DM/(Dza x ) = x DМ/D(M).                                         (11.1.16) 

 Значение  'а'  в выражении (11.1.15) принимается целочисленным. Выражение (11.1.12) 
может быть принято для распределения (11.1.4) в качестве априорного распределения веро-
ятностей Р(z), при этом: 

PN(z) = (b+1) )!a(
)]b(z[

1N

1Na

−+
+

−+
1  e-z(b+1).                           (11.1.17) 

 Отсюда, математическое ожидание и дисперсия z: 
z = (N+a)/(b+1),                                                    (11.1.18) 
Dz = (N+a)/(b+1)2.                                                 (11.1.19) 

 C использованием выражений (11.1.15-16): 
          z = βN+(1-β)M/ x ,                                               (11.1.20) 

где β и (1-β) – весовые коэффициенты доверия отсчетам N и M: 
       β = D(M)/(DN x 2+D(M)).                                          (11.1.21) 

 Дисперсия и относительная средняя квадратическая погрешность отсчетов z:  

      Dz = D(M) 22 D(M)][D
MDND(M)

  

 

xN

M

+
+ ,                                    (11.1.22) 

        δz
2 =1/(N+MDM/D(M)).                                            (11.1.23) 

Эффективность метода. Сравнение выражений (11.1.20-23) и (11.1.5-6) позволяет 
дать оценку эффекта использования дополнительной информации из статистически незави-
симого от N потока М (произвольная дополнительная информация). 
 1. При x ⇒ const имеет место δх2 ⇒ 0, Dxm ⇒ 0 и дисперсия отсчетов в массиве М оп-
ределяется только статистикой потока: 

        D(M) ⇒ DM = M,   z = (N+M) /( x +1), 
        δz

2 ⇒ 1/(N+M) < δN
2 = 1/N,                                            (11.1.24) 

        η = δN
2 /δz

2 = [N+M2/D(M)] /N ⇒ 1+M/N, 
что соответствует определению z по двум независимым измерениям и эффект использования 
дополнительной информации максимален. Так, при M ≈ N, η ⇒ 2 и погрешность измерений 
уменьшается в η ~1.4 раза. 
 2. В общем случае Dxm ≠ 0, при этом D(M) > DМ и положительный эффект снижается. 
В пределе: δx

 ⇒ ∞, Dxm ⇒ ∞, D(M) ⇒ ∞, η ⇒ 1, z ⇒ N, δz ⇒ δN
   и положительный эффект 

полностью вырождается. Во всех остальных случаях η > 1 и δz
 < δN. Отсюда следует, что при 

наличии коррелированной информации в массиве М положительный эффект, в той или иной 
мере, всегда имеет место. 
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 3. Положительный эффект тем больше, чем больше значение x = m/n, меньше флюк-
туации х (величина δх), и меньше значения отсчетов N = nτ. Положительный эффект увели-
чивается именно в тех случаях, когда особенно остро ощущается недостаток информации: 
при малых значениях плотности потока излучения и/или экспозиции измерений. 

Аналогичный эффект будет иметь место и при формировании отсчетов Mi по окрест-
ностям текущих точек обработки данных путем определения их среднего значения (низко-
частотное сглаживание массива n). Предварительное низкочастотное сглаживание может 
применяться и для статистически независимого дополнительного массива m, что будет по-
вышать достоверность прогнозных отсчетов и увеличивать глубину регуляризации, если это 
сглаживание при регуляризации по формулам (11.1.20 и 21) не сказывается на изменении 
формы основного сигнала. Последнее определяется соотношением частотных спектров ос-
новного сигнала и оператора сглаживания.  

Возможны два способа реализации уравнения (11.1.20): непосредственно в процессе 
измерений методом статистической группировки полезной информации (СГПИ) в реальном 
масштабе времени, или методом статистической регуляризации данных (СРД), зарегистриро-
ванных в виде временного (пространственного) распределения в параллельных массивах от-
счетов. 

11.2.  СТАТИСТИЧЕСКАЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ДАННЫХ. 
Как следует из выражения (11.1.21), для практического использования информации из 

дополнительных потоков данных необходимо установить значения x  и дисперсию D(M), 
причем, исходя из задания последней по выражению (11.1.11), должно быть известно значе-
ние δx - относительной средней квадратической флюктуации величины х. 

Применительно к СРД определение значений x  и δx по зарегистрированным мас-
сивам данных не представляет затруднений как в целом по пространству измерений, так и в 
виде распределений в скользящем окне усреднения данных. Последнее эквивалентно приве-
дению Dxm => 0 для текущей точки обработки данных по информации ее ближайших окрест-
ностей и позволяет производить максимальное извлечение полезной информации из допол-
нительных потоков сигналов, если частотный спектр распределения величины х по про-
странству измерений много меньше частотного спектра полезного сигнала. Отметим, что 
информация о распределении х также может иметь практическое значение (в частности, при 
гамма-опробовании с дополнительным потоком сигналов в низкоэнергетическом диапазоне 
спектра излучения - для оценки эффективного атомного номера горных пород). 

Проверка теоретических положений метода АРД проводилась путем статисти-
ческого моделирования на ПК соответствующих массивов данных и их обработки цифровы-
ми фильтрами. 

В таблице 1 приведены 4 группы результатов обработки по формулам (11.1.20-21) 
двух статистически независимых и постоянных по средним значениям массивов данных n и 
m (модели постоянных полей) при различных установках СРД по скользящему окну Кс счета 
текущих значений ix = mi/ni и Di(М) по массиву m. Текущая точка обработки данных – по 
центру окна. Количество отсчетов в каждом массиве – 1000, распределение значений отсче-
тов соответствует закону Пуассона. Определение прогнозных отсчетов Мi по массиву m для 
использования в уравнении (11.1.20) проводилось со сглаживанием отсчетов в скользящем 
окне Ks низкочастотного цифрового фильтра (вариант без сглаживания при Ks = 1). В качест-
ве низкочастотного фильтра в алгоритме СРД используется (здесь и в дальнейшем) весовое 
окно Лапласа-Гаусса. Теоретическое значение Dz.т.  дисперсии результатов z  определялось по 
выражению (11.1.22) с расчетом дисперсии D(M) по выражению D(M) 
= M [1+ M (1/(Kc N )+1/(Kc M ))]. При сглаживании прогнозных отсчетов значение DM в выра-
жении (11.1.22) принималось равным DM. = M ⋅Hs, где Hs – коэффициент усиления сглажи-
вающим фильтром дисперсии шумов (сумма квадратов коэффициентов цифрового фильтра). 
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Дополнительно в таблице приводятся зарегистрированные средние значения коэффициента 
снижения статистических флюктуаций η = δn

2/δz
2.  

Таблица 1.  Статистика результатов моделирования СРД. 
(Основной массив n = 9.9, Dn = 9.7, дополнительный массив m = 9.9, Dm = 9.9, 1000 отсчетов.) 
Kc Ks z Dz Dz.т. η Kc Ks z Dz Dz.т. η 
3 1 9,7 5,7 6,19 1,7 11 3 9,6 3,6 3,80 2,8 
5 1 9,7 5,4 5,78 1,8 11 5 9,6 3,3 3,55 3,0 
11 1 9,6 5,1 5,36 1,9 11 11 9,6 3,1 3,22 3,2 
21 1 9,6 5,0 5,18 2,0 11 21 9,6 3,0 3,11 3,3 
51 1 9,6 5,0 5,05 2,0 11 51 9,6 3,0 2,99 3,3 
3 3 9,7 4,1 4,71 2,4 3 11 9,8 4,5 4,26 2,2 
5 5 9,7 3,6 4,01 2,8 5 11 9,7 3,5 3,78 2,8 
11 11 9,6 3,1 3,22 3,2 11 11 9,6 3,1 3,22 3,2 
21 21 9,6 2,9 2,91 3,4 21 11 9,6 3,1 3,12 3,2 
51 51 9,6 2,7 2,66 3,7 51 11 9,6 3,1 2,99 3,2 

Как видно из данных таблицы, практические результаты фильтрации достаточно хо-
рошо совпадают с ожидаемыми по данным теоретических расчетов. Некоторое уменьшение 
среднего значения z по отношению к исходному среднему значению n определяется асим-
метричностью пуассоновского типа модели. При малых средних значениях модельных отсче-
тов в массиве m это приводит к  определенной статистической асимметрии в работе СРД, т.к. 
при (+σm)2 > (-σm)2 среднестатистическое доверие к дополнительной информации с отсчета-
ми Mi+σ меньше, чем с отсчетами Mi-σ. Этим же фактором, по-видимому, вызвано и большее 
расхождение между теоретическими и фактическими значениями Dz при малых значениях 
окна Кс.  Можно также заметить, что по значению коэффициента  η фильтрация выходит на 
теоретические значения (⇒ 1+M/N) только при достаточно точном определении значений ix  

и Di(М), что требует увеличения окна Кс счета этих параметров для полного использования 
дополнительной информации.  

Таблица 2. 

 
 Эффект использования дополнительной информации, в полном соответствии с выра-
жением (11.1.22), усиливается при предварительном сглаживании статистических вариаций 
отсчетов Mi  и при увеличении значений отсчетов дополнительного массива (материалы по 
последнему случаю не приводятся, т.к. не имеют какой-либо дополнительной информации). 
В спокойных по динамике полях еще большая глубина регуляризации может быть достигнута 
при счете значений ix  и Dm по сглаженному массиву М, что позволяет повысить вес про-
гнозных отсчетов Mi. Результаты моделирования данного варианта в тех же условиях, что и 
для таблицы 1, приведены в таблице 2. Такой же эффект, в принципе, может достигаться и 
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непосредственным введением дополнительного коэффициента веса в выражение (11.1.20) в 
качестве множителя для значения D(M), что позволяет осуществлять внешнее управление 
глубиной регуляризации. 

Оценка СРД по сохранению разрешающей способности полезной информации была 
проведена на фильтрации детерминированных сигналов n и m предельной формы – в виде 
прямоугольных импульсов. Оценивались два фактора: сохранение формы полезного сигнала 
и подавление статистических шумов, наложенных на полезный сигнал. 
 При установке СРД без усреднения данных по массиву М (Кs = 1, прогноз Мi по теку-
щим значениям массива М) при любых значениях окна Кс выходной массив Z без всяких из-
менений повторяет массив N, т.е. не изменяет полезный сигнал и полностью сохраняет его 
частотные характеристики. Естественно при условии, что массив М пропорционален массиву 
N.  

При Кs > 1 форма выходных кривых несколько изменяется и приведена на рис. 11.2.1. 
В индексах выходных кривых z приведена информация по установкам окон СРД: первая циф-
ра - окно счета дисперсии DM и текущего значения ix (в количестве точек отсчетов), вторая 
цифра (через флеш) - окно сглаживания отсчетов М весовой функцией Лапласа-Гаусса и оп-
ределения прогнозных отсчетов Мi. Для сравнения с результатами типовой низкочастотной 
фильтрации на рисунке приведена кривая n25 отсчетов N, сглаженных весовой функцией Ла-
пласа-Гаусса с окном 25 точек.  

 
Рис. 11.2.1. СРД прямоугольного импульса. Счет Dm по несглаженному массиву М. 

На рис. 11.2.1а приведен результат СРД прямоугольного импульса с амплитудным зна-
чением 10 на фоне 5 при отношении m/n = 1 (равные значения отсчетов N и М). Дисперсия 
DN в выражении (11.1.21) принималась равной значению отсчетов N (статистика Пуассона). 
Как видно на рисунке, при сохранении фронтов сигнальной функции сглаживание прогноз-
ных значений Мi приводит к появлению искажения формы сигнала по обеим сторонам скач-
ка, интервал которого тем больше, чем больше значение Ks. Амплитудное значение искаже-
ний, как это и следует из выражения (11.1.21), в первую очередь зависит от  соотношения 
текущих значений DN и D(M) и в меньшей степени от глубины сглаживания прогнозных от-
счетов.  

Максимальную величину искажения для точек скачка в первом приближении можно 
оценить из следующих соображений. Значения D(M) между точками скачка равны D(M) = 
А2/4, где А - амплитуда скачка, при этом значения коэффициента β для нижней и верхней 
точек скачка определяются выражениями β ≈ А2/(4DN+A2), где DN = N точки скачка (для ста-
тистики Пуассона). Отсюда, при прогнозном значении М ≈ N+А/2 для нижней точки скачка и 
M ≈ N-A/2 для верхней точки относительная величина изменений N определится выражени-
ем δ ≈ 1/(2N/A+A), т.е. будет тем меньше, чем больше значения А и N и больше отношение 
N/A, что можно наглядно видеть на рис. 11.2.1в. Из этого выражения также следует, что мак-
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симальные искажения скачков, вносимые системой СРД, будут всегда в несколько раз мень-
ше, чем статистические флюктуации непосредственных отсчетов δ = 1/ N на краях скачков. 

При увеличении глубины регуляризации введением счета дисперсии D(M) по сгла-
женному массиву М картина искажений несколько изменяется и приведена на рис. 11.2.2. 
Реакция СРД на сглаживание дисперсии D(M) проявляется в своеобразной компенсации аб-
солютных отклонений отсчетов непосредственно по сторонам скачка отклонениями противо-
положного знака в более дальней зоне от скачка. Максимальные значения искажений остают-
ся примерно на таком же уровне, как и для работы по несглаженной дисперсии D(M), с не-
сколько меньшей зависимостью от увеличения значений N и А.  

 
Рис. 11.2.2. СРД прямоугольного импульса. Счет Dm по сглаженному массиву М. 

В приведенных примерах значение окна счета Кс принималось равным значению окна 
сглаживания Кs дополнительного массива М. При Кс > Ks картина процесса практически не 
изменяется. При обратном соотношении размеров окон вступает в действие второй фактор - 
отклонение от фактических значений счета текущих значений xi = m/n в малом окне Кс по 
массиву отсчетов, сглаженных с большим окном Ks. На расстояниях от скачка функции, 
больших Кс/2, СРД переходит в режим предпочтения сглаженных значений массива М, т.к. 
D(M) ⇒ 0, что при Кс < Ks может приводить к появлению существенной погрешности – вы-
бросов на расстояниях ± Кс/2 от скачков. Естественно, что при практических измерениях та-
ких условий наблюдаться не будет и эффект резко уменьшится, но для полного его исключе-
ния вариант Kc ≥ Ks можно считать предпочтительным. 

   
Рис. 11.2.3. СРД сигнала N по массиву M.                                      Рис. 11.2.4. Коэффициент β. 

(Счет Dm по несглаженному массиву М).                             (Среднее статистическое по 50 циклам) 

На рис. 11.2.3 приведен пример регистрации рандомизированного модельного сигнала 
в виде прямоугольного импульса амплитудой 40 на фоне 10, на котором виден принцип рабо-
ты СРД. Как и следовало ожидать, СРД производит сглаживание статистических флюктуаций 
фона и сигнала за пределами зоны ±Кс от скачка, отдавая предпочтение сглаженным про-
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гнозным значениям Мi, и не изменяет значения фона и сигнала в пределах этой зоны в связи 
с резким возрастанием текущих значений D(M) в выражении (11.1.21). Изменение коэффици-
ента β в зоне скачка, управляющего формированием выходных отсчетов, приведено на рис. 
11.2.4 (среднестатистическое по 50-ти циклам рандомизации для модельного импульса на 
рис. 11.2.3) и наглядно показывает принцип адаптации СРД к динамике изменения значений 
обрабатываемых сигналов.  

Статистическая оценка работы СРД по прямоугольным импульсам проводилась  по 50-
ти циклам рандомизации исходных массивов N и M. В качестве примера на  рисунках 11.2.5 
и 6 приведены результаты обработки статистики массивов N и Z. Кроме статистики циклов 
рандомизации проводилась суммарная обработка всех циклов по общей статистике фона и 
вершины импульсов. Результаты обработки для тех же установок фильтров приведены в таб-
лице 3. 

   
Рис. 11.2.5. Статистика сигнала N                                     Рис. 11.2.6. Статистика сигнала Z 

(Измерения по 50-ти циклам).                                  (50 циклов. Счет Dm по несглаженному М) 

Таблица 3. 
Статистика значений фона и вершины импульсов (50 циклов). 

Массивы и условия обработки Фон Сигнал 
 Сред.отсче

т 
Дисперсия Сред.отсче

т 
Дисперсия 

Основной входной массив N 
Дополнительный входной массив М 
Массив Z, счет Dm по несглаженному М 
Массив Z, счет Dm по сглаженному М 
Массив N, сглаженный весовым окном 

9.96 
9,89 
9,87 
9,84 
11,5 

9.97 
9,49 
5,47 
4,76 
17,9 

50,1 
50,2 
49,7 
49,9 
48,5 

52,0 
47,4 
22,3 
18,6 
29,2 

Результаты моделирования подтверждают преимущество СРД перед простыми 
методами сглаживания. В числовой форме это наглядно проявляется в снижении дисперсии 
отсчетов выходного массива Z при практическом сохранении средних значений массива N и 
для фоновых отсчетов, и для амплитудных значений сигнала. При простом сглаживании "раз-
вал" фронтов сигнала (подавление высокочастотных составляющих спектра сигнала), как и 
должно быть при использовании низкочастотных фильтров,  вызывает снижение по отноше-
нию к исходному массиву средних значений в максимумах и повышение фоновых значений 
сигнала, которое тем больше, чем больше окно весовой функции. Этот эффект особенно от-
четливо проявляется в интервале окна фильтра по обе стороны от резких изменений сигнала. 

При отсутствии дополнительных массивов М, коррелированных с регуляризируемым 
массивом N, формирование прогнозных значений Мi может производиться по ближайшим 
окрестностям текущих значений Ni в скользящем окне Ks. При строго корректном подходе 
текущая точка Ni не должна включаться в число счета прогнозных значений Mi, но, как пока-
зало моделирование, это практически не влияет на результаты регуляризации. При прогнози-
ровании Mi по всем точкам окна Ks массив М формируется любым методом сглаживания из 



 11

массива N, и все особенности работы СРД по сглаженным массивам М, рассмотренные выше, 
остаются без изменений при условии счета значений  Dm в окне Кс по массиву М. Для ис-
ключения выбросов по обе стороны от скачков полезного сигнала счет Dm как дисперсии 
прогнозных значений Mi необходимо выполнять непосредственно по массиву N. 

Фундаментальной особенностью СРД является возможность последовательной мно-
гократной фильтрации данных, при которой может осуществляться преимущественное по-
вышение степени регуляризации данных с минимальными искажениями формы полезного 
сигнала. Для выполнения последнего размер окна Кс счета xi и Dm устанавливается 
минимальным (3-5 точек), а глубина регуляризации данных (степень подавления шумов) 
устанавливается  количеством последовательных операций фильтрации (до 3-5 проходов). 
Пример регуляризации модельного массива N в три прохода приведен на рис. 11.2.7. 

 
Рис. 11.2.7. СРД одиночного массива N (3 прохода. Счет Dm по массиву n) 

Для сравнения пунктиром на рисунке приведено сглаживание массива 5-ти точечным 
фильтром Лапласа-Гаусса, который имеет коэффициент подавления шумов, эквивалентный 3-
х проходному СРД (см. рис. 11.2.9). 

На рисунках 11.2.8 и 11.2.9 приведены результаты статистической обработки 3-х про-
ходной СРД для 25 циклов моделирования в сравнении с 1-м проходом и с 5-ти точечным 
фильтром Лапласа-Гаусса (кривая n5). 

 
Рис. 11.2.8. Статистика средних значений                     Рис. 11.2.9. Статистика дисперсий 
(25 циклов. Счет Dm по массиву n)                             (25 циклов. Счет Dm по массиву n) 

Количество проходов может ограничиваться в автоматическом режиме, например, по 
среднеквадратическому значению корректирующих отсчетов ∆zi = Ni - zi в каждом проходе 
по сравнению с предыдущим проходом, которое сначала резко уменьшается за счет сглажи-
вания флюктуаций, а затем, в зависимости от динамики сигнальной функции, стабилизирует-
ся или даже начинает увеличиваться за счет искажения самого сигнала.  
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Рис. 11.2.10. Модули спектров модельных сигналов.                       Рис.11.2.11. Участок спектра. 

(1– входной массив N, 2– выходной массив Z, один цикл CРД, 
3– выходной массив Z,три цикла CРД), 4 – массив нерандомизированного меандра). 

Частотное представление работы СРД хорошо видно на рис. 11.2.10, где приведены 
модули спектров рандомизированного сигнала в виде меандра (средние значения в минимуме 
- 20, в максимуме - 100, 25 периодов по 40 отсчетов, всего 1000 отсчетов) и результатов его 
обработки СРД (окно Кс= 3, окно Кs= 3). Модуль спектра основного полезного сигнала (в дан-
ном случае чистого меандра) представляет собой последовательность отдельных частотных 
гармоник по всему диапазону спектра. В спектре рандомизированного меандра эти частот-
ные гармоники суммируются со спектром шума, статистически равномерно распределенным 
по всему частотному диапазону (спектр шума на рисунке для наглядности сглажен). СРД 
осуществляет подавление шумовых составляющих сигнала, практически не затрагивая час-
тотных гармоник меандра и не изменяя их по амплитуде. Последнее можно видеть на рис. 
11.2.11, где представлен отрезок спектра сигналов в высокочастотной части главного диапа-
зона в области одной гармоники меандра (частотные составляющие шума не сглажены). При 
3-х цикловом СРД высокочастотные составляющие шумов подавляются практически на по-
рядок. 

 
Рис. 11.2.12. Диаграммы ГК. 

На рис. 11.2.12 и 11.2.13 приведен пример практического использования СРД при оп-
робовании участка скважины, пересекающей пласты каменной соли, на содержание сильви-
нита по гамма-излучению Калия-40. По данным геологического опробования пласты сильви-
нита в толще вмещающих пород (галита) имеют достаточно резкие границы и однородны по 
содержанию сильвинита в пределах пластов. Исходная диаграмма ГК (детектор CsJ(Tl) со 
свинцовым фильтром толщиной 2 мм) и результаты фильтрации исходного массива данных 
ГК с использованием СРД и низкочастотного фильтра с весовым окном Лапласа-Гаусса при-
ведены на рис. 11.2.12. 
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Рис. 11.2.13. Результаты интерпретации диаграмм ГК. 

Результаты интерпретации диаграмм ГК симметричным деконволюционным цифро-
вым фильтром (окно 13 точек) приведены на рис. 11.2.13. Как видно на рисунке, деконволю-
ция по несглаженной диаграмме ГК дает существенные вариации содержания сильвинита в 
пределах пластов. Применение низкочастотной фильтрации диаграммы ГК снимает флюк-
туации содержания в пределах пластов, но существенно сглаживает границы пластов. Ис-
пользование СРД позволяет устранить этот недостаток.  

В заключение отметим, что СРД может использоваться для регуляризации не только 
ядернофизических данных, но и любых других числовых массивов непрерывных измерений, 
если радиус их корреляции не менее 3-5 отсчетов. В качестве примера на рис. 11.2.14 приве-
дена диаграмма акустического каротажа, зарегистрированная с шагом дискретизации данных 
20 см, сглаживание которой проведено СРД без потери пространственного разрешения. 

 
Рис. 11.2.14. Диаграмма акустического каротажа и результат ее обработки СРД  

(5 циклов, Kc = Ks = 3, физическое окно 0.6 м). 

11.3. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ГРУППИРОВКА ПОЛЕЗНОЙ ИНФОРМАЦИИ. 
Что касается аппаратных способов реализации СГПИ, то он может быть выполнен в 

реальном масштабе времени, если информация представлена потоком импульсов и основным 
информативным параметром является скорость следования импульсов.  

Сущность аппаратной реализации заключается в статистической (близкой к ста-
тистической) нормированной выборке импульсов из дополнительного потока  m и их сумми-
ровании с основным потоком n с заданием условий выборки по отношению частоты следова-
ния импульсов в потоках. Полагая для непрерывного режима измерений M+1 = М, перепи-
шем выражение (5.2.20) с подстановкой значения β в следующем виде: 
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z = N + (M/ x -N)·M x /(M x +D(M)).                              (11.3.1) 
Умножим левую и правую части выражения на нормировочный коэффициент размно-

жения выходного потока K = l+R: 
   Z = K·z= N + RN+(M/ x -N)·KM x /(M x +D(M).                     (11.3.2) 

Заменим отсчеты RN выборкой сигналов из потока m: 
     RN = РвМ,                                                         (11.3.3) 

где Рв - вероятность выборки сигналов из потока m. Если вероятность выборки сигналов под-
держивать равной значению 

      Pв = R/ x ,                                                         (11.3.4) 
то при этом будет иметь место 

M/ x -N = РвM/R-N → 0,                                      (11.3.5) 
и соответственно для выражения (11.3.2) имеем: 

(M/ x -N)·KM x /(M x +D(M) → 0,                      (11.3.6) 
Z = N+PвM → N+RN.                                            (11.3.7) 

При статистической независимости величины х от частоты потоков n и m приведен-
ные выражения действительны при определении значения x  как в целом по пространству 
измерений, так и для скользящих окон текущих значений x по определенным интервалам 
предшествующих измерений. Действительно и обратное заключение: если по определенному 
интервалу измерений выражение (11.3.5) обращается в нуль, то установленная вероятность 
выборки соответствует условию (11.3.4). На этом принципе может проводиться аппаратная 
реализация СГПИ с автоматической адаптацией к условиям измерений: управление процес-
сом выборки импульсов из потока m и направление их на суммирование с потоком n по сиг-
налам обратной связи с устройства, следящего за обращением в нуль выражения (11.3.5). 

Отметим особенности аппаратной реализации СГПИ с автоматической адаптацией 
под условия измерений. 

Значение вероятности выборки Рв не может быть больше 1. Отсюда из (11.3.3) следует, 
что для любых интервалов измерений должно выполняться условие М ≥ RN, а соответствен-
но по всему пространству измерений должно выполняться условие x  ≥ R, чем и обуславли-
вается выбор коэффициента R. Значение коэффициента R принципиально ограничивает сте-
пень положительного эффекта СГПИ (kmax → 1+R), в отличие от СРД, где такого ограничения 
не имеется. 

Относительная статистическая погрешность измерений выходного потока отсчетов Z 
соответствует выражению (11.1.23) при условии постоянного значения величины Рв, т.е. при 
установке значения Рв по среднему значению величины x  в целом по пространству измере-
ний. При автоматической адаптации под условия измерений значение вероятности Рв по те-
кущему среднему значению отношения n/m определенного предшествующего интервала из-
мерений также является статистически флюктуирующей величиной с дисперсией распреде-
ления (без учета изменений действительного значения х): 

Dp = R2(n+m)n/(m3T),                                           (11.3.8) 
где Т- интервал усреднения информации при определении текущего значения x . Соответст-
венно, дисперсия и средняя квадратическая погрешность текущих отсчетов Z: 

       Dz = DN+ PвDM+M2Dp = N+РвМ+М2Dр,                              (11.3.9) 
δz

2 = (N+РвМ+М2Dр)/(N+РвМ)2.                                    (11.3.10) 
При постоянной экспозиции измерений τ положительный эффект возрастает с увели-

чением значения Т: 
     k = K2/(K+R2(n+m)τ/mT).                                          (11.3.11) 

  kmax → 1+R,   δz
2 → 1/(N+РвМ) при Т → ∞.                          (11.3.12) 

В общем случае, с учетом средней квадратической ошибки прогнозирования δxi значе-
ний xi для текущих точек измерений по значениям x  в предшествующих интервалах при Т > 
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τ: 
 Dz = N+РвМ+M2(Dp+Pв2 δxi

2).                                       (11.3.13) 
Формирование значения Рв на основе информации по средним значениям x  интер-

валов измерений, предшествующих текущим, определяет СГПИ как динамическую систему с 
соответствующей постоянной времени реакции на изменение условий измерений. Учитывая, 
что, во-первых, для любой точки пространства измерений должно выполняться условие m > 
nR, и, во-вторых, увеличение интервала Т приводит к возрастанию времени реакции на из-
менение условий измерений, значение Т целесообразно ограничивать величиной порядка (5-
10) значений текущих экспозиций. Чем меньше пространственная частота распределения х 
по отношению к распределению n, тем большее значение Т допустимо. 

Реализация систем СГПИ значительно облегчается при  чисто практическом огра-
ничении целевой задачи: получение максимального положительного эффекта в экстремально 
неблагоприятных условиях производства измерений (при низких значениях регистрируемой 
плотности потока излучения, при высокой скорости измерений) с вырождением положитель-
ного эффекта по мере снижения статистической погрешности измерений в основном потоке. 
Так, например, если при скважинном гамма-опробовании статистическая погрешность изме-
рений основного потока сигналов в зонах с повышенной интенсивностью излучения снижа-
ется до 2-3%, то ее дальнейшее уменьшение не имеет практического смысла, т.к. основная 
погрешность каротажной радиометрической аппаратуры обычно не превышает 5%. 

Использование данного целевого ограничения позволяет применить формирование 
параметра Рв не в скользящем окне временного или пространственного усреднения информа-
ции, а по определенному зарегистрированному объему предшествующей информации, т.е. с 
автоматической вариацией интервала усреднения информации и постоянной регулирования 
Pв в зависимости от частоты потоков сигналов, при этом объем информации формирования 
Pв может задаваться с учетом характера вариаций величины x  и допустимого значения ди-
намической погрешности измерений. 

Для реализации такой возможности преобразуем выражение (11.3.5) по интервалу ус-
реднения t к виду: 

Pвmt/R-nt+Q = q,                                                (11.3.14) 
Pв = nR/m = q/µ,                                                 (11.3.15) 
q → Q при t → ∞, 

где Q- средний уровень смещения числового эквивалента сигнала обратной связи системы 
АРВ - автоматического регулирования вероятности выборки Рв,  при котором обеспечивается 
выполнение равенства (11.3.15), µ- коэффициент пропорциональности преобразования циф-
рового сигнала АРВ в сигнал Рв. Дифференциальное уравнение для системы АРВ: 

dq/dt = n-mq/µR.                                                (11.3.16) 
Решение дифференциального уравнения при начальных условиях t = 0 и q = О (пере-

ходная функция АРВ): 
q = µR(n/m) [l-exp(-mt/µR)].                             (11.3.17) 

Pв = R(n/m) [l- exp(-mt/µR)] = R(n/m) [1- exp(-nt/q)].            (11.3.18) 
Как видно из этих выражений, значение сигнала обратной связи АРВ пропорциональ-

но отношению (n/m) частот потоков, а постоянная времени АРВ µR/m прямо пропорцио-
нальна значению коэффициента преобразования µ при обратной пропорциональности от зна-
чения частоты дополнительного потока m, равно как и, с учетом (11.3.15), прямо пропорцио-
нальна текущему значению сигнала обратной связи q при обратной пропорциональности от 
значения частоты основного потока n. Первое полностью эквивалентно второму при (n/m) → 
const и q = µRn/m → Q. В первом приближении, с использованием выражения (11.3.8) и экви-
валентности значения статистических флюктуаций при Т≈2τ для скользящего прямоугольно-
го временного окна и окна интенсиметра с экспоненциальной переходной функцией, для от-
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носительных флюктуации значения Рв получаем: 
δр

2 = (n+m)/(2µRn)= (n+m)/(2qm).                    (11.3.19) 
Выражение действительно для прямого измерения 2τ-интенсиметром отношения (n/m) 

и является максимальной оценкой. Для более точной оценки следует учитывать, что в данном 
случае интенсиметр является устройством с отрицательной обратной связью по цепи АРВ, 
что несколько уменьшает значение флюктуации. Точная оценка может быть проведена с ис-
пользованием формулы Кэмпбелла для дисперсии случайной величины x(t), образованной 
сложением импульсов пуассоновского потока [5], раздельно для потока n при m = const и по-
тока m при n = const, с последующим сложением квадратов относительного среднего квадра-
тического значения флюктуации. Так, для схемы, приведенной ниже, получено значение δр2 ≈ 
(R+1)m/(2µnR2). 

При выбранном для пространства измерений значении коэффициента R ≤ (m/n)min с 
использованием выражения (11.3.19) параметры системы АРВ (коэффициент µ и среднее зна-
чение Q для средней по пространству величины отношения n/m) могут устанавливаться под 
заданное значение допустимых флюктуаций вероятности выборки импульсов Рв: 

    µ ≤ (l+(m/n)max)/(2Rδp
2).                               (11.3.20) 

В процессе измерений АРВ осуществляет непрерывную адаптацию под текущие усло-
вия измерений (nτ → q, mτ → mR, Pв → q/µ) с регулированием текущего значения Pв по объ-
ему информации q = (n/m)µR = nτ предшествующего интервала измерений путем соответ-
ствующего изменения постоянной времени интегрирования этой информации в зависимости 
от изменения частот потоков сигналов. При n/m →  const последнее имеет абсолютный ха-
рактер: δр → const, τ → (l/n + l/m)/(2δp

2 ). 
Следует отметить, что во многих методах геофизики существуют достаточно благо-

приятные условия использования как СГПИ, так и СРД. Так, например, применительно к 
скважинному гамма-опробованию с извлечением дополнительной информации из низкоэнер-
гетической части спектра излучения условия достаточно точной реакции на изменения пара-
метра x  по стволу скважины являются весьма хорошими, т.к. основной фактор вариации 
значений x - эффективный атомный номер среды, изменяется в небольшом диапазоне с низ-
кой пространственной частотой вариаций, причем в зонах расположения активных пород, где 
требуется наиболее высокая точность интерпретации результатов измерений и возможны 
значительные изменения атомного номера пород, за счет увеличения плотностей потоков из-
лучения постоянная времени АРВ будет существенно уменьшаться, а пространственная раз-
решающая способность измерений соответственно увеличиваться. Аналогичные условия 
характерны, как правило, и для других методов ядерной геофизики.  

Пример технического исполнения системы СГПИ для двух импульсных пото-
ков сигналов приведен на рис. 11.3.1. Функциональная схема СГПИ содержит реверсивный 
счетчик импульсов 1, на вход суммирования которого подаются импульсы основного потока 
n, а на вход вычитания - импульсы дополнительного потока m, предварительно проходящие 
через схему выборки импульсов 3 и счетчик-делитель частоты следования импульсов 4 с ко-
эффициентом пересчета R. 

 
Рис. 11.3.1. Базовая функциональная схема СГПИ. 

1- реверсивный счетчик импульсов, 2- блок формирования сигнала выборки импульсов, 3- схема выборки им-
пульсов, 4- счетчик-делитель частоты на R, 5- блок суммирования потоков импульсов. 

Информация о состоянии счетчика 1 (сигнал q) с выходов счетчика подается на блок 
формирования сигнала выборки импульсов 3. В простейшем случае этот блок может пред-
ставлять собой пороговое устройство (по коду числа Q), открывающее схему 3, однако вы-
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борка в этом случае имеет характер, близкий к статистическому, только при достаточно ма-
лых различиях частоты потоков n и m/R (порядка n<m/R<1.5n). По мере роста отношения m/n 
независимость выборки от импульсов потока n в такой схеме вырождается и требуются до-
полнительные устройства адаптации под текущие условия измерений. В общем случае блок 3 
выполняется в виде пересчетной схемы с регулируемым коэффициентом пересчета импуль-
сов потока m в интервале 0<Рв<1 по значению кода q с выхода счетчика 1 (например, с ис-
пользованием статистических пересчетных схем, выполненных в виде генератора случайных 
кодов со схемой формирования сигнала выборки очередного импульса из потока m путем 
сравнения на больше-меньше текущих кодов с выхода счетчика 1 и с выхода генератора ко-
дов). 

Импульсы основного потока n и импульсы выборки из потока m, частота которых рав-
на Рвm = R·n, поступают на вход блока 5 суммирования потоков сигналов. Интенсивность 
потока импульсов на выходе блока 5 равна z = n+Рвm = (1+R)n. Блок 5 может содержать пе-
ресчетную схему с коэффициентом K=(1+R), при этом выходной поток будет приводиться к 
масштабу основного потока n и появляется возможность синхронного переключения коэффи-
циентов пересчета схем 4 и 5 под различные условия измерений, при этом установка опти-
мального значения коэффициента R может быть переведена в режим автоматической с управ-
лением по текущему значению (в определенном интервале) информационного кода схемы 1. 
Альтернативное решение - подача на вход суммирования схемы 5 потока импульсов с выхода 
схемы 4, при этом частота потока z будет всегда в 2 раза больше потока n. 

Попутно отметим, что при выводе информации q = µR(n/m) в цифровом коде со счет-
чика 1 данная схема может выполнять функции универсального цифрового интенсиметра: 
средней частоты импульсов (n-var, m-const от генератора тактовой частоты), среднего вре-
менного интервала между импульсами (m-var, n-const) и отношения частот n/m двух статис-
тически распределенных потоков импульсов. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 
Тема 1d:  АППРОКСИМАЦИЯ  СИГНАЛОВ  И  ФУНКЦИЙ 

На фабрике будущего будут заняты только двое служащих: человек и собака. 
Человек будет нужен для того, чтобы кормить собаку. Собака будет нужна 
для того, чтобы не позволять человеку прикасаться к оборудованию. 

Уоррен Беннис, американский экономист. 

Блестящий пример линейной экстраполяции вперед по двум узловым точкам 
– прошлому и настоящему. Нелинейная экстраполяция неприменима из-за 
множества возможных решений. Потребуются ограничения: что производит 
фабрика, есть ли на ней профсоюз, чем кормят собаку.    

Станислав Игумнов, Уральский геофизик. 

Содержание:   
Введение.  
1.1. Приближение сигналов рядами Тейлора.  
1.2. Интерполяция и экстраполяция сигналов.   
1.3. Сплайновая интерполяция.  
1.4. Спектральный метод интерполяции. Спектр дискретного сигнала. Интерполяционный ряд 

Котельникова-Шеннона.  
1.5. Методика аппроксимации эмпирических данных. Мера приближения. Аппроксимирую-

щая функция. Порядок модели. Оценка качества приближения. Литература. 
ВВЕДЕНИЕ 

Формулы сигналов, детально и точно описывающие определенные физические объек-
ты, поля и процессы, могут быть очень сложными и мало пригодными к практическому ис-
пользованию как, в общем случае, при математическом анализе физических данных, так и в 
чисто прикладных задачах, особенно при расчетах ожидаемых результатов измерений и при 
математическом моделировании физических процессов. Кроме того, практическая регистра-
ция физических данных выполняется, как правило, с определенной погрешностью или с оп-
ределенным уровнем шумов, которые по своим значениям могут быть много выше теорети-
ческой погрешности прогнозирования сигналов при расчетах по сложным, хотя и очень точ-
ным формулам. Не имеет большого смысла и проектирование систем обработки и анализа 
сигналов по высокоточным формулам, если повышение точности расчетов и соответствую-
щее усложнение систем не дает ощутимого эффекта в повышении точности обработки дан-
ных. Во всех этих условиях возникает задача аппроксимации – представления произвольных 
сложных функций f(x) простыми и удобными для практического использования функциями 
ϕ(x) таким образом, чтобы отклонение ϕ(x) от f(x) в области ее задания было наименьшим по 
определенному критерию приближения. Функции ϕ(x) получили название функций аппрок-
симации. 

Математика очень часто оперирует со специальными математическими функциями 
решения дифференциальных уравнений и интегралов, которые не имеют аналитических вы-
ражений и представляются табличными числовыми значениями  yi  для дискретных значений 
независимых переменных  xi. Аналогичными таблицами {yi, xi} могут представляться и экс-
периментальные данные. Точки, в которых определены дискретные значения функций или 
данных, называются узловыми. Однако на практике могут понадобиться значения данных 
величин совсем в других точках, отличных от узловых, или с другим шагом дискретизации 
аргументов. Возникающая при этом задача вычисления значений функции в промежутках 
между узами называется задачей интерполяции, за пределами семейства узловых точек впе-
ред или назад по переменным – задачей экстраполяции или прогнозирования. Решение этих 
задач обычно выполняется также с использованием аппроксимирующих функций. 

Сглаживание статистических данных или аппроксимация данных с учетом их стати-
стических параметров относится к задачам регрессии и рассматриваются в следующей теме. 
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Как правило, при регрессионном анализе усреднение данных производится методом наи-
меньших квадратов (МНК).  

Все вышеперечисленные задачи относятся к задачам приближения сигналов и функ-
ций, которые имеют многовековую историю, в процессе которой сформировались классиче-
ские математические методы аппроксимации, интерполяции, экстраполяции и регрессии 
функций. В рамках настоящего курса мы не будем углубляться в строгую математическую 
теорию этих операций. Все современные математические системы (Mathcad, Matlab, Maple и 
пр.) имеют в своем составе универсальный аппарат выполнения таких операций, дающий 
пользователю возможность реализации достаточно сложных практических задач по обработ-
ке данных без отвлечения на теоретические подробности их исполнения. Не имеет также 
большого смысла изучать особенности их использования в различных системах (крутить пе-
дали можно учиться на любой марке велосипеда), поэтому в качестве основной математиче-
ской системы будем использовать систему Mathcad.  

1.1.  ПРИБЛИЖЕНИЕ  СИГНАЛОВ  РЯДАМИ  ТЕЙЛОРА [39] 
Исторически разложение функций в ряд Тейлора с определенным ограничением числа 

членов ряда явилось одним из первых методов приближения функций в окрестностях точек 
х0: 

f(x) ≅ f(x0) + 
1!

)(x'f 0 (x-x0) + 
2!

)(x''f 0 (x-x0)2 + … + 
n!

)(xf 0
(n)

(x-x0)n. 

f(x) ≅ f(x0) +
n

1=
∑
 i i!

)(xf 0
(i)

(x-x0)
i. 

 При разложении функции в окрестностях точки х0=0 ряд Тейлора принято называть 
рядом Маклорена. 

Первый член f(x0) ряда представляет собой отсчет функции в точке х0 и грубое при-
ближение к значениям функции в окрестностях этой точки. Все остальные члены ряда дета-
лизируют значения функции в окрестностях точки х0 и тем точнее приближают сумму ряда к 
значениям функции, чем больше членов суммы участвуют в приближении, с одновременным 
расширением интервала окрестностей точного приближения. Наглядно это можно видеть на 
примере двух функций, приведенном на рис. 1.1.1 (копия расчетов в среде Mathcad с усече-
нием отображения членов длинных рядов f2(x) и f4(x)). 

Рис. 1.1.1. Примеры разложения функций в ряд Маклорена. 
   Приближение функций рядом Тейлора имеет много недостатков. Оно применяется, в 
основном, для непрерывных и гладких функций в локальных интервалах задания. Для раз-
рывных и периодически повторяющихся функций использовать его практически невозмож-
но, равно как и для непрерывных не дифференцируемых функций. Операция дифференциро-
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вания сама по себе тоже может быть далеко не простой и точной, а получаемые ряды могут 
сходиться очень медленно. 

1.2.  ИНТЕРПОЛЯЦИЯ  И  ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ  СИГНАЛОВ  [39]. 
 Самыми простыми способами обработки таблиц являются линейная и квадратичная 
интерполяции, которые выполняются по уравнениям: 

f(x)лин = а0 + а1х.         f(x)кв = а0 + а1х + а2х2. 
 При кусочно-линейной интерполяции вычисления дополнительных точек выполняют-

ся по линейной зависимости. Графически это означает простое соединение узловых точек 
отрезками прямых. В системе Mathcad  для этого используется функция linterp(X,Y,x), где X 
и Y – вектора узловых точек.  Функция linterp(X,Y,x) возвращает значение функции при её 
линейной аппроксимации (интерполяции) по заданным аргументам х. При экстраполяции 
используются отрезки прямых, проведенных через две крайние точки. 

При небольшом числе узловых точек (менее 10) линейная интерполяция оказывается 
довольно грубой. Первая производная функции аппроксимации испытывает резкие скачки в 
узловых точках. Для целей экстраполяции функция linterp не предназначена и за пределами 
области определения может вести себя непредсказуемо. 

Линейная и квадратичная аппроксимация являются частным случаем полиномиаль-
ной интерполяции с помощью аппроксимирующего полинома: 

                                               f(x) = а0 + а1х + а2х2 + … + anxn =
n

0=
∑
 i

ai·xi.                    (1.2.1) 

Для выполнения полиномиальной интерполяции достаточно по выражению (1.2.1) со-
ставить систему линейных уравнений для n узловых точек и определить n значений коэффи-
циентов ai. При глобальной интерполяции, по всем N точкам задания функции, степень поли-
нома равна N-1. Пример выполнения глобальной интерполяции приведен на рис.1.2.1. Мак-
симальная степень полинома на практике обычно устанавливается не более 8-10, а большие 
массивы данных интерполируются последовательными локальными частями.  

 
Рис. 1.2.1. Интерполяция данных. 

 Для практического использования более удобны формулы аппроксимации, не тре-
бующие предварительного определения коэффициентов аппроксимирующих полиномов. К 
числу таких формул относится интерполяционных многочлен по Лагранжу /40/. При аппрок-
симации функции у(х) многочленом n-й степени Y(x): 
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Y(x) = 0
n02010

n21 y
)x-)...(xx-)(xx-(x

)x-)...(xx-)(xx-(x  + 1
n12101

n20 y
)x-)...(xx-)(xx-(x

)x-)...(xx-)(xx-(x  +… 

                                                     …+ n
1-nn1n0n

1-n10 y
)x-)...(xx-)(xx-(x

)x-)...(xx-)(xx-(x .                        (1.2.2) 

 Пример интерполяции по Лагранжу приведен на рис. 1.2.2. 

 
Рис. 1.2.2. Интерполяция по Лагранжу. 

1.3.  СПЛАЙНОВАЯ  ИНТЕРПОЛЯЦИЯ [39]. 
 При сплайновой интерполяции обычно используются локальные полиномы не выше 
третьей степени. Так, например, кубические сплайны проходят через три смежные узловые 
точки (текущие опорные точки вычислений), при этом в граничных точках совпадают как 
значения полинома и функции, так и значения их первых и вторых производных. Коэффици-
енты полиномов, проходящих через три смежные узловые точки, рассчитываются так, чтобы 
непрерывными были первая и вторая его производные. Линия, которую описывает сплайн-
функция, напоминает по форме гибкую линейку, закреплённую в узловых точках. Это созда-
ет высокую плавность сплайнового полинома по сравнению с другими методами аппрокси-
мации и наглядно видно на рис. 1.3.1. Полиномы более высоких порядков чрезмерно гро-
моздки для практики. 

 
Рис. 1.3.1. Сплайновая интерполяция и интерполяция по Лагранжу. 
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 Сплайновая аппроксимация может применяться для достаточно быстро изменяющих-
ся функций, не имеющих разрывов функции и производных. Основной недостаток сплайнов 
– отсутствие единого аналитического выражения для описания функции. Попутно заметим 
также, что результаты экстраполяции функций, как это можно видеть на рис. 1.3.1, сущест-
венно зависят от метода аппроксимации, и, соответственно, к их достоверности нужно под-
ходить достаточно осторожно. 
 Сплайновая интерполяция обычно применяется в составе математических пакетов по 
определенной технологии. Так, в системе Mathcad при выполнении сплайновой интерполя-
ции по узловым точкам функции (векторам X и Y) сначала вычисляется вектор (обозначим 
его индексом S) вторых производных входной функции y(x): 

S := cspline(X,Y) – возвращает вектор S вторых производных при приближении в 
опорных точках к кубическому полиному; 

S := pspline(X,Y) – возвращает вектор S при приближении в опорных точках к парабо-
лической кривой;  

S := lspline(X,Y) – возвращает вектор S при приближении в опорных точках к прямой. 
По значениям вектора S функцией interp(S,X,Y,x) вычисляются значения аппрокси-

мирующей функции по аргументам х. 
 На рис. 1.3.2 приведен пример кубической сплайновой интерполяции двумерных циф-
ровых данных с одновременным повышением узловой сетки цифровых данных в 4 раза. 

 
Рис. 1.3.2. Сплайн - интерполяция двумерных данных. 

1.4.  СПЕКТРАЛЬНЫЙ  МЕТОД  ИНТЕРПОЛЯЦИИ  [16, 39]. 
При дискретизации данных с равномерным шагом по аргументу наиболее точную ин-

терполяцию финитных сигналов обеспечивает спектральный метод. При условии, естествен-
но, что в спектре сигнала не содержится частотных составляющих, превышающих частоту 
Найквиста. 

Спектр дискретного сигнала. Допустим, что для обработки задается  произвольный 
аналоговый сигнал s(t), имеющий фурье-образ S(f). Равномерная дискретизация непрерывно-
го сигнала s(t) с частотой F (шаг ∆t = 1/F = θ) с математических позиций означает умножение 
функции s(t) на гребневую (решетчатую) функцию Шθ(t) = 

k
∑ δ(t-k∆t): 
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  sθ(t) = s(t)⋅Шθ(t) = s(t)
∞

∞=
∑

    k -
δ(t-k∆t) =

∞

∞=
∑

    k -
s(k∆t)δ(t-k∆t).                  (1.4.1) 

С учетом известного преобразования Фурье гребневой функции Шθ(t) ⇔ F⋅ШF(f) фу-
рье-образ дискретной функции sθ(t): 
          SF(f) = S(f) * F⋅ШF(f).                                                (1.4.2) 

          ШF(f) =
∞

∞=
∑

    n -
δ(f-nF).                                                 (1.4.3) 

Отсюда, для спектра дискретного сигнала имеем:  

   SF(f) = F⋅S(f) *
∞

∞=
∑

    n -
δ(f-nF) = F

∞

∞=
∑

    n -
S(f-nF).                             (1.4.4) 

Спектр дискретного сигнала представляет собой непрерывную периодическую функ-
цию с периодом F, совпадающую с функцией F⋅S(f) непрерывного сигнала s(t) в пределах 
центрального периода от -fN до fN, где fN = 1/2∆t = F/2 - частота Найквиста. Как правило, шаг 
дискретизации сигнала (числовых данных в массивах) условно принимают равным ∆t = 1, 
при этом главный частотный диапазон занимает интервал -0.5≤f≤0.5, или, в шкале угловых 
частот, соответственно -π ≤ ω ≤ π. Для того чтобы периодическое повторение спектра, вы-
званное дискретизацией сигнала, не изменяло спектр в главном частотном диапазоне (по от-
ношению к спектру исходного аналогового сигнала), необходимо и достаточно, чтобы мак-
симальные частотные составляющие fmax в спектре аналогового сигнала не превышали часто-
ты Найквиста. Это означает, что частота дискретизации сигнала должна быть минимум в два 
раза выше максимальной частотной составляющей в спектре сигнала (F = 1/∆t ≥ 2fmax), что 
обеспечивает выход спектра на нулевые значения на концах главного диапазона. Другими 
словами, на одном периоде колебаний с частотой fmax должно быть минимум две точки от-
счета, т.к. по одной точке отсчета на периоде определение частоты данной гармоники невоз-
можно.  

Умножая функцию (1.4.2) на прямоугольную весовую функцию ПF(f), равную 1 в пре-
делах главного частотного диапазона [-F/2,F/2] и нулю за его пределами, получаем непре-
рывный спектр в бесконечных по частоте границах, равный спектру F⋅S(f) в пределах главно-
го частотного диапазона: 
        F⋅S(f) = F⋅[S(f) * ШF(f)]⋅ПF(f).                                     (1.4.5) 

Обратное преобразование Фурье этого спектра, с учетом коэффициента F, должно 
восстанавливать конечный и непрерывный сигнал, равный исходному аналоговому сигналу 
s(t).  
 На рис. 1.4.1 приведен пример интерполяции и экстраполяции равномерных по аргу-
менту дискретных данных в сравнении с сплайн-методом и методом по Лагранжу. Исходная 
аналоговая кривая дискретизирована корректно (fmax < 1/2∆t) и восстановленная по дискрет-
ным данным кривая fS(z) полностью ее повторяет. Близкие результаты к исходному сигналу 
дает также и сплайн-интерполяция, но доверять сплайн-экстраполяции, особенно по конце-
вой части интервала задания данного сигнала, не приходится. Что касается интерполяции по 
Лагранжу, то можно видеть существенную погрешность интерполяции на концевых частях 
интервала сигнала и полную ее непригодность для задачи экстраполяции. 
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Рис. 1.4.1. Спектральный метод интерполяции и экстраполяции. 

Попутно заметим, что хотя спектр сигнала представляет собой непрерывную кривую, вычис-
ление спектра, учитывая информационную равноценность динамического и спектрального 
представления сигналов, также может производиться в дискретном варианте с использовани-
ем быстрого преобразования Фурье. 

При нарушении корректности дискретизации данных погрешности интерполяции воз-
растают практически во всех методах интерполяции, а не только в спектральном методе. Это 
можно видеть на рис. 1.4.2, который полностью повторяет рис. 1.4.1 с изменением значения 
только одного, пятого отсчета (уменьшение с 7.84 до 2), что вызывает подъем высоких час-
тот в спектре данных. 

 
Рис. 1.4.2.  

 Следует учитывать, что при интерполяции данных, представляющих собой вырезки 
из сигнальных функций с определенной постоянной составляющей (сигнал не выходит на 
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нулевые значения на концевых участках интервала задания), а равно и любых данных со 
скачками функций, при спектральном преобразовании на интерполированном сигнале в ок-
рестностях обрезания данных (и скачков) возникает явление Гиббса. Это можно наглядно 
видеть сравнением рисунков 1.4.1 и 1.4.3. Данные на рис. 1.4.1 в рисунке 1.4.3 подняты на 20 
единиц постоянной составляющей. 

 
Рис. 1.4.3.  

 Для исключения этого эффекта можно рекомендовать перед интерполяцией произво-
дить определение линейного тренда данных по концевым значениям отсчетов и вычитать его 
из данных, с последующим восстановлением после интерполяции. 

Интерполяционный ряд Котельникова-Шеннона. Произведем обратное преобразова-
ние обеих частей равенства (1.4.5). Умножение непрерывного и бесконечного спектра на П-
импульс в пределах главного диапазона отобразится в динамической области сверткой двух 
функций: 

F⋅s(t) = F⋅sθ(t) * sinc(πFt).  

s(t) = sinc(πFt) *
∞

∞=
∑

    k -
s(k∆t)δ(t-k∆t), 

Отсюда, с учетом равенства δ(t-k∆t) * sinc(πFt) = sinc[πF(t-k∆t)], получаем: 

           s(t) =
∞

∞=
∑

    k -
s(k∆t) sinc[πF(t-k∆t)].                            (1.4.6) 

Эта формула носит название интерполяционного ряда Котельникова-Шеннона и, по 
существу, является разложением сигнала по системе ортогональных функций sinc(πF(t-k∆t)) 
= sinc(π(t/∆t – k)). С другой стороны, эта формула представляет собой свертку дискретной 
функции данных s(k∆t) с непрерывной функцией интегрального синуса. Для больших масси-
вов дискретных данных точность восстановления сигнала обычно ограничивается интерва-
лом задания функции интегрального синуса, по которому устанавливается интервал сумми-
рования.  

Из совокупности выше приведенных формул следует, что если для частоты дискрети-
зации  сигнала  справедливо  неравенство F ≥ 2fmax, где fmax - наибольшая частота в спектре 
произвольной непрерывной функции s(t), то функция s(t) может представляться в виде чи-
словой последовательности дискретных значений s(k∆t),  k = 0,1,2,..., и однозначно по этой 
последовательности восстанавливаться, в пределе - без потери точности. В этом и состоит 
сущность теоремы отсчетов Котельникова-Шеннона. 
 На рис. 1.4.4 приведен пример интерполяции входных данных, повторяющих данные 
рис. 1.4.1. Результаты интерполяции, как и следовало ожидать, абсолютно аналогичны. Ана-
логичным образом влияют на результаты усечение и скачки функций (явление Гиббса).  
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Рис. 1.4.4. Интерполяция по Котельникову-Шеннону. 

1.5.  МЕТОДИКА АППРОКСИМАЦИИ  ЭМПИРИЧЕСКИХ  ДАННЫХ  [41]. 
Эмпирические данные, как правило, задаются числовыми рядами значений двух вели-

чин: независимой (yk) и зависимой (xk) , каждая из которых в общем случае кроме опреде-
ленной регулярной (детерминированной) составляющей может содержать и случайные со-
ставляющие самой различной природы, обусловленные как статистической природой изу-
чаемых процессов, так и внешними факторами процессов измерений и преобразования дан-
ных (шумы, помехи, дестабилизирующие факторы и ошибки измерений). Независимая пере-
менная xk обычно полагается детерминированной, а, следовательно, ее случайная состав-
ляющая "переносится" на зависимую переменную yk. Полагается также, что значения слу-
чайной составляющей зависимой переменной (как собственные, так и "суммарные") распре-
делены по некоторому вероятностному закону (например – нормальному). 

При выполнении аппроксимации данных априорно предполагается существование 
определенной детерминированной связи y(x) между регулярными составляющими этих двух 
числовых рядов на статистически значимом уровне, достаточном для ее выявления на уровне 
случайных составляющих. Задача выявления такой закономерности относится к числу неоп-
ределенных и неоднозначных, результат которой существенно зависит от трех основных и 
весьма субъективных факторов: 

 выбора меры близости зависимой переменной к искомой функции и метода построе-
ния приближения (параметров математической модели); 

 выбора подходящего класса функции аппроксимации (степенной, тригонометриче-
ской и пр.), отвечающего физической природе моделируемого процесса; 

 метода оптимизации порядка модельной функции или числа членов ряда аппрокси-
мирующего выражения. 

Отсюда следует, что оптимальная аппроксимация может быть обеспечена только дос-
таточно гибкими интерактивными алгоритмами на основе многоэтапных итерационных про-
цессов с возможностью коррекции на каждом этапе. 

Мера приближения. Наиболее распространен критерий наилучшего приближения в 
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виде минимума степенной разности между значениями переменной yk и аппроксимирующей 
функцией ϕ(xk): 

                                                            kΣ [yk - ϕ(xk)]S → min,                                    (1.5.1) 
где S > 0 - положительное число. 

Квадратичная мера реализуется при S = 2 в методе наименьших квадратов (МНК) и 
обеспечивает максимальное правдоподобие функции приближения при нормальном распре-
делении случайной составляющей зависимой переменной yk. Несмещенной оценкой меры 
приближения в МНК является дисперсия остатков: 
                                                         D = { kΣ [yk - ϕ(xk)]2}/(k-m),                              (1.5.2) 
где  m – количество параметров в функции приближения, (k-m) – число степеней свободы. 
Однако  эмпирические данные могут содержать выбросы и грубые ошибки, которые вызы-
вают смещения вычисляемых параметров. Их влияние обычно исключается цензурировани-
ем данных: вычислением гистограммы разностей yk-ϕ(xk) после определения первого при-
ближения функции аппроксимации и исключением "хвостовых" элементов гистограммы (до 
2.5% от количества данных, или резко выделяющихся элементов данных на основании оце-
нок вероятностей с использованием r- или t- распределений). 
 Мера наименьших модулей (метод Лагранжа) реализуется при S = 1 и применяется 
при распределениях случайных составляющих зависимой переменной по законам, близким к 
закону Лапласа (двустороннее экспоненциальное распределение). Такая мера соответствует 
площади между графиками эмпирических данных и функции аппроксимации, и, по сравне-
нию с квадратической, является более устойчивой, в том числе при наличии случайных со-
ставляющих с большими амплитудами (длинные "хвосты" разностных гистограмм). Оценки 
по модулю получили название "робастных" (robust – устойчивый).  
 Свойства квадратичной меры и меры наименьших модулей в определенной степени 
сочетаются при S = 3/2. 
 Минимаксная мера (мера Чебышева – минимизация максимального расхождения 
функции аппроксимации с данными) обеспечивает наилучшее приближение при равномер-
ном распределении значений случайной составляющей, но не является устойчивой при на-
личии больших расхождений данных с функцией аппроксимации. 
 Аппроксимирующая функция, в принципе, может быть математической функцией лю-
бого типа, линейной комбинацией различных функций или функциональным рядом из сте-
пенных, тригонометрических и любых других функций. В основу ее построения желательно 
закладывать априорные (теоретические) предположения о сущности изучаемого явления, хо-
тя бы по таким свойствам, как область определения переменных и производных, асимптоты, 
минимумы и максимумы. 
 При полном отсутствии априорной информации о распределении случайной состав-
ляющей данных, на начальном этапе обычно используется квадратичная мера приближения, 
при этом существенное значение имеет количество задаваемых параметров функции аппрок-
симации, особенно при малом количестве данных. Как следует из (1.5.2), при прочих равных 
условиях целесообразно использовать функции с минимальным количеством задаваемых па-
раметров, что обеспечивает большее число степеней свободы и, соответственно, меньшие 
значения дисперсии остатков. 
 Наибольшее распространение в практике аппроксимации при отсутствии теоретиче-
ских аспектов изучаемых явлений получили функциональные ряды, для которых опреде-
ляющее значение имеет порядок аппроксимирующей функции (модели).  
 Порядок модели ограничивает число членов функционального ряда аппроксимирую-
щей функции определенным оптимальным количеством членов ряда, которое обеспечивает 
обоснованное расхождение с фактическими данными и минимизирующее отклонение от ис-
комой регулярной составляющей данных. 
 Очевидно, что для функциональных рядов порядок модели (степень ряда для степен-
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ных рядов) определяет значение меры приближения. При повышении порядка модели (в пре-
деле до бесконечности) минимум функции (1.5.1) стремится к нулю. Однако это означает, 
что при повышении порядка модели в функцию аппроксимации входит не только регулярная 
составляющая данных, но все большая и большая доля случайных составляющих, в пределе 
до полного соответствия функции ϕk исходным данным yk. Но повышение степени прибли-
жения к исходным данным при наличии в них случайных составляющих с какого-то опреде-
ленного момента (порядка модели) не только не будет приближать функцию аппроксимации 
к регулярным составляющим данных, а наоборот – увеличивать расхождение. С этой точки 
зрения термин "меры приближения" (1.5.1) было бы целесообразнее заменить термином "ме-
ра аппроксимации" данных, а под мерой приближения понимать значение меры аппроксима-
ции, при которой обеспечивается максимальная степень приближения функции аппроксима-
ции к регулярной составляющей данных (минимум дисперсии разности функций аппрокси-
мации и регулярной составляющей). 
 При разделении данных на значения регулярных составляющих sk и случайных σk, 
для квадратичной меры можно записать: 

kΣ [yk-ϕ(xk)]2 = kΣ [sk+σk-ϕ(xk)]2 = kΣ [sk-ϕ(xk)]2 +2 kΣ [sk-ϕ(xk)]σk + kΣ σk
2. 

 При нулевом значении математического ожидания случайных величин σk значение 
второй суммы стремится к нулю, при этом для оптимальной аппроксимирующей функции:  

                                                           kΣ [sk-ϕ(xk)]2 → min,                                      (1.5.3) 

                                                          kΣ [yk-ϕ(xk)]2 → kΣ σk
2.                                   (1.5.4) 

 В пределе, при идеальной аппроксимации, выражение (1.5.3) стремится к нулю, а вы-
ражение (1.5.4) эквивалентно соотношению дисперсий: 
                                          { kΣ [yk - ϕ(xk)]2}/(k-m) ≈ kΣ σk

2/k.                         (1.5.5) 
 Отсюда следует, что при прочих равных условиях наилучшим является приближение, 
у которого мера приближения близка к дисперсии шума. Для "белых" шумов оценку их дис-
персии в экспериментальных данных можно выполнять в спектральной области, если частота 
Найквиста данных минимум в 2 раза выше предельных частот регулярной составляющей. 
 При отсутствии информации о дисперсии шумов оптимальный порядок модели может 
определяться методом последовательных уточнений с последовательным нарастанием по-
рядка модели и сравнением по критерию Фишера значимости различия дисперсии остатков 
каждого нового порядка с предыдущим порядком. При увеличении порядка модели (начиная 
с 1-го) значимость различия дисперсий сначала является довольно высокой, постепенно 
уменьшается, и в области оптимальных порядков становится малозначимой. Это объясняется 
тем, что в этой области при небольших уменьшениях значения числителя выражения (1.5.2) 
одновременно, за счет увеличения порядка, сокращается число степеней свободы. После 
прохождения оптимальной зоны значения дисперсий остатков снова начинают увеличивать-
ся с увеличением значимости различий.  
 Оптимальный порядок модели при нормальном распределении шума может устанав-
ливаться и непосредственно по минимуму дисперсии остатков. Это можно наглядно видеть 
на примере, приведенном на рис. 1.5.1. 
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Рис. 1.5.1. 

Одномерная полиномиальная аппроксимация данных в векторе Y полиномом с произ-
вольной степенью n и с произвольными координатами отсчетов в векторе Х в Mathcad вы-
полняется функциями: 

 regress(X,Y,n) – вычисляет вектор S для функции interp(…), в составе которого нахо-
дятся коэффициенты ci полинома n-й степени; 

 interp(S,X,Y,x) – возвращает значения функции аппроксимации по координатам х. 
Функция interp(…) реализует вычисления по формуле: 

f(x) = c0 + c1·x1 + c2·x2 + … + cn·xn ≡ iΣ ci·xi. 

 Значения коэффициентов ci могут быть извлечены из вектора S функцией 
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 submatrix(S, 3, length(S), 0, 0). 

Оценка качества приближения. Для оценки качества математической модели эмпири-
ческой зависимости используется коэффициент детерминации (Adjusted R2): 

Adjusted R2 = Dϕ/Dy = 1 – Do/Dy, 
где: Dϕ - дисперсия функции приближения, Dy – дисперсия данных, Do – дисперсия остат-
ков. Чем выше качество аппроксимации, тем ближе к 1 значение коэффициента детермина-
ции. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 
Тема 2d:  РЕГРЕССИЯ 

Регрессия, это инструмент статистики,  на субъективность которого 
нформатики могут сваливать все свои ошибки. 

Фарид Бадрутдинов. Татарин, Уральский геофизик. 

Электронные мозги могут ошибаться гораздо точнее.  
Габриэль Лауб. Немец, афорист. 
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2.4. Сглаживание данных.  
2.5. Предсказание зависимостей.  
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ВВЕДЕНИЕ 
Аппроксимация данных с учетом их статистических параметров относится к задачам 

регрессии. Они обычно возникают при обработке экспериментальных данных, полученных в 
результате измерений процессов или физических явлений, статистических по своей природе 
(как, например, измерения в радиометрии и ядерной геофизике), или на высоком уровне по-
мех (шумов). Задачей регрессионного анализа является подбор математических формул, наи-
лучшим образом описывающих экспериментальные данные.  

Математическая постановка задачи регрессии заключается в следующем. Зависимость 
величины (числового значения) определенного свойства случайного процесса или физиче-
ского явления Y от другого переменного свойства или параметра Х, которое в общем случае 
также может относиться к случайной величине, зарегистрирована на множестве точек xk 
множеством значений yk, при этом в каждой точке зарегистрированные значения yk и xk ото-
бражают действительные значения Y(хk) со случайной погрешностью σk, распределенной, 
как правило, по нормальному закону. По совокупности значений yk требуется подобрать та-
кую функцию f(xk, a0, a1, … , an), которой зависимость Y(x) отображалась бы с минималь-
ной погрешностью. Отсюда следует условие приближения: 

yk = f(xk, a0, a1, … , an) + σk. 
Функцию f(xk, a0, a1, … , an) называют регрессией величины y на величину х. Регрес-

сионный анализ предусматривает задание вида функции f(xk, a0, a1, … , an) и определение 
численных значений ее параметров a0, a1, … , an, обеспечивающих наименьшую погреш-
ность приближения к множеству значений yk. Как правило, при регрессионном анализе по-
грешность приближения вычисляется методом наименьших квадратов (МНК). Для этого 
выполняется минимизация функции квадратов остаточных ошибок:  

σ(a0, a1, … , an) = kΣ [f(xk, a0, a1, … , an) - yk]2. 
 Для определения параметров a0, a1, … , an функция остаточных ошибок дифференци-
руется по всем параметрам, полученные уравнения частных производных приравниваются 
нулю и решаются в совокупности относительно всех значений параметров. Виды регрессии 
обычно называются по типу аппроксимирующих функций: полиномиальная, экспоненциаль-
ная, логарифмическая и т.п. 

2.1.  ЛИНЕЙНАЯ  РЕГРЕССИЯ [39] 
Общий принцип. Простейший способ аппроксимации по МНК произвольных данных 

sk - с помощью полинома первой степени, т.е. функции вида y(t) = a+bt. С учетом дискретно-
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сти данных по точкам tk, для функции остаточных ошибок имеем: 
σ(a,b) = kΣ [(a+b·tk) - sk]2. 

Дифференцируем функцию остаточных ошибок по аргументам a, b, приравниваем по-
лученные уравнения нулю и формируем 2 нормальных уравнения системы: 

kΣ (a+b·tk)-sk ≡ a kΣ 1 + b kΣ tk – kΣ sk = 0, 

kΣ ((a+b·tk)-sk)·tk ≡ a kΣ tk + b kΣ tk2 – kΣ sk·tk = 0, 
Решение данной системы уравнений в явной форме для К-отсчетов: 

b = [K kΣ tk·sk – kΣ tk kΣ sk] / [K kΣ tk2 – ( kΣ tk)2], 

a = [ kΣ sk – b kΣ tk] /K. 
Полученные значения коэффициентов используем в уравнении регрессии y(t) = a+bt. 

По аналогичной методике вычисляются коэффициенты и любых других видов регрессии, от-
личаясь только громоздкостью соответствующих выражений.  

Реализация в Mathcad. Линейная регрессия в системе Mathcad выполняется по векто-
рам аргумента Х и отсчетов Y функциями: 

 intercept(X,Y) – вычисляет параметр а, смещение линии регрессии по вертикали; 
 slope(X,Y) – вычисляет  параметр b, угловой коэффициент линии регрессии. 

 Расположение отсчетов по аргументу Х произвольное. Функцией corr(X,Y) дополни-
тельно можно вычислить коэффициент корреляции Пирсона. Чем он ближе к 1, тем точнее 
обрабатываемые данные соответствуют линейной зависимости. 
 Пример выполнения линейной регрессии приведен на рис. 2.1.1. 

 
Рис. 2.1.1. 

2.2.  ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ  РЕГРЕССИЯ [39] 
 Одномерная полиномиальная регрессия с произвольной степенью n полинома и с 
произвольными координатами отсчетов в Mathcad выполняется функциями: 

 regress(X,Y,n) – вычисляет вектор S для функции interp(…), в составе которого нахо-
дятся коэффициенты ki полинома n-й степени; 

 interp(S,X,Y,x) – возвращает значения функции аппроксимации по координатам х. 
Функция interp(…) реализует вычисления по формуле: 

f(x) = k0 + k1·x1 + k2·x2 + … + kn·xn ≡ iΣ ki·xi. 

 Значения коэффициентов ki могут быть извлечены из вектора S функцией 
 submatrix(S, 3, length(S), 0, 0). 
На рис. 2.2.1 приведен пример полиномиальной регрессии с использованием полино-

мов 2, 3 и 8-й степени. Степень полинома обычно устанавливают не более 4-6 с последова-
тельным повышением степени, контролируя среднеквадратическое отклонение функции ап-
проксимации от фактических данных. Нетрудно заметить, что по мере повышения степени 
полинома функция аппроксимации приближается к фактическим данным, а при степени по-
линома, равной количеству отсчетов данных минус 1, вообще превращается в функцию ин-
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терполяции данных, что не соответствует задачам регрессии.   

 
Рис. 2.2.1. Одномерная полиномиальная регрессия. 

Зональная регрессия. Функция regress по всей совокупности точек создает один ап-
проксимирующий полином. При больших координатных интервалах с большим количеством 
отсчетов и достаточно сложной динамике изменения данных рекомендуется применять по-
следовательную локальную регрессию отрезками полиномов малых степеней. В Mathcad это 
выполняется отрезками полиномов второй степени функцией  

 loess(X, Y, span), 
которая формирует специальный вектор S для функции interp(S,X,Y,x). Аргумент span > 0 в 
этой функции (порядка 0.1-2) определяет размер локальной области и подбирается с учетом 
характера данных и необходимой степени их сглаживания (чем больше span, тем больше сте-
пень сглаживания данных). 

 
Рис. 2.2.2. 

 На рис. 2.2.2 приведен пример вычисления регрессии модельной кривой (отрезка си-
нусоиды) в сумме с шумами. Вычисления выполнены для двух значений span с определени-
ем среднеквадратического приближения к базовой кривой. При моделировании каких-либо 
случайных процессов и сигналов на высоком уровне шумов по минимуму среднеквадратиче-
ского приближения может определяться оптимальное значение параметра span. 

2.3.  НЕЛИНЕЙНАЯ  РЕГРЕССИЯ [39] 
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Линейное суммирование произвольных функций. В Mathcad имеется возможность вы-
полнения регрессии с приближением к функции общего вида в виде весовой суммы функций 
fn(x):  

f(x, Kn) = K1·f1(x) + K2·f2(x) + … + KN·fN(x), 
при этом сами функции fn(x) могут быть любого, в том числе нелинейного типа. С одной сто-
роны, это резко повышает возможности аналитического отображения функций регрессии. 
Но, с другой стороны, это требует от пользователя определенных навыков аппроксимации 
экспериментальных данных комбинациями достаточно простых функций. 

Реализуется обобщенная регрессия по векторам X, Y и f функцией  
 linfit(X,Y,f),  

которая вычисляет значения коэффициентов Kn. Вектор f должен содержать символьную за-
пись функций fn(x). Координаты xk в векторе Х могут быть любыми, но расположенными в 
порядке возрастания значений х (с соответствующими отсчетами значений yk в векторе Y). 
Пример выполнения регрессии приведен на рис. 2.3.1. Числовые параметры функций f1-f3 
подбирались по минимуму среднеквадратического отклонения. 

 
Рис. 2.3.1. Обобщенная регрессия. 

 Регрессия общего типа. Второй вид нелинейной регрессии реализуется путем подбо-
ра параметров ki к заданной функции аппроксимации с использованием функции 

 genfit(X,Y,S,F),  
которая возвращает коэффициенты ki, обеспечивающие минимальную среднеквадратиче-
скую погрешность приближения функции регрессии к входным данным (векторы Х и Y ко-
ординат и отсчетов). Символьное выражение функции регрессии и символьные выражения 
ее производных по параметрам ki записываются в вектор F. Вектор S содержит начальные 
значения коэффициентов ki для решения системы нелинейных уравнений итерационным ме-
тодом. Пример использования метода приведен на рис. 2.3.2. 
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Рис. 2.3.2. 

 Типовые функции регрессии Mathcad. Для простых типовых формул аппроксимации 
предусмотрен ряд функций регрессии, в которых параметры функций подбираются про-
граммой Mathcad самостоятельно. К ним относятся следующие функции: 

   expfit(X,Y,S) – возвращает век-
тор, содержащий коэффициенты a, b и c экспо-
ненциальной функции y(x) = a·exp(b·x)+c. В век-
тор S вводятся начальные значения коэффици-
ентов a, b и c первого приближения. Для ориен-
тировки по форме аппроксимационных функций 

и задания соответствующих начальных значений коэффициентов на рисунках слева приво-
дится вид функций при постоянных значениях коэффициентов a и c. 

   lgsfit(X,Y,S) –  то же, для выра-
жения y(x) = a/(1+c·exp(b·x)). 
 
 
 
 

   pwrfit(X,Y,S) –  то же, для выра-
жения y(x) = a·xb+c. 
 ♣♣    sinfit(X,Y,S) –  то же, для выраже-
ния y(x) = a·sin(x+b)+c. Подбирает коэффициен-
ты для синусоидальной функции регрессии. Ри-
сунок синусоиды общеизвестен. 

    logfit(X,Y) – то же, для выражения y(x)=a·ln(x+b)+c. 
Задания начального приближения не требуется. 
 ♣♣    medfit(X,Y) –  то же, для выражения y(x) = a+b·x, т.е. 
для функции линейной регрессии. Задания начального приближения 
также не требуется. График – прямая линия. 
 

 На рис. 2.3.3 приведен пример реализации синусоидальной регрессии модельного 
массива данных по базовой синусоиде в сопоставлении с зональной регрессией полиномом 
второй степени. Как можно видеть из сопоставления методов по среднеквадратическим при-
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ближения к базовой кривой и к исходным данным, известность функции математического 
ожидания для статистических данных с ее использованием в качестве базовой для функции 
регрессии дает возможность с более высокой точностью определять параметры регрессии в 
целом по всей совокупности данных, хотя при этом кривая регрессии не отражает локальных 
особенностей фактических отсчетов данной реализации. Это имеет место и для всех других 
методов с заданием функций регрессии. 

 
Рис. 2.3.3. 

2.4.  СГЛАЖИВАНИЕ  ДАННЫХ [39] 
 Сглаживание данных, как искаженных помехами, так и статистических по своей при-
роде, также можно считать частным случаем регрессии без определения символьной формы 
ее функции, а потому может выполняться более простыми методами. В Mathcad для сглажи-
вания применяются следующие функции: 

 supsmooth(X,Y) – возвращает вектор сглаженных данных Y с использованием линей-
ного сглаживания методом наименьших квадратов по k-ближайших отсчетов с адап-
тивным выбором значения k с учетом динамики изменения данных. Значения вектора 
Х должны идти в порядке возрастания. 

 ksmooth(X,Y,b) – вычисляет вектор сглаженных данных на основе распределения Гаус-
са. Параметр b задает ширину окна сглаживания и должен быть в несколько раз боль-
ше интервала между отсчетами по оси х. 

 medsmooth(Y,b) - вычисляет вектор сглаженных данных по методу скользящей медиа-
ны с шириной окна b, которое должно быть нечетным числом. 

 Сопоставление методов сглаживания приведено на рис. 2.4.1. Как можно видеть на 
этом рисунке, качество сглаживания функциями supsmooth(X,Y) и ksmooth(X,Y,b) практиче-
ски идентично (при соответствующем выборе параметра b). Медианный способ уступает по 
своим возможностям двум другим. Можно заметить также, что на концевых точках интерва-
ла задания данных качество сглаживания ухудшается, особенно в медианном способе, кото-
рый вообще не может выполнять свои функции на концевых интервалах длиной b/2.       
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Рис. 2.4.1. 

2.5.  ПРЕДСКАЗАНИЕ  ЗАВИСИМОСТЕЙ [39] 
 Функция Mathcad 

 predict(Y,n,K), где n – степень полинома аппроксимации вектора равномерно распреде-
ленных данных Y, позволяет вычислить вектор К точек предсказания (экстраполяции) пове-
дения произвольного сигнала за пределами его задания (по возрастанию координат х). Пред-
сказание тем точнее, чем более гладкую форму имеет заданный сигнал. Пример использова-
ния функции приведен на рис. 2.5.1 для гладкой и статистически зашумленной сигнальной 
кривой. Степень аппроксимирующего полинома определяет глубину использования входных 
данных и может быть достаточно небольшой для гладких и монотонных сигналов. Ошибка 
прогнозирования увеличивается по мере удаления от заданных данных. 

 
Рис. 2.5.1. 
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ЦИФРОВАЯ  ОБРАБОТКА  СИГНАЛОВ 
Тема 3d:  ОКОННОЕ  ПРЕОБРАЗОВАНИЕ  ФУРЬЕ 

Ни одна вещь не возникает и не уничтожается, но каждая составляется 
из смешения существующих вещей или выделяется из них.  

Анаксагор. Древнегреческий философ, IV в.д.н.э. 

Приятно сознавать, что в основе оконного преобразования тоже лежат 
древнегреческие начала анализа и синтеза.   

Владимир Уткин. Уральский геофизик. 

Содержание:   
Введение.  
3.1. Кратковременное преобразование Фурье. Общий принцип. Частотно-временное оконное 

преобразование.  
3.2. Функции оконного анализа в среде Mathcad.   
Литература. 

ВВЕДЕНИЕ 
Спектральное представление периодического сигнала комплексным рядом Фурье, а 

равно и произвольного конечного сигнала, если нас не интересует его поведение за предела-
ми задания, соответствует выражению: 

s(t) =
N

n 0=
∑ Sn exp(jtn∆ω),        Sn = (1/T) ∫

T

0
s(t) exp(-jtn∆ω). 

Ряд Фурье, как правило, является приближенным и ограничивается определенным ко-
личеством членов ряда N, обеспечивающем требуемую точность обработки данных. 

С позиций точного представления произвольных сигналов и функций, преобразование 
Фурье имеет ряд недостатков, которые привели к появлению оконного преобразования Фу-
рье и стимулировали развитие вейвлетного преобразования. Отметим основные из них: 

 ограниченная информативность анализа нестационарных сигналов и практически пол-
ное отсутствие возможностей анализа их особенностей (сингулярностей), т.к. в час-
тотной области происходит «размазывание» особенностей сигналов (разрывов, ступе-
нек, пиков и т.п.) по всему частотному диапазону спектра. 

 появление эффекта Гиббса на скачках функций, при усечениях сигналов и при вырез-
ке отрезков сигналов для локального детального анализа; 

 гармонический характер базисных функций, определенных в интервале от -∞ до +∞ ; 
Неспособность преобразования Фурье осуществлять временную локализацию сингу-

лярностей сигналов может быть частично устранена введением в преобразование так назы-
ваемой движущейся оконной функции, имеющей компактный носитель. Использование 
оконной функции позволяет представлять результат преобразования в виде функции двух 
переменных - частоты и временного положения окна. 

3.1.  КРАТКОВРЕМЕННОЕ  ПРЕОБРАЗОВАНИЕ  ФУРЬЕ [25] 
Общий принцип. Полный временной интервал сигнала, особенно при большой его 

длительности, разделяется на подинтервалы – временные окна, и преобразование проводится 
последовательно для каждого окна в отдельности. Тем самым осуществляется переход к час-
тотно-временному (частотно-координатному) представлению сигналов и в какой-то мере по-
зволяет выделять на координатной оси и анализировать особенности нестационарных сигна-
лов.  

Оконное преобразование выполняется в соответствии с выражением: 

                                             S(ω,bk) = ∫
∞

∞−
s(t) w(t-bk) exp(-jωt) dt.                                        (3.1.1) 

 Функция w(t-b) представляет собой функцию окна сдвига преобразования по коорди-
нате t, где параметром b задаются фиксированные значения сдвига. При сдвиге окон с рав-
номерным шагом bk = k∆b. В качестве окна преобразования может использоваться как про-
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стейшее прямоугольное окно (w(t)=1 в пределах окна и 0 за его границами), так и специаль-
ные весовые окна (Бартлетта, Гаусса, Кайзера и пр.), обеспечивающие малые искажения 
спектра за счет граничных условий вырезки оконных отрезков сигналов и нейтрализующие 
явление Гиббса. При этом для каждого положения окна на временной оси сигнала вычисля-
ется свой комплексный спектр. Эффективная ширина оконной функции, как правило, сохра-
няется постоянной по всему интервалу сигнала. 

Пример оконного преобразования  для нестационарного сигнала на большом уровне 
шума приведен на рис. 3.1.1. По спектру сигнала в целом можно судить о наличии в его со-
ставе гармонических колебаний на трех частотах. Оконное преобразование не только под-
тверждает данное заключение, но и показывает конкретную локальность колебаний по ин-
тервалу сигнала и соотношение между амплитудами этих колебаний. 

 
Рис. 3.1.1. 

Координатная разрешающая способность оконного преобразования определяется ши-
риной оконной функции и, в силу принципа неопределенности Гейзенберга, обратно про-
порциональна частотной разрешающей способности. При ширине оконной функции, равной 
b, частотная разрешающая способность определяется значением ∆ω = 2π/b. При требуемой 
величине частотного разрешения ∆ω соответственно ширина оконной функции должна быть 
равна b = 2π/∆ω. Для оконного преобразования Фурье эти ограничения являются принципи-
альными. Так, для рис. 3.1.1 при размере массива данных N = 300 и ширине оконной функ-
ции ∆b = 100 частотная разрешающая способность результатов преобразования уменьшается 
в N/∆b = 3 раза по сравнению с исходными данными, и графики Sw(n∆ωSw) по координате n 
для наглядного сопоставления с графиком S(n∆ωS ) построены с шагом по частоте ∆ωSw = 
3∆ωS, т.е. по точкам n = 0, 3, 6, … , N.  

Частотно-временное оконное преобразование. Функция оконного преобразования 
(3.1.1) может быть переведена в трехмерный вариант с независимыми переменными и по 
времени, и по частоте: 

                                             S(t,ω) = ∫ τ s(t-τ) w(τ) exp(-jωτ) dτ.                                 (3.1.2) 

На рис. 3.1.2 приведен пример вычисления и представления (модуль правой части 
главного диапазона спектра) результатов трехмерной спектрограммы при дискретном зада-
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нии входного сигнала sq(n). Сигнал представляет собой сумму трех последовательных ра-
диоимпульсов с разными частотами без пауз, с отношением сигнал/шум, близким к 1. Окон-
ная функция wi задана в одностороннем варианте с эффективной шириной окна b ≅ 34 и пол-
ным размером М =50. Установленный для результатов шаг по частоте ∆ω = 0.1 несколько 
выше фактической разрешающей способности 2π/M = 0.126. Для обеспечения работы окон-
ной функции по всему интервалу сигнала задавались начальные и конечные условия вычис-
лений (продление на M точек обоих концов сигнала нулевыми значениями). 

 
Рис. 3.1.2. 

 Как видно по результатам вычислений, оконное преобразование позволяет достаточно 
точно локализовать информативные особенности сигнала и по времени, и по частоте. 

3.2.  ФУНКЦИИ  ОКОННОГО  АНАЛИЗА  В  СРЕДЕ  MATHCAD  [25] 
 Mathcad имеет ряд специальных функций оконного спектрального анализа в пакете 
Signal Processing. Они позволяют разбивать сигнал на поддиапазоны (с перекрытием или без 
перекрытия) и выполнять следующие операции: 

 сspectrum(x,n,r[,w]) – расчет кросс-спектра сигнала х; 
 pspectrum(x,n,r[,w]) – расчет распределения спектральной мощности сигнала; 
 сoherence(x,y,n,r[,w]) – расчет когерентности сигналов х и у; 
 snr(x,y,n,r[,w]) – расчет отношения сигнал/шум для векторов х и у. 
Здесь: х и у – вещественные или комплексные массивы данных (векторы), n – число 

поддиапазонов разбиения входного сигнала х (от 1 до N – размера массива), к – фактор пере-
крытия поддиапазонов (от 0 до 1), w - код окна (1- прямоугольное, 2- трапеция, 3- треуголь-
ное, 4- окно Хеннинга, 5- окно Хемминга, 6- окно Блекмана).  
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