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Изучение внутреннего строения нашей пла­
неты как единого целого и построение модели 
Земли — одна из важнейших задач геофизики. 
Именно этой проблеме посвящена книга профес­
сора Сиднейского университета К . Е . Буллена. 

В книге изложены методы построения моде­
лей Земли на основе теорий упругости, гравита­
ционного потенциала, распространения сейсми­
ческих волн, собственных колебаний Земли. Рас­
смотрены история вопроса и современные моде­
ли, рассчитанные с использованием новейших 
данных, в т о м числе результатов наблюдений за 
движением искусственных спутников Земли. В 
конце книги сделан сравнительный анализ внут­
реннего строения и состава Земли, Луны и дру­
гих планет Солнечной системы. 
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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Предлагаемая вниманию читателей книга принадлежит перу не­
давно (1976 г.) скончавшегося профессора Сиднейского университе­
та К.Е. Буллена. Выпуская эту книгу, мы отдаем дань уважения вид­
ному австралийскому сейсмологу. Вклад К.Е. Буллена в геофизику 
определяется прежде всего тем, что он сделал последний и завершаю­
щий шаг в построении первых современных моделей Земли, т .е . рас­
пределений плотности, давления, модулей упругости, ускорения силы 
тяжести и других параметров в недрах планеты. Предыдущая книга 
К.Е. Буллена "Введение в теоретическую сейсмологию" вышла в рус­
ском переводе в 1966 г; сейчас ее можно найти только в бийгоютеках да на 
столах сейсмологов, которые постоянно пользуются ею в своей работе. 

Новая книга посвящена важнейшей теме - построению модели 
Земли. Значение этой темы определяется тем, что она увязывает во­
едино основные проблемы физики земных недр и сейсмологии. Буду­
чи сейсмологом, профессор Буллен последние 40 лет занимался проблемой 
распределения плотности в Земле и по существу своей книгой подвел итог 
тому, что ему удалось сделать в рассматриваемой области. В этом основ­
ная ценность книги. Второй момент, который заслуживает упоминания, -
это высокие литературные и педагогические достоинства книги. Она напи­
сана просто и ясно и доступна достаточно широкому кругу читателей. 

Несколько слов о содержании книги. Поскольку при построении 
моделей Земли наряду с данными сейсмологии используются данные 
гравиметрии и геодезии (размеры и средняя плотность Земли, ее мо­
мент инерции и т.д. ) , то в целом проблема моделирования Земли ока­
зывается весьма древней. Поэтому вполне естественно, что первая 
глава отведена истории вопроса. Затем следуют главы, посвященные 
основным теоретическим инструментам для моделирования планеты-
теории гравитационного потенциала и сферическим функциям. После 
этого автор переходит к основному содержанию книги — построению 
и анализу моделей Земли с использованием теории сейсмических волн 
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и распределения их скоростей в Земле, а также с учетом сжимаемости 
земного вещества, поверхностных волн и собственных колебаний Земли. 

Важным вопросам посвящены заключительные главы книги. 
Глава 16 обращена в будущее. В ней дана постановка задачи об 

оптимальной и стандартной моделях Земли. Под оптимальной моделью 
понимается модель, наилучшим образом удовлетворяющая всем имею­
щимся данным о Земле; стандартная же модель также удовлетворяет 
данным наблюдений, но она еще и достаточно проста, чтобы ее было лег­
ко использовать в повседневной геофизической практике. Последняя, 
17-я глава книги посвящена моделям планет и Луны. Эта глава напи­
сана более конспективно, чем предыдущие, и не отражает в полной 
мере мощное развитие планетной темы в геофизике, имевшее место 
в последние годы. В связи с этим мы лишь отметим, что в настоящее 
время общепринятым стало мнение, что планеты-гиганты (Юпитер, 
Сатурн, Уран, Нептун) представляют собой горячие адиабатические 
тела, а новейшие данные наблюдений Плутона свидетельствуют о его 
малых размерах (диаметр -3300 км) и массе (несколько тысячных 
долей массы Земли). За подробностями мы отсылаем читателя к кни­
ге: Jupiter. Studies of the interior, atmosphere, magnetosphere and sa t e l ­
l i t e s , T . Gehre ls , ed . , The Univers i t y of A r i z o n a P r e s s , 1976 (готовит­
ся русский перевод), а также к обзорной периодической литературе. 

В последние годы все больший интерес проявляется к построению 
модели Земли как решению обратной задачи геофизики. Критические 
замечания Буллена по этому вопросу верны и полезны, а позиции твер­
ды, поскольку, сравнивая новейшие модели со своими прежними, он 
наглядно демонстрирует их близость друг к другу. Тем не менее рас­
смотрение всей проблемы как постановки обратной задачи геофизики 
позволяет глубже понять те трудности, которые встали перед геофи­
зикой сегодняшнего дня, хотя в практическом плане методы решения 
обратных задач геофизики еще не обнаруживают решающего превос­
ходства над решениями, полученными методом подбора. 

Построив вначале 40-х годов первую реальную модель Земли, 
К.Е. Буллен всю жизнь находился под впечатлением этого успеха. Став вод­
ным представителем классической сейсмологии, он неизменно оставался на 
этих позициях. Однако, пожалуй, именно это обстоятельство позволило ему 
образцово изложить основы классической сейсмологии и геофизики, имею­
щие отношение к проблеме построения моделей Земли. В наше время машин­
ных расчетов недостаточное знание и понимание основ классической сейс­
мологии часто является форменным бичом многих работ. В этом смысле 
книга К.Е. Буллена является весьма актуальной и современной. 

В.Н. Жарков 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

В этой книге сделана попытка свести воедино те нити доказа­
тельств, которые привели нас к современному знанию распределения плот­
ности внутри Земли. Подробно описываются также другие свойства, 
которые тесно связаны с плотностью, в том числе давление, сжимае­
мость и уплотнение вещества, его жесткость, скорости сейсмических 
волн, коэффициент Пуассона и напряженность гравитационного поля. 
Вопросы термодинамики, химического состава и фазовых переходов 
обсуждаются только в тех случаях, когда они более или менее прямо 
связаны с определением плотности; однако данная книга не претен­
дует на всеобъемлющий охват проблем, связанных с распределениями 
температуры внутри Земли и ее состава. Рассмотрены также распре­
деления плотности в недрах других планет. 

Стремление найти ключ к пониманию распределения плотности в 
Земле долгое время возбуждало любознательность исследователей, 
и цель настоящей книги состоит в том, чтобы изложить в развитии 
ту проблему, которая пленяла автора на протяжении почти всей его 
научной деятельности. В первых главах рассказывается об основных 
достижениях в построении моделей Земли со времен античности и при­
мерно до 1930 г. В последующих главах более подробно рассказыва­
ется об успехах, достигнутых с 1930 г. до наших дней. 

В настоящее время достигнута стадия, когда публикуемые мно­
гочисленные статьи по проблеме распределения плотности в Земле 
выглядят немногим более солидно, чем суета вокруг разрешающей 
способности данных наблюдений, собранных за длительный период 
времени. Поэтому представляется весьма своевременной попытка 
привнести в наше изложение некоторую перспективу. Конечно, повесть 
о внутреннем строении Земли никогда не будет полностью завершена, 
и с появлением новых важных данных всегда будут добавляться до­
полнительные десятичные знаки к уже установленным значениям. 
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Я намеревался описать те казавшиеся мне наиболее важными 
результаты, которые вызывали у меня активный интерес в течение 
последних сорока лет. Поэтому книга неизбежно отражает мои лич­
ные склонности и интересы: рассматриваемый предмет охватывает 
теперь так много областей, что трудно ожидать, чтобы один автор 
мог удовлетворительно изложить их все. Вот почему я заранее изви­
няюсь перед теми авторами, работы которых я мог пропустить. Упо­
мяну также, что мой подход в основном "макроскопический"; на "мик­
роскопические" подходы (например, теорию кристаллической решетки) 
делается только краткая ссылка. 

Возможно, мне необходимо извиниться перед читателями и за то, 
что в основном я ссылаюсь на свои собственные работы. Я сделал 
это прежде всего потому, что предмет достаточно труден и непросто 
изложить все его хитросплетения, и мне казалось, что достичь наи­
большей последовательности (по крайней мере в первом приближении) 
я мог бы, опираясь на собственный подход к проблемам. Кроме того, 
этой книгой я хотел бы исправить многочисленные искажения дета­
лей моих прежних работ (разумеется, это явление коснулось не толь­
ко меня, поскольку оно связано с взрывоподобным ростом числа спе­
циалистов в наше время). Наконец, поскольку эта книга может оказаться 
моим последним большим трудом в этой области, мне хотелось бы 
дать оценку собственным работам настолько объективную, насколь­
ко это возможно. Я надеюсь, перечисленные причины помогут отверг­
нуть любое предположение о том, что я считаю свой вклад в науку бо­
лее значительным, чем он есть на самом деле. 

Читатель, вероятно, заметит, что в этой книге отношение автора 
ко всякого рода неопределенностям выражается гораздо более осто­
рожно, чем во многих современных работах. У нынешних авторов» пи­
шущих о Земле (даже у крупных специалистов), проявляется сильная 
тенденция быть чрезмерно "черным" или "белым" в своих высказыва­
ниях - этакая готовность "доказывать" и "отвергать" и объявлять верны­
ми" и "неверными" свои собственные и чужие результаты в тех случаях» ког­
да более разумной была бы осторожйая вероятностная оценка. (Эта 
тенденция не ограничивается только науками о Земле.) Я стремился 
избегать таких слов, как "доказано", "верно", "ложно", "правильно", 
"ошибочно", "справедливо", "несправедливо", кроме как в формаль­
ных дедуктивных выводах. При аргументации же по индукции я пытал­
ся "делать вывод", а не "утверждать". Я старался делать различие 
между "математическими моделями" и "фактами" не только для рас­
пределения плотности и подобных параметров, но и для так называемых 
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физических "законов". Я лелею надежду, возможно тщетную, что 
принятый мною стиль изложения хоть немного послужит более глубо­
кому пониманию некоторых сторон научного вывода, к которым в гео­
физике нужно относиться с особой осторожностью. 

Вследствие сложного переплетения различных данных, позволяю­
щих нам установить закон распределения плотности в Земле, неизбеж­
но некоторое перекрытие отдельных глав книги. Я пытался построить 
изложение таким образом, чтобы это перекрытие было минимальным. 
Читателям помогут ориентироваться в предмете многочисленные пе­
рекрестные ссылки. При первом чтении многие перекрестные ссылки 
можно опустить; их цель - помочь тем, кого они интересуют, а не 
отвлечь тех, кому они не нужны. 

Книга содержит большое количество сейсмологических деталей 
и тонкостей, так как важные выводы о распределении плотности бы­
ли сделаны именно благодаря им. Однако эта книга не учебник сейс­
мологии. Более подробное изложение предмета можно найти в моей 
книге*. В тексте ссылки на нее обозначены " Б " и даются по третье­
му изданию**. 

Во второй половине книги приводится много количественных де­
талей. Надеюсь, они не слишком утомят читателя. Мне казалось, что, 
только приводя все эти сведения, я могу считать свою задачу выпол­
ненной и представить в наиболее приемлемой форме результаты, по­
лученные при разных подходах к сложному объекту изучения. Я питаю 
надежду, что (в качестве некоторой компенсации) информация, собран­
ная в данной книге, окажется полезной научным работникам, препо­
давателям и студентам, занимающимся геофизикой твердой Земли. 
Книга снабжена указателем, который позволит быстро найти нужные 
сведения. 

Большая часть используемых обозначений общепринята, однако 
имеются отдельные отклонения от этого правила. Например, для обо­
значения энтропии вместо S иногда используется s Ъо сделано в 
тех местах, где S уже использовано для других целей. Численные зна­
чения величин в основном приводятся в системе СИ; однако я не мог 
заставить себя выражать плотность в кг/м 3 и занимать тем самым 

*К.Е. Bullen, Ар Introduction to the Theory of Seismology, Cambridge 
Univ. Press, 1963 (русский перевод: K .E . Буллен, Введение в теоретическую 
сейсмологию, "Мир* , М . , 1966). - П&им. ред. 

" Н у м е р а ц и я разделов в оригинале и русском переводе совпадает, поэто­
му ссылки автора на разделы своей книги справедливы и для перевода. — 
Прим. ред. 
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лишнее место в книге, где значения плотности встречаются почти на 
каждой странице. 

Я глубоко обязан г-же К. Ямамото за превосходную перепечат­
ку чрезвычайно трудной рукописи и участие в многочисленных повтор­
ных перепечатках отдельных частей, потребовавшихся для того, что­
бы спустя несколько лет, в течение которых писалась книга, привес­
ти их к современному уровню. Выть может, эта книга никогда не по­
явилась бы, если бы не ее большая помощь. Я также хочу поблагода­
рить моих бывших коллег: д-ра А.П. Тревика за информацию о проб­
леме в античные времена, использованную в гл. 1, и д-ра Р.А. Хэд-
дона за полезные замечания по некоторым вопросам сейсмологии. 

Сидней 
29 июня 1974 г. К.Е. Буллен. 



Глава 1 
ИЗВЕСТНЫЕ НАМ 

ДРЕВНИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Первыми шагами к определению значений плотности и связанных 
с ней физических свойств недр Земли были исследования размеров 
Земли, ее формы и массы. В настоящей главе изложены в общих чер­
тах результаты, полученные с древних времен до X I X в. Дальнейшее 
развитие некоторых важнейших исследований этого периода описыва­
ется в последующих главах. 

1.1. РАЗМЕРЫ ЗЕМЛИ 

§ 1.1.1. ПЕРВЫЕ Р Е З У Л Ь Т А Т Ы , ПОЛУЧЕННЫЕ В Г Р Е Ц И И 

Согласно Гомеру (ок. 900 - 800 гг . до н.э.), Земля представляла 
собой выпуклое блюдо, окруженное течением Океана. Представление 
о том, что Земля имеет сферическую форму, по-видимому, было пред­
метом размышлений в Греции со времен Анаксимандра (610 - 547 г г . 
до н.э . ) . 

Аристотель (384 - 322 гг . до н. э.) писал в своей книге "О небе н 

(книга II, гл. 14): "Более того, те математики, которые пытались вы­
числить длину окружности Земли, утверждают, что она равна 400 000 
стадиям. Это указывает не только на то, что Земля имеет сферичес­
кую форму, но и на то , что она невелика по сравнению с небесными 
светилами". Остается неизвестным, каким образом была получена 
эта оценка длины окружности Земли с . Возможно, она явилась резуль­
татом грубых измерений уменьшения высоты объектов при удалении 
их за горизонт на море. 

Кроме того, некоторые неопределенности возникают при интер­
претации измерений в стадиях. Стадия определялась как мера длины, 
равная 600 греческим футам (согласно более поздней версии, она рав­
нялась 125 римским пейсам). Однако в античном мире использовались 
различные футы. Наиболее вероятная длина аттического (и римского) 
фута оценивается в 0,2977 м. Соответствующая ей длина олимпийской 
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Александрия 
5000стадий 

Сиена 

Р и с . 1.1. 

стадии равна 178,6 м. Филетерианский (вавилоно-персидский) фут ра­
вен 0,3308 м, а соответствующая стадия - 198,4 м; меньший птолеме­
ев фут - 0,31 м, итальянская стадия — 186 м; больший птолемеев (фи-
никийско-египетский) фут - 0,3543 м, стадия - 212,6 м. Можно ска­
зать, что оценка с, на которую ссылается Аристотель, приблизитель­
но в два раза превышает правильное значение. 

Самое древнее из известных описаний метода оценки с оставил 
Эратосфен (ок. 276 - 194 гг . до н.э.). Во время летнего солнцестоя­
ния он измерил разность высот Солнца в полдень в Сиене (современ­
ный Асуан) и Александрии и получил, что она равна 1/50 от 360°. (Как 
теперь известно, широты и долготы Асуана и Александрии равны со­
ответственно 24° 6 ' с.ш., 3 2 ° 5 Г в . д . и 31° 9 'с .ш., 29° 5 3 ' в.д.) Эра­
тосфен пренебрег малой разностью долгот этих двух городов и при­
нял расстояние между ними равным 5000 стадиям. Таким образом, он 
установил, что с * 250000 стадий (рис. 1.1). С учетом неопределен­
ности длины стадии оценка Эратосфена, вероятно была верна с точно­
стью около 25%. 

В дальнейнем греки, особенно Гиппарх (ок. 190 - 125 гг. до н.э.), 
уточнили оценку с. Посидоний (ок. 135 - 51 г г . до н.э.), пере­
смотрев предыдущие оценки длины L, соответствующей градусу широ­
ты (=* с/360), уменьшил ее до очень малой величины, равной 500 ста­
диям. Это значение L было принято Клавдием Птолемеем (ок. 100 -
161 гг . н.э.) и вошло в его систему. Утверждение о том, что достичь 
Индии можно, проплыв на запад 70 000 стадий, как полагают, через 
полтора тысячелетия повлияло на планы Колумба. 

§ 1.1.2. И С С Л Е Д О В А Н И Я , П Р О В Е Д Е Н Н Ы Е В К И Т А Е 

В 723 г. н.э. во время правления династии Тан китайский астро­
ном монах И-Синь (683 - 727 гг . ) возглавил отряд по измерению дли­
ны теней от предметов, освещаемых Солнцем, и высот Полярной 
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звезды. Измерения были проведены в дни солнцестояния и равноден­
ствия в тринадцати селениях Китая. В результате этих измерений 
И-Синь вычислил длину дуги 1° вдоль меридиана, которая оказалась 
равной 351,27 ли (эпохи династии Тан). Доктор Фу из Пзкина сообщил 
мне, что 1 ли эпохи Тан =• 1500 футам того времени, а 1фут » 0,2475м 
и что во время правления династии Тан окружность делили на 365 
Таким образом, результат И-Синя дает L - 132,3 км, что выше истин­
ного приблизительно на 20%. 

§ 1.1.3. РАБОТЫ А Р А Б О В 

В период правления калифа аль-Мамуна, сына известного Гаруна-
аль-Рашида, в 814 г. н.э. арабы оценили L примерно в 90 км, что ни­
же истинной длины приблизительно на 20%. Две группы астрономов 
были посланы в противоположные стороны от фиксированного пункта, 
расположенного на Месопотамской равнине: одна - на север, другая -
на юг. Каждая была снабжена мерными стержнями и астрономически­
ми инструментами. Им поручалось установить, на каком расстоянии 
высота Полярной звезды изменяется на 1°. 

Около 1000 г. н.э., за семь столетий до применения маятника для 
определения силы тяжести и фигуры Земли, арабский астроном Ибн 
Юнис измерил время с помощью маятника. Результаты его астрономи­
ческих наблюдений были использованы спустя восемь веков как дока­
зательство изменений эксцентриситета земной орбиты. 

§ 1.1.4. Е В Р О П Е Й С К И Е И С С Л Е Д О В А Н И Я 
ДОНЬЮТОНОВСКОГО ПЕРИОДА 

Следующая известная работа по определению размеров Земли бы­
ла выполнена после кругосветного путешествия, когда сферичность 
Земли получила всеобщее признание. В это время главное внимание 
уделялось улучшению измерений расстояния на поверхности Земли, а 
позднее - совершенствованию астрономических измерительных приборов. 

В 1527 г. Фернель в Париже, чтобы измерить L , подсчитал чис­
ло оборотов колеса экипажа и получил результат, эквивалентный 
с - 36500 км. В 1617 г. с целью проверки работы Фернеля Снеллиус 
применил идею триангуляции, воспользовавшись базисной линией из­
вестной длины на льду близ Лейдеш. В 1637 г. Норвуд измерил расстояние 
от Лондона до Йорка шагами и с помощью каната. Измерив также высо­
ту Солнца в меридиане, он получил, что длина L составляет 367196 футов. 
В 1669 г. Пикар использовал телескоп для измерения углов и из 
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наблюдений звезды в созвездии Кассиопея пришел к выводу, что вбли­
зи Парижа L - 57 0б0туазов, или 111, 2 км. (1 туаз равен 6 француз­
ским футам, или приблизительно 6,395 английского фута.) 

Результат Пикара с точностью 0,1% совпадает с современным 
значением L . Таким образом, размеры Земли были теперь установ­
лены достаточно надежно, что позволило бы оценить среднюю плот­
ность Земли, если бы появились сведения о ее массе. Кроме того, 
был достигнут этап, когда при измерениях на поверхности Земли на­
чали выявляться некоторые эффекты сплюснутости Земли и ее вра­
щения вокруг оси. 

Дальнейшее продвижение вперед тесно связано с именем Ньюто­
на, и его работам будет посвящен отдельный раздел. Есл^ бы Нью­
тон жил и работал в наше время, то его, кроме всего прочего, можно 
было бы назвать геофизиком- теоретиком. 

1.2. Р А Б О Т Ы НЬЮТОНА И ЕГО СОВРЕМЕННИКОВ 

§ 1 . 2 . 1 . ЗАКОНЫ ДВИЖЕНИЯ И ЗАКОН ОБРАТНЫХ К В А Д Р А Т О В 

Когда Ньютон опубликовал описание законов движения ("Нача­
ла [3]), которые теперь носят его имя (до Ньютона для выявления 
этих законов многое сделали другие исследователи, особенно Гали­
лей), а также закон обратных квадратов, он тем самым заложил фун­
дамент динамического изучения формы и строения Земли. Прежние 
исследования носили в основном геометрический характер. Ньютон 
не только использовал при выводе своих законов геофизические наб­
людения и наблюдения планет, но и посвятил большую часть своей 
научной деятельности приложению этих законов к исследованию фор­
мы Земли и ее физических свойств. 

Согласно ньютоновской теории тяготения, присутствие частицы 
массы т в точке О приводит к возникновению вокруг этой точки гра­
витационного поля, под действием которого частица массы т в лю­
бой другой точке Р притягивается к О с силой, равной 

F=Gmm'r-2, > (1.1) 

где G - гравитационная постоянная и г * ОР. Таким же образом 
гравитационное поле, создаваемое массой т, заставляет частицу м 
притягиваться к точке Р с той же силой F . Напряженность данного 
гравитационного поля в любой точке Р определяется как сила, об-
условленная полем и действующая на частицу единичной массы в точ­
ке Р, или как ускорение, с которым будет двигаться в точке Р 
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частица, не испытывающая других воздействий. Таким образом, на­
пряженность гравитационного поля в точке Р, вызванная присутстви­
ем массы т в точке О, равна G m r ~ 2 . 

Из закона (1.1) была развита полная теория, которая дает выра­
жения для напряженности гравитационного поля, создаваемого раз­
личными протяженными распределениями масс, например Землей. 

§ 1.2.2. НЬЮТОН И МАССА ЗЕМЛИ 

Пусть g - величина ускорения (относительно осей координат, вра­
щающихся вместе с Землей) малого тела, которое свободно падает 
вблизи поверхности Земли. Законы движения (как было признано еще 
до Ньютона) исторически связаны с определением значений g. Благо­
даря закону обратных квадратов g стало связано также с напряжен­
ностью гравитационного поля вблизи земной поверхности. 

Рассмотрим упрощенную модель Земли, которую будем считать 
сферически-симметричной, т .е . пренебрегать эффектами, обусловлен­
ными вращением Земли вокруг своей оси. Пусть О — центр, а ~ ради­
ус, U — масса модели, а / - напряженность гравитационного поля в 
точке Р, расположенной на расстоянии г от точки О (рис. 1.2). Из фор­
мулы (1.1) можно вывести (см. § 4.2.3), что 

f=GMr~2 ( г » а ) , / = G m r ~ 2 ( г <Са ) , (1.2) 

где т— масса, заключенная внутри сферы радиуса г с центром в точ­
ке О. 

Для точек на поверхности (г = а) формула (1.2) дает / « g » GMa~2. 
Отсюда, после того как путем наблюдений определили значения о и g, 
тотчас же удалось оценить произведение GM и, таким образом, сде­
лать важный шаг к оценке массы Ы и средней плотности Земли. 

Улучшенные оценки GM получаются, если использовать модели 
Земли, в которых наряду с другими факторами учитываются враще­
ние Земли вокруг своей оси и возникающее вследствие этого 

Р и с . 1.2. 
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экваториальное вздутие. Подробное описание таких моделей дается в 
гл. 4 и 5. Согласно лучшей современной оценке, GM * 3,986* 1 0 м м 3 / с 2 

(см § 5.3.5). 
Если известно GM, то значения G и М по отдельности можно най­

ти из любого эксперимента, в котором определяется одна из этих ве­
личин. Для этого Ньютон предложил два метода: 1) измерение в лабо­
ратории притяжения, возникающего между двумя телами, для прямого 
определения G, 2) измерение отклонения линии отвеса в сторону горы, 
массу которой М' можно рассчитать для оценки отношения М/М'. 

К сожалению, просчет вначале привел к серьезной недооценке 
практических возможностей. Ньютон рассмотрел притяжение между 
двумя сферами (рис. 1.3) диаметрами 1 фут, средняя плотность кото­
рых равнялась плотности Земли, и написал, что если бы сферы были 
удалены друг от друга "на расстояние всего лишь 1/4 дюйма, то даже 
в пространстве, где отсутствует сопротивление, они не пришли бы в 
соприкосновение из-за взаимного притяжения за время меньше меся­
ца. . . Даже целых гор не хватит для того, чтобы создать какой-либо 
заметный эффект". Ньютон правильно вывел, что напряженность грат 
витационного поля / на поверхности сферы диаметра D с заданной 
средней плотностью а пропорциональна D (фактически / » 2irGaD/3), 
и, следовательно, если а равно средней плотности Земли, то /(= gD/2o) 
можно определить независимо от того, известно ли G. Однако он не 
сумел правильно завершить расчеты. В действительности его две сфе­
ры соприкоснутся примерно через 5,5 мин, т .е . за 1/8000 месяца. 

Какую бы задержку в планировании экспериментов по определе­
нию U ни вызвала эта ошибка, факт остается фактом, что оба упомя­
нутых метода использовались в ХУШ в. 

Ньютон заметил также, что закон обратной пропорциональности 
притяжения квадрату расстояния позволяет сравнить массы и средние 
плотности Солнца, Земли и некоторых других планет, если использо­
вать наблюдения за движением спутников. Таким способом ему 
удалось определить отношения уасс и средних плотностей нескольких 
из таких тел, но не их абсолютные величины. 

Р и с . 1.3. 
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Тем не менее Ньютон высказал замечательную догадку относи­
тельно средней плотности Земли: "Если бы Земля целиком состояла 
только из воды, то все, что является менее плотным, всплывало бы 
и плавало наверху. И по этой причине, если бы шар из вещества Зем­
ли, покрытый со всех сторон водой, обладал меньшей плотностью, 
чем вода, он где-то всплыл бы, а оседающая вода, отступая, могла 
бы собраться в противоположном направлении. Но в таком состоянии 
как раз и находится наша Земля, которая в значительной степени по­
крыта морями. . . И как бы ни образовались планеты, в то время, ког­
да они были жидкими массами, все более тяжелое вещество осело к 
центру. И поэтому обычное вещество на поверхности нашей Земли при­
близительно в два раза тяжелее воды, а несколько глубже, в шахтах, 
находят вещество в три, четыре и даже пять раз тяжелее. Вероятно, — 
особенно после того, как я показал, что Земля приблизительно в че­
тыре раза плотнее Юпитера, — количество всего вещества в Земле мо­
жет быть в пять или шесть раз больше, чем его было бы, если бы 
Земля полностью состояла из воды". 

§ 1.2.3. ПЕРВЫЕ Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А С П Л Ю С Н У Т О С Т И ЗЕМЛИ 

Определение сплюснутости Земли в наше время тесно связано с 
определением ее момента инерции /. Этому вопросу посвящена гл. 5. 
Однако вполне пригодные оценки сплюснутости Земли были получены 
задолго до того, как удалось определить величины Ы или /. 

Впервые идея о сплюснутости Земли была высказана в работе ис­
торика и географа Страбона приблизительно в 5 г. до н.э. Страбон 
ссылается на предположение о приподнятости экваториальных облас­
тей Земли, на которое обратил внимание более древний историк Поли-
бий (ок. 203 - 120 гг. до н.э.). Ко времени Ньютона визуальные наблю­
дения Доминика Кассини и Флемстида показали, что фигура Юпитера 
значительно отклоняется от сферы, и предполагалось, что это же от­
носится и к другим планетам. 

Предположение о суточном вращении Земли, служившее предме­
том дискуссий во времена Аристарха (ок. 310 - 230 г г . до н.э.), бы­
ло разработано Коперником в 1530 - 1543 гг . и получило полное при­
знание во времена Ньютона, хотя наглядные доказательства враще­
ния Земли вокруг своей оси - такие, как маятник Фуко (1851 г.) - по 
ииились значительно позже. В 1673 г. Гюйгенс дал удовлетворитель­
ное объяснение центробежной силы, а Ньютон применил его к рассмотрению 
гнлюснутости Земли. 
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Р и с . 1.4. 

Пусть о 1 и о 3 - большая и малая полуоси поверхности Земли, ко­
торая предполагается сфероидальной (рис. 1.4), а - средний радиус 
и й - угловая скорость вращения Земли вокруг полярной оси. Эллип­
тичность, или сжатие, £ определяется выражением 

Пусть h - отношение центробежной и гравитационной сил на эква­
торе, которые сами равны приблизительно a Q 2 и GMa ~\ Ньютон рас­
считал, что h « 1/289. Затем, рассматривая Землю как вращающуюся 
жидкую массу постоянной плотности и предполагая, что ее поверхность 
имеет сфероидальную форму, он путем точного расчета получил 
с т 5А/4 (см. § 5.5.3) и, следовательно, е ~* = 230. Это была первая 
численная оценка сплюснутости (сжатия) земной поверхности. (Нью­
тон также исследовал фигуры и других планет.) Ньютон обнаружил, 
что его оценка величины а ~ 1 нуждается в исправлении, если учесть 
изменение плотности внутри Земли. Однако он ошибочно полагал, что 
потребуется ее уменьшение, в то время как в действительности пред­
положение о постоянстве плотности дает нижний, а не верхний предел е 

К этому времени астрономы уже использовали маятниковые ча­
сы, и в 1672 г. Рише обнаружил, что часы, верно отсчитывающие се­
кунды в Париже (49° с.ш.), отстают приблизительно на 2% мин в 
сутки в Кайенне (5° с.ш.), где он вынужден был укоротить маятник 
более чем на линию (1/12 французского дюйма). Аналогичное отстава­
ние часов позднее было отмечено Вареном и Де Хэем в Горэ (15°с.ш.) 
и в других местах. Тем временем один из членов Парижской акаде­
мии предположил, что на экваторе тело весит меньше, чем на полюсах. 
Ньютон, который, как сообщают, слышал об открытии Рише "случай­
но на собрании Королевского общества" в 1682 г., рассчитал затем 
в соответствии со своей теорией относительные веса тела в Париже, 
Горэ, Кайенне и на экваторе и получил общее согласие с реальными 

е - (а, - а 3 ) / а 1 . (1.3) 
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наблюдениями над маятниками. Эта работа обогатила науку новыми 
данными как о величине е, так и по теории тяготения. 

В 1690 г. Гюйгенс заметил, что линия отвеса направлена нормаль­
но к поверхности вращающейся самогравитирующей жидкости. Кроме 
того, он оценил эллиптичность е. Гюйгенс считал, что ускорение сво­
бодно падающего тела направлено к центру и постоянно по величине 
па всей поверхности Земли, и получил уравнение поверхности, которое 
можно записать в виде 

где оси 0%, и 0% выбраны так, как показано на рис. 1.4. Это был пер­
вый шаг, оправдавший предположение Ньютона о сфероидальной форме 
Земли. (Решающее подтверждение было получено в работах Стирлинга, 
Клеро и Маклорена приблизительно в 1740 г. и представлено в оконча­
тельной форме в 1755 п, когда Эйлер впервые дал ясное описание гид­
ростатического равновесия.) Рассматривая ускорение силы тяжести 
как постоянную величину и считая, что на поверхности Земли оно на­
правлено к центру, Гюйгенс фактически предположил, что масса Зем­
ли сконцентрирована в ее центре. Для величины с "*1 он получил значе­
ние 577 (см. § 5.5.3), которое в действительности является ее верх­
ним пределом. 

Впоследствии было сделано много попыток разрешить теоретичес­
ким или экспериментальным путем противоречие между оценками € 
для Земли, полученными Ньютоном и Гюйгенсом. В течение некоторо­
го времени не понимали, что с ~ 1 должно лежать между значениями 
230 и 577. Затем осознали тесную связь сплюснутости с распределе-. 
нием плотности внутри Земли. 

Ньютон пытался улучшить свою оценку е исходя из выполненного 
другими исследователями экспериментального определения длины гра­
дуса L на различных широтах. Первые серии измерений, хотя и при­
вели к улучшению оценки о, не дали надежного значения € . Из одной 
серии данных, которые были собраны Домиником и Жаком Кассини 
(отцом и сыном) из Франции и привлекли в то время большое внимание, 
фактически следовало, что Земля является вытянутым сфероидом. 
Удовлетворительные результаты были получены лишь значительно поз­
же. В 1735 - 1736 гг . Клеро, Буге, де ла Кондамин, де Мопертюи и 
другие известные французские исследователи предприняли экспедиции к 
Северному Полярно^ кругу в Лапландию и к экватору в Перу и получили яс­
ное доказательство того, что поверхность Земли имеет сплюснутую форму. 

c o n s t , 



20 ГЛ. 1. ИЗВЕСТНЫЕ НАМ ДРЕВНИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

1.3. ПОСЛЕНЬЮТОНОВСКИЙ ПЕРИОД 

По крайней мере в течение столетия после смерти Ньютона в 
1727 г. геофизическими исследованиями занимались преимуществен­
но англичане и французы. Выдающимися учеными других стран были 
Гюйгенс (1629 - 1695 гг . ) из Голландии, Эйлер (1707 - 1783 гг . ) из 
Швейцарии, Боскович в Италии и намного позже Гаусс (1777 - 1855 гг.) 
из Врауншвейга и Ганновера и Бессель (1784 - 1846 гг . ) из Пруссии. 

Ссылаясь на французскую работу приблизительно 1730г., Тод-
хантер [5] писал: "Академия наук в Париже, по-видимому, выбрала 
проблему определения фигуры Земли исключительно для своих иссле­
дований. Но то, что достигнуто до сих пор, едва ли соответствует за­
траченным усилиям". 

Однако в течение следующего столетия французские и англий­
ские исследования, основанные главным образом на работах Ньюто­
на, привели к выдающимся результатам. Замечание Тодхантера наво­
дит на мысль, что на развитие науки стали оказывать влияние вопро­
сы национального престижа. Это позволяет провести аналогию с сов­
ременной ситуацией. По-видимому, быстрый прогресс в изучении 
твердой Земли в XIX в. в такой же мере обязан конкуренции между 
Англией и Францией, в какой современный скачок в освоении космо­
са обязан соперничеству между США и Советским Союзом. 

С точки зрения практических наблюдений успехи Франции нача­
лись с экспедиций в Лапландию и Перу и достигли кульминации в пе­
риод 1790 - 1820 гг. , когда была предпринята попытка сделать метр 
международным эталоном длины, основанным на результатах опреде­
ления размеров Земли. (Недавно повсеместно была принята система 
СИ, что явилось победоносным окончанием сражения, которое Фран­
ция начала более 200 лет назад!). 

В Перу Буге с сотрудниками заложили основы для наблюдений 
силы тяжести и сделали первую попытку измерить массу Земли. Но 
наибольшим практическим достижением этого столетия был, вероят­
но, успех Англии, когда Кавендиш с поистине превосходной точно­
стью определил массу Земли. Подробнее эта работа будет описана 
в гл. 2. 

Заметный вклад в теоретические исследования внесли работы 
английских ученых Стерлинга (1735 г . ) , Маклорена (1742 г.) и Симп-
сона (1743 г.) о притяжении вращающихся сфероидов. Но французские 
теоретические исследования, начавшиеся с опубликования в 1743 г. 
блестящей работы Клеро по теории фигуры Земли [1]. В последующие 
сто лет едва ли найдетоя известный французский математик, который 
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не внес бы значительного вклада в теоретическую геофизику. Назо­
вем некоторые имена: д'Аламбер (1717 - 1783), Кулон (1736 - 1806), 
Лагранж (1736 - 1813), Лаплас (1749 - 1827), Лежацдр (1752 - 1 8 3 3 ) , 
Био (1777 - 1862), Пуассон (1781 - 1840) и Коши (1789 - 1857). Роль 
этих работ будет ясна из следующих глав. 

К началу X I X в. средняя плотность Земли была известна с точ­
ностью до 1%; теория тяготения представлена в изящной математи­
ческой форме и применялась к целому ряду проблем, возникающих 
при изучении вращающейся Земли; геодезия поставлена на научную 
основу; с хорошей точностью известно сжатие Земли и до некоторой 
степени разработана теория распространения возмущений в деформи­
руемой среде, и эту теорию можно было применять к изучению Земли. 

Большое число работ к о н ц а X I X в. было посвящено улучшению ко­
личественных деталей в свете астрономических наблюдений, которые 
теперь становились все более совершенными. Детально, особенно 
Кельвином (1824 - 1907) и Дж. Дарвином (1845 - 1912), была разра­
ботана динамика Солнечной системы, которая применялась к изуче­
нию земных приливов (в теле Земли и в океанах), а также к таким 
проблемам, как наблюдаемые отклонения от простого вращения Зем­
ли вокруг своей оси [2]. Используя наблюдения приливов, Кельвин 
произвел свой знаменитый расчет, показывающий, что средняя жест­
кость Земли превышает жесткость обычной стали. 

Однако существовал предел, до которого могло быть детально 
выяснено внутреннее строение Земли, и только сейсмология, обеспе­
чивающая прямую информацию о некоторых механических свойствах 
вещества на определенных глубинах, привела к дальнейшему прогрес­
су в познании физики твердой Земли в X X в. 

В последующих главах мы проследим историческое развитие зна­
ний о внутреннем распределении плотности и связанных с ней свойств 
в Земле вплоть до настоящего времени. 
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Глава 2 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
СРЕДНЕЙ ПЛОТНОСТИ ЗЕМЛИ 

Опишем теперь различные попытки экспериментально измерить 
массу М и среднюю плотность Земли, включая первую работу Буге в 
Перу, успех, достигнутый Кавендишем 60 годами позже и последую­
щие результаты. 

2 . 1 . ЭКСПЕРИМЕНТЫ Б У Г Е В ПЕРУ 

§ 2.1.1. Э К С П Е Р И М Е Н Т Ы В К И Т О 

Пусть а - радиус, а - средняя плотность и / — напряженность 
гравитационного поля на поверхности (на уровне моря) Земли, кото­
рая считается сферически-симметричной, за исключением наложенно­
го на нее обширного плоскогорья А В CD (рис. 2.1) высотой А и плотно­
стью о'. Из формулы (1.2) следует, что напряженность гравитацион­
ного поля / ' в точках поверхности плоскогорья можно представить в виде 

/' = fa*(a + А ) - * + / " * /(1 - 2h/a) + (2.1) 

где / " - вклад, вносимый плоскогорьем и равный (см. § 4.2.4) 

/" * 2TrGa*A«(3A/2a)a7/a. (2.2) 

В последнем равенстве учтено, что / = GMa~2 « 4TrGaa/3. С помо­
щью (2.1) и (2.2) получаем 

/У/ » 1 - 2 + ЗАаЧ 2аа )7 1 . (2.3) 

Результат (2.3) был получен Буге, а второй и третий члены в пра­
вой части теперь, при редуцировании гравиметрических наблюдений, 
называют соответственно аномалией Буге и аномалией в свободном воздухе. 
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Буге с сотрудниками применил соотношение (2.3) при первой по­
пытке определить о в Перу. За период 1737 — 1740 гг . они измерили 
длину / секундных маятников на станции, расположенной на высоте 
1466 туазов в районе Кито (0,25° ю.ш.) на плоскогорье, на соседней 
вершине Пичинча (высота 2434 туазов) и на острове Инка на реке Эо 
меральда (30 - 40 туазов выше уровня моря), находящемся приблизи­
тельно на 60 км северо-западнее Кито. В трех этих местах они полу­
чили / - 438,88; 438,69 и 439,21 французских линий соответственно. 
Применение равенства (2.3) к величинам, полученным в Кито и на Ин­
ке, с учетом пропорциональности / локальной силе тяжести дало 
о- /о* ж 4 ,5 . 

Эксперименты в Кито продемонстрировали, что большая горная 
масса оказывает измеримое влияние на малую массу. Результаты эк­
сперимента показали, что Земля имеет большую среднюю плотность, 
чем средняя плотность Кордильер, а также дали возможность Буге 
опровергнуть долго жившие представления, что Земля внутри полая 
или заполнена водой. Однако Буге видел, что эксперимент имел слиш­
ком много неопределенностей и не мог дать достаточно надежной 
оценки а. В то время не было сведений о степени неопределенности 
предположений, лежащих в основе равенства (2.3). Должно было прой­
ти более столетия, прежде чем было найдено, что высокогорные райо­
ны и плоскогорья часто "компенсируются" значительным дефицитом 
плотности в нижележащей области. Но эксперименты в Кито явились 
исключительно смелым историческим шагом среди продолжительных 
усилий, направленных на измерение средней плотности Земли. 

§ 2.1.2. ЧИМБОРАССКИЙ Э К С П Е Р И М Е Н Т 

В 1738 г. Буге пытался также оценить а, используя для этого из­
мерения отклонения отвеса б на склоне притягивающей горы, и выб­
рал для этой цели гору Чимборасо (высота 6250 м, 1° 2 5 ' ю.ш.). Пер­
вая станция была установлена на южном склоне на высоте 2400 туа­
зов (4678 м) приблизительно на той же долготе, где по оценке находил­
ся центр масс горы. Здесь наблюдались астрономические высоты групп 
северных и южных звезд при прохождении ими небесного меридиана; 
наблюдаемые высоты зрезд отличались от истинных на величины - 6 
и +6 соответственно. Аналогичные наблюдения тех же самых звезд 
выполнялись на второй станции, расположенной приблизительно на 
3500 туазоБ к западу и на 174 туаза ниже, с целью получить уравне­
ния, из которых можно было бы исключить неизвестные значения ис­
тинных высот в меридиане. 
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Буге оценил объем горы, расположенный выше станций. Полагая, 
что плотность вещества в этом объеме равна <т', он вычислил, что от­
клонение б должно быть равно {ст'/а) Г 4 3 " . Однако среднее из силь­
но несогласующихся измерений дало б «• 8 " , что должно вести к со­
вершенно неудовлетворительному значению о/о', превышающему 12. 

'Эксперименты проводились в условиях острых лишений, изнуряю­
щих переходов, сильного холода, действовавшего на инструменты и 
на людей, ветра, и пыльных бурь. Буге признал, что эксперименты 
имели лишь пробный характер, и выразил надежду, что их когда-ни­
будь повторят, выбрав подходящую гору во Франции или Вели­
кобритании. 

2 .2 . СКИЕГАЛЛИОНСКИЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

В 1772 г. Маскелайн предложил повторить чимборасский экспери­
мент в Шотландии, и комиссия королевского общества выбрала для 
этой цели гору Скиегаллион (1010 м) в Пертшире. Гора имеет корот­
кий гребень широтного простирания, круто обрывающийся к югу и се­
веру. (В статье Маскелайна [15] она называется Скегаллиен. Ссыла­
ясь на различия в произношении, д-р Вилмор сказал мне, что у него 
сложилось впечатление, будто "первые английские исследователи ис­
пытывали затруднения при записи звуков, произносимых местными 
жителями, особенно в районах, весьма благоприятных для про­
студ".) 

Сначала в период с 1774 по 1776 г. были проведены тщательные 
обследования. Затем на одном и том же меридиане были установлены 
две наблюдательные станции - одна на северном, другая на южном 
склоне. На каждой станции Маскелайн выполнил около 170 измерений 
наблюдаемых зенитных расстояний более чем 30 звезд и получил, что 
среднее расхождение для двух станций составляет 5 4 , 6 " . Превышение 
этого расхождения над измеренным широтным расхождением 42,9 "бы­
ло приписано отклонению отвеса, вызванному горой. 

Хаттон [10] и Кавендиш [5] приняли участие в расчетах, которые 
дали <т/а' * 1,79. Поскольку по оценке плотность горы <т' составля­
ла 2,5 г/см 3 , то отсюда следовало, что средняя плотность Земли а 
равна 4,5 г/см 3 . 

В 1811 г. Плейфер более точно измерил плотности слоев горных 
пород на Скиегаллионе и поднял оценку ст до 4,56 - 4,87 г/см 3 . В 
1821 г. Хаттон привел в качестве своего окончательного значения ве­
личину 4,95 г/см 3 . 
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2.3. ДРУГИЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ С МАЯТНИКОМ И ОТВЕСОМ 

Использовав маятниковый метод, примененный Буге в Кито, Кар-
лини в 1821 г. в окрестности Милана получил значение а » 4,39 г/см? 
увеличенное Сабийне в 1827 г. до 4,77 и Джулио до 4,95 г/см 3 в 1841 г. 

Эри пытался оценить о, измеряя разницу в периодах колебаний 
маятника на поверхности и в глубине шахты. После первых попыток 
в Корнуэлле в 1826 и 1828 г., которые были сорваны пожаром и на­
воднением, он получил а « 6,6 г/см 3 в 1854 г. на хартонской уголь­
ной шахте в Сандерленде. В его методе предполагалось, что Земля 
состоит из сферических слоев, и требовалось принять определенные 
значения плотности на глубине шахты. Намного позже (1883 г. ) фон 
Штернек, ставя эксперименты на различных глубинах в серебряных 
шахтах в Саксонии и Богемии, установил, что значения а заключены 
в интервале от 5,0 до 6,3 г/см 3 и продемонстрировал степень нена­
дежности предположений Эри. Тем временем Пратт [17] и сам Эри [1] 
выдвинули идеи о компенсациях плотности под поверхностью Земли, 
также указав тем самым на ограничения маятниковых экспериментов, 
проводившихся с целью измерения средней плотности Земли. 

В 1855 г. Джеймс и Кларк повторили эксперимент скиегаллион-
ского типа на Артур-Сит в Эдинбурге и получили а - 5,3 г/см 3 [ И ] . 

В 1880 г. Менденхолл измерил периоды колебаний маятника в То­
кио и на вершине Фудзиямы и дал а * 5,77 г/см 3 . 

2.4. ЭКСПЕРИМЕНТ МИЧЕЛЛА - КАВЕНДИША 

§ 2.4.1. П Р И Б О Р МИЧЕЛЛА 

Ближе к X I X в. наиболее известный сейсмолог того времени Джон 
Мичелл последовал другому предложенному Ньютоном подходу к проб­
леме [§ 1.2.2 (1)] - методу, в котором отпадали неопределенности, 
связанные с оценками больших земных масс при экспериментах в го­
рах и шахтах. 

Мичелл сконструировал крутильные весы для прямого измерения 
гравитационного взаимодействия F между сферическими массами 
и т 2 , которые были достаточно малы и помещались в лаборатории. Ес­
ли d - расстояние между центрами сфер, то закон тяготения (§ 1.2.2) 
дает F « GmAm2/d2* Поэтому, измерив F , ту, м2> и d, можно было 
найти гравитационную постоянную G. 

Как уже было указано (§ 1.2.2), величина GM, выражающаяся че-
\ну% g и о , известна с хорошей точностью (М и а - масса и средний 
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радиус Земли, g - напряженность гравитационного поля на поверхнос­
ти). Следовательно, определение G даст также Ы и а. 

Прибор Мичелиа (рис, 2.2) состоял из горизонтального стержня 
А В длиной 6 футоЕ (скажем, 21) с центром С, подвешенного с помо­
щью 40-дюймовой вертикальной проволоки ОС к неподвижной точке О. 
К концам А и В не коротких вертикальных проволоках были подвеше­
ны 2-дюймовые свшцовые шарики (массой ту), и вся система (назо­
вем ее S) помещшась в узком деревянном ящике. Специальные при­
способления позволяли устанавливать вне ящика по разные стороны 
от плоскости ОЛЯ два 8-дюймовых свинцовых шара (каждый массой 
т2) в такие положения, когда каждый шар притягивается в горизон­
тальном направлеши приблизительно под прямым углом к плоскости 
ОАВ одной из дву< масс т 1 с силой Gmym2/d2. Таким образом, про­
волока ОС должна закручиваться горизонтальным моментом сил. 

Пусть т - крутильный модуль сдвига проволоки ОС, а 0 - угол 
между равновесньми положениями стержня А В до и после установки 
больших шаров. Тэгда 

Пусть / - момен? инерции и Т - период колебаний системы S отно­
сительно ОС в отсутствие масс т2. В этом случае 

т 6 = 2Gm,m2i;d2. (2.4) 

Т=2тт\Л77 (2.5) 

Р и с . 2.2. Прибор Мичелла — Кавендиша. 
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Период Т можно было измерить во вспомогательном эксперименте. 
Затем с помощью равенств (2.4) и (2.5) легко определить G как функ­
цию измеренных величин m l f m 2 , I, d, 9 , / и Г . 

Мичелл умер, не использовав своего прибора, который перешел 
к Волластону, а затем к Кавендишу. 

§ 2.4.2. И З М Е Р Е Н И Я К А В Е Н Д И Ш А 

Генри Кавендиш воспользовался идеями Мичелла, но реконструи­
ровал или модифицировал отдельные части прибора. Он поместил при­
бор в замкнутую внутреннюю кодеру и наблюдал отклонения с помо­
щью телескопа. Его знаменитый результат был опубликован в 1798 г. 
Было использовано среднее из 29 серий наблюдений, что после различ­
ных коррекций (и после того как позже Бэйли исправил одну арифме­
тическую ошибку) дало о » 5,448 ± 0,033 г/см 3 . 

2.5. Д Р У Г И Е МАЛОМАСШТАБНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Использовав прибор, подобный приборам Мичелла и Кавендиша, 
Райх в Германии получил а =» 5,49 г/см 3 в 1837 г. и 5,58 г/см 3 в 
1852 г. В Англии Бэйли [2] в 1842 г. получил значение 5,67 г/см 3 . 
В 1873 г. Корню и Бель [6] во Франции, внеся дальнейшее усовершен­
ствования в эксперимент, получили промежуточные результаты меж­
ду 5,50 и 5,56 г/см 3 . 

Фон Йолли предложил эксперимент другого типа, использовав 
обычные весы и учтя изменения ускорения силы тяжести g от верши­
ны и до основания 21-метровой башни. Он получил в 1881 г. значение 
Г),69 г/см 3 [ 14 ] . До некоторой степени похожим способом Рикарц и 
Кригар-Менпель [18] получили в 1898 г. а » 5,505 г/см 3 . 

Пойнтинг укрепил массы ту на общем коромысле с притягиваю­
щей массой т29 которую поочередно помещали под каждую из масс 
ту, так что их центры располагались на одной вертикали, и в 1892 г. 
получил значение 5,49 г/см 3 [16 ] . 

В 1895 г. Бойс [4] модифицировал эксперимент Мичелла - Кавен­
диша, введя вместо закручивающейся проволоки Мичелла тонкую квар­
цевую нить. Благодаря этому он смог использовать меньшие массы 
(которые были сделаны из золота) и уменьшить некоторые посторон­
ний эффекты благодаря общему уменьшению размеров прибора. Он по­
лучил 5,527 г/см 3 , что хорошо согласуется с результатами, получен­
ными независимо Брауном и Этвешем [7 ] в 1896 г., также испольэо-
инишими крутильные весы. 
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Уже в нашем веке Гейль в 1930 г., Зарадничек в 1933 г. и Гейль 

и Кржановский в 1942 г, [9] (см. [8]) получили оценки G , из которых 

следует, что а - 5,517; 5,528 и 5,514 г/см 3 соответственно. Джеф» 

фрис [12, 13], применив статистические критерии к 25 определениям 

G, выполненым Бойсом и Гейлем, нашел G «* (6,670 ± 0,004) ЛО""11 м 3/(кг • с 2 ) . 

Принимая GM « 3,986 • Ю 1 4 м 3 / с 2 (§ 5.3.5), получим тогда 

Ы - 5,977 • 1 0 2 4 к г и, следовательно, сг - 5,517 г/см 3 , причем неопре­

деленности в Л/ и а пропорциональны ошибкам в G. 
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Глава 3 

СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Принимая во внимание форму Земли, при описании ряда ее 
свойств, включая свойства, связанные с гравитационным полем 
(гл. 4) и свободными колебаниями Земли (гл. 14), желательно исполь­
зовать сферические координаты. Проводя анализ в сферических ко­
ординатах, нужно рассматривать сферические функции. В настоящей 
главе мы приведем в общих чертах результаты, необходимые для 
применения этих функций в данной книге. Более полное и подробное 
изложение можно найти в классических работах по сферическим 
функциям. 

Поместим начало координат О в центр Земли и обозначим сфе­
рические координаты точки Р (рис. 3.1) через (г, <р. А) , где <р и Л со­
ответствуют (геоцентрическим) широте и долготе; таким образом» 
Ф = тт/2 - в, где в - полярное расстояние, которое иногда выбирают 
и качестве второй координаты. Координаты г, ф, А связаны с декар­
товыми координатами xi соотношениями 

х1 - rcoe^cosA, * 2 = rcosq>sinA, х 3 = гвтф. (ЗЛ ) 
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3 . 1 . РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

Теория тяготения включает рассмотрение (см. § 4.1.4) уравнения 
Лапласа 

V 2
У = О, (3.2) 

где V 2 = 1.(д2/дхр. В координатах г, ц, Л, где ц = атф, уравнение 

Лапласа принимает вид 

д 

дт \ дг/ д\х 
L + а - ц 2 ) - 1 = о. (3.3) 

2 

Для решения уравнения (3.3) подставим в него в качестве проб­
ного решения у = RS, где R - функция только от г, a S — только от 
ц и Л. Это дает 

Я - 1 ! * ? L n ( n + l ) , (3-4) 

S T 1 А 1(1 - ц 2 ) *1 + Г Ч 1 - ц 2 ) - 1 — = -n (n + 1), (3.5) 

где разделение на (3.4) и (3.5) и формы правых частей этих уравне­
ний выбраны для удобства; п остается неопределенным. Поскольку 
левые части (3.4) и (3.5) не зависят от ц и Л и соответственно от г, 
то п постоянно. 

Для данного п общее решение уравнения (3.4) имеет вид 

R = + Впг~(п + * \ (3.6) 

где Ап и Вп - постоянные интегрирования. Пусть S = S n(n> Л) — ре> 
шение уравнения (3.5). Суммируя тогда решения с различными п, 
мы получаем некоторое общее решение уравнения (3.3) (достаточное 
для наших основных приложений): 

у = 2 1 1 г я + В r " ( n + J ) IS (ц, Л). (3.7) 
л = 0 

Любое частное решение уравнения Лапласа, выраженное в виде 
(3.7), называется объемной сферической функцией, а коэффициент 
5 п (ц ,Л) - поверхностной (сферической) функцией степени п. 
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3.2. ПОЛИНОМЫ ЛЕЖАНДРА 

Полиномы Лежандра Р п ( ц ) определяются для положительного це­
лого п конечным рядом 

Р M , b 3 . 5 . . . ( 2 n - l ) [ п _ „ ( „ . ! ) п _ 

и! [ 2 ( 2 n - 1) 

f n ( n - l ) ( n - 2 ) ( n - 3 ) ^ n . 4 

2 . 4 . ( 2 n - l ) ( 2 n - 3) M 

(3.8) 

(3.9) 

Обычными методами (см., например, [2]) можно вывести из (3.8) опи­
санные ниже свойства Рп+ 

§ 3.2.1 

Первые пять полиномов Лежандра имеют вид 

Р 0 = 1, Р г « ц , Р 2 = Н З ц 2 - 1 ) , 

Р , = - ( 5 ц 3 - Зц), Р , = 1(35м
4 - 30ц2 + 3). 

3 2 4 8 

§ 3.2.2 

Для любого положительного целого п 

§ 3.2.3 

Формула Родригеса: 

1 dn(ix2 - Dn 

Р > ) « _ ^ i L . (3.11) 
2 n n ! ф п 

H i формулы (3.11) можно получить (используя теорему Ролля) , что 
1ии5 п нулей Р п ( ц ) действительны, различны и заключены в интервал 

ЛР - 1 < ц < 1. 

§ 3.2.4 

Асимптотическое приближение к Pn(sin<p) А л я большого п и <р, не 
• пшиком близкого к ±тт/2, имеет вид 

Р„ (втф )~|~тф + ~ )со8ф|~^сов j(n + ~ * )ф~ * ~ П 1 Т | ' ^ 1 2 ) 
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§ 3.2.5 

Если имеется симметрия относительно оси (выбранной в каче­
стве оси О х 3 ) , то д/дК = 0 и уравнение (3.5) принимает форму уравне­
ния Лежандра: 

(1 - ц 2 , _ 2 М — + п(п + 1)S = 0. (3.13) 

<*ц2 

Путем подстановки или иным способом можно убедиться, что S = Р я (ц ) 
представляет собой решение уравнения (3.13). В этом случае реше­
ние (3.7) уравнения Лапласа имеет вид 

у = £ \лпгп + v ~ ( n + й I С 8 - 1 4 ) 
м= О 

Таким образом, если S n не зависит от Л, то оно пропорционально 
Р п ( ц ) , которое также представляет собой поверхностную сферическую 
функцию (зональную поверхностную функцию - см. разд. 3.4). 

§ 3.2.6 

Путем прямого разложения в ряд или другим способом можно 
показать, что для т% < г 

(г 2 - 2цгг' + г% 2 Г У > = г " 1 1 \(rVr)nPn(»)\. (ЗЛ5) 
п = О 

Соотношение (3.15) будет необходимо в следующей главе, потому что 
при ц = c o s y его левая часть равна (Р 'Р ) " " 1 (рис. 3.2). Р ' Р входит в 
выражение (4.4) для потенциальной функции (/. 

р' 

I 
О Р и с . 3.2. 

3.3. ИНТЕГРАЛЫ ОТ ПРОИЗВЕДЕНИЙ СФЕРИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ 

В следующих ниже параграфах двойные интегралы берутся по 
поверхности единичной сферы (элемент площади которой равен 
r2coscpd(pdA, где г = 1, т .е . равен dwdk)* 
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§ 3.3.1 

Если Sm и Sn - две поверхностные функции и m 4 п, то можно 
показать, что 

ffSm(\x, A ) S > , Л ) Д О = 0. (3.16) 

§ 3.3.2 

Пусть ц> — угол между радиус-векторами, направленными к точ­
кам (г, ц, А) и (г , ц\ А ' ) , так что 

c o s y - 8шф8шф* -f совфсовф* cos (Л - А 1 ) -

= МП 1 + \ / ( l - M 2 ) l l - M 2 ) c o s ( A - А В ) . (3.17) 

Тогда можно показать, что для любой поверхностной функции S n (n,A) 

f/5я(ц, A)Pn(coev|;)4idA = 4тг(2я + l r 1 ^ ' , А В ) . (3.18) 

§ 3.3.3 

Рассмотрим частный случай § 3.3.2, когда имеется симметрия 
относительно оси О х 3 . Тогда в силу § 3.2.5 5 п (ц, А) пропорциональ-
н 0 ^п(м)« Выберем, в частности, <р' = тг/2, так что ц' = 1 и, соглас­
но (3.17), cosvp « ц. Подынтегральное выражение в (3.18) тогда не 
будет зависеть от А , и, поскольку /dA = 2тт, получаем 

JPnl№ni№ « 2 ( 2 * + ^ Г ^ а ) - (ЗЛ9) 
- 1 

Поскольку, Р ( 1 ) « 1, то , комбинируя (3.19) с сопутствующим 
результатом,- соответствующим (3.16), имеем 

\{2п + 1) f P > ) P n M ^ « 6 w n , (3.20) 
1 - i 

где б т п равно единице (т « п) или нулю ( т ^ п ) . 

3 . 4 . Т Е С С Е Р А Л Ь Н Ы Е ФУНКЦИИ 

Если осевая симметрия отсутствует, т .е . S может зависеть 
как от широты <р, так и от долготы А , то для ряда целей удобно рас­
сматривать решения уравнения (3.5) вида 

S » Ф(<р)А(А). (3.21) 

Развитая для этого случая теория потребуется в гл . 14. 

3-254 
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Подставляя (3.21) в уравнение (3.5) и разделяя переменные, на­
ходим 

1 d2A 

Л d\2 

d 

(hi 4A 
n(n + 1) - 7П 

1 - u 2 

Ф = О, 

(3.22) 

(3.23) 

где т — неопределенная постоянная. Уравнение (3.23) представляет 
собой присоединенное уравнение Лежандра; если S не зависит от Л, 
т.е. когда т = 0, то оно сводится к уравнению Лежандра. 

Для данного т общее решение уравнения (3.22) имеет вид 
Л = Ст cos(mA + £ m ) , (3.24) 

где Ст и е т — постоянные интегрирования. 
Решение уравнения (3.23) записывается в форме Ф = Р™(ц), где 

т - целое положительное число, а 

p > ) = ( u 2 - l ) m / 2 - (3.25) 

Р™(д) называется присоединенной функцией Лежандра первого рода 
степени п и порядка т . 

[Функция Лежандра и присоединенная функция Лежандра второ­
го роДа, которые также являются решениями уравнения (3.23), отно­
сятся к случаю ц > 1.] Согласно формуле Родригеса (3.11), 

F » . . L t , . - i ) - / ' ' г . 

2пп\ d n n + m 

(3.26) 

В нашем случае п равно нулю или является целым положительным 
числом, и из (3.25) тогда следует, что при т>п Р™= 0; поэтому це­
лесообразно выбрать т < п. 

Из (3.21), (3.24) и (3.26) следует, что функция S™(\x9 Л) является 
сферической функцией степени п и порядка ml 

S > . A) - 0 ° s ( m A + , J ( 1 - ц 2 ) " " 2 f < i ^ - L , 
n + m 

(3.27) 

где Km — постоянная, т и п — положительные целые числа и т < п. 
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Р и с . 3.3. 

Функция S^'(M» А) обращается в нуль там, где обращается в нуль 
любой из трех (кроме К™) множителей, стоящих в правой части (3.27). 
Первый множитель обращается в нуль при тК + е п = (k + %)тг, где 
k - целое число, т.е^ на всех т плоскостях, пересекающих полярную 
ось Ох 3 , причем угол между любой парой последовательных плоскос­
тей равен тг/m. Второй множитель равен нулю при ц = ±1, т .е . на по­
лярной оси. Третий множитель обращается в нуль на последователь­
ности прямых круговых конусов, коаксиальных с полярной осью; сог­
ласно теореме Ролля и поскольку dn(\x2 - X)n/d\xn имеет п действи­
тельных различных нулей в интервале - 1 < м < 1 (§ 3.2.3), число ко­
нусов (с вершинами в точке О) равно п-т; они расположены симмет­
рично над и под плоскостью экватора. 

Таким образом, на поверхности любой сферы г «= const , об­
ращается в нуль на последовательности 2т равноотстоящих друг от 
друга меридиональных линий и на последовательности n - m широт­
ных кругов, симметрично расположенных относительно экватора. 
Две последовательности окружностей пересекаются под прямыми уг­
лами (общая картина показана на рис. 3.3). Вследствие такой сото­
вой структуры S™ называют тессеральной функцией. [В частном слу­
чае имеем функцию S^, которая пропорциональна Рп(ц)> обращается 
в нуль на широтных окружностях и называется зональной функцией. 
Функция имеет нули на меридиональных линиях и называется сек-
ториалъной функцией.] 

3.5. РАЗЛОЖЕНИЕ ПО ПОВЕРХНОСТНЫМ СФЕРИЧЕСКИМ 
ФУНКЦИЯМ 

При достаточно общих предположениях можно показать, что за­
данная функция F ( M , X) может быть выражена в виде ряда по 
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сферическим функциям. Так, 

F ( u . A ) - П п ( ц , А ) = 2 2 1С^сов(|пА + б я ) Р « (м )1 . (3.28) 
п— 0 п = О тп = О 

п 
В частном случае, когда F - функция только от ц, 

где С - постоянные. 
п 

FM = Z С П Р > ) . (3.29) 
п= О 

Используя (3.20), можно найти коэффициенты С п , входящие в выра­
жение (3.29): 

1 1 

Сп= - ( 2 n + l ) / F P n 4 i . (3.30) 
2 -1 

3.6. СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ И ТЕОРИЯ КОЛЕБАНИЙ 

ЗЕМЛИ 

Согласно (3.7) и разд. 3.4, функция 

у = г п Р^ (ц )совтЛ (3.31) 

является объемной сферической функцией, удовлетворяющей уравне­
нию Лапласа (3.3). В гл. 14 мы исследуем собственные колебания 
Земли в сферических координатах. Для этой цели удобно предполо­
жить, что пробные формы компонент смещения имеют несколько бо­
лее общий вид по сравнению с (3.31). 

Типичная пробная форма будет состоять из произведения функ­
ции Я(г), функции от ц и А, тесно связанной с S™, и функции периода 
т определенной моды колебаний. Функция R зависит от степени п и 
п о р я д к а W B S ^ , а также от третьего числа /, связанного с нулями 
R(r); для данных тип значения I «= 0, 1, 2 , . . . дают основное коле­
бание и последовательность обертонов; каждый нуль R(r) соответст­
вует узлобой поверхности (поверхности, на которой смещение обра­
щается в нуль), которая представляет собой сферу с центром в на­
чале координат О, и каждое увеличение / на единицу увеличивает 
число таких сферических узловых поверхностей на единицу. 

Таким образом, пробную форму целесообразно записать в виде 

^ ( r j F ^ M j c o s m X e x p d y ^ , (3.32) 
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где F ^ M тождественно или тесно связано с Р^ (ц ) , а у = 2тг/т. Ха­
рактер и значение пробных форм станут яснее в разд. 14.2, где про­
ведено конкретное рассмотрение. 

Узловые поверхности для (3.32) в общем случае состоят из трех 
множеств, а именно: плоскостей, проходящих через ось О х 3 , конусов, 
описанных в разд. 3.4, и последовательности концентрических сфер. 

Обычно периоды т семейства колебаний, описываемых выражени­
ем (3.32), зависят от /, т и п. В частных случаях может оказаться, 
что т не зависит от одного (или более чем одного) из этих парамет­
ров; колебательная система в таком случае называется вырожденней 
относительно этого параметра. 
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Глава 4 

ТЕОРИЯ 
ГРАВИТАЦИОННОГО ПРИТЯЖЕНИЯ 

ЗЕМЛИ 

После определения массы Земли следующей основной задачей на 
пути к установлению внутреннего распределения плотности было вы­
числение момента инерции Земли. Настоящая глава посвящена изло­
жению основных положений теории гравитационного притяжения Зем­
ли, необходимых для решения как этой проблемы, так и для дальней­
ших целей. 

4.1. ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ О ГРАВИТАЦИОННОМ ПРИТЯЖЕНИИ 

§ 4.1.1. П Р И Т Я Ж Е Н И Е , СОЗДАВАЕМОЕ ОБЫЧНЫМ Т Е Л О М 
ИЗ ТЯГОТЕЮЩЕГО ВЕЩЕСТВА 

Пусть В - тело из притягивающего вещества (В может состоять 
из одного или более отдельных кусков, но в нашем рассмотрении обыч­
но имеется в виду одно непрерывное тело) . 

Пусть х\ (i = 1, 2, 3) - координаты произвольной точки Р ' тела 
В в системе координат с началом в точке О (рис 4.1), р — плотность 
в точке Р% и 6т - элемент объема, содержащий Рч. Пусть xi — коор­
динаты любой точки Р , в которой ищется напряженность гравитацион­
ного поля /. , или сила притяжения на единицу массы, созданная те­
лом В. 

Согласно ньютоновскому закону тяготения, вклад элемента мас­
сы рбт, находящегося в точке Р ' , fe напряженность гравитационного 
поля равен по величине Gp64 (^ Pf2 и направлен по Р Р ' , где G - гра­
витационная постоянная. Величина Р ' Р равна \/L(xi - зс}) 2, а направ­
ляющие косинусы равны (х. - х\)/Р9Р* Отсюда 

U = - t f/Gp( * . -х\)(Р*РГЧт 

- - / Я С Р Ц - - *;) 2*~ 5 / '<*т, (4J) 

где интегралы берутся по всему объему, занимаемому телом В. 
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Р и с . 41 . 

*1 

§ 4.1.2. Т Е О Р Е М А Г А У С С А 

О ПОЛНОЙ НОРМАЛЬНОЙ К О М П О Н Е Н Т Е Н А П Р Я Ж Е Н Н О С Т И 

Пусть S — произвольная замкнутая поверхность (которая может 
заключать в себе полностью, частично или совсем не содержать те­
ла В) и ^ — направляющие косинусы внешней нормали в любой точке 
Р поверхности S (рис. 4.2). 

Теорема Гаусса устанавливает, что 

// I (f.l.)dS =-4тгСт, (4.2) 
i = i 

где интеграл берется по поверхности 5, а т — масса всего вещества, 
заключенного внутри 5. Выражение 2(/7 ?. ) представляет собой ком­
поненту напряженности гравитационного поля в точке Р в направле­
нии внешней нормали к 5. 

hi 
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Для доказательства (4.2) рассмотрим вклад в Z t f , / , ) от элемен­
та массы рбт, расположенного в любой точке тела В. Он равец 
- G P 5 T ( P , P ) ~ 2 C O S X , где х - угол между Р * Р и нормалью в точке Р . 
Для фиксированной точки Р * интеграл ДОРТ)*"2cos х<К представляет 
собой телесный угол, стягиваемый поверхностью 5 в точке Р ' и по­
тому равный 4тт или нулю в зависимости от того, находится ли Р ' ~ 
внутри или вне S. Следовательно, вклад в левую часть равенства 
(4.2) от элемента в точке Рщ равен -4 T T G P 6 T ИЛИ нулю соответствен­
но этим двум случаям» Интегрирование по всему объему, занимаемо­
му телом В, приводит затем к равенству (4.2). 

§ 4.1.3. Г Р А В И Т А Ц И О Н Н А Я П О Т Е Н Ц И А Л Ь Н А Я Ф У Н К Ц И Я 

С точностью до произвольной аддитивной постоянной потенциал 
гравитационного поля U в точке Р с координатами xi определяется 
выражением 

dU 
f = gradtf, или fi ш , (4.3) 

дх( 

где f - вектор с компонентами /f.« Таким образом, гравитационный 
потенциал в точке Р , созданный телом В, может быть записан в виде 

U - SfSG9(p-prldT = JOJqplZC*, - * ; ) 2 Г У ' dr. (4.4) 

Легко проверить, что равенства (4.1) и (4.4) удовлетворяют оп­
ределению (4.3) для точек, расположенных вне тела В. [Если Р — 
внутренняя точка, то подынтегральные выражения в (4.1) и (4.4) рас­
ходятся в точке Р . Интегралы в этом случае интерпретируются как 
пределы при б -»О интегралов по объему В, из которого исключен 
малый объем размеров б, окружающий точку Р . Интегралы сходятся, 
но при некоторых операциях с ними требуется осторожность.] 

§ 4.1.4. У Р А В Н Е Н И Е Л А П Л А С А 

Прямым дифференцированием легко убедиться, что выражение 

v 2 { s ( x . -*;.)2}- у> 

обращается в нуль везде, кроме точки х. = х\. Следовательно, для 
точек Р , расположенных вне тела В , равенство (4.4) дает уравне­
ние Лапласа 

V 2 t f * = 0 . (4.5) 
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§ 4.1.5. У Р А В Н Е Н И Е П У А С С О Н А 

Согласно лемме Грина и определению (4.3), 

JPWi h V » = Ш (^j d-r = I№*U<b. (4.6) 

причем объемные интегралы берутся здесь по объему, заключенному 
внутри поверхности S. Отсюда в силу (4.2) имеем 

ffj[42U + 4TiGp)dT = Q, (4.7) 

где р - плотность в точке Р. 
Поскольку равенство (4.7) применимо для любой поверхности S , 

то из этого следует, что для любой точки Р, расположенной внутри 
или вне притягивающего вещества, справедливо уравнение Пуассона 

V 2 t / = -4.TrGp. (4.8) 

Уравнение (4.5) является частным случаем уравнения Пуассона. 

4 . 2 . ПРИТЯЖЕНИЯ, 
СОЗДАВАЕМЫЕ НЕКОТОРЫМИ КОНКРЕТНЫМИ ТЕЛАМИ 

Конкретные результаты, полученные в §§ 4.2.1 - 4 . 2 * 4 , относят­
ся к земному гравитационному полю. Равенства (4.13) описывают 
внешний и внутренний гравитационные потенциалы Земли, которая 
считается сферически-симметричной, и представляют собой полез­
ное первое приближение к полю реальной Земли. 

Приводимый в § 4.2.4 результат (4.14) для напряженности грави­
тационного поля, созданного плоскогорьем упрощенной формы, упо­
минался в § 2.1.1 в связи с поправкой Буге. 

§ 4.2.1. ШАР ПОСТОЯННОЙ П Л О Т Н О С Т И 

Будем считать, что тело В (раэд, 4.1) представляет собой шар 
с центром в точке О, радиусом q, массой М и постоянной плотностью 
р. Пусть / - величина напряженности гравитационного поля, создан­
ного телом В в произвольной точке Р , O P = г и S — поверхность 
сферы, проходящей через точку Р , имеющей центр О и заключающей 
в себе массу т . Рис. 4.3 соответствует частному случаю, когда точ­
ка Р расположена внутри тела В. 

Вследствие симметрии напряженность гравитационного поля во 
всех точках поверхности 5 имеет одинаковую величину / и направлена 
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Р и с . 4.3, 

в точку О. Применение теоремы Гаусса (4.2) к поверхности S дает в 
таком случае 4ттг2/ ^ 4тгОг, так что 

/ = G m / r 2 . (4.9) 

В частности, 

. / = G M / r 2 = 4TrGp<? 3/3r 2 (r>q), (4.10а) 

/ = 4TrGpr/3 (г <?). (4.106) 

Согласно (4.3), соответствующие потенциалы имеют вид 

U = GM/r - 4TrGpg 3 /3r (г ^ <?), ( 4 Л а ) 

У = 27rGp(3<?2 - r 2 )/3 (г ^ q), (4.116) 

где для удобства аддитивные постоянные выбраны таким образом, что 
U непрерывно при г = <?. Легко убедиться, что потенциал U, описы­
ваемый равенствами (4.11а) и (4.116), удовлетворяет соответственно 
уравнениям Лапласа и Пуассона. 

§ 4.2.2. Т О Н К А Я СФЕРИЧЕСКАЯ ОБОЛОЧКА ПОСТОЯННОЙ П Л О Т Н О С Т И 

Как следует из формул (4.11), потенциал bU сферической оболоч­
ки радиуса <?, толщины bq, массы 6ty и плотности р равен 

bU = 4TTGpr-1<726<? (г > т?), (4.12а) 

61/ = iirGpqbq (Г ̂  я ) . (4.126) 

На рис. 4.4 представлен случай г > q% 

Соответствующие напряженности, согласно (4.3), разны по 
величине G 5 M A 2 и нулю; эти результаты можно получить так­
же непосредственно из (4.2). 



4.2. ПРИТЯЖЕНИЯ, СОЗДАВАЕМЫЕ КОНКРЕТНЫМИ ТЕЛАМИ 43 

Р 

Р и с . 4.4. 

§ 4.2.3. СФЕРИЧЕСКИ-СИММЕТРИЧНАЯ МОДЕЛЬ ЗЕМЛИ 

Пусть теперь плотность р изменяется с изменением г и радиус 
тела В равен а. Этот случай соответствует сферически-симметрич­
ной модели Земли. 

Гравитационный потенциал U в точке Р получается путем интег­
рирования равенств (4.12а) и ( 4 J 2 6 ) : 

а 
U = 4TrQr-lfpq2dq (г > а ) , (4ЛЗа) 

о 

г а 
U = 4 T T G / - 1 fpq2dq + 4TTG fpqdq (г < а>. (4.136) 

о г 

Напряженность / в точке Р получается из (4.13) или непосредст­
венно из (4.2) и равна Gm/r2, где т - масса, заключенная внутри 
сферы радиуса ОР. Если точка Р расположена вне или на поверхнос­
ти Земли, то / = G M / r 2 . Если в качестве М и а выбрать массу и сред­
ний радиус Земли; то GM/a2 приблизительно равно ускорению свобод­
ного падения тела вблизи земной поверхности. 

§ 4.2.4. П Л О С К О Г О Р Ь Е 

Пусть A BCD (см. рис. 2.1) представляет собой сечение плоско­
горья и А В соответствует верхней (горизонтальной) поверхности с 
площадью, например, Л . Пусть h — высота DA и а' - плотность ве­
щества, заключенного внутри ABCD, причем обе эти величины счита­
ются постоянными, а отношение h/AB считается малым. Применим 
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теорему Гаусса (4.2) ко всей граничной поверхности A BCD. В пер-
вом приближении напряженность гравитационного поля /", созданно­
го плоскогорьем в точках на поверхностях А В и C D , постоянна по 
величине и направлена по нормали, а вкладом по отрезкам AD и ВС 
можно пренебречь. Теорема Гаусса дает тогда 

2/"Л » (Атгв)'(АЬа')9 

откуда имеем результат, который был уже применен в § 2 .1 .1 : 

Г - г т г О т ' й . (4.14) 

4 . 3 . ФОРМУЛА МАК-КУЛЛО 

Рассматриваемая ниже формула содержалась уже в работе 
Пуассона и позднее более стандартным способом получена Мак-Кулло. 

§ 4.3.1, ВЫВОД 

Пусть М - масса и О - центр масс тела В, состоящего из при­
тягивающего вещества (рис. 4.5). Выберем точку О в качестве нача­
ла координат и Oxi в качестве главных осей инерции в точке О; 
(г, ц, А) - координаты, определенные в разд. 3 .1 . Пусть Р9 - любая 
точка тела В с координатами (г', ц', А') и Р — внешняя точка с коорди­
натами (г, ц, А). Положим, что P O P ' - угол у , р - плотность и 6т -
элемент объема в точке Р ' . 

Поскольку ( Р ' Р ) 2 = г 2 - 2 r r ' c o s ^ + г9 2 , то в силу (4.4) и (3.15) 
для потенциала U, созданного телом В в точке Р, имеем 

U = / t f G r - M l + ( rV r ) cosy + I (г e/r) 2(2 - 3 s i n 2 y ) + 
2 

+ 0(rVr)3\pd-v, (4.15) 

где интеграл берется по всему объему В. 
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Поскольку М и О - масса и центр масс тела В, то 

fffpdr - М, tf/prcosydT = 0. (4.16) 

Пусть ki и к - радиусы вращения (или инерции) тела В относительно 
осей Oxi и ОР соответственно. Тогда, согласно обычной теории мо­
мента инерции, 

/ # р г , 2 й т в 1 м ( А 2
+ А * + А 2 ) , (4.17) 

/ЯРГ 2 s i n V * T = мк2. (4.18) 
Подставляя эти выражения в (4.15), получаем формулу Мак-Кулло: 

U «. GMrMl + i (ft2 + k\ + * 2 _ 3ft2)r20<fc/r)3j, (4.19) 
2 

где b - величина порядка среднего радиуса тела В. 

§ 4.3.2. СЛУЧАЙ ОСЕВОЙ СИММЕТРИИ 

Коэффициенты при г в формулах (3.1) представляют собой на­
правляющие косинусы ОР. Отсюда снова, согласно теории момента 
инерции, 

к2 « ft2cos 2q>cos 2X + fc2cos2<psin2X + ft2sin2<p. 

В частном случае, когда Ох 3 - ось симметрии, кх = к2 и 

к2 = А 2 с о 8 2
9 + A 2sin 2<p. (4,20) 

В силу (3.9) 3sin 2q>« 1 + 2Р 2 ( ц ) . Следовательно, из (4.20) имеем 

2А 2 = А 2 ( 2 - 2 Р 2 ) + А 2 (1 + 2 Р 2 ) , 

2А 2 + А 2 - 3 * 2 = 2 Р 2 ( * 2 - - * 2 ) , 

и формула Мак-Кулло сводится к выражению 

U = СЫГЦ1 + (к2 - А 2
3 ) Р 2 ( ц ) г - 2 + 0(Ь/г) 3 $. (4.21) 

4.4. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ 
ПОВЕРХНОСТИ ЗЕМЛИ 

§ 4.4.1. ОБЩИЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ 

Учтем теперь некоторые отклонения Земли от сферической сим­
метрии, но сохраним симметрию относительно полярной оси Ох 3 . 
Начало координат вновь поместим в центр масс, а положение точки 
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Р будем продолжать характеризовать координатами (г, ц, А) , где 
arcs inn и А, как и в гл. 3 , соответствуют геоцентрическим широте и 
долготе. 

Пусть а - средний радиус внешней поверхности S. Тем самым 
объем 4тта3/3, заключенный внутри S, совпадает с объемом, заклю­
ченным в сфере S0 с центром О и радиусом а. 

В соответствии с геодезическими наблюдениями мы примем, что 
отношение (г - а)/а мало во всех точках поверхности 5 . 

§ 4.4.2. У Р А В Н Е Н И Е П О В Е Р Х Н О С Т И 

Сделанные предположения позволяют нам записать уравнение по­
верхности Земли в виде 

где F мало. 
Обозначим через R область, заключенную между SQ и S • Объем 

части этой области считается положительным или отрицательным в 
зависимости от того, лежит ли он выше или ниже 5 0 (на рис. 4.6 

r = a|] + F(n) } , (4.22) 

Р и с . 4.6. 

Р и с . 4.7. 
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отрицательные и положительные части области R отмечены знаками -
и +). Полный объем области Я и ее первый момент относительно эк­
ваториальной плоскости равны нулю (последний обращается в нуль, 
так как точка О находится в центре тяжести). Следовательно (рис 4.7), 
в первом порядке по F 

тт/2 
f (2тгасо8^р) • (aF) • (l,asincp)ad<p • 0, (4«23) 

-тт/2 

что дает соответственно 

1 1 
/ О Д - 0 , fF\jd»=Q, (4.24) 

-1 - 1 

откуда в силу (3.9) 

1 1 
fFPM » 0 , fFPdu = 0. (4.25) 

- 1 - 1 

Согласно (3.29), F(\x) = 2 С п Р п ( ц ) , а в силу (3.30) и (4.25) имеем 
тогда C Q = С1 = 0 . 

Поэтому уравнению для S можно придать вид 

r = a ( l + 2 е А ) , (4.26) 

где рп пропорциональны Рп, а е я - постоянные. 

Удобно выбрать £2(sin<j>) таким образом, чтобы 

р 2 « - 2 Р 2 / 3 = У з - s i n V (4.27) 

Далее мы предположим, что при п > 2 все члены *пРп малы по 
сравнению с * 2 , который обозначим через е. Тогда уравнение поверх­
ности S принимает вид 

г « а{1 + *р2) = а\1 + £(i/i - sin2<p)}. (4.28) 

§ 4.4.3. С Р А В Н Е Н И Е СО СФЕРОИДОМ 

Рассмотрим сфероид, имеющий большую полуось а, и сжатие Е. 
Его малая полуось а 3 равна аг(1 - е ) , его объем составляет 4тгаЗ(1_е)/3. 
а средний радиус а определяется формулой аг « д^(1 - е). Точное 
уравнение поверхности сфероида имеет вид 

г2|<1 - б ) 2 с о 8 2
9 + вш 2ф| = а*(1 - е ) 2 , (4.29) 

что с точностью до 0(e) согласуется с уравнением (4.28). 
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Таким образом, пренебрежение членами (с р + • • •) эквивалент-
но тому, что Земля в первом приближении считается сфероидальной, 
а остаточные отклонения (например, отклонения, связанные с горны­
ми хребтами, океаническими впадинами, так называемой "грушевид­
ной формой" и т.д.) рассматриваются как члены более высокого по­
рядка по сравнению с а. Там, где не оговорено противное, мы будем 
пренебрегать членами порядка е 2 . 

С точностью до 0(e) экваториальная полуось Земли равна 
aY = а(\ + е/3), а полярная полуось аг = а(1 - 2с/3). 

4.5. ПРИТЯЖЕНИЕ, СОЗДАВАЕМОЕ 
СФЕРОИДАЛЬНОЙ МОДЕЛЬЮ ЗЕМЛИ 

Повторим теперь расчеты, изложенные в §§ 4.2.1 - 4.2.3, приняв во 
внимание тот факт, что поверхности постоянной плотности внутри и вне Зем» 
ли не сферические, а имеют форму» соответствующую формуле (4.28). 

§ 4.5.1. СЛУЧАЙ ПОЧТИ СФЕРИЧЕСКОЙ МАССЫ ПОСТОЯННОЙ ПЛОТНОСТИ 

Пусть В - тело постоянной плотности р, ограниченное поверх­
ностью S, уравнение которой имеет вид 

Пусть \r\ ц'в А '! - координаты произвольной точки Р\ лежащей 
на поверхности S , а (г, ц, А) - координаты любой другой точки Р 
(рис 4.8). Тогда OP* « <?П + ер 2(м')1 # где q - средний радиус поверх­
ности S. 

Гравитационный потенциал V в точке Р , созданный телом В, пред­
ставляет собой сумму потенциала UQ9 описываемого правыми частями 

г = qU + Ф2\х\* (4.30) 

Р и с . 4.8. 
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равенств (4.11а), (4.116) и потенциала обусловленного тон­
ким слоем вещества между S и сферической поверхностью радиуса 
q. Радиальная толщина этого слоя в точке Р 9 равна tqp2(\x), а эле* 
мент его объема 4*P2(\x)d\x dk%. 

Согласно (3.15), 

{Р'РГ1 ш (q2 - Zqrcosy + r2)~* + 0(c) = 

где члены до и после запятой внутри фигурных скобок относятся со* 
ответственно к случаям г > qnr< q. 

Следовательно, в силу (4.4) 

Ux - Г \ { f / r n + l h 1 r * / f + l ) \ G p * * № ^ 
п « о 

Поскольку р2 является поверхностной функцией, то равенства (3.16) 
и (3.18) дают 

* 0, n ^ 2. 

Поэтому 

Ux « 0,8тгСрв* 8|(* 2/г 3 ) . (r 2/q 3 )\p 2M (4-31) 

для г > 9 и г < я соответственно* 
Поскольку U ш VQ + U j . из (4.11) и (4.31) в таком случае имеем 

3 2 

I/- ^тгСр|1(3^ 2 - . г 2 ) + 0,&г 2р 2(ц)} < г < * ) . (4.326) 

3 2 2 

§ 4.5.2. Т О Н К А Я СФЕРОИДАЛЬНАЯ ОБОЛОЧКА 

П О С Т О Я Н Н О Й П Л О Т Н О С Т И 

Рассмотрим теперь тонкую сфероидальную оболочку постоянной 
плотности р, ограниченную поверхностями 

г « d l + Ф 2 ( и )Ь г т (q + ЭДЦ + (б + 6е)р2(ц)|, 

и пусть 6V - потенциал в точках Р с координатами (г, ц), созданный 
этой оболочкой. 

4-254 



50 Г Л . 4. ТЕОРИЯ ГРАВИТАЦИОННОГО ПРИТЯЖЕНИЯ ЗЕМЛИ 

Дифференцирование равенств (4.32) по q дает 

dU « 4TrGp { r -V6$ + 0 ,2Г 3 р 2 ( и ) б (€^ 5 ) } (г > q), (4.33а) 

bU ш AirGplqdq + 0,2r2p2(|i)&j (г < q). (4.336) 

§ 4.5.3. СФЕРОИДАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ ЗЕМЛИ 

П Е Р Е М Е Н Н О Й П Л О Т Н О С Т И 

Рассмотрим модель Земли со средним радиусом а, в которой 
плотность р изменяется таким образом, что все внутренние поверх­
ности постоянной плотности имеют вид (4.30). Мы снова ищем потен­
циал и в точках Р с координатами (г, ц). 

Если точка Р внешняя, то U получается путем интегрирования 
по q от 0 до а выражения (4.33а), причем р рассматривается теперь 
как переменная. Результат можно представить в виде 

V « GMr - 1 (1 + 1к2а*Г2р2) (г > а), (4,34а) 

где 

15К 2 . 8тг (Ма2Г1/ р ^ L d q . 

о <to 

[Заметим, что К2 не зависит от положения Р , как этого следует 

ожидать из сравнения (4.34а) с (3.7)*] 
Если Р - внутренняя точка (рис 4.9), то можно написать уравне­

ние внутренней поверхности постоянной плотности, проходящей через 
эту точку: 

где тх и « х - средний радиус и сжатие этой поверхности. Теперь мы 
должны учесть вклады в гравитационный потенциал V вида (4.33а) 
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для q < гх и вида (4.336) для q > г х , В результате получим 

V = 4тгОг 4 ? p ^ * + e A t r « f p f f ^ ! ) l J 
U о I ОД J J 

fpqdq+0,2p2r2 f p — (r < a), (4.346) 

С* r * 
где г имеет тот же смысл, что и в (4.35). 

С точностью до первого порядка по € результаты гравитационной 
теории (4.34) составляют важную часть теории, необходимой для вы* 
числения момента инерции Земли. Последняя была развита дальше, в 
особенности работами Калландро [1 , 2] и Дж. Дарвина 14], которые 
учли члены более высокого порядка по е (см., например, [3 , 5]). 
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