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В В Е Д Е Н И Е 

Sадачу о ;цифра�щии rармою1ческого электромаrнитноrо . поля 
па локальнок теле, расположенном в горизонтально-слоистой сре
де, uожно свести к решению систеМЬI интеrралЬных уравнений по 
поверхности тела [2,3). Вид системы,помимо формы неоднороднос
ти и свойств вмещающей среды,в значительной степени зависит от 
тоrо, каким уравнениям и граничным условиям подчиняется опера
тор Грина. В настоящей работе он строится при посредстве вспо
могательных источников, располагае:мых на границе неоднороднос
ти, что позволяет использовать в качестве компонент оператора 
известные выражения для полей этих источников в мног9слойных 
средах. 

Первые три параграфа посвF.щены !JЬlводу интегралышх урав
нений для треХJ.tерных задач. В § I описана ортогональная систе
ма координат на поверхности тела. В § 2 рассмотрены' правила 
преобразования операторов Грина к криволинейНЫ!4 координатам. , 
В § 3 построена система четырех уравнений Фредгольма второrо 
ро.ца, к решению которой с:водится задача дифракци.и rармоничес
�rо поля на лока11ьной неоднородности. Ядра уравнений систеuн 
об.падают слабой особенность� и являются линейныыи комбинациями 
компонент полей :вспомогательных источников. 

В параграфах 4-7 построены интегральНЬtе уравнения ДJIЯ за
дач с осевой симметрией. В §§ 4-5 описаны :вспомогательные ис
точники и их поля (точные выражения и ближняя зова).В § 6 сфор
мулированы принциm� взаимности для кольцевых источников. В § 7 
nо.пуч�ны интегральные уравнения. 

В последнем параграфе описан способ расчета полей вспомо
гательных источников,основанныа на деформации путей :в комплекс
ной плоскости переменной интегрирования. 

§ I. Параметризация rраниЦы неоднородности. 
Система координат на поверхности. 

Пусть в одноu из горизонтальных слоев расположено 
про:водикость 6,· и магнитная прон�щаемость /1 i которого 
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чаются от аналогичных параметров :вмещающего слоя. Внутри не
однородности 6;- =- � "л,,. с , /''° =- с "л.r t • Источники находятся 
вне тела . · 

Обозначим поверхность неоднородност11 через S . Будем ха
рактеризовать направление радиус-вектора точек поверхности � 
сферически�ш углам.и - у и & • Угол '! отсчитывается вокруr 
оси i! 1 , проходящий через неоднородаость и параллельной ос• 
i! основной систеJ!Ы координат. Угол С1 отсчитывае�ся от подо-

.:кительного направления оси .г 1 вокруг располохенной внутри те
nа точки О этой оси (рис, I). 

Веl<торное уравнение поверхности записывается следующиы об
разои: 

-> ->" Z = Ro + R ( ()' i./) (I) 
� 

. 1 
Эдесь Ro - радиус-вектор точки О • Расписывая (I) .по коор
динатаJ4, получю�: 

Х== Xo-t X{B,Cf) 
!f = Уо -r У ( (} ' '!) 
i!}:: го+ �(&)'f) 

Построим на поверхности S ортогокальную координатную сетъ. 
Для этого покроеu поверхность се��ейст:вом >J5 кривых () =>сол.:f. 
Эти кривые представляют собой линии пересечения коническ.14Х по
верхностей, выходящих из точки О , с поверхностью .S • Будем 
называть их лйниЯJ4и S 'f • Сеыейство ортогональных траекториl 
JIИНИЙ J' r H880Bel.i семеtiСТВОЫ Т 1 а ЛИНИИ ЭТОГО ce1teЙC'rB8 -
линияш� J' 8 • Кривые J' в начинаются :в точке 0;11 и заканчи:ва11т
ся в точке О s • В отличие от линии семейства � , леаа11tих иа 
поверхностях t9"" coл.rf, линии сеиейст:ва 7' не лежат в пnосхос
rи f"" семи:, а являются пространствевв�ши крившш, :вдоль ко
торых изменяются оба угnа: f! и & • Связь и�аду у 11 & вдоль 
линий J' о 11о:кно установить следующим о бразоы. Пусrь у == f ( & ) 
на линии �& • Тоrда при перемещении :вдоль этой линии: 

d� ( 1 1 d J. 1 1 df / с( Zв::: х& ". Xr df) J Уь + Уу df; 1 2' & .;- гу, q� )dt9 (2) 

В правой части равенства (2) перечисnены декартовы кокпонен'l'ЪI 
вектора смещения вдоль линии J'9 • Авалоrично: 
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�i:tt = ( х;, Yr, z �) dy (3) 

Тах как кроне Se 11 .If ортоrовап:ьвы, '1'0 ( с1;; , d--; r )=о , 
откуда: 

=-
х 1х1 у' . / / / 

р lf..,. вY"+Zr;Zlf 
(х :, ) .t -r ( у�) J. + (z:, J .1. {4) 

- � 

Единичные векторы � и !у , · касатеnьвы� к .ииииям J" к J'1, в совокупностИ с единичной нор11аnь» /1 образуют в каж
дой точ�се поверхиосtи J' ортоиорниро11анву11 систему координат. 

-t .? r ?J .r -рГ Постро1411 ор!Н. /1 , ��. , fy • Так -дВ и "'l>V' - :векторн.леаа-

щие в касател:ьвой 11J1оскосtи, то ворuированный вектор,направлен
вый D;l(OJIЪ ИОр118JIИ1 МОИ.ВО ОПред,еJIИТЬ CЛ8JU'l)ЩИJI Образоu: 

[-ог --е;�] ;:? = ---v (} х ? <f 

1r�r х �� 11 
отсита: 

n:x. = 

пу:: -

llё"' 

y'z' 21У1 
� t- () " 

· 1111 
x' z ' / 1 -� 'f. - il {; х r:. 

11п 
'Х 1 i. у� - У: х� 

11" 

Орт, касател:ышй к Jiинии Sy , опрме.пяется 
во;еиияна: 
/'. х J 1 c'trJ:x:. = м{: ; ( е" )у= М- ) (trJ� = 

flr = Jr-x:,Ji"fYfJZ+f.гrJZ 
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Векrор t. 0 с'fроится о помощью f 'f и //--. : 

(; = [ е; х п--J (I2) 

§ 2. Преобразование операторов Грина к крИ11оnинеЙВЬD1 
системам координат 

В настоящем naparpaфe из комповевr попей точечвнх источ
ников строятся аффиноры. кoto}lie с:Jудем иа8ывать операторами 
Грина (:в § 3 �ет показано. чrо операrоры Грива в дейсtвi1tеJ1ь
аосtи явnЯ11!ся аффинораuи описываемой виае структуры) Цепь па
раrрафа - установить законы преобразо:вааия операторов Грива к 
различным системам ко�рдкиаt. _ 

Пусть :в точке Zc Dеется точечwl исtочиик, об.падающий 
ориентацией в пространсtве (наприкер, зnеК'!рический JIJJИ маrвиr-

-.( ... ... ) 8111 ДИПОJIЪ). Пусть А t, ro - веиорвое DOJie (ва8!аер, ЭJJек-
�ическое uи маrвитиое) этоrо исtочв••а :в tочке 1' • Будем в 

.,.. 
обаэиачевИЯJ: компоненt поu А применяв JSJa щекоа: :верхвd 
1111,Аевс б)';4еt оsиачатъ ваиuено:вак.ие о�а, :IJIOJIЪ коt9роrо·ориев
!11J1ован ИОfОЧВИК, ИИDИЙ - lf811М8ИО:В888е OJllOl'O .иа OPfO:Вt ВДОJIЪ 
JIOtOpltt раэ.11аrаеtся поле. 11 _. " . 

tUИll обраэо11, ваор.1111ер, 88D.ICll А� (r t t1J) 0888Ч88!' ЧN 
-f :в t"Oue 'l а11еряе�я г - КО11nовев!'а uou J�Qt�, распо-

.1оаеввоrо :в 7очве 'Z'o и opиeвtll_POJ1Uвoro QO.IJI оси g • 

OoctpoН11.cneдylll(JD 11a1pai7: 

11 (А: А] А;) 
А � . А; А: А 'ii (13) 

л"'" Ау Аг rr-г з � · 

1 

KUJUd u с'f011бцов 118ТРJЩМ А пpeдotuu•' eoc:fol qa 80Jlfпo
вeвtu по11я АС'J'ОЧ1iака,ориввтврон8JIОJ'О Jl№.111 OAJOI u IOOPAU8T-

" 
111U ooel. lоаво cxasat11, ео матр.11Q8 А 1аuсава • Ж•J&SJ"OIO• 
свсtее мк по .а:оордиваtu исtочв1111а (80t'OJ11t op•&ПJJOJJlllll 

1' ... _. 
. -. ) JЦО& О1'7О:В (. )& ' 1. у ' L 6 - • 'fO\IU t'o •. n• •. 11О JrOOP.PDa-

,811 'fOЧJCB !18118реUЯ (•змряесs х • н • � - IOIUI088N 00-
.ИI). Прв,Jсп1а. S"eпepi., .,о DO 8811111-D* 8'RU8al 7J0бво • 
'IОЧке f: раСС118трааn JICS'O'IВDR, op•snpol8Dlle JJД0.111 осеа 
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f-1. , fi , f3 некоторой пряuоуrо.пьноИ ворuировавиой системн, ,,.... а :в точке t измерять ?� , fi , fз - комповеиm похей :в 1tPY-

�� ·:�
о

а(
о
?1Г

о
� �г·•: ii�)poиu uажрщ (I�) 

А �� .4 }� А �� � Требуеtся найти :вырахеиие uатрицы А" через . А " 
Рассмотрим вначале ацачу преобраао:ваиия маtрицн А по 

хоордиаатак источиИRов . Пусть диполи орневтаро:ваны :В№JIЬ едн-..... ..,.. - � р вичиы::с ортов t.1-1. , 1.11 , t.{$ в точке �• , а :в точке , ивuеряиоя декарtо:вы комповеитн поu. Оче:вцво : , 
Ait= r":qJ.JA:+r"1'r!JAf-t(,� �,Jл�� <15> 

.... 
Э20 ра:веист:во озаачает , что 1сточнии, вапраВJiенный вдоль tf�? вемек�ет�я тремя источиикаuи с сооtDетст:вующими 11011eвta1111,op1-
eвтiipo1aнiuuи MOJI� орtо:в � , с; , l; , 11 BlUI8.nl всех источнwсо1 1 .х "кош�овевту . поля :в точке 7 супируися. Внпи
сн�я_ аваJtоrичиые ра:вевс�ва".uu друrих ко11nовеиt поJiей и ори
ев'fацd .uмonel, ПOJIYЧИll опедрщео nра:випо преобразования кат-

л � р11ЦЫ А по коордиватu иоtочвuо1 {черва 11: обоавачева 11ат-
рмца Д• пра ?'""�' fl.=- #, 1f.3""i! ) : 

i: = AAfl/' -
(I6) 

Э
д

е
с

,..ъ: ((ГJt,ft) {l:,;i) (Г� с;�) ) 
А n1 = (t; t;,) Ci; L-;i) (L; (.�) 

(1.-;,;�J (i�,;1.)� (t;l�) 
Преоеlраэуем tепер:ь матрицу Al по коор;циватам точки 

мерев1111. Очевидно: 
А:;= ( i; t;�Jll!i + fi; '1�Jдf '+ (t� '1�JAf:< 
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Равенство (18) представляет собой обнчвое :внрахевие ко1111овев!В ..,... попя :вдовь оси с вапра:втmщиu :ве�оро11 t?:L через 11З:вестИЬ1е 
декартовы коuпонввТЫ. выписывая аиапоrичнне соотноsеиия для 
друrих ко1111овевт и ориентаций, получим окончательно: 

А А А А А 11 А• = Ал А� == Ад А Л11f (19) 

Здесь: 

(20) 

Соотношения (19), (17), (20) решают сформувиро:ваввую :в начале 
параrрафа задачу преобразования liатрИЦЬI � • 

§ 3. Вывод ивтеrравьвых ура:виеинй 

Исходное соотвошеиие при построении ивтвrралъных ура:вне
uй - J1е11Ма Лоренца. Приведем дnя справки ев форuупвро�ку [ 7). 
Пусть :в среде с провз:вопьвнu распредеJЖеиаем прово,1(.имости с1' в · • 
uаrн.11тной проницаемости !f зад�ва система стороввп sпектрJЧеС-
кп а маrнивых �.rоков · J .... ! и ;./' , 11ен�я по rармоаическо
ку закону e-t'Wt с частотоl w • По.11я, пороQаемве зтими сто-1 

-.. � " .. 
ронвИIШ tоками, обозначим через E-:t. , H:L • Она подчивяис� 
ура:виевиям Максвелла: 

J,-} __, _,а �t?t. rt� = 6' е� -t J � 

..... . � --;,/'( �t E-t. = '""/1 H-t -; :t 

ЭЦSЖШI в той хе среде друrое распределение сторовнп токов: .,, --. ..... J•/ и) z.11 • Поля этп токов оОоэначим через Ez , f/2 .Ова под-
чвня�ся уравнениям: 

. -io,i д = 6 с--: + ]/ 
;?_ . � _" ?or _ l. 

= '� Нг -J z. .... 
Jlena Jlоревца ус'l'аиа:впи:вае'l' сJiедущу» связь меQу :векtорами E-t1 

,.-, ..... - -f.J --..] --./'f -:"#'N 
. 

fl-t.' Ег ? м. ' j :t. ' ) 1. , ) � ? ) z " 
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J ( - - � - � --11 � )d = /?Ez+Jz'vH-i.- J/Et.-J1 flz 1.Г 
v 

(21) 

Эдесь V - произвольный о<п�ен :в среде, S - ограничивающая 
ero по:верхность, i? - :внешняя нормаль к � • ..... _. --. _,. 

Выберем :в качестве векторов Ei.. , Н" искоJ1Ые поля: Et.==E, 
. __.., -j ----. -+ . 

)11. = )/. При этоu на поля Ez , /12 , которые .будем называть 
:вспоuоrательяыни, ле1О1ой Лоренца налагается то.лько одно требо
вание: они до.11:1ШЬ1 :в области· V удовлетворять .. уравнениям !lакс
велла с теки &е пара11етра11и й , )1 1 что и искомое П?ле. На 
границе ,У и :вне обпасти V :вспомогательные поля uosнo подчи
нит:ь произвол:ьныu условия).! - .лeuua Лоренца в области V оста
ется справедливой. Это обс'lоятельство и используется при под
боре вспоuогател:ьных полей, к которыu предъявляются требования 
двоякого рода: с одной стороны они должны вычисляться с помощью 
достаточно простого аР�оритuа, с друrой - как uozвo больше уп
роща!ь ин'lеrрадьные уравнения. 

Пусть о<Sпастъ V .в пе1111е Лоренца совпадает с веоднород
ностьв. Выберем 1 качестве вспомоrательвнх полей для этой об
ласти попя електрическоrо диполя в однородной среде с параuет
раuи 6',· , ;V ,· { т. е. пот ре буек, чтобьi .вспокоrателыше поля 
удовлетворяди !О вяешвей обпастк уравяенины UаксвеЛJiа с теми 
хе пара11етра111� что и во внутренней). Пусть диполь распопоаеи 
на rрающе области :в 'fочке J'0 и направлен вдодь линии S э • 
�лектрическое и uаrнитное поля зтоrо· диполя будем обозначать 

-?� -.е 
-через eoi • h6i. • 

Потребуем, чтобы вспомоrательные поля для внешяей обдаст• 
удовлетворяли условиям непрерывности на плоскостях раздела rо
ризонтальио�слоистой среды. Внутри неодвородиости подчиним а:� 
поля уравнениям Максвелла с паранетраки вмещающего слоя б'e,jle. В �tачест.ве noJieй, удовлет:ворящ.их перечисленнык требованиям, 
uохяо взять noJiя злектричеоноrо диnоJIЯ, расположенноrо в rори
зоятальяо-слоис!ой среде. Пусть этот циполь также располоаен в 
точке S о и направлен доль линии Sв • ОбознаЧ'Иll ero поля че-

-. () ?r; рез ed'e 1 // !е. • 
IO 



Окру&ИМ :sсnо11оr�t&льнне диполи nо.пусфера11и SR- н s; . sp.- находится 11вутри поверхности s и окруzает ввутреинхй'вспо
"оrате11ьНЬ1Й диполь. nопусфера s 1 располо:иена на наруuой сто
роне S и окруаает :внешнхй :вспо11оrа!l'ельный диполь. Прпеним 
лемму Лоренца к :внутренней и внешней областям. Так как.сторон
них fOKOB :В!l)ft�И s нет, 1'0: 

J_{[h�+.{-J��-[i!-.п�+]e:: }dS=o <22> 

.s s- -"? - -
З.цесъ - :внутренняя сторона nо:верХ!lости S ; Е-, /1 - зна-
чения искомых попей на s-; 11-· - :внешняя нормаль к поверхвос
'fИ S . Интеrра.п по J- разбивается на два инtеrрапа � по по
верхности s-· ' пре,Jtоtамя11щей собой повер:uооть s без круrа, 
:внрезаниоrо из нее по.пусферами, и по полусфере Jji .ПРJIЯ влек
tрическоrо диполя с единичJ1Ь111 11011енто11 в б.пиавей зоне имею! сле
дуюцие :вырааеиия: 

Hr = r� ;";0 (23) 

Е: _ "- eos& 
ll. - гпб' fi3 (24) 

(25) 

Сооtяо11евия (23) - (25) написаны в связанной с д11по.11е11 сфери_. 
ческой системе координат. Разлаrая иско11Ые э.пектрическое и .11аr
ВИ!'Вое попя :а ря.ц :вбJrизи точки S0 и учи!'нвая (2"3)-(25),моuо 
�ис�итъ ивтеrрап по полусфере с точвостъю до ч.пево:в, пропор
ЦионаJiьных ее радиусу /.l • В резуль!'ате попучается: 

J = _L_ Hij(So) + E�-{.SD) О(./?) 
2 + 

� s- 2 нб'i /(. 
�· 

(26) 

Эдесь. )-/ '1-- компонента ис:комоrо 11аrяиrиоrо по.ия вдол�. хоор.ци
аа�воl д;,sвии S У' • Такиu образом, ДJIЯ :ваутреияеl oбnaofl лем
ма Лоренца. дает следующее соотио•еиие: 

· j {LЛ?xff-1�� -[i!-xtz�+JeД}dS-t 
s-• 

· + L Hi f.So) + Ei( St,) _ 
21f6i /(. - z - о 

II 

(27) 



Применяя леву Лоренца к внешней области, получиu: 
j { [ n-xf!+Jh-;: - [ ;1+1' n-} ��} d s -
s.ф• 

_ .:L Hi(So) � с/ (So) r О(;г. \ = j о�� l_ о -]tt �� )d 71' (2S) 2n6e 1<.. Z ".! v · �е . о � -. S Е-т· -.-т 
Эдесь n - - внутренняя воркапь к поверхвости ; , Н -
значения искомых попей с наруzвой стороны S ; Vo - об.пасть 
источников. Интеrралы по по:верхностяк раздела· исчезают в силу 
условий непреры:вностк на них компонент вспокоrатепьвwх к иско
IШХ noJieй. Осво:вы:ваясь ва соотво111евиях :вза!411ности,иетрудно по
�азать, что ивтеrрал :в правой часта (28) представляет собой 
компоненту Е�0 {So)пoJiя источнихов :в точке S" в отсутст:вие 
неоднородности. Итак, 

J (/э�;-]�ft:Jrlv= El{So) (29) 
Vo 

Уквоuм (2?) иа �· , (28) на 6е к спох1111 полученные ра:вевст
ва. Про1U1Jодя неслохвые преобраэо:вавия с учеток непрерывности 
хаоателъиых ко11Повевт искокых полей на rравице S И устреuяя 
/l к вуJ111, подучи11: 

Е11(Бо)=t�� Б;(s�) -т 6,:6< J f [11".lJl:+ [h"•HJe: }dS (30) 
s 

(31) 

(32) 

Вэя:в в качестве :вспомоrательвых источников электрические 
диполи, . ориентированные в;цо.пъ линии S 'f :в той хе самой точке 
S 0 , nо.пучик :второе иитеrральвое уравнение: 

Ey(i0)=6.�j:E;{sc)+6,:6r. j{[trv.lJlJ+[h'·JlJeJJ r/.s (33) 

Эдесь: ... --. 

li == 6е h!� - 6,· h/& (34) 
12 



(35) 

выбирая в качестве вспокоrательных источников uаrвитвые 
ДИПОЛИ, наnравnенвые ВДОЛЬ J1ИИИЙ S0 И S 1f, ПOJIYЧИll еще два 
уравнения, закнкающих систему. Проводя :внчиспевия по попусфе

рак, следует иuеть в в�, что поля каrвитвоrо дипояя с единич
ным мом ентом в ближней зове имеют следующий ви..: 

Er _ ,."'fi s111t9 
4-н ;г, (36) 

fl;г = _:i_ cos & 
(37) 

21Г /(. ..3 
н� :::: -f. 1i11� 

/(-f дз 
вычисления приводят к спедующШ& уравиевиик: 

(38) 

� (s�)= �H/(.rl>) .- _-2 -- J {[к"i] К; +[n•il]l}-jd� (39) Jti +;'е '�(/4.-yt') S 1 / 
Вдесь вместо oL нухно подстаВJiять иццексы & или '(J) • 

..... J. � .1. .... "' . 1 lit = hl'e - А/',. <4о> 
... .L -? ./. ·-..1. ef ;:: 'fe - �l (41) 

--. -"-
Обозначения: hje , 7че - Шl!'витвое и зле!t'!'рическое поля 

внешиеrо всnоиоrательиого маrаитвоrо дипопя, ориеитиро:ванного 
-+ __,,,(. 

вдоль линии S.1.; lz/t , �i - то же самое .цпя ваутрепиеrо 

вспомоrатепьноrо диполя. 

Если векторные вырааевия раскрывать в аасатемьиой системе 

координат, то соотнощения (30), {33). (39) обраЗУJ11' систему ЧR
тырех уравнений Фред:rольиа вroporo рода оfвосительпо фунвщ1й 

Е19 , E'f , lle , lly . •1оео Э'1J систеыу эапвса�:ь .в :вектор
иоu виде. Тогда ядра из веи.торвнх стая17 аффоорвыш� Эти аФ

фи.воры. Пv форме СОDПадаю14iЮ с ОIШСШIПЫШ1 в § 2, ЮШЯИСR опе
ра.�rорами ГрШiа в том смысле. что предО'fавnии собой ЯJtPS �цте

rральаых nреобравованиt1, перево.цв�rtИХ р · еа.11е с rраншш об.паст 
в JШбуD ее fочку

· 
(в резу.1Iъта:rе чеrо nолучее?СЯ Ш1теrраль11ое 



уравнение) [ 9} � Выражения д.Ля декарто:внх коuпоиент полей вер
тикапьно и rоризонтапьво ориентированных диполей :в киоrослой
вых средах хороао известнн. СостаВ11яя из них операторы ГрИRа, 
моаво по пра:вuам� описанным в § 2, попучи'lь все ядра системы 
(30), (33), (39). 

Покааеu,. что особенность, которой обладают ядра построен
ных уравнений при совпадении арrукеито:в, - слабая. Рассuотрик, 
напр�ер, член [ 1?• EJ А} :в уравнении (33): 
[ ;.,.ffJh) = ... [д.Л)1 Б :-:: -6'el11-." {�J�+бl[1i���r1t<42> 

Правую часть (42) иуаво исследовать, когда текущая точка � 
по:верпост.и неоднородности приСSлиzаетсЯ к точке S 0 располоае
ния вспоuоrательвых эпек�рических диполей. диполи :в рассuатри
ваеuоu случае орl!!евтированы вдопъ ЛИRИll 8 lf • Обозначим через д• вектор, направленный от точки . S 0 к точке С • В ( 42) ii -

нормаль в точке S • В Wlиzией зове вЬlрааевия для полей J;;j " /,� моаио записать в векторном :виде, исходя из закона Био-Са
:вара: 

h-. 'f ,,., h--.f ,.., L [ е;.,. i/.) (43) de � tf' ,.... .ltтr 12� 
С учетоu (43), ра:вевст:во (42) приникает вид: 

[п-.хi) h) � :���г [п�)( [ e;�ilj] g (44) 
Исследуем )(НО:&Итель [ f/' 11 [ е; 11 'J. ]j . Расхрнвая двойное вектор
ное произведение, получим: 

Рассмотриu скалярные произведения в правой части (45). Исполь
зуемые ии:ае понятия и теоремы дафференциаль�ой геометрии заик-
ствоваиы. из [ 10 J .... . 

' 

Uвоаитепь (;?//) • Проведем через точку S нормальную uос-
кост:ь, содераащу1> :вектор /2-. (рис. 2). Через точки S0 и S про
ведем вормапи к сечени� (в точке .S нормаль к сеченlU) совпада
ет с нормалью к поверпости). Точху пересечения нормалей обо-

14 



/ -1 эяачии через О . При малых /2 = / R.1 , очевидно: 

So01'::':. SD1� f1. 
rде f1. - радиус кривизны nостроеввоrо сечения в точке S0 .Обо-

.,.. .... 
эначая через f уrол между вектораuи /1 и /(. , 1.ю:кно яаписатъ: 

( 111<] = !< Uj/3 � !<.• _&_ == k (46) . Г 2fl Zf1. 
Радиус крюзизнн .f ;1. следует считатъ nолохитепьныи .ц.пя :выпумых 
сечений и отрицателъныu для воrиутых. 

Множителъ {(i-t'y). Пустъ 12-: - нормаль к поверхности в точ
ке S 0 • Построw яормалъяую 1т.лос1t0сть .Р, проходящую через № 

� 
и вектор /г (рис. 3). Единичный касателъинй вектор к получивше-
муся нормальному сечению J'o S обоsвачик через е;: • Векtор li 
спроектируем на плоскосrъ ..Р. Проекцию обозначим через ,1i; • 
Перпеццикулярвую к .fJ соста:вляюJllУI) обозначим через Л:. , а уrол 

,..... 
меаду :вектором IZ и нормальной мосвосты1 ... через f , Вектор JZ;_ , очевидно, нормален к сечевИJ> StJ S • Кроме тоrо, ОН име
ет единичную ДJiину, посколъку / h7 /"" CD.S Jll � 1. :в силу малости 
yrJia 'fг • Следовательно, � - единичная воршшъ к. ппоской кри
вой J'0 S. Приuеяяя к этой· кривой формуп:н Серре-Фреяе,nолучиu: 

/l- ,.,,, 
� d11� . 

_., J", � -- ;г -,t. ,..,J2o т d..t' s'l: = llo + - '().::: пот - 2"о (47) 
"� f f 

Эдесь .Р - радиус кривизны сечения S о S :в точке S о , .f "° -

.ц.nива дуrи S" ,S • Последнее ра:веяство в цепочке (47) спра:вед
пиво в CИJiy тоrо' что J'" � /(. . Радиус КРИВИЗВЬI _f нуzно счи
татъ nоло:ките.nьНЬ111 для :внпукпнх сечений и отр.ицателъвьw для 

:воrвуткх. 
_,, 

Вектор l'Zz nерпен.цикулярев секущей плосности и, оледова-
тепъно • направлен в.цолъ вектора iV = [7:; х it] . Модуль fi: ра
вен абсолютной величине yr.na 1f , который характериsуеr оtкло
вевие нормали от секущей ппоскоста при двиzенИJ1 11,Цоль сечения 
J'() S • Если нормаль отмояяется :в сторону · :вектора f1 , то 

l.f' >о , в проти:вном случае /f � О • Предпо.nаrая зависимость уr

ла � от параметра S i- иепрерн:ввоа и ;циффереццируемоl, моrшо 
написать следующее равевстэо: 

1г-: z !' s'li iV � /1 ;г# _ (4а> 
15 



ЗАео:ь J.I== d'r/. . С уче'lо11 (4?), (48) uoeo спе;дую8'1111 образом 
1 ".!''(; -. ) преобразо:ват:ь :вырааение ('11�-fr_,1: 

( n ... tr)= ( {Я7. �ilzJ !.,) = (11: t�)+ f f tr�) -r f I<. (e;;J)= 
= f ( e;r-;Jr �Rt; [fc � fl-;) == 

= : ( е; tfr;) -r 14 R h-; [ l, � f:J �: 
::: f f.()st -t /' i<, .Sil1 / (49) 

- � 

Здесь j - yro11. 11е:цу Т: и tr , отсчиты11аемый от tfy • 
Испо.n:ьзуя 111:1рахеиия '(49) и (46) для скалярных nроивве;де-

нd {i!Fy) и (n�), мo.iio следующиu образом переписать (45): 

[t1-rx [ty y.il)J � t: ·А z - l11. [ 'оsп.,. м J·in() (50) 1 Zft f 1 
Исходя из teopellbl Мен:ье и овойст1 индикатрисы Дюпеаа, uо•ио nо
мзатъ, что в ву.nе1011 по /1. приСSхи•ении f-:1.. � f . Kpoue тоrо,в 

-.. п :-i> ра1еистве (50) ыоео поnоаиtь /1. "' /<; Z-0 • С учетом этих замеча-
ний, по;дотавляя · (sо ) в (44), nопучим: 

[niE J hJ � -;:-:с { ('�Zt �tsй2o_)Ey(so)•�;гt +2;1r•nlOE,tr.y (51) 

ECJiи f :/: О (т.е. на nоверхвости S нет уrпо:в и ребер) и � 
всJDДу коиечао, то правая часть равенства (SI) имеет осоСSениость t/I?. , КQ!Орая при ивтеrрировании .ао поверхности явпяется сла-
оой. � Расс11отрик член [ il'l-i/] eJ в (33). Чтобы исследовать 
ero, нуsво, соrпасно (35), знат:ь :вырааевия электрического поля 
эпектрическоrо диполя в б.nианей зоне. И.х можно получить из маг
нитных полей, но при этом иу:&Но взять оопее точное, нежели (43), 
:выражение, учитывающее частотную за:вмсикость: 

Jlf � 1-� [1 у.п1 6f. 4� f � _} 
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(-i. + J el?.) е - /eR.. 
д ?> 

!./· "" - ''t..>/' е lfe 
Авалоrично для внутренвеrо вспомоrательноrо диполя. После не
сло:кяых :вычислений получается следующий результат: 

[iixiljeJ � ��;:t:z {f1.� c.os"t)Hs(So)-cDs/.rin//ilf{Sr>)j<s2) 
Так пе, как и в случае уравнения (33), МО:iИО показать, что ос

талыwе ядра систекн ивтеrральвнх уравнений (30), (33), (39) 
обладают слабой осо6еввостъю. 

§ 4. Всnомоrате •... ЕЫе источники и их поля 
в зада в� о осевой СИ!Uiетрией 

В дальнейшем исследуо�ся частный случай расснотрениой в -
nреttЫдущих параrрафах задачи - осесиuметричеспое. тело в поле 
соосноrо с вm& круrо:воrо тоУ.а. Неолворо,пв<. сть - не обязательно 
лоr..альвое тепо. Это uоzвт также быть вертшtаnЫ1ая ск:вааина ,пе
ресекающая пласты. 

В задачах с осевой сииметрией (источник - круrовоИ тои,пе
однородяость - соосное с то1tом тело вращения) в качестве вспо
ыоrательиых источнпRОв удобпо использовать осесИШ1етричесЮ1е 
аналоги электрического и �аrвитноrо диполей: иольцевой элек
трический ток (услов.1Шся �аэы:ват:ь ero источншtок �иnа ;г, ),коль
цевой пояс вертикальных маrнитВЬIХ депо.пей (источвшt rипа ;гс ) 
и кольцевой пояс радиал:ьпых маl'В!IТНЬIХ диволей (исrочншt типа 12-z). 

для построения системы интеrралышх уравнений необходш.10 
знат:ь выражения для полей этих источников в uногослойных сре
дах. ОrраничИl!ся трехслойной моделью (рис. 4), т.к. этот слу
чай охва�ывает довольно широиий класс задач: лоиалъвая неодно
родност:ь под наносами, каротаs. В о6оэначен�ях компонент полей 
ус.ПОВИУСЯ слева :ВН11ЗУ CTtJBkl'Ь ШIД6>\С t �гшз"нвающий. К8!(ИJ.1. VIC'rOtf.
UИKO!! порождается данн;:�t1 поле о 



·-- --

( 

N 
,__ -

" 
""" 

UL.J� ,_;:,J_ 

"' . N 

l 
pUC.4 

"· 
N 

-
:r: 

.:r, 
:i: 

ось cиn/'1empuu 

рис.б 

r 

6, 

6, 

� 

\ 

с R 

,_ 
- ')" ПА' \ с t • 1 
ffR-1 R " 

1 
1 
1 

--"--'---" / 

z 

рис.о 



Ис�очиаs тИпа g . . ВНрааевая ;11.JШ КОIШОВент .ttoJШ круrо:воrо 
!'ока :г кноrослойной среде хеrко пожучuтся и� иввествнх [ 4] 
11iра:1евиl для поtевциапа маrвитвоrо диполя кнтеrриро:вавием по 
цnо•ади петли либо ив потеяциала электричеокоrо дипопя ивтеrри
ровавием по контуру тока. Приведен окончательвые вырахеиия: 

· {;_ Е;, �·/ = ,·�{0�� Гг/· J1. (l t) h (J. а.) d l (53) 
о 

Ворхвий индекс показывает, в какой среде находится петля. них
в.ий � в какой среде точка иsверевия. В (53) введено оеiовнеч�нае 

• f"'° � - ).. ;./�-20/(1.,· f·' (S4) -j .=: Ii е OJ + j 
Здесь: 

ft{. =::. 
d1e А1. �: + .l� t, 

Ji ::: dz е J..,:c:+ laci ..,. d Jн.�:- Аг Js. 
$ -е 

f 31. = d1 e)tz:-J"�z 

j
tZ :;:; 

d3 e�:1.1t. +А� J./r '3 е J.1.e,- la. cf 
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Геонетр.ический СКЫСJI Щ!ра!!е!!!ро:В а , i!- t 60 , ;]� t а'г. • ;?,/' 
lг.0, Jl-i , J.li , Н показан на рис. 4. Прочае 06озаачЕн1u: 

== /',{ v v .о - .А ... н - "' .3 " F- з.z. .х .... 

l· ="lf-1-1· J :; 
о 

"l; = 6'� -1-&· 
/� ·i == _.1,. -;l; 

)ц· +). j 

• 



Irрuе.цеявые формуJШ ПОlfУЧеJШ в npe;itnoJioeяии·, что- времеввая ва
вис.1111оотъ икеет вид е - 1 • ..., с • Козффициевm Z. получа,тся из 
коlффйциентов 1 заменой 6� - бз , 63 - 6"' � . 

Ко11повенжн каrниrноrо поJIЯ :вuражеются через {<_1;1) .' сле-
.uщим образом: ./ 

d{eEY')./ 

С.11едо:вательно: (Х) • 

�H-i);'·== - i4 f �� /jJh (Jz/J� {J.a)t/). 
� 1-1.)/ = �" {'J!-/.J. (AV .J,(].) а� 

(55) 

(56) 

Источвu tапа R с • КолI�Це:вой поя_с вертаuьша 11аrв1тных 
дJUIOJteй моаяо nре;�tстаиитъ как со:вокупиосtъ :itB1X ссrосша пе1е.11ъ • 
бхnкоrо pa;it1yca, располоаевннх :в oJВol n.tocкoct.11. 'l'ou 1 пet
JIRX ра:вкы по велкчиве в пpotивoпoлouo�вanpauellil. ПоJ1оuте:аь
иое ваправпев1е припксмвается виеавему тоиу (toria �аJJраВJ1ение 
pnoJ1el совпадает с иапрамевием ос1 Z . ) • Проiаве.цеаu I Jla. , 

rде Jla - разность радиусов вве1вей и вв11fренвей петель, - ве-' 
JIИЧlва конечная, равная линеlвой ПJ1оtяости 11аrнвтвых дипольных 
14011ентов d 111 вдоль окруаости иоточвпа. Очеви�но: d( . . 

(,е� Еу�.' = fa }а (,eEr/.1.' (57) 

АваJiоrвчво для ко11повент маrввтноrо поля. Уч1тывая (53), (55), 
{56)1 по11учае11: (>С) 
/ i .·ц; . d/11] i / / j 
1/it Er}_;· � о/ ае а 0 дf) .Z f1z).h,'Aa)a) (58) 

�i 1-1")i' � - ;'} i !о �(J. ;�;);; 0.VtofAo/dJ (59) 

{!�1-1� )j. � fe11: {л z f)' 7о (k,)J.{)a) d.J (60) 
2! 



Ис;очник 'lица R. 1 • Кольцевой пояс радиапышх наrнитиых 
дWiодей образуется двуия петляыи раввоrо радиуса, сиещенныне 

дp;vr относителъно друга вдоль оси � • Как и в предыдущеu слу

чае, 1'оки равны 111 противоположно направлены. Для iroro, чтобы 

лридаtь дипопяи направление от центра, нео бходш.ю току с мень

шей nоординатой гс приписать положительное направление (�тии 
объясняется знак uивус в приводиuоu нихе сооtношении (61}). 

Произведение Il�o , rде о�с - полоuтельное расстояние ме:1-
7J.У r�поскостяыи петель, есtь линейная плотность диполъШIХ мо

ментов. очевидно: 

§ 5. Поля вспоuоrательных кольцевых источников · 
в ближней зоне 

(61) 

(62) 

(63) 

(64} 

При выводе уравнений необходшао знаtь, какой особенносtью 
обладают поля рассмотренных в пре�дущеu параrрафе источников 
в блиЮJей зове. Будем харахтеризоватъ компоненты

.
полей вблизи 

источников двумя rеоuетричесюwи параметраuи: f и 'f . Вдесъ f - расстояние, отсчитываемое от точки пересечения источншtа 
верти�альной секущей плоскостью, проходящей через ось симмет

рии (рис • .  5), f - уrол, отсчиты:ваеwй :вокруг точки о от плос
кости кольца в секущей плоскости. Очевидно: f�= {i'-4)2 + (YJ.'--cD)2 



t'I• а.. " p�IJO IC!JЧBua, ilD - ero мр.r.ааnвав кoopJtпara, 
J • а' � aoopauas toчu aauepeвu. 

�о /l){ 1 все кововев'!Н поеl 11Сt0Чвuов 'l'ипа R� •lг'l 
QUlltCЯ ooone�BJDUМ• DpoВЭJIOllDIU 0'1' поu /l. Er . ООЗ'l'ОМУ. 

11111всш ;_ Е у в бluвel 1ове с ·Aocnroчвol сrепеви rочвос-
, •• •оаио JCe ОС'1'81Ъ11118 DOU ПОJflЧПЪ �е· 111ффере1ЦIРоВ8ВИЯ. 
•1осnrочвая сrепев�. tочвосtа" � я Е у о(Sесаешае'l'ся 'l'а
щ uoaoa uево1 paa•ouвu :в pQ по aapuetpJ .f • пр• коtо
ром octaroa·pa1�uвu после A1'JКP&tBoro АJ!lферевциро:вавия не 
coaeput uевов о бо.tее cuuol ocoCSeввocru, •е• .11оrараф8и
чесаая. Тааое оареАnевае '!досt'аtочвоl С'l'епева rочвосrи• обус
аоuево жта oCScroi!Uъc'l'.18118. Вo-пepJlilX, прв RIJIOAe urerpaiь
llllX 7ра:вае11d 1111О• •1tечевие rовко с�е11еВJ111е особоввос'l'и по
.1е•. Их а мeJJ" JJ8p8Darъ в раааоаuях. Во-:вrорнх, в про
АОQСе JJКЧкмевu кОJШОвевt пoJlei а�чвпоВ '1'11118 Ra и Re пo

Jle ;г. Еу :.11фферевц1р7е'l'Ся BUClllQll JHQJI. 
OcoCSeвaoot1i:в uеnрвчесво• 1I0.1e кр,rоюrо tока воаникаеt, 

aq�e tочва 88118реВJIЯ пра�еtся к вс70чвп7. Соr.яасио (53), 
пороuае2ся ata осос:fеввосt:ь.uевап 

00 
//. Е./"н:=. �·"'�.Га j �' е- � 1�-l·I;; {J.�)Z (11) d'J., 

D 
O�CllМJll•• · поже пеtп в o.uopoaвol срце с uро:водпосtъю 6; . 
Инtеr,аа • пра:воа часtи при �- �" • 1-f> а расхожи'fся на :верх
не• uРО�ове. Ввеже• обоааачевие: 

с 
!ОС> _А_ - } · /�-'io/ '/ c;; r - а ),· е 

, J4 {it/X {Jt,; J rl J 
D 

tЦ 'llO ' 

(65) 

с"}"'_ ,·щftI с {66) 
//. с..; r - :г. " r 

8 J8PliAUИ С у 111uo JJSJtOJIMtъ осос:fеивосtъ прв J-. Jo. �- 4. 
. �rgrgммl Uterpu. В0СDо.tЪ8J88СЯ UВ8С'l'В&• ИВ'f81'V1$-

1О1 [ 8 : 
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()О 
V -з ll J е - д/•-•о/ :ft {l V �().а.) с1 l = 

/; 

= _;." Jr•->.J:•t•••J' Ш· -:)К (J)--д� E(I)) \61> 

Эдесъ К {J) 11 Е {1} - попиые BJJJlllП'!necue 1вterpa.111, 

1 == / (il--.t:���4)4 
Zcu f:- а. , а-. а" , '.Ю J-> i , яовtоuу удоСS�о п�uаоваtьса 
раазжоuв1ШП1 Е и /< по параме'lрJ i ' : 

11_ l,i , % , f . 1!- :or.-)il :.:: . , Jra-�.)"L+f��Q)" 
E(J)= -i+ i (tn j, - i ){J:)� + • • .  

к (J) = tп f, + � ( t.n ��, - 1) ( i ') z + • " 

Дяя toro, что&& при двухкра'fиом дафферевциро:вавu ;rчесть всо 
uевы со c�eпepoli особеввосtъв, необходимо в uадраtвых охоб
JаХ uражевая V (6?) сохр�в11tъ JllШЪ (-4-1 f) , а коэффициевt 
перед скобкаu раа.поа111ъ АО перюrо порядка в рц по f : 

Za 1 _ 2а -::!. ,.... 
71" V {i-ioY·+(� ... 4)• - 71 J f z.fi11if +(га -tfe.l)tf11J&,.. 

f WSY,) 
2 а. 

Тако образок 11дос'fа'fоч110 tOЧllWl11 раз1оаен11е11 ин'!еrрала V "'"' 
жяеtся следующее iblpazeв11e: 

v % - ; ( 1. - j ;r>: �) &f (68� 



== а.[е-.Л/11-Jь/(�, е(-;.-'}.,)/а-�!. 1.)J;("J.�):ft{Ja)JA� 
о 

Разпохввие подннтеrралъвоrо :внрааевия проведено в предпо11оае

ва.11 / lz;, ( ?:-'lto) / 4 1 • Это условие 11000 обеспечить при пюwх 

частоrах, взяв f достаточно 11апнк. Из по11учеввоrо J1Ыра1:еии.я 

видно, что развос'l'ъ 6, - V после двµкратвоrо ди\\Феревцирова

акя· по любым параметрАм дает особеввост:ь.ве бо11ее с1Шь117ю, чем 

JЮ:Nlрифмическая. Такик образом V - "досtаточво !очное" ора-

<11а1:евие с 'f • Итак: 
• 

cr ';:: v�-;. ( i - e�S: )t11r (69) 

. 
Приведем в ваКll»чевве этоrо параrрафа :внра1;ев11Я 1.111 п� 

:юех• вспомоrатеJ1:ьвнх источвDО:в :в биuвеl аове. 
ИсfоЧник 'l'иаа R : 

. 
#t, "" I s il'J 1/,-,..., г;r f 
Jr:� �- L cos� 

27' j 
имеет 11оrарифuическую особеввос'l'ь. 

Источник типа д � : 
Еу � t' ц;� dh c�s Р. 

2r t:1e f Hz � _ .;L. � (.Ii/1 f cor2jJ 
г-r;- dt г.rа 
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f/� � :L d/'f /t:DJ/C().J'2f _ �"fi' гz ": ) 
Z:F dt' ( - Zfa. / (?4) 

Источник 'l'xDa · R z : 

Б.r �- � d� J/�� 211 "'� f (?5) 
Н� � � dH (со.1гу. _ c"sf co.s2t) 

z� q'f r� ' zra., / (?6) 
н� Z- L dif /.JИ I/'. +- S/nrc()Jltj._ - si11 гrj- ) 

2tll t/( (-zf4. ! а. r � / (??) 

§ 6� Принципы :вэа.вuности для кольце1!НХ источников 

йсходя ив леJОШ Лоренца, 11000 установить дJIЯ соосИьtх ко�ь

це:вых источнихо:в ряд соотвошениа :взаимвоста, которые повадобЯ11-

ся при построеваи системн ивтеrральных ура:ввепий.Условимся длЯ 

краткости о6озвачатъ принципы взаимности названием тех источ-• 

ии1�о:в, дли которых эти принципы формулируются .(например., соот

во�евие :взsимвости дня двух. кольц�:вых
.
токов 6уд&11.нsзыва1t:Ь .прин

ципом ;г -1?- и т .д. ) • 
Если в ле1111е (21) распространить интеrрир(),llаипо 1иа �се 1ЦРР

странство, то интеrра:п :в .пе:вой части обрата:тся»в иул.ъ., ;И ae_c
to (21) ПOJJYЧИ'l'CR СJ18Д;уl)Щее.соотпошевие: 

J (�;J _, �/'f -; ...,,J-.. ...,lf4) / j 1. Ez + J г f/.'- - J z. E-t. - ) � H'l. а. ?/=о (?S) v 
Нихе, исходя из (?В), получевн и сформулиро:ванн необходимые со
отвоЕения :взаимности. 

I. Прwщип R-1! • В З'l'Oll случае 
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'13део.ь I,· - ток 13 i -u ·колъце воu ис точнике , 4; , ;;!,н· - его ра
диус "и ·вертикальная координата . Соотношение (78 ) uozнo поспе
�ова1еnьно преоОразова�ь следующим образок : 

J (]/Е-; - ;-:_эЕ:_ ) d  V =  
11 
Zll ею � 

= jrly j 1,)�h [ h Ег..r 8-(t-at)S'(J - Jo1.) -Iг E-i,y !J (t-al)!(c-eol) ]= 
D -()<> О 

= 2�[I1. E21.1 .(a1._; a.o -i) · t2t - L  E�.r (al ) ��J)a,_] = o  
0$011да 1поп.у.11ае.тся принцип К - R. : 
I� at Ez,r (ai. , �o�) =::: .L 2 a ,_ E.�) r (a�_" -r:02) (79 ) 

2 .  Принцип 1<.-12-г: . 
)--. f( )--? i) о . -:t :=. .2. 

::::: 
' ) 

( J/)r == ..L 1. J-(c- ц, ) rf' (i! - � и .)  
(j/1)� = - с'�/' �': rf-(�- Cl'l ) !(i! - 20 7.)  

.ВwяисJI.ения.,, анал<mичные .проведенным ·В предwд1ще11 ·CJ!j'Чae., 1приво
_,пм IK .cn�� \СОО'J!Н01118ИИЮ:: 

1: а" E.;,,_r /a:l , a-r;:t )  = .ic..i>l.a , �; MJ,l (а z ,  �tн) .(во� 
'3. ;При1щ�щ R -,/! tz:: 

)�./.( - )..,. � - о . :t - 2 - .J 

01)1 == l. "  J-r�-a4) Jl (#- -а "� J 

(/t)r = - ,-�� � 6'-(г - Ct-i ) Jt-(.�- 2oz ) 
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§ 7 .  Вы вод интегралъных уравнений для осе<rииме'rричесиих

задач 

Расс»отриы локал:ьпую неоднородностъ .в горизонтальl!о-сло
истой среде ( в  случае каротажа незначительно изuепяется· выJЮ� 

уравнений , иосколъв:у источник находится внутр1t скваsины , во 
система получае тся та же саuая)·. Магнитную проницаеwсть :все.r. 
слоев и неоднородности предполагаем одинаковой ,.  равной пpoнJit;W· 
цаемости :вакуума . 

Будеu исходить из лешш Лоренца . Разобьем все пространст
во на две о бласти : внутреннюю и внешнюю по отношенИJО к неодно
родности. ПроводИJ.{ость внутренней области - <),·-1'1 • .  Внешняя о б
ласть иuеет· слоистую структуру . 

Исnольэуеи в цачест:ве :вспоuогательноrо источника длв :внут

ренней о бласти поле кругового тока в однородной среде с про:во
диыостью о'1п , . расположенного на гран11Ще неоднородности вдо.п• 
окружности радиуса �r; Б площw сти .?о = C"7'1J'C . Электрическое 
и ыаrнитное поля этого

· 
источника обозначШ! через · ll t/'111 111 11k"11 

О1сружим источник полутсf роu sl'- . Часть поверхности · J за: ис• 
�слючением полосы , :вырезаеuой по:верхност:ью J'12 - ,.  обозвачии.. че
рез s �  . Приuеншi R о б.:пасти , . оrраяиченной поверХНОСТ:ЬD' s; t-s•} 
.:nемму Лоренца � .  Поскол�.ку · внутри этой о бласти стороивие · тока• оf� 
сутствую1' , .  r·o · получается следующее соотношение :: 

j {[.t?-" -;;ih J - [ ei11 )(>il7) f!+ d�S� + 
s •  д. . � 

+ / 1 tff--,;";_x.�·1- !.iJ ,·" x-·il1,�··лr--d.!§ ==@ (tjz}) 
s - /: 

ll --. ...... 
Здесь Е - , , /1 - -· значения · искоыых полей: с :вн�реаней сторв•-

с$ S - -. • .... . JШ, поверхности и +- д 1 .  /1 + - :внешняя . нормаль к · S , . ll;rг- -
норuал:ь :к J'� - . Очевидно , .  что 

d J' =< 1:(�) "' d'� 
l'\1t8 ?(а) - расстояние от оси симметрии до о браэующеа; . r/C -
sлемент длины :вдопъ образующей .  выполняя интеr,ри.ре:ваиие по · уr
лу, .  получим вuесто (82 ) следующее: соотношен·ие : : 
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j { [ g- x l,·11 - [,_е'·""' il1 l f{r �{i)d e -t!  
, " {l. J 

• j { [f?-. 'J:,·4)- [  e'nxi/Jl jj _ r{i)c/t== O  (a:s) 
(; - i ll J 1г 

д 
8А8СЪ С • 1 ,  С/2.- - Oefp88Jlll(ll8 ПО.Верхвос!еl S • 11 sR- (рис. 6) .  

В u11ec'fвe вo11ouora'fe1:ьsoro пом дтt ввеuеl о биас'f• ис

ПGаъзуек по.1е круrовоrо Уока в ropиэoa'f&Jt1t110-CJ1oиctol среАе • Оdоэиачевu :  д.i?(JQ; - эле кtраческое поле , AJ:r:« - 11arвat-

11oe .  в .1181Dt8 lореяца ивtеrраяы по IШOC.!OC'fЯll раЗА8JШ CJIOIOTOI 
с�JЩ исчезаи, посколък1 •сконwе 1 вспоuоrа tе.111авые поп ва 140 
JAOВJietвopяa� усховиям непрерuввосtи. Ооtаюtсв tо.11ыю •иterpa� 

11i1 по 3•.,. S11.+ 11 по topy с) 0 , окруааще111 оововвоl 1.о'f0чви1t.Вi1-
nо.1аив И'fеrр11роваи1е по yr17 , поqчв c.11eAyJ11tee ооо!'иовен1е ,:в 

коtором 1нУеrр1роваW1е oc1•ect1..retca по обрааую..-: 

J { [ E+x� hf:A ] - [яе е� )!. i/+) l Н- 'i'(�)t:lt -t 
(; # / 

• f { [E�x"�J- [ eex ijl+Jj h� tfiJr/e+ 
� �  � � -� -". J{[ Ёх h е� -[ еех �il Jj 11-: "'l' {i) cle = о  (84) 
G• ll Jг. 

-

БАООЬ 17. - Uорма.а• К КОВ!'JРУ Ct:> • CU&№Нll 000f1018В8Я (83)  
• (З.) • f'BNMa, •то 1'8111'8ВЦИ8J1Jа11Н8 КОIШОИ8В'ВI DOJlel !? • /? 
А �tJ"'8 С • аеарерывiЫ , 11оqчам : 

J { [ h�'f. E]� l - [ ili n�Jд �} ?:{�) r/t = 
с •  

� f { l � х EJ ih0" - [  н�'I n;] efAj rr1J de + 
!(;. - /l. 
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--1' � - ·  е = е е;х.  - е & n  
/l ,t /l 

Jl h О,. t /l е J'л - ПОП :ВCПOllOratou.JX ВС!ОЧВUОJJ JJ бullfel 

аове . Пocвoniq /' == c1м.rt- .о aoev apoctpaи�n, ю Jllputвu 
по.ива в бnаавеl зове 1 вве1веrо 1 111�реваеrо :вcп011orate�IQI% 
асючвпо:в о�павоJВ (§ S ) .  з� ао111Оuн uнrp&.111 по по.11оа
руавооtЯ11 ер.+ в с� - 06.t.едшт1 11 o•u пterpa.1 ао С,,е • 

Ивtеrра.1 ПО oкpyaoctl С� alЧIOU8tC8 П1П8 p88JIOUUЯ 
acвol&IX по.иеl :в ряж :вбхизи :вcпoмor•t�IJllX 1сюч1U11D:в в вспоu

аоваиu :вuрааевd § 5 .J(JIЯ по.1еl i <Janвel 1оае . (Dpoep похо� 
ша DRJ1CJ1eвd ароеАев 11 [ 5]).  Пр1 ..uo.иeua ПM1'1»8JI& по С D 

. -. -. 
CJ1eAJet тчест:ь, uo J1ско1111е поu Е в fl пеи :вбЬэи ocвouo-
ro исtочвuа особеввосtа, ta:ne OПICD88De 8pali88.IJDUI § s. В 
pea7n�ate по�еrся: 

j = 7о . E'f {'ZD; Jo ) ·  + О (f) 
С11. . (86) 

J = - I а. /l. е .;:х. (а, � ис.м) + о {f � . 
Со 

(87 ) 

З.ес:ь а - рцqс освоiвоrо всtочвам ,  �исл. - ero вepruau

llU aop�Data ,  · .f - PQQ'C овруаиооt• С;е , fo - радиус oк
P.JUOOt• С;, • Cor.ucвo DPUЦUJ JaQIQIJJOC!.I R-R: 

Та. Д.ereor.. (�, "i11clft) = 7. Е,· r�., Je) 
'f&Dll обрuо11 ОВОВЧ81'8.1J�10 DOJIYЧ&Oll (JOtpeUЦ �llJCll OJPJ•
вocnl С.;( • • Со и О }: 
'IDE°y = 7оЕу0 + J { [il-#'tlE} h-. -f i/11n} �-# Z'r(iJ/,' (88) 

' /l. N / 
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Раэuещая на поверхности неоднородности :вспоuоrатепыше 

источники !ИПа R" и Ra с единичной wютность11 ;циполышх ыо

мептов '11f , получаеu еще два соотношения : 
d'( ! (  � t °� '?() H't ::. ''? 'То 11-r0 + с [ h_,·E�/1 -[iii n%,_c?} r(Jj(/( (89) 

Соотношения (89 ) ,  (90 ) uожно объединить :в одно : 

c�гcil :::�·rzo i/0 + j ( [ 1?iej:}-[if,.11?) E.J 'l{r)r/e (9! )  
� 

sдесь: 

Rt h t о '• h7 о о 
о \ А л 

Jt =  () о о с == 12 i е r / 

�,/1� о i'r: ); � 

0 R c e 'f ) 
О с _) о 

Введем следующие обоэначенил : 

е-.(�) с) == г- Е (� �./ . 1( ) -1- ,,. 

•......:>/!.. , /1 -с." .с. = z /l ( т, � )  

е-ъ о(·,.,, 7) _?о E,:_J ._? __ �_, �_")_ , () , С: :> == ---- -·�г 
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Преобразуем (92 ) ,  (93) . Ввведе11 в каждой точке поверхности тe
Jia касателъную систему координат с 6азисннми векторами � , t 'f •  
Z't; • Т а к  как вспомоrательиые и кско11Ь1е электрические по� 

ля имеют только r -компоненту. то : 

[ f!x е) ; e1f lo 
Следовательно : 

Авапоrnио : 

[ /,-.х n} 1<-; = h, {1< е�) 
ВН<Sерем в качестве параметра , характеркз11111еrо IOllt'JP,J'l'0.11 

r) , O'fC'IB'l'lil:вae&R от отрицательной поqосв i? : �= 7. /!) ) ; 
;!"" г (;;). Тоrда 

clf = J(&) dt?� 
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r;tte 

Ji(�)= J(��)z+(fj;)z 
TalUШ о6раgом ур-аБ'В'е·RИе ( 92 )  приводится к :виду : 

'11 

е11 = еу� + j [ er (.eJf))- iв t еу)] /f(f)) t! & (94) 
о 11 " 

Чтобы преобразовать второе уравнение , заuетиы , что Jt и f 
записана :в цилиндрической системе как по координатаu точки из

мерения , так и по координатаu. источника. Нужно перейти к запи
си этих тензоров в касател:ьной к контуру системе координат.Не
!РУАНО показать, исходя ив результатов, изложенных :в § 2 ,  что 
такой переход по координатам источника осуще ствляется умноsе-

"' . 

ниеu матр�щ Ё и 7/ справа на uатр�щу /1/1'°({)0), а по Rоор;Дина-

там точки из11ерения - умножением слева на матрицу /1 .п (о) "где :· 

(?� t9 ) )  
(?г ?s) 

, 

о 

(?��п )) 
rt: tв J  

Скалярные произ:веденин в матрице /1 Пf :вычисn.яются :в точ'Ке ()0 ,. 

rде располоаен всnоuоrательный источник , а ! катрице 11.л - в 
точке GJ - текущей 'l'очке контура С . 

Умножив уравнение (93)  саалярво иа � (!Jь) к выполи� Иё• 
слоюше преобразования подинтеr ральноrо вырааения в касзтёпвJ 
ной сисжеме координат , по.пучии : 

· 

}о = ;,; "/! е1 1!е. - /,о Lfл ] J{ь; /fJ (�� 
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(96 ) 

(97) 

Индексы & и tJ� указывают . в в:ано� 'fOЧRe вычис.пяиоя СIШ1!Яр
нве произведения. 

Соотношения (94 ) ,  (95) представляют со бой систеыу ИНiе

rралъннх уравнений Фредгольма второго рода относительно компо

нент еу . ,  ,/;в .
' 

Функции /1. /; fJ • /?. еу , !4 - реrу.пярные при 

!) -;> !)о , функция 1.1 t: имеет лоrарифыическую о собенностъ . 
Ее.пи неоднородность представляет собой эляиnсоид вращенШ1 

с полуо ся11и а� и t1 z t то : 
'Z"(t9) == a 'l:  s111 {} 
z (в) = -· а� с os в , 

и скалярные произведения , нео бходимые для вычисления ядер урав

нений (94 ) ,  (95) , имеют вид : 

Cl 1  co.s t) 
о ((!)) 

а� .s1л & 
8 (е )  

(}(&)= J t:l_/ cos2f) + O/!inltJ 
В задачах царотаж.а (i-:. (.9� = о ;  (t ..... 

a с�в )1' = ./ .  
Распо�аrая вспомоrате.ПiНЫе источники во внешней среде , по

.пуч.ия форму.пи пересчета , по.пяоот:ьm ана.nоrичвие равеаствоu (94) , 
( )5 ) ,  с тек JШilI> от.nичием , что вnеото разпоотянх Я:ztep /- ); е � 
� еу- t .  {/е ' tlп ' предста:вляющих со бой .пинейнче ноибииации 
раавооtей коi.tповент по.пей вн�iних и vнутревних источв�ов , бу· 
�ут стоятЬ то же линейные коибинации иоыповепт полей толъ�о · 
вяемяих источников , раопопохевных в точке измерения. 
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§ 8 .  о расчете полей гармонических источников 
методом деформации путей в комплексной 

плоскости переменной интегрирования 

При решении методом интеrралышх уравнений задач дифрак
ции электромагнитных полей на неоднородностях, расположенных в 
слоистых средах, одним из центральных вопросов является расчет 
полей вспомогательных ис точников (функций Грина ) .  Качество и 
быстродействие програым , реализующих решение систем интегралъ
НЪ!Х уравнений , определяется в первую очередь тем , насколько ра
ционально удается организовать вычисление ядер.  При расчете 
дифракции на вытянутых неоднородностях в довольно широко� час
тотном диапазоне (от самых коротких волн до сравнИ!iых с наибоnь
ШШ4И геометрическими размерами тел ) матричные элементы , близ
.кие к диагонали , описывают поля вспомогательных источников в 
ближней зоне , удаленные от диаrонали элементы - поля тех хе 
источников в волново� зоне . При создании програ!П.! считалось не
желательным увеличивать количество программируеМЬ1х выражений 
за счет разноrо POAS асиuптотических раэложений (к этоuу побуж
дали оrраниченные возможности памяти вычислительных uашив и 
неуниверсальность такого подхода, чрезмерно индивидуализирующе
го каждую задачу) . Исходя из ра6оты [ I] , был разработан срав-

1 

нительно однот.ипный для 11сех зов алгоритм вычисления полеlt вспо
uогателышх источников , основанный на деформации путей в коuп
лепсной плоскости переменной интегрирования . 

Функции Грина , ИJ4ея в различных задачах различный физи
ческий сыысл , описываются , как правWiо , сходными матеuатичес
КWIИ выражениями . Поэтому в настоящей работе рассматривается 
конкретный пример функции Грина для од�оrо из простейших инте
гральных уравнений - уравнения относительно ПJiотвости тока в 
пластине с переuенныu параметром s ( суУыарной продольной про
водимостью) , расположенной в про:водящеu полупространстве . В  кон
це статьи показано , как посредствоu деформации пути интегриро
вания в конплексной плоскости преодолевалась одна из вычисли
тельных трудностей , возв�кающих в задачах с осевой си11Кетриеа , 
где фун�щиями Грина являются поля вспоuоrате.п:ь.вю: ко::ьцевых 
источников . 
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I. Пусть в однородном полупространстве с проводикостью б' 
расположена проводящая 11ластина а Q 1 '  характериэуеuая в каа:
ДОЙ точке параметром .5' - суммарной продольной проводикостью 
(рис . 7 ) . Пластина 6есконечзо вытянута вдоль оси .х • В точке 
О находится двуn�ерный источю1к первичного ПОJIЯ Ео (кабел:ь) . 

Интегральное уравнение относительно аномальной плотиосfи тока 

;' в пластине имеет следующий вид : 

j(No) + i!:.!_д_s (/'fo) }-eC-{1i,!110)j (ll) clf :  277 D 
е 

= - c'c..ifi s{J:M J С (/11, !Vo)s(lf)Eo(н)dt {98) 2 71  о 
3десь Ес ( 11) - доле источника О в точ1tе /1 в отсутствие плас· 

тиRЫ , С (li,!f6}- функция Грина , причеи: 
С>"> 

C- (11, llo)� Kv (l/11-�/)- j f(т)е -�� Lco.rm У clm (99) 
о 

-? � 
Здесь 'Z и 'С о - радиус-векторы точек /11 и � , 

f (m) = � i  k o i = /Yo -,PcL ; 
,Р� ,Ро + ;;� 

! о == J /n l. + д о2 ; f � = r;;-;,--r J. 2. 
р 2 -- ,·, ')1 __, . v.> 2 1J 2 . 1 _,, ,- ""' г :Jг о  - r..и1 00 = ' """ о ,; l:. = с <V;чи =  • .,,.-. 

L = 2 � + 2 ; У = 11- уо 
В правой части соотношения (99)  первый член характеризует осо
бенность вспокоrательного поля, а второй описывает влияние rо
ризонта.пьной границы раздела (дневной поверхности) . При произ
вольной слоис�ости вuещающей среды форма выражений ( 98) и ( 99) 
сохраняется ,  ш�ыеняется то.nь:ко вид функции f{ 11'1) и сШlсл napa

uerpa L , однако основная особевнос�ь подынтеrраАьноrо JШРВ
жения в {9�) - надичие sаrуха.ющего и осциллирующеrо факторов -

сохраняется . В дальнейшем будут изложенu некоторые с,nосоСШ вы·· 
· асдения интеrралов вида : 

()О I = j f {ffl)e-,.o�L с os m У с! m 
о 
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2 .  Рассмотрим некоторые аналитичесхие свойства по,nннте
rральной функции f (т) • Она за:висит от :ветвящихся функций -
радикалов /J" и jJ:t и сана обладает точками ветвления . Ре�вение 
задачи для функции Грина по�учается методоu разделения перемен

ных в предположении l<.e(pr,) .:> о  и l<e (?�):::> о ,позтоку нуzж
во на Римановой поверхности подыитеrральноrо :вырахения выде
лить лист , соответствующий этим усло:вияu. Линией перемены зна
ка реальной части ПРИ ОТОбрахеНИИ W =-f>i является JIИНИЯ 
.Re (jJ,)=O ·  Полагая /J7 == Х-1" t" V • получиы : 

f<e(pi) =J J.( .х ' - uzJ г. +  (27 r.x/") г. + .:x z -y l.  = О  (IOI) 

Равенство ( IOl ) возможно только при условиях: 

/ lj / ? /X / 
z . 

2 ху = - Х • 
Отсюда получается уравнение разреза, рааделяющеrо :ветви 

!< е ( р;) �о и !! е (/У•) .:> о : 

.?ei z ..,, 
у ==  - z.;;- ' / .х / � _с>"_( (102) 

гг 
Система разрезов для двух радикалов j)o и ;:;� виr.пядит так,как 
показано на рис . 8. Рш1анова поверхность ямяется четыреиист
ной • .  С каzдого листа сш�метричные относительно начала коорди
нат точки отображаются в одну и ту хе точку по:верхиосrи W .  

Путь интеrрирования в :вырахении (100 )  лехит на листе R. е (ро) .:> о  , .Re (р�) .::. о и проходит :вдоль вещественной полу
оси. Попюсов подынтегральное вырахение :в (100) ,  очевидно . не 
ИJ1еет.  3адача состоит в том . чтоеii посредством деформации пути 
и.итеrрирования привести ивrerpaJJ (IOO) к :виду, допускающему ш
числение по вовиоzшо меньшему числу узлов. 

3.  Представиu вырааеиие {IOO) в в�ае : 

_ i 
J
oe> -l'� L-1-t'm Y 

!�/ -АL- ,·т У.  J == т  -J.{т)е с/т + ;{  f(171) e  �-- !;Z- (ID3) 
о о 

ПоставИJI следующую задачу : подобраrь �ля кахдоrо из 7JJJЗд инте
гралов в правой части (I03 ) такой путь интеrрароваиия , на кото
ром фаза эксповенциальяого мноI01теля равна нулю. Это позволит 
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прикев•ть квадратурные формулы Лarrepa . Итак , пусть 

.J т (-;;� L + tm У) == о { 104 ) 

Кри:вые , определяемые соотношениек (104 ) ,  будем называть линия
ми нулевой фазы экспоненциальноrо ыноzителя . ПоJtо�иы /Л" l?l.x • i.mr. 
Нетрудно ПОJIУЧИТЬ параметрическое предс тавление пути (104 ) :  

/7) 'Х ;:: ' :1:.... /770 с. 

:� -= - & :t :. [i: -- Е. -;- ( 10 5 ) 

Здесь : 
1. /Jlo -· 

J -1.. -+ ( Y/L.)2. 
о � t. .f: i 

Энак ЛJll)O в ( 105)  соответствует интегралу r -+  t з нак кину с -
ивтеrралу I - . На рис . 9 приведены крИ1Зые , определяемые соо!

во11ения11а ( 10 5 ) ,  для различ ных з начений параметра t = У/ 1.. .Раз
мервwl параметр )?'Jo положен равным единице . В этом nредпопоае
яиа уравнение разреза ( 102 ) принИ11ает следующий вид : 

. - zr у г.) :z: :l:т -с z )n = - ln o � 4- -z -· :::: - ---J . L ln:x m� 

В качестве примера на рис . 9 показан разрез /),О ' , соответству

ющий значению параметра t = 2 • Paccuoтpwi освовяые особеннос

ти построенной систеиы кривых. 
I. Все кроне имеют общую начальнУ,ю точку t9 : /ТJх = i � 

lny = -f. , соответствующую эначеншо Е "'  .!. в (105} ;  
2 .  Пра f � о каZдая кр1шая приближается к своей асИJ&пто-

те , опреАеnяе11ой соотно111евие11 : ;; == :r t ;  
3 .  Все хроые Jiе:кат правее прямой lnx .= 1 .  
ПосколЫtу линии нуле вой фазы зксповенциалъного uнozи'feJis 

]1 111iтerpanai: I+, r - не проХОДЯ'f через наЧаJIО коордива'!' ПJ10СКОС

'fИ )7l , опаэы:вается невозuоUЬ111 так дефорuироват:ъ путь uтеrр11-
ро:вания , чтобЬl сразу выйти на ЛillJllUI ву�е•ой фазw. Кроме 'fOro. 
эти линии для' интеrралов I - пересекаюt разрез . Поэтому пут11 u-
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теrрирования помимо линии , соединяющей начало координат с на
чалоы линии нулевой фазы ,  долхен . вКJLЮчать в себя кривую, по ко
торой о бходится точка ветвления вдоль берегов разреза .При этом 
на отрезке , соединяющеи точку сР с разрезок, nрикенать квад
ратуру Лагrера становится невозыожво в силу оrраничеsности верх
него предела . И еще одно о бстоятельство усложняет численное ин
тегрирование по рассuатривае!dЪ!u путям : положение узлов на ли
нии интегрирования определяется довольно сложным иррациоваль

ШIМ уравнением 

(!06) 

Эдесь /i - / -й узе.п квадратурной форvулы Лаггера , J!e" -

значение левой части соотношения (IОб ) в точке IЛ:х = -1. , 1n1 = -L • 
Все перечисленные трудноста при организации практических 

вычислений преодолевались следующим образои . Линии нулевой фа
зы за11енялись их асиuптотами - прямыми с на к.лоном i = У/ L .Про

водилась окружность с центрам в начале координат ,  заключавшая 
точку :ветвления и точку пересечения асиыnтотической прямой с 

разрезо ы .  Пусть интегрирования выбирал ся так, как показано па 
рис. 9 :  от  нач�ла координа т до окружности - по вещественной оси, 
затеи по дуге окружности д о  пря1юй и далее - по прякой в бес
конечность . На вещественной оси и на дуге приме11ялись юsадра

турные формулы Гаусса , на прямой - Лаггера . 

В одном иэ вар�антов nрограю.1ы 1 ре ализующей решение инте
грального уравнения .для пластины , расчет ядер ведется по опи
санному алгоритму. Однако , если пластина иыеет большую длину . 
nревwающую ,длиtt.у во1шы :во вмt�ща.ющей с ре де . то вы числе аия по 
эrоиу меtоду с't'ановяrсп весыАа трудоемюwи. Это связано с теu , 

чtо на участке nути о,� ) проходящем по :вещественной оси. ко
сиа:уо совершает дооо.1х:ьgо иного осцилляций , 110с h-ольку дл.ина это

rо yчacrtta порядка .,?(' и :в случае , если � У:» d (:волновая зо
на) �  ROCИRyO ;wee� 118 Oll прnбJШЗti'rВЛЬНО 2 У/11 нулей.  Есл.и 
np11 уоп:о1шш ;е У� 1. Nj:t у часrке i проходящем: по �еществе1шой оси , 

доста�очно пршменить 2-3 формуr.ы Гаусса с шестью узлс..ыи . то в 
nгоrа.вно� с�учае необходm&о разбивать ero на таRое количество 
цнrерва�ов. ко�орое tto крайней ыере t не ыеnьmе , чеи число ну

хей хюс�вуса . Эtо призодиr � vвеличению времени счеж а .  В подоб
ных случаях применялся �руr�й метод расчета я�ер . Суть его из-
�охена в следующеы nyiшfe . 
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4 .  Предстзвиu интегралъную частъ ядра в виде : 

_ 1. [f r ) -;O:t 1.. i/.n У1 J. :::. г: т е  е а т  
- С><:>  

( 107 ) 

Путь интегрирования - вся вещественная ось. Поскольху в верх
ней полуплоскости выполняются условия леl�ШЬI Жордан а ,  то uozнo 
деформироватъ путь так, как показано на рис . 10 :  по о трицатель

поuу берегу разреза ,JJ t (участок l ) ,  по линии, соединяющей точ
ки ветвления (участок П) и далее - по положительному бер ег у  раз
реза р" (участок Ш, Построен в предполоzении do = о  ) • 

Рассмотрю� интеграл (107 ) на участке l .  Обозначая через t 
вещественную переменную интегрирования , можно записать сЛедую
щие соотношения : ,P-i. == - " t  

/n = J�;-./---�-,- = / J i г + � <. 

d т = - t c/t_ == 
;-л 

В рiзудътате интеграл ( 107 ) приводится к .виду : 

I= 1. 
J
�J ,· [ L -{t z +- /С z 1 у с/ f т IC 0 1. € е 

о �{2 
Эдесь: 

-/; Л!о �  - J t z + Д "l r f  

( 108) 

(П:роводШ1ость верхнего полупространства 60 положена равной ну
лю) .  Интеграл ( 108 ) достаточно просто берется числевво .Эатуха
иие подынтегральной функции начинает сказываться при i ;?, ;;;е . 
Посцольку реально всегда ;Je L ;5 1 (:в проти.вноu случае аномалия 
от пластины экспоненциально мала ) ,  то :в о бласти интегрирования , 
дающей существенный вклад в интеграл , множитедь е t"f L совер
�аеr кало осцилляций . Аналогично на участках П ,  Ш .  

Описанны� путь интегрирования о бладает еще однКJ& преиму

ществом перед путями с нулевыки фаз ами , J&Uel)ЩИI( важ.вое значеи1е 

при программировании задач с интеграJIЪНЬIМИ уравнениями . Пу!1 с 
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нулевЬ!Ми фазами индивидуальны для каждого матричного элемента, 
а только что описанный путь позволяет хорошо проводить числен
ное интегрирование в довольно широко)( спектре значений L и У • 
Это особенно важно при решеаии задач дифра�щии в uвогослой11Ь1х 
средах, так как функция :f.(1n) , достаточно слохаая ,  является в 
этом случае общей для всех uатричвых элементов. Если для всех 
элементов :выбрать одинаковые узлн. то интегрируя матрицу nод
ынтеrралышх функций ядер (вuесто формирования матрИЦ!i из ин
тегралов) ,  ыожно добиться значительной экономии времени счета . 

5 .  Рассuотриы в заключение пример из практики решения осе
сиuuетрических задач (сфероид в поле соосного с ниuи кольцево
го тока ) .  Когда вычисляется полное маГнитное поле на дневной 
поверхности в центре кольца, то однИУ из его слаrаекых являет
ся первичное магнитное поле 1-1�0 (поле кругового тока . распо
ложенного над полупространством ) .  ВЬlражевие для ивтеrральной 
части )1�0 (обозначим ее через lf?t ) выглядит следующим обра-
зоu : 

00 
- Ia j .м г  Koi .h (та) clm 

z о ;;� (109) 

Эдесь t:I -радиус кольца , ..L- - ток. В расчетах интерес представ
ляли, в частности. петли больших разкеров. Поскольку в иссле
довавшемся частотном диапазоне <J,�ли и достаточно высокие час
тоты ( :A?ti "' 1.0 ) .  постольку расчет выражения (109) был свя�аи 
с определениыuи трудностями в силу слабой сходимости подынте
rральвоrо выраzенI.IЯ и необходимости брать очень большой верх
ний предел .  Эти трудностк преодолевались сле;цующИJI образом , . 

Представик фув�щию .% (та) черев фувкциi1 Хаикеnя [1]: 
· �[<J (та)+ 7-(�г;{,тСi) :J.i (ма) = Z 

Toria (109) ваПХ111ется сле�111•ам образом: 

н�,� = .1t;j";z koi[x(��tJ)т Yt�(Z)fл,a)} clm 
/./ о ,Pt . ( I!O) 

АсJDШтотическое равлоеиие фуккций Ханкеля при бо 11Ы1п арrу

мевтах кмеет с�едую�/41 вкж: 
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!J([-i.)(г) = е '· �  /;/1) (г) 
Jtfz) (г) =' e-(z? �;z) (�) 

Путь интеrрирования в выражении , содержащеu функцию Хавкеля 
первоrо рода , моzно дефорuироватъ в верхнюю полуплоскость, вtо
роrо рода - в вихнюю полуплоскость. Ивтеrрирование выра!!еВИЯ 
(I09 ) производилось по пути , укззаяноку на рис . IO : от нуля до 
11'1D ::: 2.:f> по :вещественной оси в :виде (109 ) ,  а за!ен по двуuя , 
лучаu , паралпельНЬlн нвиной оси (:в :в14,1(е (IIO ) ) .  Запишем ( в  пред
полоzеииа hJo а> .f ) выраиение для 1итеrрала с фующией ХанкеJiя 
пер:воrо рода , который вычислЯJiся по верхне•у лучу. Поскольку 
на .пуче m = m0 �1 f , dm = ,· clf , -ro 

j тz  1�0 � :Jt/�J(ma)dm = f F(мJX/J(ma )dт = ;;� � 

:::: i -e 1;·;n°J F{;no +i i)ёиf/;/{(m() � /l)a] dt 
() 
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На описанном пути удается вычислять интеrра.пы т1nа (!09) по до
статочно малому числу узлов при условии не очень боп1�11их пара
мет-ров ;)?а {таких, что z.:ea/-t! � -i о ) , в противном случае 
вуаио интеrрировать по пути� указанному на рис . IO слева . 

6 .  Описанный аJirоритм приuеняпся та�а:е при расчете попей 
вспомоrательВЬiх источников :в двухслойной rоризоитапьио-слоис
той среде . Как известно , попе произвопьвоrо источивка. :в rори
зонтапьио-споистой среде записывается в ВИАе иитеrралов , :в  ко
торых по,�ulнтеrральные выраzевия моrут иметь звамевате.IПI толь
ко д:вух TllПOB . Обозначим их через r и z. .,.. и запИ11е11 в виде : 

Z = :: + 12 ( III ) 

z 11- = .Р() + /d "  (II2 ) ,,Р� 
Здесь : · 

/{ = f h (,JJt A  + a'Тccth P.t 6'z ) 
(II3 ) ,Pz 6'� 

!2 '= th (,,o�/н- tau:f/; % ) ( II4) 

fJ.;' = /тг + {,;е/ 7 �·z =-4"/f� , Ae{,PJ)?D, 
17? - переменная интеrриро:вания. 
Полоаим для определенности �" >�-z. > :;к: о  • Система разре

зов для трех радикалов ,Р";),,о�,f>:г.. по.казана на рис . П .Здесь zв 
показан стреnка1U1 путь , приыеиявшийся дпя ра счета попей rармо
нических источников . Покажем , что :в заштрихо:ваивой обпасти зва-
11енатели (III ) и {II2 ) не иuеи нулей . В процессе доказатель
ства будем ссылаться на следую�ее очевидное утверl'J{ение : 

А .  Ес.1и R.€ {f.l)�O тo :  
! )  !le f.f:/J u ) ?:o 
2 )  R-e (t?-rccthи� '3 0  

. 

Покuем , что ва rраиице за111трихо:ваввоl обnасти R.e (г �>О(до
казатехьство �тоrо соотвоwевия жвя функции i! полиостьо авапо-
rичио ) .  · 

I • .nичия ,в� 11. • Здесь Jh'l(?.1)<0 (/"' о, :t, z) !&гf171.)=О. 
CJ1e,Jt0Ba'l'e.11ьвo : 

/(е {;:)= JЛ1 (po) JP?(/J1.) 
:::> О /,Р"/ 2 

}!. е. (&.}= Jт (р�) .7m lfz) > о  ,,Pz /j)z./ � 
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UocкoJii.кy /(. е (р,)::: о , то :в силу ( IIS)  , ( II6) и ут:ве рждеиия А :  
Re (l ')> О на 1' i s  . 

п. дуrа С, . Представим р1. :в :виде: 

р, = f е , " .  (- f � r � � ) 
Тоrда : 

n ( Ро) J ;;Ri -;;еоа. / -) r.. е f' � f с о s ( ч� + ; � о 

Преобразуем второе слагаемое :в -С _,  : ''f 
1 / . 

µ._ .,. 1. 
t h (p)1 + a.1cctn ;;) ;;: !/; ( fhtt ' 1+ f tп ��' ) � � - � ; 
� i h  (- if + r e 'r[h +f: J) =  1" c�[t1 e fr(h+ ;z. )j � 

1. е - ' rr+-'-) 
� f e tr(h +ja )  :;: f o  
Здесь: 

i = /n о d (А + ft"; ) 
О < о1.. = а tc /с; --=.f-;-;.==== � 1. + rz hf �,1 -x,Z 

Следо:вательио, 

;г е ( � � z J.--<.t>,-i;-;;e---�z Ю! fr + f) + 

Ш. Отре зок щ, t? . 

Следо:вательио , f< е ( 2 :J > О • 

IY. Дуrа C:z. • Здесь 

. ,Pz. = f е • r , (- f s 'f � f) 
Ле(Тс) � 
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f 
!<е. {Р�)> о .  

С.tедовательво , ,R е ( � •) > О 
1. Отрезок t/1 �о • 

/1.е{ ��)= о  J !?.е( �:)> О; /(е (;03: )�о. 
СJiедо.вател:ьво • R е ( Z ") > О. 
YI .  дJra С о .  ЗАесъ 

jJD � f е 'f j ( - : � r � ;-) 
Поэтому 

· 
"f Re { ;:J � Re f e  "Е = f' c� .s(r- �}�o J,;e$..,_-;Jeoz e' v V.::lf?1'z.-:;;et>Z 

!<е(;:)>о; Re(JJs) � о . 

Следоватепьио , R_ е ( Z 1)> О . 
УП. ЛWlИЯ tl о lf о • . 

' 

!< е r· ,/JD) = Jm (!Jo)Jm{Py > 0 • 
?� / j}4./ z. "' 

/( е (;:) >О j R е. ( ps) > О  ; 
Следо:ваrепьво. R.e.. ( i! •)> О . 

1Ш .  Вв•есПевJiая ось . 

Re(;:)>o; !(е(;:)>о; Re(�i:)> o .  
С:1едо:ваrе.1:ы101 /ге (�")> о. 

IX. дzra R,,, . 
Р� � ;;z. ,,..., ;;" ::::: .f е ,·r , ( f $>-:t , о �  у; ' J)  
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!ге ($)::: 1. > О; !l.e(j�)� i>O ;  !?e (/;:i) > o. 
СJiедоваtелъно , � е (с � .::> о .  . 

Х. Дуrа � .J. • 

( f �-i ? - f L. 'f  ь о) 

Следовательно , !< е ( 2' 1) > О. 
Из пунктов l-X следует ,  что на границе заштрихованной об

ласти R.e (:с �) >  о • Поскольку Re (�*) - гармоническая в этой 
области функция (в силу аналитичности z.,. ) , то Jге (г")::> О и 
внутри о бласти. Отсюда следует ,  что функция ..? 11  не может о бра
щаться в з аштрихованной о бласти в нуль. 

При доказательстве существенно ис пользовано условие 

.R:a: >Xz "?;;Jt?o, При других соотношеIIиях между волновыми числами 
доказателъство полностью аналогично . 
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