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ВВЕДЕНИЕ  
 

Автор начал читать курс «Теория сепарационных процессов» 
на кафедре обогащения полезных ископаемых СПГГИ около 25 лет 
назад. Сопровождающим было учебное пособие О.Н.Тихонова 
«Теоретические основы сепарационных процессов обогащения по-
лезных ископаемых» / Ленингр. горный ин-т. Л., 1978. В соответст-
вии с новой учебной программой назрела необходимость подготов-
ки нового учебного пособия.  

В ряде разделов пособия излагаются понятия о фракционном 
составе минерального сырья, закономерности движения минераль-
ных частиц и сепарационные характеристики обогатительных аппа-
ратов, анализ и прогнозирующий расчет технологических схем при 
комбинированном и комплексном обогащении сырья.  

Основное внимание уделено переработке минерального сы-
рья, которая в значительной мере осуществляется методами обога-
щения полезных ископаемых: гравитационными, магнитными, фло-
тационными, электрическими, радиометрическими и др. Большие 
объемы переработки минерального сырья, разработка бедных ме-
сторождений, необходимость комплексного использования сырья и 
охраны окружающей среды, экономические аспекты требуют про-
дуктивных теоретических подходов к процессам переработки. Эти 
обстоятельства приходится учитывать не только при проектирова-
нии обогатительных фабрик для разработки новых месторождений, 
но и на многочисленных действующих фабриках, применяющих 
разнообразные технологии и оборудование. В связи с этим возника-
ет множество проблем, решить которые может помочь рассматри-
ваемая в данном пособии теория, основанная на работах отечествен-
ных и зарубежных обогатителей, а также на исследованиях автора. 
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Обобщающая и компактная теория всех разнообразных про-
цессов обогащения полезных ископаемых основана на понятиях о 
фракционном составе минерального сырья и сепарационных харак-
теристиках обогатительных аппаратов и технологических схем. 
Фракционный состав минерального сырья и продуктов обогащения 
позволяет оценивать распределение твердой фазы и ценных компо-
нентов по фракциям, различающимся физическими свойствами частиц. 
Сепарационная характеристика дает оценку степени извлечения ка-
ждой из фракций в концентрат по отношению к сырью. В гравита-
ционных методах обогащения руд используют фракции различной 
плотности, они содержат и переносят в концентрат и хвосты различ-
ные количества ценных (или вредных) компонентов. Во флотацион-
ных методах основными являются фракции различной флотируемо-
сти, они также содержат различные количества компонентов. В маг-
нитных методах фракции различной магнитной восприимчивости 
также содержат и переносят различные количества компонентов. 

Понятия о фракционном составе и сепарационных характе-
ристиках позволяют надежно прогнозировать технологические ре-
зультаты обогащения (выход, содержание, извлечение) любого сы-
рья с помощью любой технологической схемы, оценивать эффек-
тивность работы и сравнивать друг с другом обогатительные аппа-
раты различных конструкций, самые сложные технологические схе-
мы независимо от типа перерабатываемого сырья, решать задачи 
экономически оптимальной стратегии обогащения сложного сырья, 
проектировать детальные технологические схемы. 

В учебном пособии изложены закономерности эффективного 
разделения минералов в процессах обогащения полезных ископае-
мых, основы теории сепарации минерального сырья разнообразного 
состава. Рассмотрены экспериментальные методы анализа и количе-
ственные характеристики вещественного состава минерального сы-
рья и продуктов обогащения. Приведен общий метод составления 
уравнений сепарационного массопереноса, определяющих ход раз-
деления частиц в зонах обогатительных аппаратов, а вместе с этим и 
технологических показателей обогащения. Рассмотрены новые ме-
тоды прогнозирующего расчета любых технологических схем обо-
гащения минерального сырья. Освещены вопросы оптимизации обо-
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гатительных процессов. Материал пособия служит базой для ком-
пьютерного моделирования любых сепарационных обогатительных 
процессов и сложных технологических схем. В эпоху безграничных 
возможностей и доступности компьютерной техники теоретическая 
база математического моделирования, закладываемая рассматривае-
мой теорией сепарационных процессов, становится важнейшим фак-
тором практической работы студентов, инженеров и ученых. 

Предлагаемая теория сепарационных процессов была в тече-
ние ряда лет апробирована на лекциях для студентов, аспирантов и 
инженеров, повышающих квалификацию в Санкт-Петербургском 
горном институте; кроме того, на лекциях и семинарах для студен-
тов и аспирантов в Университете штата Юта, в Калифорнийском 
университете Беркли, в Высшей горной школе штата Колорадо 
(США), где автор выступал по программе Фулбрайта (раздел «Нау-
ки о Земле»), а также в Лувенском университете (Бельгия) и в уни-
верситете штата Квинсленд (Брисбейн, Австралия). Положения тео-
рии были использованы при разработке новых технологий, оптими-
зации режимов работы действующих обогатительных фабрик в ряде 
стран (Россия, США, Куба, Монголия, Египет и др.). 

Работа может быть полезна студентам вузов обогатительной 
специальности, а также для научных и инженерно-технических ра-
ботников научно-исследовательских и проектных организаций и 
обогатительных фабрик. 

Автор выражает благодарность студентам Анне Геннадьевне 
Галинской и Артему Павловичу Золотухину за помощь в подготовке 
учебного пособия к изданию. 
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1. ФРАКЦИОННЫЙ СОСТАВ МИНЕРАЛЬНЫХ ПРОДУКТОВ 
И СЕПАРАЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ОБОГАТИТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ И СХЕМ 

 
В первом приближении обогатительная технология объеди-

няет два понятия: минеральные материалы (сырье, концентраты, 
хвосты, промежуточные продукты – далее промпродукты) и техно-
логические схемы (аппараты) обогащения. Для количественной 
оценки минеральных продуктов вводятся понятия распределения 
минеральных частиц γ(ξ) и ценных компонентов β(ξ) по фракциям с 
различными физическими свойствами ξ, а для количественной 
оценки аппаратов и схем – сепарационные характеристики ε(ξ), оце-
нивающие извлечение ε узких минеральных фракций в продукты. На 
этой основе многообразные факты обогащения обобщаются до 
уровня общетеоретических положений, включая анализ и классифи-
кацию сырья, аппаратов и схем обогащения, прогноз результатов 
обогащения, оптимизацию схем и режимов аппаратов. Все положе-
ния теории доведены до такой степени общности, что они соответ-
ствуют любому частному процессу обогащения. 

В этой главе рассмотрим следующие вопросы: 
• обзор рудоподготовки и основных методов обогащения; 
• физические свойства материалов, используемые при обо-

гащении руд; 
• понятие о диапазоне изменения физических свойств смесей 

минералов и сростков; 
• понятие о фракционном составе сырья и продуктов обога-

щения (функции распределения и содержания); 
• понятие об идеальной и неидеальной сепарационной харак-

теристике; 
• понятие о рабочей точке (границе) разделения; 
• интегральные формулы для расчета технологических пока-

зателей по одному физическому свойству; 
• идеальную и неидеальную сепарации по нескольким физи-

ческим свойствам и сепарационные характеристики; 
• интегральные формулы для расчета технологических пока-

зателей в общем случае.  
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1.1. Рудоподготовка и основные методы обогащения 
 

На обогатительных фабриках перерабатывается твердое ми-
неральное сырье, поступающее с шахт, рудников, карьеров: уголь, 
горючие сланцы, железные и марганцевые руды, руды цветных ме-
таллов, неметаллические полезные ископаемые. Суммарная перера-
ботка исчисляется миллиардами тонн сырья в год и ускоренно на-
растает. Обогащению подвергается 95 % добываемого минерального 
сырья, которое проходит два основных этапа переработки: рудопод-
готовку и сепарацию. 

Данное учебное пособие посвящено сепарации, или собст-
венно процессам обогащения полезных ископаемых. Рудоподготовка 
рассматривается только в связи с сепарацией. 

Рудоподготовка предусматривает главным образом дробле-
ние и измельчение горной массы. Чтобы сделать сырье способным к 
сепарации, необходимо уменьшить размеры минеральных частиц 
нередко до 0,1 мм и менее, что раскрывает сростки и освобождает 
частицы различных минералов друг от друга. Такая смесь раскры-
тых, т.е. не связанных друг с другом, различных минералов является 
исходным продуктом сепарации [3]. 

Собственно обогащение полезных ископаемых – сепарация – 
имеет в своем арсенале целый ряд эффективных методов разделения 
минеральных частиц: по крупности (грохочение, классификация), 
гравитационный, магнитный, флотационный, электрический, радио-
метрические [7]. 

При сепарации по крупности l (например, на грохотах) час-
тицы мельче отверстий сита (lр = const) попадают в нижний подре-
шетный продукт (l < lр), а остальные – в надрешетный (l > lр) [7]. 
Исходный продукт крупностью lmin < l < lmax разделяется на два про-
дукта крупностью lmin < l < lр и lр < l < lmах. 

В гравитационном методе обогащения (например, в конусном 
тяжелосредном сепараторе) тяжелые частицы, имеющие плотность 
ρ, бóльшую плотности суспензии ρр = const, под действием сил гра-
витации и сил Архимеда ( )∑ ρ−ρ> рgFi  попадают в нижний тяже-
лый продукт ( )рρ>ρ , а остальные – в легкий продукт ( )Pρ<ρ . 
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Таким образом, исходный продукт, частицы которого имеют раз-
личную плотность ( )maxmin ρ>ρ>ρ , разделяется на два продукта с 
частицами плотностью pmin ρ<ρ<ρ и maxp ρ<ρ<ρ . Частицы, плот-
ность которых равна плотности разделения pρ=ρ , распределяются 
поровну по этим продуктам. 

Гравитационным методом обогащается подавляющая часть 
углей, при этом легкий продукт является угольным концентратом, 
так как легкие частицы содержат мало золы. 

При магнитном методе обогащения [7] (например, в бара-
банном сепараторе) магнитные частицы, имеющие большую маг-
нитную восприимчивость χ, притягиваются магнитной системой с 
силой HH gradχ и попадают в магнитный продукт χ > χр. Осталь-
ные частицы отбрасываются радиальной силой инерции Rх /2

окрρ  в 

немагнитный продукт pχ<χ  (здесь Н – напряженность магнитного 
поля в зоне сепарации; окрх  – окружная скорость барабана; R – ради-
ус барабана). В этом сепараторе разделение частиц происходит под 
действием суммарной силы ∑ ρ−χ= RхHHFi /grad 2

окр . При 

0>∑ iF  соответствующая частица стремится попасть в магнитный 

продукт, при 0<∑ iF  – в немагнитный. Для частиц, имеющих маг-
нитную восприимчивость, равную магнитной восприимчивости раз-
деления constp =χ , ∑ = 0iF , поэтому они распределяются поровну 
в магнитном и немагнитном продуктах. В рассматриваемом примере  

HRH
х
grad

2
окр

p
ρ

=χ . 

Таким образом, исходный продукт с частицами, имеющими 
магнитную восприимчивость maxmin χ<χ<χ , разделяется на два 
продукта с магнитной восприимчивостью pmin χ<χ<χ  и 

maxp χ<χ<χ . 
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В ряде случаев магнитную восприимчивость минералов руды 
можно изменить магнетизирующим обжигом, ведущим к образова-
нию сильномагнитного магнетита Fe304 из слабомагнитного Fе2O3. 

Магнитным методом обогащается подавляющая часть же-
лезных руд, при этом магнитный продукт является железным кон-
центратом. 

Флотационный метод обогащения (например, пенная флота-
ция), основан на селективном прилипании минеральных частиц, от-
личающихся флотируемостью k, к пузырькам воздуха, поднимаю-
щимся через пульпу [6]. Прилипшие частицы – хорошо флотируе-
мые – выносятся в пенный продукт ( )pkk > , неприлипшие остаются 
в камерном продукте ( )pkk < . Причиной прилипания (согласно тер-
модинамике) является освобождение поверхностной энергии грани-
цы раздела фаз: до прилипания суммарная свободная энергия E1 по-
верхностей воздух пузырька – вода и минерал – вода больше энер-
гии Е2 после прилипания. 

По К.А.Разумову, изменение энергии Е1 – Е2 на единицу об-
разованной поверхности газ – твердое т-гS оценивает флотируемость 
частиц  

( ) ( )θ−σ=
−

= cos1ж-г
т-г

21

S
EEk , 

где ж-гσ  – удельная поверхностная энергия границы газ – жидкость; 

ж-гт-жт-г σσ−σ=θ /cos  – косинус краевого угла смачивания.  
Могут быть и другие меры флотируемости, например: крае-

вой угол смачивания k=θ  или показатель k скорости кинетики фло-
тации узкой флотационной фракции, концентрация которой Ci(t) в 
камере периодической флотации убывает по закону ii CkSdtdC ж-г/ −=  
(здесь ж-гS – свободная поверхность, степень аэрации, пузырьков в 
единице объема пульпы). 

При флотации частицы, флотируемость которых равна фло-
тируемости разделения constp =k , поровну распределяются в пен-
ный продукт и хвосты. Частицы, флотируемость которых pkk > , 
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преимущественно попадают в пенный продукт, а с флотируемостью 
pkk <  остаются в камерном продукте. Чем больше для данной фло-

тационной машины время флотации constф =t  и степень аэра-
ции constж-г =S , тем меньше pk , и наоборот. 

С флотируемостью k частиц коррелируется содержание β в 
них ценных компонентов. Например, при флотации молибденито-
вых руд частицы с большей флотируемостью k содержат больше мо-
либдена и наоборот. Поэтому в пенном продукте ( )pkk >  среднее 
содержание ценного компонента выше, чем в руде. 

Флотационный метод обогащения преобладает для руд 
цветных металлов. Его можно применять для самых разных руд, так 
как флотируемость минералов можно селективно изменять с помо-
щью различных реагентов, сорбирующихся на их поверхности. 

При электрическом методе обогащения, например в сепара-
торе с коронным разрядом, минеральные частицы в зоне сепарации 
– между заземленным барабаном и коронирующими электродами – 
селективно получают электрический заряд q. Отрицательно заря-
женные частицы ( )pqq <  движутся в сторону положительных коро-
нирующих (и, возможно, отклоняющих) электродов под действием 
силы Eq, определяемой по закону Кулона, и силы инерции; осталь-
ные частицы pqq <  движутся в другую сторону. 

В некоторых случаях селективность заряда q коррелируется 
с электропроводностью λ частиц: электропроводные частицы 
( )pλ>λ , скользя по металлической поверхности барабана, получа-
ют заряд pqq < , толкающий их к коронирующему электроду, и на-
оборот. Этим путем минералы разделяются на проводники, полу-
проводники и диэлектрики. 

Селективность заряда частиц можно предварительно изме-
нять с помощью реагентной обработки поверхности минералов, что 
расширяет число руд, способных разделяться в электрическом поле. 

Радиометрические (флотометрический, рентгенолюминес-
центный и др.) методы обогащения основаны на различии в свети-
мости ϕ (излучательной способности) минеральных частиц. Частицы 
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с высокой светимостью pϕ>ϕ  попадают в «светящийся» продукт, 
остальные с pϕ<ϕ  – в «несветящийся». Может быть использова-
но излучение как видимой, так и невидимой части электромагнит-
ного спектра. 

Распознавание частиц осуществляется с помощью автомати-
зированных быстродействующих светочувствительных систем, со-
стоящих из источника, облучающего каждую частицу в зоне сепа-
рации, и приемника вторичного излучения от распознаваемой час-
тицы. Из-за необходимости «просматривать» отдельно каждую час-
тицу производительность радиометрических сепараторов при обо-
гащении мелкого материала уменьшается (пропорционально кубу 
размера частиц). Светимость разделения constp =ϕ  регулируется 
изменением порога чувствительности автоматической системы. 

Обобщенно сущность сепарации минералов сводится к сле-
дующему (рис.1.1, а). Цель сепарации – выделить в концентрат из 
исходного минерального сырья те или иные полезные минералы на 
основе различия их физических свойств ξ (l, ρ, χ, k, q, ϕ). В рабо-
чих зонах обогатительных сепарационных аппаратов под дейст-
вием тех или иных физических сил ∑ iF  происходит расслоение, 
разъединение, разделение частиц, причем частицы с одними физи-
ческими свойствами ( )pξ>ξ  движутся в одну часть рабочей зоны 
(концентрат), а частицы с другими свойствами ( )pξ<ξ  – в другую 
(хвосты). 

С физическим свойством ξ  каждой минеральной частицы 
коррелируется содержание в ней ценного компонента β: с ростом ξ  
растет β (или наоборот). Поэтому в концентрате ( )pξ>ξ  среднее со-

держание ценного компонента кβ  много выше, чем в исходной руде 

исхβ  и тем более в хвостах ( )pξ<ξ , т.е. хвк β>β . Так получается 
обогащенный ценным компонентом готовый продукт – концентрат. 
Ценным компонентом может быть металл или химическое соедине-
ние, например Р2О5. 
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Часто, чтобы получить четкое без взаимного засорения 
фракциями разделение на два продукта pξ>ξ  и pξ<ξ , одной опе-
рации сепарации недостаточно, поэтому применяют технологиче-
ские схемы, состоящие из нескольких операций (рис.1.1, б). Схемы, 
в которых промежуточные циркулирующие продукты присоединя-
ются к исходному питанию предыдущей операции, наиболее рас-
пространены. 

В целом технологическая схема обогащения представляет 
собой высокоточный сепаратор, который разделяет исходное сырье 
на два продукта ( )pp и ξ<ξξ>ξ  почти без их взаимного засорения 
(рис.1.1, в). В большинстве случаев ценный компонент находится не 
только в «концентратных» частицах ( )pξ>ξ , но и в «хвостовых» 

pξ<ξ , хотя здесь содержание ниже. Из-за этого даже при идеальной 
сепарации, когда все без исключения частицы pξ>ξ  попадают в 
концентрат, а все частицы с pξ<ξ  в хвосты, часть ценного компо-
нента теряется в хвостах. Таким образом, идеальная сепарация еще 
не дает идеального обогащения; последнему способствует правиль-
ная рудоподготовка. Сепарация по физическому свойству ξ – необ-
ходимое, но недостаточное условие обогащения одного из продук-
тов ценным компонентом. 

Технологические показатели обогащения отдельной опера-
ции или схемы в целом: выход концентрата кγ , содержание ценного 
(вредного) компонента в концентрате кβ , извлечение ценного ком-
понента в концентрат кε , – оценивают эффективность обогащения. 

Выход концентрата в процентах определяется отношением 
производительности по концентрату кQ  к производительности по 
исходной руде исхQ : 

исхкк /100 QQ=γ . 

hƒ"лече…,е %C!едел е2“  “%%2"е2“2"е……% “%%2…%ше…,ем 
C!%,ƒ"%д,2ель…%“2еL (м=““) C% це……%м3 *%мC%…е…23: 
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=

β
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исххвхв /100 QQ=γ ; 

исх
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хвхв
хв

100
β

βγ
=

β
β

=ε
Q

Q . 

Очевидны балансные соотношения: 

исххвк QQQ =+ ; %100исххвк =γ=γ+γ ; 

%100исххвк =ε=ε+ε . 

Эти общепринятые технологические показатели справедли-
вы как для отдельной операции сепарации (сепаратора), так и для 
любой технологической схемы в целом. 

Выделим три главных элемента обогатительной сепарации. 
1. Минеральные частицы сырья после рудоподготовки, вклю-

чающей дробление, измельчение и возможную обработку реагентами, 
различаются по физическому свойству ξ в диапазоне maxmin ξ<ξ<ξ  
(или даже по нескольким свойствам, например ρ  и χ ). 

2. Содержание j-го ценного компонента jβ в отдельных час-
тицах зависит от физического свойства ξ. 

3. Отдельные сепараторы или схемы обогащения разделяют 
частицы, используя различия физических свойств, на концентрат 
( )maxp ξ<ξ<ξ  и хвосты ( )pmin ξ<ξ<ξ . При этом вследствие зави-
симости содержания iβ ценного компонента в частицах от их физи-
ческого свойства ξ происходит обогащение одного из продуктов, 
концентрата, ценным компонентом, т.е. исхк β<β . 

Таким образом, используя физическое свойство ξ , ceпаратор 
механически перемещает частицу, и она несет ценный компонент 

jβ в концентрат, т.е. ξ – первично, jβ  – вторично. 
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1.2. Понятия о фракционном составе  
минеральных материалов  

 
Перейдем к выбору методов количественной характеристики 

минерального сырья (а также концентратов, хвостов, промпродуктов 
и любых минеральных смесей), необходимых и достаточных для 
оценки обогатимости. 

Частицы обогащаемого материала – сырье или промежуточ-
ные продукты, как, например, в рассмотренных технологических 
схемах, – различаются прежде всего физическими свойствами ξ, где 
общим символом ξ обозначается любое частное физическое свойство. 

Для сепарации при обогащении используют физические 
свойства минеральных частиц и сростков: 

 
Свойство, единицы  Обогатительные процессы, в которых свойство 

используется как главное, – примеры сырья 
Крупность l, мм Грохочение, классификация (в некоторых 

аппаратах влияет еще и плотность) 
Плотность ρ, г/см3, т/м3 Гравитационные методы: отсадно-

тяжелосредная сепарация, шлюзы, струйные 
желоба, винтовые сепараторы (в ряде аппара-
тов оказывает влияние крупность) – уголь 

Магнитная восприимчивость χ, см3/г Магнитная сепарация – железные руды 
Флотируемость k, м/с Флотация – полиметаллические руды 
Удельная электропроводность, λ, 
Ом–1⋅см–1 

Электрическая сепарация – ильменитовые, 
рутиловые, хромитовые руды  

Удельный электрический заряд 
(наведенный) q, Кл/см3 

Электрическая сепарация – асбестовые руды, 
полевошпатное сырье 

Светимость, отражательная спо-
собность, излучательная способ-
ность и т.п. ϕ, различные единицы 

Радиометрическая сепарация – фотометриче-
ские, рентгенолюминесцентные и др. сепара-
торы – флюоритовые, алмазные, урановые 
руды.  

 
Обогатительные сепараторы «чувствуют» именно различие 

частиц по ξ, а не разницу в содержании β ценного (вредного) ком-
понента в частицах. Как упоминалось, для обогащения «с точки зре-
ния» любых сепараторов физическое свойство частиц первично, а 
содержание вторично; для потребителей концентратов, наоборот, 
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интерес представляет, как правило, только содержание, что на прак-
тике часто вуалирует важнейшую роль физических свойств частиц.  

Физические свойства ξ начнем рассматривать с понятия 
«диапазон изменения физического свойства смеси частиц». Запись: 
физическое свойство ξ смеси частиц изменяется в диапазоне 
[ ]maxmin ξ−ξ , [ ]maxmin , ξξ  или maxmin ξ<ξ<ξ , – означает, что в смеси 
имеются частицы, у которых minξ=ξ , ξΔ+ξ=ξ min , ξΔ+ξ=ξ 2min  и 
так далее до maxξ=ξ . 

Особенность минерального сырья и продуктов обогащения 
заключается в том, что из-за наличия сростков любое физическое 
свойство ξ смеси частиц изменяется внутри диапазона [ ]maxmin , ξξ  
непрерывно. Дискретное изменение является частным случаем, на-
пример, для смеси, состоящей из чистых минералов. 

Конечная фракция [ ]iii ξΔ+ξξ ,  – это частицы из какой-либо 
части диапазона [ ]maxmin , ξξ ; ее представляют только те частицы сме-
си, для которых физическое свойство находится между границами 
фракции iii ξΔ+ξ<ξ<ξ  или 1+ξ<ξ<ξ ii . Размер (ширина) фракции 
определяется как iii ξ−ξ=ξΔ +1 . Например, фракция плотности для 
угля между границами 3т/м5,1=ρi и 3

1 т/м7,1=ρ +i  имеет размер 
3т/м2,05,17,1 =−=ρΔ i . 

В частных случаях гравитационного, магнитного, флотаци-
онного, электрического, радиометрического обогащения получим из 
общей фракции [ ]1, +ξξ ii  следующие частные фракции: плотности 
[ ]1, +ρρ ii , магнитной восприимчивости [ ]1, +χχ ii , флотируемости 
[ ]1, +ii kk , удельной электропроводности [ ]1, +λλ ii , удельного заряда 
[ ]1, +ii qq , светимости [ ]1, +ϕϕ ii . 

Бесконечно узкая, или элементарная, фракция [ ]ξ+ξξ dii ,  
получается, когда размер конечной фракции стремится к нулю 

0→ξ=ξΔ di ; это понятие необходимо для строгих количественных 
соотношений, характеризующих процессы обогащения. 
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Разбиение диапазона [ ]maxmin , ξξ  на конечные фракции мо-
жет быть произведено с различным шагом iξΔ  – равномерным или 
неравномерным. При равномерном разбиении на n фракций границы 
их находят в точках: ,minξ  ,min ξΔ+ξ  ,2min ξΔ+ξ  …, .maxξ  При 
этом ( ) n/minmax ξ−ξ=ξΔ . Например, при неравномерном разбиении 
диапазон крупности [0; 20 мм] руды разбит на фракции: [0; 3 мм], [3; 
8 мм] и [8; 20 мм]. 

Массовая доля (выход) i-й фракции [ ]1, +ξξ ii  определяется от-
ношением массы iP  ее частиц к суммарной массе ∑ iP  частиц всех 
фракций, т.е. к массе всех частиц смеси в диапазоне [ ]maxmin , ξξ . До-
лю i-й фракции будем обозначать двояко: 

( ) ∑
=

=ξΔξγ=γ
n

i
iiiiii PP

1

/ .                              (1.1) 

Очевидно, 

( ) 1
11

=ξΔξγ=γ ∑∑
==

n

i
ii

n

i
i .                                (1.2) 

Обозначение ( ) iii ξΔξγ  в формуле (1.1) позволяет разбивать 
долю (выход) iγ  на два сомножителя: второй сомножитель пред-
ставляет собой размер фракции iξΔ , а первый – ( )iξγ  вводит новое 
важнейшее понятие, которое рассмотрим ниже. 

Предварительно заметим, что при равномерном шаге =ξΔ i  
const=ξΔ= множитель ( )iξγ  пропорционален доле i-й фракции, так как  

( ) iii ξΔγ=ξγ / .                                       (1.3) 

Величина ( )iξγ  характеризует массовый вклад каждой i-й 
фракции в смеси и зависит от ξ i, так как доля одних фракций может 
быть больше, а других меньше; поэтому вводим этот сомножитель 
как функцию от ξ i. 

Чтобы эта функция была пригодна не только для дискретных 
границ фракций ξi , но и для любого непрерывно изменяющегося 
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значения ξ внутри диапазона [ ]maxmin , ξξ , устремим размер фракций 
к нулю 0→ξ=ξΔ d . Тогда получим следующее строгое определе-
ние: дифференциальная функция распределения ( )ξγ  частиц смеси 
по физическому свойству ξ – такая функция, для которой произве-
дение ( ) ξξγ=γ dэл  равно массовой доле элементарной фракции 
[ ]ξ+ξξ d,  в смеси. Эквивалентное определение: функция ( )ξγ  пред-
ставляет собой отношение доли элγ  элементарной фракции 
[ ]ξ+ξξ d,  к ее размеру dξ. Поскольку доля – величина безразмерная, 
то размерность функции ( )ξγ  всегда обратна размерности соответ-
ствующего физического свойства ξ: 

( )[ ] ]/[1 ξ=ξγ .                                        (1.4) 

Например, ( )[ ] ]/тм[ 3=ργ , если [ ] ]т/м[ 3=ρ ; ( )[ ] ]мм[ 1−=γ t  при 
[ ] ]мм[=l . 

Возможно другое определение: функция ( )ξγ  представляет 
собой дифференциальное распределение, или плотность распреде-
ления твердого по элементарным фракциям. В сходном смысле на-
бор выходов фракций ( )ni γγγγ ...,,, 21  представляет собой инте-
гральное распределение твердого по конечным фракциям. Полный 
набор выходов фракций ,1γ ,2γ  …, nγ  совместно с заданными раз-
мерами фракций приближенно эквивалентен функции ( )ξγ . Послед-
няя заменяет и обобщает этот набор при 0→ξΔ i  и ∞→n .  

Приближенно значения функции ( )ξγ  в дискретных точках 

iξ  могут быть вычислены по известным выходам (долям) конечных 
фракций с помощью формулы (1.3) делением выхода iγ  на размер 
фракции iξΔ . Это относится как к равномерному, так и к неравно-
мерному разбиению диапазона [ ]maxmin , ξξ  

Введением функции ( )ξγ  – дифференциального распреде-
ления минеральных частиц по свойству ξ , заканчивается первая, 
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количественная характеристика фракционного состава минеральных 
материалов, учитывающая физические свойства ξ частиц (рис.1.2). 

Введем функцию содержания ( )ξβ  ценных компонентов (или 
вредных примесей) в частицах. Для этого достаточно знать среднее 
содержание компонента iβ  в каждой i-й фракции [ ]1, +ξξ ii , т.е. набор 
значений 1β , 2β , …, nβ . При уменьшении размера фракций 01→ξΔ i  
и соответствующем увеличении их числа в диапазоне [ ]maxmin , ξξ  на-
бор чисел заменяется непрерывной функцией ( )ξβ . Например, в угле 
при изменении плотности частиц от ρ до 3

max т/м5,2=ρ  содержание 
золы ( )ρβз  линейно нарастает от нуля до 100 %. 

Внутри каждой узкой, или элементарной, фракции отдельные 
частицы могут иметь различные содержания; набор 1β , 2β , …, nβ  и 
функция ( )ξβ  отражают средние содержания внутри фракции. Число 
функций содержания ( )ξβ  равно числу интересующих нас компонен-
тов сырья. Например, для медно-никелевой руды одна функция ука-
зывает содержание во фракциях меди, а вторая – никеля. Зависимость 
содержания компонента от физического свойства частиц ( )ξβ  являет-
ся второй и последней характеристикой состава сырья. 

 

Рис.1.2. Пример фракционного состава сырья; физическим свойством ξ  
здесь является флотируемость k минеральных частиц (ξ = k, γ = GAM, β = BET). 

GAM,  
BET 

GAM 

i = Nmax

ВЕТ1 

i = 0 

Фракция

ВЕТ2

k, мм /мин
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Идея типового метода экспериментального определения вы-
ходов ( ) iii ξΔξγ=γ  фракций и содержаний iβ  в них компонента, а 
также функций ( )ξγ  и ( )ξβ  сводится к следующему. Пробу исходно-
го материала взвешивают для получения ∑ iP  [см. формулу (1.1)]. 
Затем внутри диапазона [ ]maxmin , ξξ  ее разделяют на 104 −=n  фрак-
ций с размерами 1ξΔ , 2ξΔ , …, nξΔ . Для сепарации в зависимости от 
исследуемого физического свойства применяют те или иные методы 
и аппаратуру. Так, при разделении по крупности ( )1=ξ  применяют 
ситовой или седиментационный анализ, по плотности ( )ρ=ξ  – ден-
симетрический, по магнитной восприимчивости ( )χ=ξ  – магнитный, 
и т.д. После сепарации каждую i-ю фракцию взвешивают для нахо-
ждения iP  и ∑=γ iii PP / ; параллельно в каждой фракции опреде-

ляют содержание компонента iβ . По этим данным ( )ii βγ и  находят 
функции ( )ξγ  и ( )ξβ  (табл.1.1). 

 
Таблица 1.1 

 
Фракционный состав угля, полученный денсиметрическим анализом  

(разделением пробы в тяжелых жидкостях) 
 
Фракционный состав 

Границы 
фракции 

3т/м,iρ  

Масса 
фракции 

iP , кг 

Доля фракции 
( ) =ρΔργ=γ iii  

∑= ii PP /  

Содержание  
золы  

во фракции 
( ) %,ρβ≈βi  

γ-функция 

( ) /тм3,/ ii ρΔγ≈ργ  

1 2 3 4 5 

1,1-1,4 0,4 0,4 10 1,33 
1,4-1,7 0,2 0,2 30 0,67 
1,7-2 0,15 0,15 50 0,5 
2-2,3 0,15 0,15 70 0,5 

2,3-2,6 0,1 0,1 90 0,33 
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Итак, фракционный состав минерального материала может 
быть охарактеризован дискретно наборами чисел iξΔ , iγ и iβ  либо 
непрерывно функциями ( )ξγ  и ( )ξβ .  

Функции ( )ξγ  и ( )ξβ  являются наиболее точными и полны-
ми обогатительными характеристиками состава, они необходимы и 
достаточны для определения состава минерального материала. Так, 
по известным функциям ( )ξγ  и ( )ξβ  вычисляют любые другие ха-
рактеристики материала. 

Выход любой конечной фракции [ ]1+ξξ ii ,  определяется по 
формуле 

( ) ξξγ=γ ∫
−

d
i

i

i

1о

о

.                                       (1.5) 

b ч=“2…%м “л3ч=е, C!,  C%“2% …“2"е C%д/…2ег!=ль…%L -3…*-
ц, , , C%л3ч=е2“  - %!м3л= (1.1). 

Среднее содержание компонента в конечной фракции 
[ ]1, +ξξ ii  определяется по формуле 

( ) ( ) ξξγξβγ=β ∫
+

− d
i

i

ii

1о

о

1 ,                               (1.6) 

где iγ  – относительная масса всего твердого в i-й конечной фракции 
(выход) (%), интеграл равен относительной массе компонента в этой 
фракции. 

Если функции ( )ξγ  и ( )ξβ  аппроксимировать к ступенчатому 
дискретному виду с шагами iξΔ  внутри диапазона [ ]maxmin , ξξ , то 
формулы (1.5) и (1.6) вследствие постоянства подынтегральных 
функций ( )ξγ  и ( )ξβ  на каждом iξΔ  дадут упомянутые выходы iγ  и 
содержания iβ  для всех фракций. 

Если в формуле (1.5) конечная фракция занимает весь диапазон 
[ ]maxmin ,ξξ , то доля ее равна единице. В результате получается сле-
дующее условие нормировки функции ( )ξγ : 
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( ) 1
max

min

=ξξγ∫
ξ

ξ

d .                                         (1.7) 

В этом случае формула (1.6) показывает среднее содержание 
компонента в исследуемом материале (например, в исходном про-
дукте, концентрате) в целом: 

( ) ( )∫
ξ

ξ

ξξγξβ=β
max

min

di . 

Вместо ( )ξβ  можно, что иногда целесообразно, ввести рас-
пределение компонента по фракциям ( ) ( ) ( ) βξβξγ=ξγ /комп , которое 
сравнимо с распределением твердого по фракциям ( )ξγ . Примене-
ние ( )ξβ  делает теорию более простой. 

 
 

1.3. Понятие о сепарационных характеристиках  
обогатительных аппаратов и схем обогащения  

 
Перейдем к характеристикам обогатительных аппаратов и 

схем обогащения. 
Извлечение твердого конечной фракции [ ]1, +ξξ ii  или 

[ ]iii ξΔ+ξξ ,  в концентрат отдельной операции или схемы обога-
щения (рис.1.3) равно соотношению масс (производительностей) 
твердого этой фракции в концентрате кiP  и в исходном продукте 

исхiР : 

( )
( ) iii

iii

i

i

i

i
i Q

Q
Q

Q
P
P

Доог
Доог

г
г

исхисх

кк

исхисх

кк

исх

к
к ===ε ,                (1.8) 

где кQ и исхQ – полные производительности по твердому соответст-
венно для концентрата и исходного материала, т/ч.  
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В числителе формулы (1.8) произведение кQ  на выход (долю) 
фракции ( ) iii ξΔξγ=γ кк  дает производительность по этой фракции 
для концентрата; в знаменателе – то же для исходного продукта. 
Здесь ( )ξγк  характеризует распределение твердого по фракциям в 
концентрате, а ( )ξγ исх  – в исходном продукте. 

«Разделительные числа», или ряд извлечений конечных 
фракций 1кε , 2кε , …, кnε , получим разбиением полного диапазона 
[ ]maxmin ,ξξ  на n конечных фракций 1ξΔ , 2ξΔ , …, nξΔ , применив для 
каждой фракции формулу (1.8). 

При 0→ξΔ i  и ∞→n  этот ряд превращается в непрерыв-
ную функцию – сепарационную характеристику 

( ) ( )
( )

( )
( )ог
огг

оог
оого

исх

кк

исхисх

кк
к ==ε

dQ
dQ ,                          (1.9) 

где исхкк / QQ=γ  – выход концентрата, доли единицы. 
Сепарационная характеристика операции или схемы 

(рис.1.3) представляет 
собой непрерывную 
функцию ( )ξεк , показы-
вающую зависимость из-
влечения элементарных 
фракций [ ]ξ+ξξ d,  в кон-
центрат от физического 
свойства ξ . Другие воз-
можные термины для 

( )ξεк  – разделительная 
функция, главная техно-
логическая характери-
стика сепаратора (или 
схемы), кривая извлече-
ний фракций в концен-
трат и т.д. 

 

Рис.1.3. Сепарационные характеристики 

1,0 

0,5 

0 
рξ  ξ

кξ  

иде  

α 

ε

А 
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Сепарационная характеристика по хвостам ( )ξεхв  получается 
из ( )ξεк  по формуле 

( ) ( ) 1хвк =ξε+ξε  

Благодаря этому равенству для двухпродуктовых схем и сепараторов 
достаточно знать только одно из слагаемых: ( )ξεк  или ( )ξεхв .  

Баланс по любой элементарной фракции для двухпродукто-
вой операции (или схемы в целом) 

( ) ( ) ( )ξ=ξ+ξ исххвк qqq ;   ( ) ( ) ( )ξξε=ξ исхкк qq , 

где ( ) ( ) ξξγ=ξ dQq ккк ; ( ) ( ) ξξγ=ξ dQq хвхвхв  – производительности по 
узкой фракции [ ]ξ+ξξ d, . 

Идеальная сепарационная характеристика имеет ступенча-
тый вид (рис.1.3). 

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ξ>ξ

ξ=ξ

ξ<ξ

=ξ−ξ=ξε

.для1
;для5,0

;для0
1

р

р

р

рид  

Здесь для краткости применен символ единичной ступенчатой 
функции ( )p1 ξ−ξ ; константа рξ  указывает точку, в которой проис-
ходит скачок на единицу. 

Неидеальная сепарационная характеристика плавно изме-
няется от нуля до единицы (рис.1.3). Здесь в зависимости от типа 
сепаратора или схемы возможны разные кривые. Реальные сепара-
торы и схемы, как правило, имеют неидеальные сепарационные ха-
рактеристики. 

Граница разделения constр =ξ  соответствует элементарной 
фракции, которая наполовину извлекается в концентрат, наполовину – 
в хвосты. Координата границы рξ  может быть вычислена по извест-
ной ( )ξεк  из уравнения: ( ) 5,0рк =ξε . 
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При графическом решении этого уравнения достаточно на 
высоте 0,5ε провести горизонтальную линию и из точки пересечения 
А опустить перпендикуляр на ось абсцисс. 

Во всех сепараторах и схемах обогащения предусмотрены 
возможности для изменения положения границы разделения в же-
лаемом направлении, в тяжелосредном сепараторе, например, изме-
нением плотности разделения. 

Крутизна сепарационной характеристики  

( )
р

к

ξ=ξξ
ξε

=α
d

d
tg  

в рабочей точке А, соответствующей границе разделения рξ=ξ , яв-
ляется одной из оценок степени несовершенства сепарации для опе-
рации или схемы. 

Чем больше крутизна, тем ближе сепарационная характери-
стика к идеальной. Совершенствование сепаратора или схемы – это, 
в первую очередь, повышение крутизны в рабочей точке. 

Граница разделения pξ  и крутизна в рабочей точке αtg  – 

главные параметры сепарационной характеристики ( )ξεк . По этим 
параметрам можно приближенно оценить функцию ( )ξεк , например, 
нарисовав для наглядности ее график. 

Идея типового метода экспериментального определения се-
парационной характеристики основана на определяющей формуле 
(1.9). Для работающего сепаратора или схемы нужно измерить про-
изводительности исхQ  и кQ  и вычислить выход концентрата 

исхкк / QQ=γ ; взять пробы питания и концентрата и провести их 
фракционный анализ для определения функций распределения 

( )ξγ исх  и ( )ξγ к ; произвести расчет по формуле (1.9). Определения 
функций ( )ξβ  в пробах не требуется. 

Важными являются теоретические методы нахождения сепа-
рационных характеристик, основанные на изучении закономерно-
стей движения минеральных частиц в зонах сепарации под действием 



 26

различных сил. Такой подход позволяет найти общие пути совер-
шенствования аппаратов и схем обогащения. 

Рассмотренная сепарационная характеристика является не-
обходимой и достаточной для двухпродуктовых аппаратов и схем. 

Введенные функции ( )ог , ( )ов  и ( )ое  могут быть представ-
лены любой из трех обычных форм: графиком, таблицей, математи-
ческой формулой. Для практических расчетов (особенно при ис-
пользовании ЭВМ) удобнее таблицы. 

 
 

1.4. Прогнозирующее вычисление технологических показателей 
обогащения и фракционного состава продуктов 

для двухпродуктовых аппаратов и схем 
 
Итак, минеральный материал можно охарактеризовать двумя 

функциями ( )ог  и ( )ов , а сепаратор или схему – одной ( )оек . Эти 
характеристики применимы для прогноза технологических показа-
телей обогащения, а также прогноза фракционного состава концен-
трата и хвостов. 

Начнем с примера идеальной сепарации. Исходный материал 
(уголь) засорен породой; надо отделить малозольные компоненты 
угля от зольной породы, которая является более плотной. Материал 
сначала дробят, чтобы отделить друг от друга малозольные легкие и 
зольные тяжелые частицы. 

В результате рудоподготовки диапазон изменения физиче-
ского свойства, т.е. плотности [ ]maxmin , ρρ , растягивается от 

3
min т/м2,1=ρ  до 3

max т/м3=ρ , а зольность частиц в этом диапазоне 
изменяется от нуля до 100 % (рис.1.3). Далее необходимо сепариро-
вать из исходной смеси в концентрат по возможности все легкие 
частицы с ρ<ρ . Для этого исходный материал направляется в сепа-
ратор с тяжелой суспензией, имеющей плотность разделения 

3
p м/т8,1=ρ . Порода с рρ>ρ  тонет, уголь с рρ<ρ  всплывает – так 

происходит гравитационное разделение в суспензионном сепараторе. 
В результате утонувший продукт (хвосты) обогащается золой, среднее 
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содержание золы хвβ  в нем выше, чем среднее содержание ее в ис-
ходном исхβ ; всплывший продукт (концентрат) обедняется золой и 

исхк β<β . Для функции ( )ργисх  считаем распределение равномер-
ным. Если плотность суспензии в упомянутом сепараторе 

3
рсусп т/м8,1=ρ=ρ , то всплывают частицы, имеющие 

3т/м8,1<ρ ( )3т/м8,12,1 <ρ< , а тонут частицы с 3т/м8,1>ρ . Таким 
образом, происходит разделение смеси по физическому свойству ρ  
частиц.  

Вычислив площади под графиком функции ( )ργисх  на участ-
ках 3т/м8,1<ρ  и 3т/м8,1>ρ , найдем выход всплывших (концентрата) 
и утонувших (хвостов) частиц: 

( )∫ ρργ=γ
р

min

с

с
исхк d ;   ( ) к

с

с
исххв 1

max

р

γ−=ρργ=γ ∫ d .            (1.10) 

Функция ( )ρβ  – линейная: ρ+−=β 5,557,66 ; для многих 
месторождений зольность зависит от плотности частиц именно 
линейно.  

С помощью функций ( )ργ  и ( )ρβ  можно вычислить средние 
содержания компонента (золы) в исходном – продукте, концентрате 
и хвостах: 

( ) ( ) ссвсгв
max

min

с

с
исхисх d∫= ;                            (1.11) 

( ) ( ) ссгсвгв
р

min

с

с
исх

1
кк d∫−= ;                          (1.12) 

( ) ( ) ссгсвгв исх

с

с

1
хвхв

max

р

d∫−= .                         (1.13) 
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Эти формулы являются частным случаем формулы (1.6) для содер-
жания в конечной фракции, когда за конечные фракции приняты 

],[ maxmin ρρ , ],[ min рρρ , ],[ maxρρр . Из кг , хвг , кв , хвв , исхв  обычным 
путем можно найти извлечения. 

Для рассматриваемого примера получим следующие числен-
ные результаты: 

( ) %3,33333,02,18,155,055,0
2,13

8,1
2,1

8,1

2,1
к ==−=ρ=

−
ρ

=γ ∫
d ; 

%7,66667,0333,011 кхв ==−=γ−=γ ; 

( ) ( ) ( ) ×−=ρρ+−−=β −−∫ 1
3

2,1

1
исх 2,135,557,662,13 d  

%50
2
5,557,66

3

2,1

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ρ
+ρ−× ; 

( ) ( ) ( )[ ] ×−=ρρ+−−=β −−− ∫ 1
8,1

2,1

11
к 2,13333,05,557,662,13333,0 d  

%6,16
2
5,557,66

8,1

2,1

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ρ
+ρ−× ; 

( ) ( ) ( )[ ] ×−=ρρ+−−=β −−− ∫ 1
3

8,1

11
хв 2,13667,05,557,662,13667,0 d  

%7,66
2
5,557,66

3

8,1

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ρ
+ρ−× . 
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Прогноз показателей идеальной сепарации по формулам 
(1.10) – (1.13) можно сделать для любой плотности разделения, а 
также для любой формы функций фракционного состава сырья. 

После сепарации по физическому свойству ρ произошло из-
менение содержания компонента в обоих продуктах, полученных из 
одного исходного. Если бы функция ( )ρβ  была горизонтальной, т.е. 
содержания во всех фракциях были бы одинаковы, то даже при 
идеальной сепарации средние содержания в концентрате и хвостах 
были бы равны друг другу и обогащения бы не произошло. Следо-
вательно, идеальная сепарация не дает идеального обогащения; для 
этого требуется еще и идеальная рудоподготовка со ступенчатой 
функцией ( )ξβ . 

Формулы (1.10) – (1.13) характеризуют идеальную гравита-
ционную сепарацию, когда сепарационная характеристика имеет 
ступенчатый характер. 

Формулы прогноза технологических показателей для любого 
метода обогащения при идеальной сепарации имеют вид 

( ) ∑∑∫
ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

γ=ξΔξγ≈γ=γ
max

р

max

р

max

р

исхисхисхк iiii ;                 (1.14) 

( ) ( ) ( ) ( )∑∫
ξ

ξ

−
ξ

ξ

− ξΔξγξβγ≈ξξγξβγ=β
max

р

max

р

исх
1
к

1
кк iiid .            (1.15) 

Если подынтегральные выражения ( )огисх  и ( )ов  не являют-
ся простыми, как в рассмотренном примере, то при расчетах интег-
рирование заменяется суммированием: в формуле (1.14) суммиру-
ются доли (выходы) исхг i  фракций в диапазоне концентрата [ξp, 
ξmax]; в формуле (1.15) – произведения этих долей исхг i  на содержа-
ния ( )iξβ  во фракциях в том же диапазоне концентрата. Формул для 

кг  и кβ  достаточно, так как хвг , хвв , исхв , ке , хве  вычисляются по 
балансным формулам: 

1гг хвк =+ ;   .ввгвг исххвхвкк =+  
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Разделение («разрезание») полного диапазона [ ]maxmin ,ξξ  в 
точке constр =ξ=ξ  на зону концентрата рξ>ξ  и зону хвостов рξ<ξ , 

][ ,min рξξ  без взаимного засорения фракций концентрата и хвостов яв-
ляется главной отличительной чертой идеальной сепарации. 

При идеальной сепарации фракционный состав концентра-
та ( )ξβк , ( )огк  (и хвостов) получается как часть ( )ξγисх  и ( )ξβ , 
взятая для зоны концентрата. Вследствие нормировки на единицу 
[см. формулу (1.7)] ординаты функции ( )оисхγ  надо изменить в 

к/1 γ  раз: 

( ) ( )
к

исх
к г

огог =  при maxр ооо << ;                   (1.16) 

аналогично для хвостов  

( ) ( )
хв

исх
хв г

огог =  при рmin ооо << .                   (1.17) 

Таким образом, для концентрата график функции ( )окγ  по-
вторяет график функции ( )оисхγ  в зоне концентрата ][ maxр о,о  с тем 

лишь отличием, что все ординаты его в к/1 γ  раз больше; вне зоны 
][ maxр о,о  функция ( ) 0к =ξγ . Для хвостов график функции ( )ξγхв  

повторяет график функции ( )ξγисх  при увеличении ординат в хв/1 γ  
раз в зоне ][ рmax о,о ; вне этой зоны ( ) 0=ξхвг .  

Функции ( )ξβк  и ( )ξβхв  в точности повторяют функцию 
( )ξβ  для исходного материала (каждая в своей зоне).  

Справедлива имеющая большое значение формула о неиз-
менности функции содержания ( )ξβ  для продуктов сепарации 

( ) ( ) ( )ξβ=ξβ=ξβ исххвк . 
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При неидеальной сепарации отдельным аппаратом или схе-
мой обогащения (рис.1.3) в формулы прогноза технологических по-
казателей дополнительно вводится сепарационная характеристика 

( ) ( ) ( ) ( ) iiid ξΔξγξε≈ξξγξε=γ ∑∫
ξ

ξ

ξ

ξ
исхкисхкк

max

min

max

min

;            (1.18) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) iiисхiiк
1
кисхк

1
кк

max

min

max

min

ξΔξγξβξεγ≈ξξγξβξεγ=β ∑∫
ξ

ξ

−
ξ

ξ

− d .  (1.19) 

По сравнению с формулами (1.14) и (1.15) для интегрирова-
ния сепарации здесь имеем два новых элемента: сомножитель ( )ξεк  
и интегрирование в пределах полного диапазона [ ]maxmin , ξξ , а не 
от границы разделения рξ . Пределы интегрирования можно заме-
нить, взяв их от ∞−  до ∞+ , что не изменит результата, так как 
вне диапазона [ ]maxmin , ξξ  функция ( ) 0исх =ξγ . Если в формулы 
(1.18) и (1.19) подставим ( ) ( ) ( )ридк 1 ξ−ξ=ξξ=ξε , то как частный 
случай получим рассмотренные формулы для идеальной сепара-
ции. Действительно, в первом интеграле ( ) 1к =ξε  при рξ>ξ  и 

( ) 0к =ξε  при рξ<ξ . Эти рассуждения действительны и для второго 
интеграла. 

Ввиду исключительной важности формул (1.18) и (1.19) рас-
смотрим их доказательство. Поток (в тоннах в час) произвольной 
элементарной фракции [ ]ξ+ξξ d,  в концентрате определяется по 
формуле  

( ) ( ) ( ) ξξγξε=ξξγ dQdQ исхкисхкк .                      (1.20) 

Это следует из определения понятия сепарационной харак-
теристики. Проинтегрировав равенство (1.20) от minξ  до maxξ , что 
соответствует суммированию вкладов всех потоков элементарных 
фракций в концентрат, получим общий поток твердого в концентрате 
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( ) ( ) ξξγξε= ∫
ξ

ξ

dQQ исхкисхк

max

min

. 

Здесь учтено условие нормировки для функции распределения кон-
центрата 

( ) 1
max

min

к =ξξγ∫
ξ

ξ

d . 

Далее, учитывая, что выход концентрата исхк / QQ=γ , полу-
чаем формулу (1.18). 

Поток (в тоннах в час) ценного (вредного) компонента (на-
пример, металла или золы), переносимого в концентрат с упомянутым 
потоком твердого произвольной элементарной фракции, определя-
ется по формуле 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξγξε⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ξβ

=ξξγ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ξβ dQdQ исхкисхкк 100100

.             (1.21) 

где ( )ξβ  – содержание компонента в элементарной фракции в про-
центах, а ( ) 100/ξβ  – его массовая доля.  

Проинтегрировав равенство (1.21) от minξ  до maxξ , что соот-
ветствует суммированию вкладов всех элементарных потоков ком-
понента, получим суммарный поток компонента в концентрате 

( ) ( ) ( ) ( ) ξξγξβε⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ξξγξβ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫∫

ξ

ξ

ξ

ξ

dQdQ
исхк

исх
к

к
max

min

max

min
100100

. 

Учитывая, что интеграл в левой части равен среднему со-
держанию компонента в концентрате кβ , получаем формулу (1.19). 
Данное доказательство поясняет также и физический смысл формул 
(1.18) и (1.19). 

Мнемоническое правило запоминания формул (1.18) и (1.19): 
для вычисления выхода концентрата кγ  надо интегрировать произ-
ведение двух функций: ( )ξεк  и ( )ξγисх ; для получения среднего 
содержания в концентрате кβ  надо интегрировать произведение 



 33

трех функций: ( )ξεк , ( )ξβ  и ( )ξγисх  в пределах полного диапазона 
[ ]maxmin , ξξ . 

Фракционный состав концентрата и хвостов рассчитывает-
ся согласно формуле (1.20) следующим образом: 

( ) ( ) ( )
к

исхк
к γ

ξγξε
=ξγ ; 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
к

исхк

хв

исххв
хв 1

1
γ−

ξγξε−
=

γ
ξγξε

=ξγ . 

Эти формулы являются обобщением формул (1.16) и (1.17) 
для идеальной сепарации и показывают, что при неидеальной сепа-
рации «разрезание» функции ( )ξγисх  в точке границы разделения рξ  
сопровождается взаимозасорением продуктов: часть фракций из зо-
ны концентрата попадает в хвосты и наоборот. 

Положение о неизменности функции ( )ξβ  для неидеальной 
сепарации также действительно: 

( ) ( ) ( ) ( )ξβ=ξβ=ξβ=ξβ исххвк .                       (1.23) 

Таким образом, зная характеристики питания ( )ξγисх  и ( )ξβ , 
а также ( )ξεк  для операции или схемы обогащения, по формулам 
(1.18), (1.19) и (1.22) можно предсказать технологические показате-
ли кγ , кβ  и фракционный состав продуктов. 

Рассмотрим прогнозирующий расчет технологических пока-
зателей в табличной форме на примере табл.1.2. Фракционный со-
став угля ( )ργисх  и ( )ρβ  в питании операции (или схемы) дан в пер-
вых трех графах, причем диапазон от 3

min т/м2,1=ρ  до 3
max т/м3=ρ  

разбит на пять фракций. Там же вычислено среднее содержание золы 
в питании +⋅+⋅=β 4,0152,00исх %5,301,0901,0652,045 =⋅+⋅+⋅ . 
Графа 4 представляет собой неидеальную сепарационную характе-
ристику, показывающую, что легкая фракция извлекается в концен-
трат почти полностью (0,97), а тяжелая – почти не извлекается 
(0,03); граница разделения ,т/м5,1 3

р =ρ  для нее ( ) 5,0рк =ρε . 

(1.22) 
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Таблица 1.2 
 

Пример прогнозирующего расчета технологических показателей 
 

Фракционный состав  
питания 
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ан
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Δ

ρ i
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%
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(ρ
i) 
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ли

 е
д.
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от
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 т
ве
рд
ог
о 
во

 ф
ра
кц
ия
х 

ко
нц
ен
тр
ат
а 

, т
/ч

 Поток золы  
во фракциях  

концентрата, т/ч 

1 2 3 4 5 6 
1,2-1,4 0,2 0 0,97 0,97 ⋅ 0,2 (0/100) 0,97 ⋅ 0,2 
1,4-1,6 0,4 15 0,6 0,6 ⋅ 0,4 (15/100) 0,6 ⋅ 0,4 
1,6-1,8 0,2 45 0,4 0,4 ⋅ 0,2 (45/100) 0,4 ⋅0,2 
1,8-2,2 0,1 65 0,1 0,1 ⋅ 0,1 (65/100) 0,1 ⋅ 0,1 
2,2-3,0 0,1 90 0,03 0,03 ⋅ 0,1 (90/100) 0,03 ⋅ 0,1 
1,2-3,0 ∑ = 1

 
=исхв 30,5  =∑= iqQк

исхQ527,0=  

∑ = исх08,0 Q  

 
В графе 5 вычислены потоки отдельных фракций по формуле 

(1.20). Суммируя их, т.е. применяя основную формулу (1.18), получаем 

( ) ,527,01,003,01,01,02,04,04,06,02,097,0 исхисхк QQQ =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=  

т.е. выход концентрата %7,52527,0/ исхкк ===γ QQ . 
В графе 6 по формуле (1.21) вычислены потоки компонента 

(золы), переносимые в концентрат фракциями. Суммируя потоки 
золы и деля на полный поток твердого концентрата кQ , т.е. приме-
няя основную формулу (1.19), получаем среднее содержание золы в 
концентрате:  
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100
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100
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исх
исх
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В рассматриваемом примере из каждых 100 кг твердого в пи-
тании, содержащих 30,5 кг золы, в концентрат уходит 52,7 кг твердо-
го и 8,12 кг золы, тогда содержание золы в концентрате 

%4,15154,07,52:12,8 == . При этом самая легкая фракция 
3т/м4,12,1 −=ρΔ i  несет в концентрат 19,4 кг твердого без золы (из 

20 кг твердого этой фракции в питании); следующая фракция 
3

2 т/м6,14,1 −=ρΔ  несет 24 кг твердого с содержанием золы 15 % (из 
40 кг этой фракции в питании); фракция 3

3 т/м8,16,1 −=ρΔ  несет 8 кг 
твердого с содержанием золы 45 % (из 20 кг твердого в питании); 
фракция 3

4 т/м2,28,1 ÷=ρΔ  несет 1 кг твердого с содержанием золы 
65 % (из 10 кг твердого в питании); 3

5 т/м32,2 ÷=ρΔ  несет 0,3 кг 
твердого с содержанием золы 90 % (из 10 кг твердого в питании). 

В графе 7 по формуле (1.22) вычислен фракционный состав 
концентрата ( ) ;к ii ρΔργ  функция же ( )iρβк  для него остается такой 
же, как в графе 3 для питания. 

Этот расчет рассмотрен более подробно, чем требует фор-
мальное применение формул (1.18) и (1.19), чтобы показать логику 
переноса отдельными узкими фракциями в концентрат как мине-
ральных частиц в целом (твердого), так и золы (компонента), содер-
жащейся в минеральных частицах. 

 
 

1.5. Обобщение на случаи сложного  
минерального сырья и схем 

 
Частицы сырья могут различаться не одним, а несколькими 

(n) физическими свойствами ,оо i→  …, nξ  и содержать несколько 
(m) ценных (учитываемых) компонентов. Тогда фракционный состав 
нужно оценивать n-мерными функциями ( )nξξγ ...,,1  и 

( ) ...,,...,,11 nξξβ ( )nm ξξβ ...,,1 , которые являются обобщением рас-
смотренных функций ( )ог  и ( )ов . Обобщение сепарационной харак-
теристики для i-го продукта технологической схемы (например, i-го 
концентрата) ( ) ( )ni ξξε→ξε ...,,1 . 
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Формулы для расчета технологических показателей имеют 
следующий вид: выход i-го продукта 

( ) ( ) nnni
D

i dd ξξξξγξξε=γ ∫∫ ,...,,...,,...,.... 11исх1 ;          (1.24) 

содержание i-го компонента в i-м продукте 

( ) ( )×ξξεξξβγ=β ∫∫−
ninj

D
iij ,...,,...,.... 11

1  

( ) nn dd ξξξξγ× ,...,,..., 11исх ,                          (1.25) 

где D – n-мерная область изменения физических свойств сырья 
(рис.1.4). 

Формулы (1.24) и (1.25) обобщают формулы (1.18) и (1.19). 
Среднее содержание i-го компонента в сырье  

( ) ×γξξβ=β ∫∫ исхисх nj
D

j ,...,.... 1  

( ) nn dd ξξξξ× ,...,,..., 11 ,                               (1.26) 

а среднее значение i-го физического свойства частиц сырья  

( ) nnj
D

j dd ξξξξξ=ξ ∫∫ ,...,,...,.... 11исх .                (1.27) 

Под интегралом фигури-
рует произведение интересующего 
нас физического свойства и функ-
ции распределения частиц по 
фракциям для сырья или мине-
рального продукта. Физическим 
свойством может быть крупность, 
плотность и т.д. 

 
 
 

 

Рис.1.4. Двухмерная область D  
и подобласть D1 изменения  

физических свойств 

D1 
D 

0 

2о  

1о
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2. ОБЩИЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ ДВИЖЕНИЯ 
МИНЕРАЛЬНЫХ ЧАСТИЦ В РАБОЧИХ ЗОНАХ 

ОБОГАТИТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ 
 

Рассмотрим теоретические аспекты, позволяющие предска-
зать ход процесса сепарации минеральных частиц в пространстве 
рабочей зоны (х, у, z) и во времени t для любого обогатительного 
аппарата. Для этого введем понятие о функции состояния 

( )tzx ,,,ξγ  минерального материала в зоне; рассмотрим общую ме-
тодику составления уравнений сепарации, решения которых пред-
сказывают функцию состояния. Уравнения сепарации по своей фи-
зико-математической природе сравнимы с уравнениями математиче-
ской физики (например, с уравнениями диффузии/теплопроводности). 
Однако специфика процессов обогащения руд, в частности, необхо-
димость учитывать непрерывно изменяющиеся физические свойст-
ва минеральных частиц ( )maxmin ξ<ξ<ξ , делает эти уравнения да-
леко выходящими за пределы известных типов уравнений матема-
тической физики; составление и исследование этих уравнений се-
парации открывает интересные возможности для развития теории 
обогатительных аппаратов. 

В этой главе рассмотрим следующие понятия: 
• фракционный состав минерального материала в рабочей 

зоне; 
• понятие о поле усредненных скоростей движения частиц в 

зоне; 
• законы сохранения узкой фракции; 
• основные силы, действующие на минеральные частицы в 

зонах различных сепараторов: гравитации, архимедова, стоксова, 
магнитная, пондермоторная, кулонова, механического сопротивле-
ния, градиентная вероятностная сила, силы типа архимедовой; 

• закон баланса сил, действующих на единицу объема узкой 
фракции;  

• уравнение сепарации и его роль для предсказания фракцион-
ного состава в зоне. 
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2.1. Фракционный состав (функция состояния)  
минерального материала в рабочей зоне  

и фундаментальная задача его предсказания  
 

Рабочая зона обогатительного аппарата – это часть его про-
странства, в которой исходные минеральные частицы подвергаются 
действию сил (причин), заставляющих часть из них ( )рξ>ξ  дви-
гаться в сторону разгрузки концентрата, а другую ( )рξ<ξ  – в сто-
рону разгрузки хвостов. Границы зоны могут иметь различные 
геометрические формы: чаще всего сепарация происходит в объеме 
пространства (например, в постели отсадочной машины, рис.2.1), 
реже на поверхности (например, сепарация по трению на наклон-
ной плоскости), еще реже на линии (например, радиометрическая 
сепарация на линии отсечки летящих частиц). В любом из этих 
случаев местоположение любой локальной точки зоны можно ука-
зать прямоугольными координатами х, у, z для трехмерного про-
странства (x, y – для двухмерного и х – для одномерного). Для ра-
бочих зон существенно непрямоугольной формы (например, для 
гидроциклона) может потребоваться иная система координат (на-
пример, цилиндрическая). 

 

( )
( )ρβ

ργ tzyx ,,,,
 

Концентрат

Хвосты

Постель отсадочной 
машины 

Питание трх  

( )
( )ρβ

ργисх  

Рис.2.1. Пример рабочей зоны 
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Материал, подвергаемый обогащению в пространстве рабо-
чей зоны, неоднороден, т.е. его фракционный состав зависит от ко-
ординат пространства х, у, z и меняется от точки к точке. Этот пере-
менный фракционный состав будем по-прежнему характеризовать 
функцией распределения типа ( )ξγ  или в общем случае ( )nξξγ ,,...1  с 
добавлением зависимости от координат ( ) ( )zyx ,,,ξγ→ξγ . 

Если режим работы аппарата не стационарен, например 
вследствие изменения во времени производительности по питанию 

( )tQQ исхисх =  или фракционного состава питания ( ) ( )t,ξγ=ξγ исхисх  и 
( )t,ξβ=β , в функцию ( )zyx ,,,ξγ  нужно ввести еще зависимость от 

времени: ( )tzyx ,,,,ξγ  или в общем случае ( )tzyxn ,,,,,,...1 ξξγ . 
Число ( ) ξξξγ dtzyx ,,,,,,... n1  представляет собой массовую 

или объемную долю (концентрацию) частиц элементарной фракции 
[ ]ξ+ξξ d,  в окрестности точки ( )zyx ,,  в момент времени t. При дру-
гом определении число ( )tzyx ,,,,ξγ  есть вероятность обнаружения 
1 кг (1 мг, 1 м3) частиц фракции [ ]ξ+ξξ d,  в 1 кг (1 мг, 1 м3) смеси в 
точке ( )zyx ,,  в момент t. Массовые и объемные меры связаны ме-
жду собой выражением ( ) ( ) ( ) ρξρξγ=ξγ /обмас , где ρ  – средняя плот-
ность частиц смеси; ρ(ξ) – зависимость плотности фракций от их 
физического свойства. 

Функция ( )tzyx ,,,,ξγ  определяет состояние смеси частиц в 
любой точке зоны, поэтому ее можно называть функцией фракцион-
ного состояния. Эта функция может быть определена эксперимен-
тально взятием пробы из точки (х, у, z) с последующим ее анализом 
или теоретически с помощью уравнений, рассмотренных ниже. 

Средний фракционный состав в любой конечной части iV  
зоны вычисляют интегрированием по координатам пространства  

( ) ( )dxdydzzyxV
i

i
V

ninV ∫∫∫ ξξγ=ξξγ − ,,,...,,,..., 1
1

1 .          (2.1) 

Эта формула имеет практическое значение для нахождения 
фракционного состава концентрата или хвостов; тогда интегрирование 
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ведется по зоне разгрузки концентрата кVVi =  или по зоне разгрузки 
хвостов хвVVi = . 

Имеет силу независимость функции ( )ξβ j  для любого j-го 
ценного компонента от координат пространства зоны, т.е. в любой 
точке зоны справедливо соотношение [ср. с формулой (1.23)] 

( ) ( ) ( )ξβ=ξβ=ξβ jij tzyx исх,,,, . 

Среднее содержание j-го ценного компонента в произволь-
ной точке ( )zyx ,,  зоны определяется по формуле 

( ) ( ) ( ) ξξγξβ=β ∫
ξ

ξ

dtzyxtzyx jj ,,,,,,,
max

min

,                (2.2) 

а содержание ценного компонента в выделенной части объема iV  
зоны в стационарном режиме – по формуле 

( ) ( ) =ξξγξβ=β ∫∫∫ ∫
ξ

ξ

−

i

i
V

jijV dzyxdxdydzV
max

min

,,,1  

( ) ( )∫∫∫ γξβ= −

iV
ji dVzyxV ,,1 .                           (2.3) 

По формуле (2.3) можно вычислить содержание ценного 
компонента в концентрате и хвостах, беря для усредняющего интег-
рирования зоны отвода концентрата и хвостов кVVi =  и хвVVi = . 

Фундаментальная задача научного детерминизма приме-
нительно к описанию хода сепарации минерального материала в 
зоне ставится следующим образом: требуется предсказать функ-
цию состояния ( )tzyx ,,,о,г  или ( )tzyx ,,,,о,...,ог 1 2  в любой 
точке ( zyx ,, ) при 0>t , если она задана в загрузке зоны в виде 
фракционного состава питания ( )ξγисх  и внутри зоны в момент 

00 =t . Особенно важно предсказание в точках отвода концентрата 
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и хвостов. Подобные задачи являются главными во всех точных 
науках: в астрономии – предсказание движения планет, в химии – 
предсказание изменения концентраций реагирующих веществ в 
зоне реакторов и т.д. Функцию ( )ξβ  предсказывать не надо из-за 
ее неизменности.  

Это еще одна из причин выбора функций типа ( )ξβ  в каче-
стве указателя распределения ценных компонентов во фракциях. 

Решение этой задачи ведет ко многим практическим прило-
жениям, в частности, позволяет вычислить теоретическим путем се-
парационную характеристику ( )ое  через фракционный состав кон-
центрата по формуле (2.1). 

Фундаментальная задача может иметь ряд названий: пред-
сказание хода сепарации, предсказание массопереноса, предсказа-
ние фракционного состава; но, строго говоря, суть одна – предска-
зание функции состояния ( )x,y,z,tо,г  или в общем случае 

( )tz,y,x,,21 о...,,ог ; далее по формуле (2.2) легко находится рас-
пределение j-го компонента по зоне. 

В окрестности любой точки (x, y, z) зоны обогащаемый ми-
неральный материал занимает не весь объем (или представляет не 
всю массу), а только часть его ( )tzyxmm ,,,= ; остальная часть, рав-
ная 1 – m, приходится на долю среды. 

Во многих случаях для простоты можно допускать 
( ) const,,, == mtzyxm , т.е. условие равномерной степени заполнения. 

Степень заполнения не имеет никакого значения при подсчете тех-
нологических показателей обогащения, так как среда при этих под-
счетах не взвешивается и может выступать как промежуточный фак-
тор при решении фундаментальной задачи предсказания в ряде ап-
паратов. Тогда может потребоваться γ-функция вида 

( ) ( ) ( ) ( )ξγ−+ξ=ξ срматполн 1г,,,,г mmtzyx , 

где полнγ – полное распределение материала по фракциям, объеди-
няющее материал матγ  и среду срг . 
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2.2. Понятие о поле статистических усредненных скоростей 
движения частиц элементарных фракций в зоне  

 
В зоне сепарации аппарата под действием приложенных сил 

минеральные частицы любой элементарной фракции [ ]ооо, d+  дви-
жутся с усредненной скоростью хr , зависящей от tzyx ,,,о, :  

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,о,,,,о,,,,о,,,,о, ktzyxхjtzyxхitzyxхtzyxх zyx

rrrr
++=  

где kji
rrr

,,  – единичные векторы вдоль осей координат .,, zyx   
Здесь вектор скорости хr  разложен на составляющие вдоль 

осей координат. Усредненная скорость – это такая скорость, из ко-
торой исключена хаотическая случайная составляющая. 

Векторная функция ( )tyxх ,,о,r  для constо =  во всех точках 
зоны сепарации определяет поле скоростей элементарной фракции 
[ ]ξ+ξξ d, . Поля скоростей различных фракций различны, поэтому 
одни фракции движутся к разгрузке концентрата pоо > , а другие – к 
разгрузке хвостов pоо < . Объединенное поле скоростей всех фрак-
ций в диапазоне [ ]maxmin о,о  определяется функцией ( )tzyxх ,,,о,r  при 
переменном maxmin ооо << . 

Нахождение поля скоростей ( )tzyxх ,,,о,r  является важней-
шим промежуточным шагом в решении поставленной выше фунда-
ментальной задачи предсказания: по известной функции 

( )tzyxх ,,,о,r  однозначно и строго вычисляется и предсказывается 
искомая функция состояния ( )tzyx ,,,о,г . 

 
 

2.3. Взаимосвязь между полем скоростей  
и функцией состояния в виде закона сохранения 

 
Локальный закон сохранения для элементарной фракции. 

Между функциями ( )tzyx ,,,о,г  и ( )tzyxх ,,,о,r  существует взаимо-
связь, называемая законом сохранения. 
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Физический смысл закона (а также его следствий и разно-
видностей) можно выразить следующей словесной формулой: 

Секундное накопление материала в произвольном объеме = 
= Входящий через границу поток – Выходящий через границу поток + 

+ Поток источника внутри объема. 

Локальный фракционный, т.е. справедливый для окрестности 
любой локальной точки ( zyx ,, ) и любой элементарной фракции, 
закон сохранения может быть записан в следующем виде: 

( ) ( ) ( ) ( )
−

∂

∂
−

∂
∂

−=+−=
∂

∂
y
хm

x
хmWхm

t
m yx гггdivг r  

( )
W

z
хm z +

∂
∂

−
г

,                                    (2.4) 

где ( )tz,y,x,mm = ; ( )tz,y,x,,огг =  и ( )tz,y,x,,хх оrr
=  или в общем слу-

чае ( )tz,y,x,,,, nо...огг 1=  и ( )tz,y,x,,,,хх nξ= ...о1
rr ; ( )tzyxWW ,,,,о=  – 

подводимый (отводимый) поток источника (стока) фракций. 
Напомним, что дивергенцией любой векторной функции A

r
, 

зависящей от tzyx ,,, (здесь хгA rr
= или хmгA rr

= ), является скалярная 
функция 

SdAV
z

A
y

A
x

AA
S

V

rrr

∫−

→
=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

= 1

0
limzyxdiv , 

где zyx AAA ,, – проекции A
r

 на соответствующие оси zyx ,, ; V – ло-
кальный объем; S – ограничивающая поверхность вокруг точки 
( zyx ,, ). 

При const=m и 0=W  вместо уравнения (2.4) можно записать 

( )х
t

vγ−=
∂
∂ divг . 

Идея доказательства такова. Для элемента dx пространства 
(рис.2.2, а): 
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( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) −γ=
∂

γ∂ о,,о,,о,о,,о, dtxtxхtxSm
t

dtxtxmdxS
x  

( ) ( ) ( ) о,,г,,, dtdxxtdxxхtdxxSm x +ξ+ξ+− . 

При нескольких физических свойствах и трехмерном про-
странстве идея вывода аналогична, но учитывается, что накопление 
частиц элементарной фракции происходит в произвольном элементе 
объема V (рис.2.2, б). В этом общем случае суммирование потоков 
элементарной фракции хmd,...,d n

rгоо1  производится по замкнутой 
поверхности S вокруг объема V, поэтому баланс «сумма потоков 
равна накоплению» имеет вид (аргументы функций хm r,г,  опущены) 

t
mVddSdхmdd n

S
n ∂

∂
−=∫

го.,..,ого.,..,о 1
1

rr , 

где Sdх
rr  – скалярное произведение, характеризующее поток, перпен-

дикулярный к элементу Sd
r

 поверхности S  (вектор Sd
r

 направлен 
наружу нормально к S  и по значению равен dS ). 

В соответствии с определением дивергенции левая часть 
преобразуется следующим образом: 

( )хmSdхmV
S

V

rrr гdivгlim 1

0
=∫−

→
, 

и равенство выражает закон сохранения (2.4). 

 

dx
 

( )tx,,х ох

x 

а б 

x z 

y 

( )tdx,xх +ох

V

S вхх
r

выххr

Рис. 2.2. К накоплению элементарной фракции в элементе одномерного (а)  
и трехмерного (б) пространства
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В распространенном на практике случае постоянной степени 
заполнения const=m  величина m в левой и правой частях уравне-
ния (2.4) сокращается. 

С точки зрения математики закон (2.4) представляет собой 
одно уравнение с двумя неизвестными функциями г  и хr , поэтому 
его решение не позволяет определить функцию состояния г  для 
конкретного обогатительного аппарата, т.е. решить фундаменталь-
ную задачу предсказания (и потребуется еще равенство с учетом 
сил, действующих на частицы). 

Дополнительно, как следствие, отметим локальный закон со-
хранения для всей суммы фракций, получаемый интегрированием 
по о  от minо  до maxо  из уравнения (2.4): 

( ) истdiv Qхm
t
m

+−=
∂
∂

У
v ,                              (2.5) 

где ( ) ог
max

min

о

о
У dхtz,y,x,х ∫=

rr  – средняя по фракциям скорость минераль-

ных частиц, т.е. скорость транспортировки всей смеси в зоне; истQ  – 
суммарный поток частиц всех фракций источника. 

Из уравнения (2.5) следует условие постоянства ( )const=m  в 
виде constУ =хv . 

До сих пор мы рассматривали законы сохранения без учета 
источников (или стоков) материала внутри зоны. Однако такие ис-
точники могут иметь место, причем они могут быть или распреде-
лены по пространству, части пространства или сосредоточены в 
точке, плоскости, на линии, поверхности. 

Подвод и отвод удобно количественно характеризовать про-
изводительностью источника по любой элементарной фракции на 
единицу объема пространства: 

( ) ( ) ( )tzyxtzyxQtzyxWW ,,,,,,,,,,, истистист ξγ=ξ= , 

где истQ  – суммарный поток всех фракций, кг/(м3⋅с) или м3/(м3⋅с); 

истγ  – распределение этого потока по фракциям, [ ]о1/ . 
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Функция истγ  не эквивалентна функции состояния г , харак-
теризующей материальный состав зоны аппарата. В фундаментальной 
задаче предсказания массопереноса истγ  обычно является заданной 
(например, характеризует фракционный состав исходного питания). 

Рассмотрим в качестве примера сосредоточенного источника 
точечный источник. Такие источники практически не существуют, 
и понятие о точечном источнике является упрощением, при котором 
небольшая часть пространства, где материал вводится (отводится), 
умышленно стягивается в точку, что позволяет упростить математи-
ческие операции. Если точечный источник расположен в i-й точке 
( iii zyx ,, ) зоны, то для него функцию производительности можно 
записать в виде 

( ) ( ) ( )t,гzz,yy,xxдtQW iiiУ оистточ −−−=  

где ΣQ  – полная производительность источника, кг/с или м3/с; δ  – 
дельта-функция, указывающая местоположение источника, 1/м3. 

Таким образом, если материал вводится в зону в точке, то 
его можно охарактеризовать двумя простыми (по сравнению с об-
щим случаем) функциями – суммарной производительностью ΣQ  и 
фракционным составом истγ . 

Чтобы сосредоточить (стянуть) распределенный по объему ис-
точник в точку ( iii zyx ,, ), расположенную внутри объема V, надо из 
функций ( )tzyxQ ,,,ист  и ( )tzyx ,,,,ист ξγ , заданных в этом объеме, найти 

( ) ( )dVtzyxQtQ
V

,,,ист∫∫∫=Σ ; 

( ) ( )dVtzyxVt
V
∫∫∫ ξγ=ξγ − ,,,,, ист

1
ист . 

Этим путем все распределенные источники можно сосредоточить в 
одной точке или нескольких. 

Важный для практики случай: в одну точку стягивается под-
вод исходного питания аппарата ( )огисхисхисх QW = , в другие точки – 
отвод концентрата ( )огккк QW −= и хвостов ( )огхвхвхв QW = ; причем 
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соответствующие δ-функции указывают координаты этих точек. Тогда 
для равенства (2.4) производительность всех потоков можно объе-
динить в виде хвкисх WWWW ++= . 

Аналогичные рассуждения имеют место, когда сосредоточи-
вание производится не в точку, а на линию или поверхность. 

Для стационарного режима 0/ =∂∂ t  локальные законы (2.4) 
и (2.5) принимают вид 

( ) Wхm =vгdiv ; ( ) истdiv Qхm У =
r . 

Интегральный закон сохранения для зоны сепарации. Интег-
рирование по dV = dxdydz локального закона сохранения по объему 
V всей зоны сепарации дает следующий интегральный закон сохра-
нения для элементарной фракции: 

∫∫∫∫∫∫ =
∂
∂

VV

WdVdVm
t

г .                           (2.6) 

Объемный интеграл от ( )хm vгdiv  равен нулю, так как, во-
первых, на границах зоны скорость 

( ) 0о гргргргр == ,z,y,xхх  

и, во-вторых, в соответствии с теоремой Остроградского – Гаусса 

∫ ∫∫∫=
S V

VdASdA div . 

Поскольку хmA г=  и на поверхности S, ограничивающей 

объем V, зоны 0гр =х  и 0гр =A , левый интеграл по поверхности, а 
следовательно, и правый по объему равны нулю. 

В частном случае, если производительность W сосредоточе-
на в точках подвода питания и отвода концентрата и хвостов, инте-
гральный закон (2.6) принимает вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ γ−γ−γ=
∂
∂

V

ttQttQttQdVm
t хвхвккисхисхг . 
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Физический смысл интегрального закона следующий: се-
кундное изменение суммарного количества любой фракции, запа-
сенной в зоне, равно разности потоков этой фракции, подводимых с 
исходным питанием и отводимых с концентратом и хвостами. 

При отсутствии источников (W = 0) интегральный закон 
имеет вид 

∫∫∫ =
∂
∂

V

dVm
t

0г  

или после преобразований 

( ) ( )ξγ=ξγ=∫∫∫ среднсреднсреднг MVmdVm
V

,               (2.7) 

где V и М – соответственно полный объем и запас материала в зоне; 
среднm  и среднγ  – соответственно средние степень заполнения и фрак-

ционный состав.  
В этом случае физический смысл интегрального закона сле-

дующий: средний фракционный состав в зоне без источников (и 
стоков) не меняется с течением времени. 

Аналогично интегрирование по dV = dxdydz локального за-
кона (2.5) дает интегральный закон сохранения для всего материала: 

∫∫∫ ∫∫∫=
∂
∂

V V

dVQmdV
t ист . 

В упомянутом частном случае сосредоточения истQ  в трех 
точках 

( ) ( ) ( )tQtQtQ
dt

dM
хвкисх −−= , 

где ∫∫∫=
V

mdVM  – суммарное количество минерального материала, 

запасенного в зоне, кг или м3. 
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В качестве примера рассмотрим постель отсадочной маши-
ны (см. рис.2.1). Здесь достаточно одномерной задачи, так как сепа-
рация проходит в вертикальном направлении x между границами 

minx  и maxx . Продвижение минерала от загрузки к разгрузке со ско-
ростью транспортировки constтр =х  можно заменить временем 

тр/хyt = . Функцией состояния является ( )tx,,сг . В этом случае ин-
тегральный закон (2.7) принимает вид 

( ) ( ) ( ) ( )ссгсг исхсреднminmax0

max

min

max

min

гmxxdxtx,,mdxtx,,m
x

x

x

x

−== ∫∫  

и показывает зависимость между фракционным составом исходного 
материала ( )сгисх  и функцией состояния ( )tx,,сг . 

 

 
2.4. Силы, действующие на минеральные частицы 
 
Для предсказания функций состояния ( )tz,y,x,,ог  недостаточ-

но знать закон сохранения, так как он выражается одним уравнением 
с двумя неизвестными г  и хr . Чтобы получить два уравнения с двумя 
неизвестными, необходимо еще одно соотношение между γ  и .хr  Пе-
рейдем к нахождению этого соотношения или, точнее говоря, соот-
ношений, так как для различных обогатительных аппаратов оно бу-
дет отличаться. Необходимо найти такое соотношение, которое мо-
жет оценить векторное поле ( )tz,y,x,,х оr  скоростей частиц. 

Для получения этих соотношений можно применять различ-
ные законы физики. Для единообразия, простоты и наглядности в ка-
честве основного соотношения возьмем уравнение баланса статисти-
чески усредненных сил, действующих на частицы любой элементар-
ной фракции, которое запишем для начала в нерасшифрованном виде: 

∑ = 0iF
r

,                                          (2.8) 
т.е. сумма сил, действующих на частицу (или на единицу объема 
элементарной фракции [ ]ооо, d+ ), равна нулю. 
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Равенство (2.8) связано с законом сохранения импульса (ко-
личества движения): сумма сил (внешних и взаимодействия), дейст-
вующих на группу частиц любой элементарной фракции [ ]ооо, d+ , 
равна скорости изменения полного импульса ( )∑ iiхm  всех этих 
частиц. В равенстве (2.8) допускается, что упомянутый полный им-
пульс не изменяется (хотя из-за случайных движений импульсы от-
дельных частиц изменяются). 

Уравнение типа (2.8) является вторым и последним (после 
закона сохранения) условием нахождения функций ( )tx,,ог  и 

( )tx,,х о ; оно содержит две эти функции и вместе с законом сохране-
ния позволяет получать два уравнения с двумя неизвестными. В от-
личие от универсального закона сохранения уравнение баланса сил 
специфично для каждого аппарата; закон сохранения абсолютно то-
чен, уравнение баланса сил всегда приближенно, степень точности 
его зависит от правильности выбора главных сил для данного аппа-
рата. 

Рассмотрим различные силы iF
r

, действующие в обогати-
тельных аппаратах. Их классифицируют на традиционные детерми-
нированные и нетрадиционные среднестатистические. Можно груп-
пировать также по виду процессов обогащения, в которых они 
встречаются: силы в гравитационном обогащении, силы в магнит-
ном обогащении и т.д. Поскольку одни и те же силы, например сила 
гравитации, часто встречаются в различных процессах, вначале рас-
смотрим природу отдельных сил. Все силы будем измерять в нью-
тонах на кубический метр, т.е. относить их действие к единице объ-
ема минеральных частиц. 

Гравитационная сила, отнесенная к единице объема частицы 
с плотностью ρ , определяется по формуле 

ρ= gF vr
грав . 

Сила Архимеда в однородной среде (вода, суспензия) с плот-
ностью constср =ρ  – по формуле 

срАрх ρ−= gF rr
. 
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Силы гравF
r

 и АрхF
r

 важны в гравитационных обогатительных 
аппаратах (отсадочных машинах, суспензионных сепараторах), ко-
гда сепарация основана на различии плотностей частиц.  

Сила Стокса в однородной среде (воздух, вода, суспензия) 
определяется по формуле 

( )
2

срс
Стокс l

ххб
F

rr
r −−

= , 

где сα  – коэффициент сопротивления, пропорциональный вязкости 
среды, при шарообразной форме частиц η=α 18с ; η  – коэффициент 
динамической вязкости среды; хr и срх

r  – скорость соответственно 
частицы и среды, м/с; l – (гидравлический) размер частицы, м. 

Сила СтоксF
r

 имеет большое значение при сепарации в сгусти-
телях и классификаторах частиц, отличающихся крупностью l. 

Магнитная сила 

HHF gradмагн χ=
r

, 

где Н – напряженность магнитного поля, А/м, имеет большое значе-
ние при разделении в магнитных сепараторах частиц, обладающих 
магнитной восприимчивостью χ . 

Электростатическая сила Кулона 

,Кул EqF
rr

=  

где q – удельный заряд частицы, Кл/м3; E
r

 – напряженность элек-
трического поля, В/м, играет важную роль при разделении в элек-
трических сепараторах. 

Сила инерции определяется по формуле 

аF
rr

ρ−=ин , 

где аr – ускорение частицы, м/с2. 
Во многих обогатительных аппаратах движение сепарируе-

мых частиц происходит в стесненных условиях, и они, соударяясь, 
взаимодействуют друг с другом. Это действие весьма типично и 
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вносит существенный вклад в специфику обогащения. Оценка это-
го взаимодействия вводит в рассмотрение целую группу особых 
(нетрадиционных) сил, которые имеют одну общую черту: они яв-
ляются статистическими средними упомянутых ударных взаимо-
действий. 

Рассмотрим две силы: градиентную градF
r

 и сопротивления 

сопрF
r

 движению. Действие градиентной (ударной, диффузионной) 
силы для одномерной зоны сепарации (например, постели отсадоч-
ной машины) рассмотрим на примере рис.2.1. Представим частицы 
элементарной фракции [ ]ооо, d+  в виде черных кружков; концен-
трация их убывает, например, сверху вниз. Мысленно проведем го-
ризонтальную поверхность АВ внутри зоны. Поскольку концентра-
ция узкой фракции вверху выше, чем внизу, и движение частиц хао-
тическое, сверху вниз будет переходить частиц больше, чем снизу 
вверх. Создается поток частиц узкой фракции сверху вниз, причем 
тем больший, чем больше перепад концентраций; такие потоки вы-
званы градиентной силой 

( )[ ] ( )tz,y,x,,tz,y,x,,kF огgradог/град −=
r

, 

где k – коэффициент пропорциональности, который может зависеть 
от физического свойства ξ . 

Напомним определение градиента любого скалярного поля: 

z
Uk

y
Uj

x
UiSUdVU

S
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

== ∫−

→

rrrr
1

0V
limgrad . 

При const≠m  имеем 

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

γ
−= gradг

г
1grad1гgrad

град m
m

k
m

mkF
r

. 

При рассмотрении градF
r

 с точки зрения кинетической теории имеем 

const3/2 ≈= хсk  (где 2х  – средний квадрат скорости хаотического 
движения частиц). 



 53

Градиентные силы имеют большое, причем вредное влияние 
на процессы обогащения. Сам процесс обогащения нацелен на то, 
чтобы сконцентрировать некоторые частицы в одной части рабочего 
пространства, а другие (с другими физическими признаками) – в 
другой. Другими словами, полезные (в основном детерминирован-
ные) силы стремятся создать возможно больший градиент концен-
трации, а градиентные силы, наоборот, этому препятствуют – стре-
мятся выровнять концентрацию. 

Перейдем к силе сопротивления движению (трения). Заме-
тим, что она состоит из двух компонентов: сопротивление среды и 
сопротивление окружающих минеральных частиц при стремлении 
данной частицы продвигаться сквозь них. Сопротивление однород-
ной среды может быть учтено традиционными детерминированны-
ми силами, например силой Стокса. 

Поясним силу сопротивления, возникающую вследствие со-
ударений; для этого временно примем, что среда отсутствует. Выде-
лим одну частицу элементарной фракции [ ]ооо, d+  и представим, 
что на нее действуют какие-либо детерминированные силы. Частица 
начнет разгоняться с постоянным ускорением, но, пройдя некоторый 
путь, ударится о другую частицу и потеряет набранную направлен-
ную скорость (хаотическая составляющая скорости у нее останется, 
причем она может быть значительно больше направленной скоро-
сти). После удара частица опять начнет направленно ускоряться. 
Затем при следующем ударе опять потеряет направленную набран-
ную скорость и т.д. При этих торможениях рассматриваемая частица 
будет терять часть своего импульса (количества движения). 

Усредненная тормозящая сила равна потере импульса 
( )хmчаст  частицы в единицу времени (изменению импульса, которое 
передается от рассматриваемой частицы окружающим ее при уда-
рах), т.е. сила равна ( ) dtхmd /част−  (где частm  – масса частицы). При-
ближенно ее можно вычислять следующим образом. Пусть среднее 
время пробега частицы между столкновениями равно τ, и при каж-
дом столкновении частица полностью теряет направленную ско-
рость хr . Тогда потеря количества движения за одно столкновение 
равна хm r

част , а за единицу времени 
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ххmF rrr
частчастсопр ф/ α−=−= , 

где частα  – коэффициент пропорциональности (при переходе от от-
дельной частицы к единице ее объема заменяем частα  на α ). 

В нестесненных условиях, когда сепарируемые минеральные 
частицы «одиноко», не взаимодействуя друг с другом, движутся 
сквозь однородную среду типа воды или воздуха, силы градиентная 
и сопротивления пропадают (сопротивление среды остается). 

Рассмотрим диффузионные эффекты совместного действия 
градиентной силы и силы сопротивления. Если на частицы элемен-
тарной фракции [ ]ооо, d+  действуют только две силы градF

r
 и сопрF

r
, 

то частицы ведут себя в зоне сепарации, как при свободной диффу-
зии. Для доказательства возьмем за исходные уравнения сохранения 
(2.4) и (2.8) при m = const и уравнения баланса сил: 

( )х
t

r
γ−=

∂
∂ divг ; 

0grad12

1i
i =α−γ

γ
−=∑

=

хkF rr
. 

Исключив ( )tz,y,x,хх о,vv = , с помощью подстановки получим 
уравнение диффузии для функции состояния ( )tz,y,x,,огг = : 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
α

=
∂
γ∂

2

2

2

2

2

2 ггггgraddiv1
zyx

Dk
t

,       (2.10) 

где введен коэффициент макродиффузии /см,б/ 2kD = . 
Обозначим концентрацию элементарной i-й фракции при 
const== iоо  через ( ) оог dtz,y,x,,C ii = , тогда уравнение примет вид 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂
2

2

2

2

2

2

z
C

y
C

x
CD

t
C iiii . 

(2.9)
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Таким образом, получили традиционное уравнение диффу-
зии, но нетрадиционным путем, взяв в качестве первопричины не 
законы Фика, а только две силы градF

r
 и сопрF

r
. Математические ре-

шения уравнения диффузии и практика свободной диффузии пока-
зывают стремление частиц равномерно распределиться по простран-
ству, не концентрироваться и не сепарироваться. 

Силы типа архимедовой являются другой группой нетради-
ционных сил, принимающих участие в сепарационных процессах [4]. 

Ускорительно-архимедова сила возникает в обогатительных 
аппаратах, где частицы и среда движутся c ускорением ,ar  и появля-
ется сила реакции границ рабочей зоны 

ау−F
r

= ρ .ar                                        (2.11) 

Центробежно-архимедова сила возникает в гидроциклонах, 
винтовых сепараторах и подобных аппаратах с круговым движением 
среды и частиц, где 

ац−F
r

= ρ ,цar                                      (2.12) 

где цar  = Vокр
2 / R  

Магнитно-архимедова сила возникает в магнитных суспен-
зиях или пульпах с магнитными частицами в рабочих зонах, поме-
щенных в магнитное поле H gradH, 

ам−F
r

= χ ср H gradH.                             (2.13) 

В рабочих зонах сепараторов возможны и другие силы типа 
архимедовой. 

 
 

2.5. Уравнения сепарации в рабочих зонах 
 
Методика составления уравнений сепарации в рабочих зонах 

включает объединение уравнений закона сохранения и баланса сил, 
специфичных для различных обогатительных аппаратов. Рассмотрим 
методику на типичном примере одномерной (x) рабочей зоны отса-
дочной машины. Два совокупных исходных уравнения имеют вид  
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( ) xхt ∂∂=∂∂ /г/г х ; 

∑ = 0iF
r

. 

Подставляя скорость хх из второго уравнения (2.14) в первое, 
получим одно уравнение сепарации, которое содержит только одну 
неизвестную функцию ( )tz,y,x,,iог=γ ; решения уравнения сепара-
ции предсказывают фракционный состав в зоне. Наоборот, подстав-
ляя функцию γ = ( ) хi хtz,y,x,,ог  из одного уравнения в другое (2.14), 
получим одно уравнение для поля скоростей, которое содержит 
только одну неизвестную функцию ( )tz,y,x,,хх iо=  для предсказания 
сепарационных скоростей частиц в зоне.  

В частном случае, для отсадочной машины с естественной 
постелью, получим следующее уравнение сепарации:  

xdgxDt ∂
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ρργ−ργ∂α−∂γ∂=∂γ∂ ∫− ///

max

min

122 ,          (2.15) 

где D = k/α – коэффициент макродиффузии, м2/с. 
Для других аппаратов получаются другие конкретные урав-

нения сепарации. 
Математические решения уравнений сепарации предсказы-

вают картину движения минеральных фракций в рабочих зонах, т.е. 
фракционный состав ( )tz,y,x,,iξγ=γ  – при заданных краевых (на-
чальных и граничных) условиях. 

 
 

3. НАХОЖДЕНИЕ СЕПАРАЦИОННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ОБОГАТИТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ 

 
Сепарационные характеристики основных обогатительных 

аппаратов могут быть найдены с использованием закономерностей 
массопереноса минеральных фракций, рассмотренных выше.  

В этой главе рассмотрим следующие вопросы: 

(2.14)
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• методику перехода от уравнений сепарации в зоне к сепа-
рационным характеристикам;  

• сепарационные характеристики аппаратов гравитационного 
обогащения;  

• сепарационные характеристики грохотов и классифици-
рующих аппаратов;  

• специфику основных сил и уравнение их баланса;  
• формулы сепарационных характеристик для стесненных 

(закон интеграла вероятности) и полустесненных (закон гиперболи-
ческого тангенса) условий; 

• сепарационные характеристики магнитных сепараторов;  
• магнитные поля и силы в магнитных сепараторах различ-

ного типа;  
• составление уравнений сепарации, формулы для сепараци-

онных характеристик; 
• сепарационные характеристики флотомашин;  
• выбор меры флотируемости частиц;  
• экспоненциальный закон для сепарационной характеристи-

ки флотомашины; 
• формулу флотируемости разделения;  
• независимость сепарационных характеристик флотомашин 

от реагентного режима. 
 
 

3.1. Нахождение сепарационных характеристик аппаратов  
по известному фракционному составу в рабочей зоне 
 
Путем математического решения уравнений сепарации нахо-

дим функцию состояния ( )tz,y,x,,iξγ=γ  в рабочей зоне интересую-
щего нас сепаратора. Решение уравнений сепарации может быть 
аналитическим либо с применением численных методов и ЭВМ; 
аналитическое решение, как правило, связано с упрощающими до-
пущениями. Здесь возможно применить упрощающее допущение о 
предельном расслоении минеральных частиц к моменту их разгруз-
ки из зоны концентрата и хвостов. Тогда распределение частиц в 
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зоне при предельно достижимом расслоении соответствует стати-
стическому распределению Гиббса.  

Для найденного тем или иным путем решения, усредняя 
функцию ( )tz,y,x,,iξγ=γ  в зоне разгрузки концентрата и хвостов, 
получим фракционный состав концентрата γкон(ξ) и хвостов γхв(ξ) и 
вычислим сепарационную характеристику по формуле 

εкон(ξ) = Q кон γкон(ξ) / [Q кон γкон(ξ) + Q хв γхв(ξ)].         (3.1) 

Сепарационная характеристика по хвостам 

εхв(ξ) = 1 – εк(ξ).                                  (3.2) 

Так получают формулы сепарационных характеристик для 
различных обогатительных аппаратов.  

 
 

3.2. Аппараты гравитационного обогащения 
 
Работа отсадочной машины основана на различии плотности 

частиц ρ. Сепарация происходит в вертикальном направлении x; ма-
териал расслаивается при продвижении в горизонтальном направле-
нии t. Баланс сил ∑ = 0iF

r
 включает четыре основные силы: грави-

тации, архимедову, градиентную и сопротивления. Отсюда выраже-
ние для сепарационной скорости движения частиц получается в виде 

( ) xDgх ∂γ∂−αρ−ρ= //ср ,                            (3.3) 

где фигурирует средняя плотность смеси минеральных частиц в ок-
рестности локальной точки 

ρср = ∫ ρργ
max

min

d .                                        (3.4) 

Подставляя выражение (3.4) в закон сохранения, получим 
уравнение сепарации (2.15). 

После нахождения математического решения уравнения се-
парации (для стационарного режима) и подстановки его в равенство 
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(3.1) получим сепарационную характеристику отсадочной машины 
с естественной постелью в виде деформированного интеграла веро-
ятности: 

εкон(ρ) = 0,5 + 0,5Φ [(ρ – ρр) (gh(αD) –1 γкон(ρ))–1/2],       (3.5) 

где Φ – интеграл вероятности; h – толщина постели; α и D – коэф-
фициенты сопротивления и макродиффузии. 

Для гравитационных аппаратов с постояной плотностью 
разделяющей среды, с учетом условия постоянства плотности посте-
ли ρср = ρр = const, сепарационная характеристика получается тем же 
методом в виде гиперболического тангенса:  

εкон(ρ) = 0,5 + 0,5th[gh(4αD) –1 (ρ – ρр)],                (3.6) 

где th – гиперболический тангенс; h – толщина постели; α и D – ко-
эффициенты сопротивления и макродиффузии. 

 
 

3.3. Аппараты грохочения и классификации 
 
Для грохотов сепарационная характеристика по надрешет-

ному продукту получается в виде деформированного экспоненци-
ального закона 

εнадр(l) = 1 – exp[–V(l) M / (h Qисх)],                    (3.7) 

где l – крупность частиц, см; V(l) – зависимость скорости просеива-
ния от размера частиц, см/с; M – запас материала на грохоте; h – 
толщина постели; Qисх – производительность грохота. 

Для классификации в нестесненных условиях сепарационная 
характеристика – идеальная ступенчатая, 

εнижн(l) = 1(l – lр).                                   (3.8) 

Граница разделения lр зависит от плотности частиц: 

lр = αср Vср / g(ρ – ρср),                               (3.9) 

где αс – вязкость среды; Vср – скорость среды; ρ и ρср – плотность 
частиц и среды. 
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Для классификации в стесненных условиях, например в 
механических классификаторах, сепарационная характеристика 
получается с учетом градиентной силы в виде гиперболического 
тангенса: 

εслива(l, ρ) = 0,5 + 0,5th(Ah/4D),                      (3.10) 

где A = –Vср + g(ρ – ρср) l2 /αс. 
Для гидроциклонов сепарационная характеристика с учетом 

градиентной силы, силы сопротивления и центробежно-архимедовой 
силы получается в виде гиперболического тангенса: 

εслива(l, ρ) = 0,5 + 0,5th(Ah/4D),                     (3.11) 

где A = –Vср + ац (ρ – ρср) l2/αсопр – коэффициент сноса, м/с; ац – цен-
тростремительное ускорение. 

 
 

3.4. Магнитные сепараторы 
 
Для барабанного или роликового магнитного сепаратора се-

парационная характеристика близка к ступенчатой идеальной: 

εкон(χ, ρ) = 1 (χ – χр).                              (3.12) 

Граница разделения определяется равенством 

χр HgradH / [(V2/R) – ρр] = 0, 

где V, R – окружная скорость и радиус барабана. 
Для ленточного магнитного сепаратора в стесненных ус-

ловиях 
εкон(χ) = 0,5 + 0,5th[(4αD) –1 h HgradH (χ – χр)],       (3.13) 

где H – напряженность магнитного поля; gradH – градиент напря-
женности магнитного поля. 

С учетом переменной плотности частиц получим 

εкон(χ, ρ) = 0,5 + 0,5 th(Ah /4D),                      (3.14) 

где A = α–1 [g (ρ – ρср) – HgradH (χ – χр)]. 
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3.5. Флотационные машины 
 
Кинетическая мера флотируемости фракций вытекает из 

экспоненциального уравнения кинетики флотации узкой фракции 
по уравнению Белоглазова – Годэна εтв(t) = 1 – exp(–ϕt). Эта мера 
флотируемости равна скорости флотации ϕ, деленной на степень 
аэрации S. Cепарационная характеристика флотационной машины 
(и отдельной операции флотации) получается в виде экспоненци-
ального закона 

( ) )(−−1=ε kStk фкон exp ,                          (3.15) 

где k – переменная флотируемость минеральных частиц, м/с; S – 
степень аэрации м2/м3; tф – время флотации, с. 

Полученная формула (3.15) позволяет проанализировать 
роль степени аэрации и времени флотации. Флотируемость разделе-
ния kр получается из уравнения 

( ) 0,5 = )(−−1=ε kStk фкон exp .                       (3.16) 

Уравнение имеет точное решение: 

( )фр /2ln Stk = .                                 (3.17) 

Сепарационные характеристи-
ки флотомашин не зависят от реа-
гентного режима (от реагентного ре-
жима зависит распределение мине-
ральных частиц по флотируемости). 

Для промышленных флотома-
шин сепарационная характеристика 
модифицируется с учетом уровня 
пульпы и других факторов. Например, 
для обычной пенной флотации 
(рис.3.1) компьютерная программа вы-
числила частные сепарационные ха-
рактеристики операций (рис.3.2 и 3.3).  

 

 

Рис. 3.1. Схема флотации 

Исх J = 5

Кон J = 1

Хв J = 7 
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Рис.3.2. Сепарационные характеристики основной операции флотации  
по концентрату EPSUNco и хвостам EPSUNta
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Рис.3.3. Сепарационные характеристики основной операции флотации  
по концентрату EPSUNco и хвостам EPSUNta 
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3.6. Экспериментальное нахождение сепарационных 
характеристик 

 
Экспериментально определить сепарационные характери-

стики εкон(ξ) любых обогатительных аппаратов можно с использова-
нием формулы  

εкон(ξ) = Q кон γкон(ξ)/[Q кон γкон(ξ) + Q хв γхв(ξ)].        (3.18) 

Экспериментальное опробование должно дать количествен-
ную информацию о производительностях аппарата Qкон, Qхв и о 
фракционном составе продуктов γкон(ξ), γкон(ξ), γхв(ξ). 

Экспериментальным путем можно численно определить се-
парационные характеристики для грохотов, гидроциклонов, гидро-
классификаторов, отсадочных машин, суспензионных сепараторов, 
тяжелосредных гидроциклонов, флотомашин, магнитных и электри-
ческих сепараторов и т.д.  

 
 

4. НАХОЖДЕНИЕ СЕПАРАЦИОННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК, 
АНАЛИЗ И РАСЧЕТ ПРОМЫШЛЕННЫХ 

ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ СХЕМ 
 
В главе 3 рассмотрены сепарационные характеристики ос-

новных обогатительных аппаратов, что позволяет перейти к анали-
зу промышленных технологических схем, состоящих из таких ап-
паратов. В задачах анализа схема является заданной. Требуется ко-
личественно представить работу схемы, в частности, найти ее сепа-
рационные характеристики и предсказать технологические показа-
тели для того или иного типа сырья.  

В этой главе рассмотрим следующие вопросы: 
• сепарационные характеристики технологических схем;  
• вывод формул для вычисления результирующей сепарацион-

ной характеристики схемы в целом по частным отдельных операций;  
• общую формулу для любого числа перечистных и контроль-

ных операций; влияние увеличения числа перечистных и контроль-
ных операций на рост крутизны характеристики в рабочей точке;  
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• простой закон для симметричных схем;  
• анализ сепарационных характеристик разветвленных фло-

тационных схем;  
• эквивалентирование схем;  
• схемы с увеличенной крутизной в рабочей точке; 
• прогнозирующий расчет технологических схем;  
• общую методику расчета количества и состава всех про-

дуктов по известным характеристикам сырья и отдельных операций;  
• примеры расчета для схем гравитационного, магнитного и 

флотационного обогащения.  
 
 

4.1. Сепарационные характеристики технологических схем 
 
Сепарационные характеристики для конечных продуктов 

схем более важны, чем для внутренних продуктов, поэтому нач-
нем с них. Для большинства обогатительных аппаратов сепараци-
онная характеристика ( )ξε  далека от идеальной ступенчатой; при-
мером является флотационная машина с экспоненциальной сепа-
рационной характеристикой. Именно поэтому аппараты соединя-
ют в технологические схемы таким образом, чтобы результирую-
щая сепарационная характеристика ( )ξεрез  схемы в целом была 
ближе к идеальной.  

Типичный путь, выработанный практикой, – это канониче-
ские схемы. В них имеется одна основная, П перечистных и К кон-
трольных операций; промпродукты любой перечистной и контроль-
ной операции возвращаются в питание предыдущей. Особенно раз-
ветвленными являются перечистные и контрольные ветви в схемах 
флотации вследствие весьма неидеальной сепарационной характери-
стики отдельной операции флотации (флотационной машины). 

В соответствии с общим подходом результирующей сепара-
ционной характеристикой (двухпродуктовой) схемы назовем отно-
шение масс (производительностей) элементарной фракции 
[ ]ξ+ξξ d,  в концентрате и исходном питании, т.е. 
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( ) ( ) ( )[ ]ξξγξξγ==ξε dQdQqq исхисхккисхкрез // .                 (4.1) 

Производительности по элементарной фракции в концен-
трате и исходном питании схемы соответственно 

( ) ξξγ= dQq ккк                                       (4.2) 
и 

( ) ξξγ= dQq исхисхисх .  

Знание ( )ξεрез  позволяет из уравнения (4.2) находить ( )ξγк  
и содержание го-j  компонента в продукте 

( ) ( ) ξξγξβ=β ∫
ξ

ξ

dкк

max

min

.                                  (4.3) 

Формулы (4.1)-(4.3) получаются решением линейных алгеб-
раических уравнений баланса по произвольной элементарной фрак-
ции [ ]ξ+ξξ d,  для всех продуктов схемы; число таких уравнений 
равно удвоенному числу операций в схеме. Для любой i-й операции 
имеем два уравнения. Первое показывает, что сумма входящих по-
токов фракции [ ]ξ+ξξ d,  равна сумме выходящих: 

iii qqq хвкисх += .                                  (4.4) 

Второе уравнение отражает, что поток фракции в концентрате равен 
потоку ее в питании, умноженному на сепарационную характери-
стику, т.е. ( ) iii qq исхк ξε= . Последнее равенство иногда удобнее пе-
реписать в виде 

( ) ( )[ ]ξε−=ξε iiiii qq 1// хвк .                          (4.5) 

Составив пары равенств для всех операций схемы, исключив 
все iq  для внутренних промежуточных продуктов, вычислим отно-
шение исхк / qq  [уравнение (4.1)].  

Например, для схемы с тремя операциями (рис.4.1, г) полу-
чим )( к4 qq = : 
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;исх6532 qqqqq =−−+  
05к2 =−− qqq ; 
0763 =−− qqq ;                                      (4.6) 

исхо6о5о2 qqqq ε=ε−ε− ; 
0к2п =−ε qq ; 
063к =−ε qq . 

Система (4.6) содержит шесть линейных уравнений с ше-
стью неизвестными; для упрощения решения можно использовать 
еще три равенства типа (4.5): 

 

 
 

Рис.4.1. Канонические (а-д) и полуканоническая (е) схемы 
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( )оо32 1// ε−ε=qq ; 

( );1// пп54 ε−ε=qq  

( )кк76 1// ε−ε=qq . 

Для решения системы уравнений (4.6) в первой и шестой 
строках заменим ( ) оо23 /1 εε−= qq , в пятой заменим 

( )пп54 1/ ε−ε= qq , при этом получим:  

( )[ ] исх652оо /11 qqqq =−−εε−+ ; 

( ) 01/ п5п2п =ε−ε−ε qq ; 

( ) 0/1 6о2ок =−εε−ε qq . 

Подставим 5q  и 6q  в первое из этих уравнений: 

( )[ ] ( ) ( )[ ] исх2оок2п2оо /11/11 qqqq =εε−ε−ε−−εε−+ . 

Далее последовательно найдем 

( ) ( ) ( )копокооисх2 1/ εε+εε+ε−ε−εξ=ξ qq ; 

( ) ( )( ) ( )копокооисх3 1/1 εε+εε+ε−ε−ε−ξ=ξ qq ; 

( ) ( ) ( )копокопоисх4к 1/ εε+εε+εε−εεξ=ξ= qqq ;             (4.7) 

( ) ( ) ( ) ( );1/1 копокопоисх5 εε+εε+ε−ε−ε−εξ=ξ qq  

( ) ( ) ( ) ( )копокоокисх6 1/1 εε+εε+ε−ε−ε−εξ=ξ qq ; 

( ) ( )( )( ) ( )копококоисх7 1/11 εε+εε+ε−ε−ε−ε−ε=ξ qq . 

Результирующую сепарационную характеристику находят из 
третьей строки как отношение ( )ξε= резисхк / qq  [см. формулу (4.3)]. 

Результирующая сепарационная характеристика является 
необходимой и достаточной для оценки и анализа схемы в целом как 
«большого» сепаратора с одним исходным питанием исхq  и двумя 
конечными продуктами кq  и хвq . 

Сепарационные характеристики для промежуточных про-
дуктов (участков) схем также имеют важное значение, спецификой 
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их является наличие максимумов в окрестности границы разделения 
схемы. Сепарационная характеристика ( )ξε i1,  для любого i-го про-
дукта (по отношению к исходному питанию) равна отношению про-
изводительностей (масс) по фракции [ ]ξ+ξξ d,  в данном продукте и 
в питании схемы: 

( ) ( ) ( )[ ]оогоогое исхисх1, dQdQ/qq iiii /1 == . 

Для всех продуктов схемы ее находят решением упомянутых 
линейных алгебраических уравнений аналогично ( )ξεрез ; она явля-
ется частным случаем, когда кqqi = . Для рассматриваемого примера 
(см.рис.4.1, г) все эти внутренние характеристики приведены в фор-
мулах (4.7) в виде ( ) исх1, qq ii ξε= . 

Практически важной является только половина набора ха-
рактеристик ( )ξε i1,  (например, для частных концентратов всех опе-
раций), остальные характеристики легко находят по формуле (4.5). 

Таким образом, первоначальное описание схемы с помощью 
1++ КП  частных сепарационных характеристик ( )ξεi  отдельных 

операций (аппаратов) превращается в описание, состоящее из такого 
же числа «абсолютных» сепарационных характеристик ( )ξε i1,  для 
концентратов отдельных операций. Из 1++ КП  характеристики 
важнейшей является результирующая ( ) ( )ξε=ξε 1крез . 

Например, для схемы, приведенной на рис.4.1, г, вместо 
по , εε  и кε  вводятся 

122,1 / qq=ε ,   166,1 / qq=ε    и   144,1рез / qq=ε=ε . 

Заметим, что иногда при анализе отдельных участков 
сложных схем могут представлять интерес «перекрестные» сепа-
рационные характеристики от j-го до i-ro промпродукта. Напри-
мер, для схемы, приведенной на рис.4.1, г, от концентрата 6q  кон-
трольной операции до окончательного концентрата 4q  получается 

( ) ( )[ ]окпо646,4 е1е/ееое −== /qq . 
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Каноническая и полуканоническая схемы с любым числом 
операций важны для анализа из-за их распространенности. Дейст-
вуя по рассмотренной выше методике для общего случая канони-
ческой схемы с любым числом перечистных П и контрольных К 
операций, можно получить результирующую сепарационную ха-
рактеристику в виде 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ооооерез ВА/А += ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ккк1ккк2к1ккк1пппо е...е...е1...е1ее1...е1е...еео ++−−+−−=A ; (4.8) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ппп1ппп2п1ппп1ккк1о е1...е1е...ее1е...ее1е1е1о −−+−+−−−= ...В , 

где ( )оее оо = , ( )оее пп ii = , ( )оее кк ii =  – сепарационные характери-
стики соответственно основной, перечистных и контрольных опе-
раций. Известны другие формы записи для ( )оерез . 

Для полуканонической схемы (рис.4.1, е), в которой все 
оборотные продукты возвращаются в голову основной операции, 
результирующая сепарационная характеристика имеет вид  

( ) ( )( )( ) ( )[ ]ккк2к1оппп2п1оппп2п1орез е1...е1е1е1е...еее/е...еееое −−−−+= .      (4.9) 

Формулы (4.8), (4.9) получены теми же методами, что и 
формула (4.3), т.е. решением системы линейных алгебраических 
уравнений баланса по узкой фракции [ ]оо,о d+ . 

Важным является частный случай симметричной схемы 
(с одинаковым числом перечистных и контрольных операций 
П = К = п и дополнительным условием взаимной идентичности 
всех частных сепарационных характеристик) ( ) ( ) ( )оееое кп оо == ii . 
Такие симметричные схемы с идентичными операциями (и кано-
нические, и полуканонические) имеют следующее простое выра-
жение для результирующей сепарационной характеристики: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }1
о

1
о

1
орез ое1ое/оеое +++ −+= nnn .              (4.10) 

Эта формула получается из формул (4.8) и (4.9) как част-
ный случай при П = К = п и ок ε=ε=ε iпi . 
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Профессором К.А.Разумовым была выведена формула, по-
зволяющая определить извлечение металла в окончательный кон-
центрат для канонической схемы при любом числе перечистных П и 
контрольных К операций, 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
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 ,(4.11) 

где поE – частное извлечение металла в концентрат основной опера-
ции; ппп2п1 ...,,, ЕЕЕ – частные извлечения металла в концентрат со-
ответственно I, II, ..., П-й перечистных операций; кк2к1к ...,,, ЕЕЕ  – 
частные извлечения металла в концентрат соответственно I, II, ..., К-й 
контрольных операций. 

Если в формуле (4.11) заменить частные извлечения металла 
на частные сепарационные характеристики операций ( )оеопо →E , 

( )оепп iiЕ → , ( )оекк jjE → , то формула (4.11) становится эквива-
лентной формуле (4.8). Выражения (4.8) и (4.11) внешне не совпа-
дают, но дают одинаковые результаты и каждое пригодно к вычис-
лению и ( )ξεрез , и резЕ , однако физическая и техническая сущность 

( )ξεрез  и резЕ  резко различаются: с помощью ( )ξεрез  прослеживается 
движение по схеме любой элементарной фракции [ ]ооо, d+ , а с по-
мощью резЕ  движение одного ценного компонента. 

Формула (4.8) проще для практического применения, ее ино-
гда удобнее использовать в иной, более симметричной, записи:  

( )BАА += /ерез ; 

( ) +−−= ккк1ппп1о е1...е1...еее )[(A  

( ) ( ) ;е...е...е1...е1е ккк1ккк2к1 ]++−−+  
( ) ( ) ( ) ( )[ ].ппхвп1хвппхвп2хвп1хвппхвп1хвккхвк1хвохв е...е...е1...е1ее1...е1е...ее ++−−+−−=В  

(4.12)
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Здесь в члене В объединены все частные сепарационные ха-
рактеристики операций оε , iкε , jкε , которые, как было условлено, 
относятся к концентратам, и заменены на оохв 1 ε−=ε , ii пхвп ε−=ε 1  
и jj кхвк 1 ε−=ε , которые относятся к хвостам. При такой записи 
члены А и В отличаются только числами П и К. 

Пример. По уравнениям (4.8) и (4.12) для канонической схе-
мы, содержащей две перечистные (П = 2) и одну контрольную 
(К = 1) операции, сразу получаем 

( )[ ]
( )( ) ( ) ( )( )[ ] =

−−+−+−−+
+−

=
п2п1п2п1п2п1к1оп2п1о

к1к1п2п1о
рез е1е1ее1еее1е1еее

ее1еее
е  

( )п2хвп1хвп2хвк1хвохвп2п1о

п2п1о

еее1еееее
еее

+−+
= . 

Аналогично для симметричной схемы П = К = 2 получаем 

( )
( ) ( )п2хвп1хвп2хвк2хвк1хвохвк2к1к2п2п1о

к2к1п1к2п2п1о
рез еее1ееееее1еее

ееее1еее
е

+−−+−
++−

= .    (4.13) 

Рассмотренные формулы для ( )ξεрез  в общем случае (при 
любом числе П и К), во-первых, позволяют избежать трудоемкого 
решения уравнений баланса типа (4.6), во-вторых, по ним можно 
сравнительно легко «подобраться» к ( )ξε il,  для внутренних продук-
тов схемы с помощью формул (4.4) и (4.5). Все формулы справедли-
вы не только для одномерных сепарационных характеристик ( )ξεрез , 

( )ξεо , ( )ξε iп , но и для двухмерных и многомерных ( )n1рез ...ξξε , 
( )nξξε ...1о , ( )ni ...оое 1п , ( )nj ...еое 1к , причем теперь прослеживается 

движение по схеме не одномерной фракции [ ]ооо, d+ , а произволь-
ной многомерной размером ndd ξξ ...1 . 

Подчеркнем, что ( )ξε i1, и ( )ξεрез  показывают извлечение лю-
бой фракции [ ]ооо, d+  в i-й (в частности, конечный) продукт от ис-
ходного питания. 
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4.2. Анализ сепарационных характеристик гравитационных, 
магнитных, флотационных и других схем 

 
Задачи анализа – выяснить, как влияют конфигурация схемы, 

тип сепараторов в операциях, настроечные параметры сепараторов 
на ( )ξεрез  и ( )ξε i1, . 

Сепарационные характеристики ( )ξεрез  и ( )ξε i1,  для кон-
кретной схемы обогащения – гравитационной, магнитной, флотаци-
онной и других – получаются подстановкой сепарационных харак-
теристик конкретных аппаратов (операций) ( )ξεо , ( )ξε iп , ( )ξεк1 схе-
мы (рис.4.2), в рассмотренные выше общие формулы для ( )ξεрез  и 

( )ξε i1, .  
Примеры. 1. Для гравитационной схемы с одной перечист-

ной операцией П = 1, К = 0 и частными генерационными характери-
стиками операций для отсадочных машин или тяжелосредных сепа-
раторов по формуле (4.2) получаем 

 

Рис.4.2. Результирующие сепарационные характеристики  
различных флотационных схем 

П = К = 2 
П = К = 1 

П = 0; 
К = 0 
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( ) ( ) ( )22
рез Ф25,075,0/Ф5,05,0 ++=ρε , 

где ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= − сгбссФФ исх

1
р ghD . 

Окончательно резε  можно рассчитать при численном зада-

нии всех параметров, в частности ( ) /тм35221 ,ghD =α − ; 3
р т/м3с = . 

2. Для симметричной флотационной схемы с одной перечи-
сткой П = 1 и одной контрольной К = 1 операциями с идентичными 

( ) ( ) ( ) ( )kStkkk фкпо exp1еее −−===  по формулам (4.3) или (4.10) полу-
чаем 

( ) 2
фф

2
ф

рез )]exp(1[2)]exp(1[21
)]exp(1[

е
kStkSt

kSt
k

−−+−−−

−−
= .        (4.14) 

Конкретные параметры могут иметь следующие значения: 
удельная поверхность раздела фаз S = 800 м2/м3; время флотации 

мин5,2ф =t . 
Из этих примеров ясно, как можно получить сепарационные 

характеристики любых конкретных схем обогащения. 
График или таблица любой сепарационной характеристики 

( )ξεрез , ( )ξε i1,  вычисляется «вручную» или с помощью ЭВМ в дис-

кретных точках интересующего диапазона ,maxmin ξ<ξ<ξ  в частно-
сти, 0=ξ , ξΔ , ξΔ2 , ξΔ3  и т.д. График или таблица ( )ξεрез  могут 

быть построены и по исходным экспериментальным данным ( )ξεо , 
( )ξε iп , ( )ξε jк , также представленным графиками или таблицами. 

На рис.4.2 показаны ( )ξεрез  для нескольких флотационных 
схем, причем для простоты в этих примерах взяты одинаковые сепа-
рационные характеристики в операциях ( ) ( )xk −−= exp1е , фkStx = . 

Положение границы разделения рξ  и крутизна в рабочей 
точке ( )ррез ξε′  являются важнейшими параметрами результирующей 
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характеристики схемы ( )ξεрез . Величина рξ  является корнем урав-
нения ( ) 5,0ррез =ξε . 

Это уравнение не всегда легко решается аналитически, осо-
бенно для сложных схем, поэтому на практике лучше пользоваться 
графическим методом: построить график ( )ξεрез ; на высоте 

5,0рез =ε  провести горизонтальную линию до пересечения с графи-
ком; опустить перпендикуляр в искомую точку рξ . 

Так, например, из графиков ( )kрезε  для флотационных схем, 
приведенных на рис.4.2, в случаях симметричных схем ( 0КП == , 

1КП ==  и 2КП == ) получается одно и то же значение флотируе-
мости разделения: 

( ) ( )фффрр /693,0/2ln/ StStStxk ≈== . 

Для несимметричной схемы ( 1П = , 0К = ) имеем 
( )фр /95,0 Stk ≈ , а для схемы 2П = , 1К =  получаем ( )фр /5,1 Stk ≈ . 

Крутизна ( )ррез ξε′  вычисляется после нахождения рξ  по 
формуле 

( ) ( ) ррезррез оооеое =ξ=′ /dd . 

Это всегда можно сделать по аналитической формуле для ( )ξεрез  
либо графическим дифференцированием по тангенсу угла наклона 
касательной к ( )ξεрез  в рабочей точке рε . 

Например, для флотационной схемы П = К = 1 с ( )kрε  вида 
уравнения (4.14) при ( )фр /2ln Stk =  получаем ( ) фррез Stk =ε′ , а для сим-
метричной флотационной схемы (П = К = 2) получаем ( ) фррез 5,1 Stk =ε′ . 

Для одной операции флотации (П = К = 0) крутизна 
( ) фр 50е St,k =′ .  

Видим, в частности, что по мере увеличения числа перечист-
ных и контрольных операций крутизна кривых растет, т.е. ( )kрезε  
приближается к идеальной ступенчатой функции. 
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Докажем, что соотношение между ростом крутизны и увели-
чением числа перечистных и контрольных операций, пригодное 
только для симметричных схем ( )КП =  с идентичными операциями 

( ) ( ) ( )оеоеое кпо ii == , имеет вид 

( ) ( ) ( )роррез 1 ξε′+=ξε′ n ,                               (4.15) 

где ( )ξεо  – крутизна для основной (и всех других) операций. 
При добавлении к основной операции первой пары опера-

ций (П = К = 1) крутизна схемы увеличивается вдвое, при добав-
лении еще одной пары операций (П = К = 2) крутизна увеличива-
ется втрое и т.д. 

Доказательство основывается на формуле (4.10), дифферен-
цируя которую по ξ  получаем 

( ) ( )[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]
( )[ ] .
1

11111
21

о
1

о

оооо
1

ооо
1

о
1

о
рез ++

+++

ε−+ε

ξε′ε−+−ξε′ε+ε−ξε′ε+ε−+ε
=ξε′

nn

nnnnnn nnn  

Подставляя рξ=ξ  с учетом ( ) 5,0ро =ξε , получаем формулу (4.15). 
Формула (4.15) общая и справедлива для гравитационных, 

магнитных, флотационных и других схем обогащения; с ее помо-
щью по известной крутизне отдельной операции ( )ро ξε′  легко по-
лучить крутизну ( )ррезе k′  для симметричной схемы в целом с лю-
бым П = К = n. Практически целесообразно пользоваться ею со-
вместно с вычислением ( )ро ое′  для типовых сепараторов. Напри-
мер, для гравитационных схем с отсадочными машинами формула 
(4.15) принимает вид 

( ) ( ) ( )[ ]minmaxррез 2/1 ρ−ρπα+=ρε′ Dghn ; 

для флотационных схем  

( ) ( ) фррез 15,0 Stnk +=ε′ .                               (4.16) 

Аналогичные формулы получаются для других схем. 
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К сожалению, простая формула (4.15) пригодна только для 
симметричных схем с идентичными операциями ( )ji кпо ε=ε=ε  и 
канонических схем. Для несимметричных же схем и даже для сим-
метричных схем при неидентичных операциях нужно исходить из 
формул (4.8) и (4.9), что усложняет анализ. 

Анализ циркулирующих нагрузок для симметричных флота-
ционных схем представляет интерес. До сих пор речь шла в основ-
ном о ( )ξεрез , теперь рассмотрим ( )ξε i1,  на примере симметричных 
схем флотации, причем будем анализировать циркулирующие на-
грузки простой схемы П = К = 1. 

Если для всех операций симметричной схемы флотации ха-
рактеристики ( )kiε  одинаковы, т.е. если одинаковы произведения 

фф SttS ii = , то схема в целом является «сбалансированной», и ее ре-
зультирующая сепарационная характеристика ( ) 4,1рез ε=ε k  имеет 
флотируемость разделения ( )фр /2ln Stk =  и крутизну 

( ) ( ) фpрез 15,0 Stnk +=ε′ ; ( )kрезε  наиболее близка к идеальному ступен-
чатому закону ( ) ( )рид 1 kkk −=ε . 

Если же функции ( )kiε  для отдельных операций не одинако-
вы, (т.е. S, tф отклоняются от среднего значения), то симметричная 
схема становится «несбалансированной», в результате чего ( )kрезε  
сильнее отклоняется от ( )kидε , а циркулирующие нагрузки не соот-
ветствуют норме. 

Сепарационные характеристики ( )k5,1ε  и ( )k6,1ε  для цирку-
лирующих нагрузок (продукты 5q и q6 на рис.4.1, г) имеют, согласно 
формулам (4.7), следующий вид: 

( ) ппрез5,1 /1 εε−ε=ε ; 
(4.17) 

( ) ( )поокрез6,1 /1 εεε−εε=ε ,  

где резε  определяется по формуле (4.1). 
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Для общности анализа в дальнейшем величину ktS Фоо  в ос-
новной операции обозначим через х, т.е. для основной операции 
флотации берем ( ) ( ) ( )xxk −−=ε=ε exp1оо . Если во всех операциях 

( )xiε  одинаковы (сбалансированный режим), то имеем 
( )x−−=ε=ε=ε exp1кпо . Подставив эти значения ( )xiε  в формулы 

(4.3) и (4.17), получим формулы ( )xi1ε  для сбалансированного ре-
жима. По этим (опущенным здесь) формулам на рис.4.3, а построе-
ны соответствующие графики (расчеты сделаны на вычислительной 
машине). 

Если время флотации в перечистной и контрольной опера-
циях схемы, показанной на рис.4.1, г, увеличить, например, вдвое, 
то получим (несбалансированный режим) ( )x−−=ε exp1о ; =ε=ε кп  

( )x2exp1 −−= . Теперь резε , 5,1ε  и 6,1ε  для этой схемы изменятся так, 
как показано на рис.4.3, б. 

 

Рис.4.3. Сепарационные характеристики простой  
симметричной схемы флотации 
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Если время перечистной флотации будет вдвое больше, а 
контрольной – вдвое меньше, чем основной, то получим 

( )x−−= exp1ео ; ( )x2exp1п −−=ε ; ( )x5,0exp1к −−=ε . Соответст-
вующие графики ( )xрезε , ( )x5,1ε , 6,1ε  показаны на рис.4.3, в. 

На рис.4.3, г показаны графики для других несбалансирован-
ных режимов схемы, представленной на рис.4.1, г. 

Графики, представленные на рис.4.3, позволяют сделать сле-
дующие выводы. В сбалансированном режиме (рис.4.3, а) оба цир-
кулирующих потока 15,15 qq ε= ; ( )dkkQqq исхисх6,116,16 γε=ε=  иден-
тичны по фракционному составу, причем в них максимально извле-
каются минеральные частицы с флотируемостью k, равной флоти-
руемости разделения ( )ФооФоорр /2ln/ tStSxk == , которую находят из 
графиков ( )kрезε  по уравнению ( ) 5,0ррез =ε k ; в концентрат q4 сепа-
рируются преимущественно частицы с флотируемостью k > kp, на 
что указывает график рез4,1 ε=ε . 

При одновременном увеличении фронтов перечистной и кон-
трольной операций (рис.4.3, б) циркулирующие потоки становятся 
различными, причем q6(k) > q5(k) для любой фракции флотируемости 
[ ]dkkk +,  при max0 kk <<  и любом исходном питании ( )kисхγ . 

Наоборот, при уменьшении фронтов перечистной и кон-
трольной операции (рис.4.3, г) получается ( ) ( )kqkq 56 < . 

Оба циркулирующих потока существенно возрастают при 
уменьшении фронта перечистки и увеличении фронта контрольной 
флотации. 

Во всех несбалансированных режимах график ( )kрезε  больше 
отклоняется от ступенчатой идε , чем для сбалансированного режима 
(рис.4.3, а).  

Подобный анализ для схем, в которых П = К = 2, выявляет 
резкое увеличение циркулирующих потоков 5q  и 6q при уменьше-
нии фронтов перечистных и увеличении фронтов контрольных опе-
раций по сравнению с фронтом основной операции; циркулирующие 
потоки от II перечистной и II контрольной операций колеблются 
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меньше. Для схем, в которых П = К = 2, анализ опустим, приведем 
только исходные формулы для ( )ki,1ε . 

Для канонической схемы П = К = 2 (см. рис.4.1, д): циркуля-
ция от I перечистной и I контрольной операций 

( ) ( )п2п1п1рез155,1 /1/ εεε−ε==ε qq ; 

( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }к1к2п2п1оп2п1ок2рез166,1 11/111/ ε−ε−εεεε−ε−ε−εε==ε qq ; 

циркуляция от II перечистной и II контрольной операций 

( ) п2п21рез199,1 /1/ εε−ε==ε qq ; 

( )( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }к1к2п2п1оп2п1к2к1орез11010,1 11/1111/ ε−ε−εεεε−ε−εε−ε−ε==ε qq . 

Для полуканонической схемы П = К = 2 (рис.4.1, е) циркуля-
ция от I перечистной и I контрольной операций 

( ) ( )п2п1п1рез155,1 /1/ εεε−ε==ε qq ; 

( ) ( )п2п1оок1рез166,1 /1/ εεεε−εε==ε qq ; 

циркуляция от II перечистной и II контрольной операций 

( ) п2п2рез199,1 /1/ εε−ε==ε qq ; 

( )( ) ( )п2п1оок1к2рез11010,1 /11/ εεεε−ε−εε==ε qq . 

Надо учесть, что резε  для канонической схемы вычисляются 
из выражений (4.8) или (4.13), а для полуканонической – из выраже-
ния (4.9). 

Видим, что анализ каждой конкретной схемы – новая само-
стоятельная задача. 

Рассмотрим вопрос об эквивалентности флотационных схем 
различной конфигурации. Различные по числу и взаимному соедине-
нию операций схемы могут иметь одинаковые или близкие значения 
резε , такие схемы взаимозаменяемы. Это позволяет искать наиболее 

простую схему. Рассмотрим подход на примере флотации. 
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Две схемы различной конфигурации эквивалентны, если их 
сепарационные характеристики ( )kрезε  одинаковы (такие схемы да-
ют одинаковые технологические показатели для любого сырья в пи-
тании). Для практической эквивалентности схем достаточно потре-
бовать одинаковых границ разделения рk  и крутизны ( )рkε′ , так как 
это дает близкие значения ( )kрезε . Для общности введем величину 

( )Stk /2lnр = , реализуемую одной операцией – схемой на рис.4.1, а, 
где ( ) ( )Stkk −−=ε exp1 . 

Параметры отдельных операций схем Si, ti и их конфигура-
ция влияют на рk  и ( )ррез kε′ . Это влияние проанализировано преды-
дущими формулами. Рассмотрим три схемы, для которых имеем: 
схема П = 1, K = 0 (рис.4.1, б) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ };expexp1exp1е ппооппоорез ktStSktS/ktSk +−+−−−=      (4.18) 

схема 0П = , 1К = (рис.4.1, в) 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]{ }2
оооо

2
оорез exp12exp121exp1е ktSktS/ktSk −−+−−−−−= ; 

(4.19) 

схема П = К = 1 (см. рис.4.1, г) 
Схема на рис.4.1, б совпадает по Stk /2lnр =  со схемой из 

одной операции, представленной на рис.4.1, а, если на ооtS  и ппtS  
наложить ограничения, которые сводятся к изменению 

SttSSttS пппооо , α=α=  в основной операции в оα  раз, а в перечист-
ной – в пα  раз по сравнению с одной операцией с St . 

Подставляя в ( )Stk /2lnр =  уравнение (4.18) и принимая 

( ) 5,0ррез =ε k , получаем связь между коэффициентами оα  и пα : 

( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } 5,02lnexp2lnexp1/2lnexp1 попо =α+α−+α−−α−−    (4.20) 
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Если изменять оα  и пα  согласно ограничению (4.20), то ве-
личина рk  будет оставаться неизменной и равной ( )St/2ln . При этом 
крутизна ( )ррез kε′  будет изменяться по закону 

( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }×α+α−++α−−−ε′ − 2lnexpexp2lnexp1 поп
1

р Ak  

( ) ( )×α−+α−α× − 2lnexp2lnexp о
1

оо A  

( ) ( ) ( )[ ]{ }2lnexp2lnexp попопп α+α−α+α−α−α× ,        (4.21) 

где ( ) ( )[ ]{ }2
п0п 2lnexp2lnexp1 α+α−+α−−=A , что получается диф-

ференцированием уравнения (4.18) по k с последующей заменой 
( )Stkk /2lnр == . 

По формулам (4.20) и (4.21) построена табл.4.1. Из нее вид-
но, в частности, что крутизна возрастает вдвое, от St5,0  до St , если 
взять SttS 2,2оо =  и SttS 58,0пп = . 

Аналогично схема типа ,1П =  1К = (рис.4.1, в) совпадает по 
( )Stk /2lnр =  со схемой, показанной на рис.4.1, а, при условии 

( )[ ] ( ){ +α−−α−− 2lnexp1/2lnexp1 оо   

( )[ ]}2lnexp ко α+α−+ ,                              (4.22) 

которое получается из формулы (4.19) с учетом SttS ооо α= , 
SttS ккк α= . 

 
Таблица 4.1 

 
Увеличение крутизны ( )ррез kε′  с увеличением фронта основной оα   

и уменьшения фронта перечистной пα операций для схемы типа 1П = , 

0К = , ( )Stk /2lnр =  (рис.4.1, б) 

( )SttS /ооо =α  ( )SttS /ппп =α  ( )ррез kε′  

1 Без перечистной St5,0  
1,2 2 St6,0  
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Окончание таблицы 4.1

( )SttS /ооо =α  ( )SttS /ппп =α  ( )ррез kε′  

1,35 1,35 St744,0  
1,5 1,1 St819,0  
1,76 0,76 St903,0  
2,2 0,55 St  
3 0,215 St19,1  

4,33 0,15 St5,1  
5 0,047 St645,1  

6,5 0,02 St2  
7 0,0114 St123,2  

 
Крутизна ( )ррез kε′  для схемы, показанной на рис.4.1, в, изме-

няется по закону  

( ) ( ) [ ]{ }×α+α−+α−−=′ − 2lnexp2lnexp1е коо
1

ррез Ak  

( ) ( )[ ]×α−−−α−α× − 2lnexp12lnexp о
1

оо A  

( ) ( ) ( )[ ]{ }2lnexp2lnоexp кокооо α+α−α+α−α−α× ,         (4.23) 

где ( ) ( )[ ]{ }2
коо 2lnexp2lnexp1 α+α−+α−−=А , что получается диф-

ференцированием уравнения (4.19) по k с последующей заменой 
( )Stkk /2lnр == . 

По формулам (4.22) и (4.23) строим табл.4.2, показывающую, 
в частности, что увеличение крутизны вдвое (от St5,0  до St) получа-
ется при SttS 25,0оо =  и SttS 42,2кк = . Схема на рис.4.1, г совпадает 
по ( )Stk /2lnр =  со схемой, показанной на рис.4.1, а, при условии 

SttStStS === ккппоо .                             (4.24) 

При этом крутизна ( )ррез kε′  получается вдвое большей, чем 
для схемы, представленной на рис.4.1, а: ( ) Stk =ε′ ррез . 
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Таблица 4.2. 
 

Увеличение крутизны ( )ррезе k′  с уменьшением фронта основной оα   

и увеличением фронта перечистной пб  операций для схемы типа 0П = , 

1К = , ( )Stk ln2/р −=  (рис.4.1, в) 

 
( )SttS /ооо =α  ( )SttS /ккк =α  ( )ррез kε′  

1 Без контрольной St5,0  
0,7 0,677 St623,0  
0,5 1,27 St74,0  
0,3 2,09 St93,0  
0,25 2,42 St  
0,2 2,74 St07,1  
0,1 3,8 St345,1  

0,067 4,5 St5,1  
0,05 4,83 St579,1  
0,02 6,53 St2  
0,01 7,17 St158,2  

 
Симметричная схема с одинаковым числом перечистных П и 

контрольных К операций (и с возвратом продуктов в предыдущие 
операции либо в начало схемы) совпадает по Stk /2lnр =  со схемой 
на рис.4.1, а при выполнении условия (4.24) для всех операций, т.е. 

iitS  всех операций должны быть одинаковы (случай неодинаковых 

iitS  для симметричных схем здесь не анализируется). Крутизна 
( )ррез kε′  таких схем возрастает в 1+n  раз по сравнению со схемой на 

рис.4.1, а (см. формулу (4.16)). 
На основе предыдущего анализа можно перейти к вопросу 

эквивалентирования схем (сепарационных свойств) на основе совпа-
дения их рk  и ( )ррез kε′ . Для всех схем будем брать ( )Stk /2ln=р  для 
сравнимости с простейшей схемой на рис.4.1, а. Будем рассматри-
вать схемы с увеличивающейся крутизной, двигаясь дискретными 
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шагами ( )ррез kε′ , равными St5,0 ; St ; St5,1 ; St2  и т. д. (промежуточ-
ные значения ( )ррез kε′  не рассматриваются). 

Крутизну ( ) Stk =ε′ ррез  можно получить в трех схемах, пред-
ставленных: на рис.4.1, б – при SttS 2,2=оо  и SttS 55,0=пп  (согласно 
табл.4.l); на рис.4.l, в – при SttS 25,0=оо  и SttS 42,2=кк  (согласно 
табл.4.2); на рис.4.l, г – при SttStStS === ккппоо  (по формуле (4.16)). 
Эти три схемы эквивалентны друг другу: они имеют одинаковую 
флотируемость разделения ( )Stk /2ln=р  и одинаковую крутизну 

( ) Stk =ε′ ррез . 
Условия эквивалентности упрощаются при одинаковой аэра-

ции во всех машинах SSSS === кпо : для схемы на рис.4.l, б – 
tt 2,2=о ; tt 55,0=п ; для схемы на рис.4.l, в – tt 25,0=о ; tt 42,2=к ; 

для схемы на рис.4.l, г – =оt ttt == кп . 
Крутизну ( ) Stk 5,1=ε′ ррез  можно рассчитать в следующих эк-

вивалентных схемах, представленных: на рис.4.l, д – при одинако-
вых значениях iitS  во всех пяти операциях (согласно формуле 
(4.16)); на рис.4.l, e – при одинаковых значениях iitS  во всех пяти 
операциях (согласно формуле (4.16)); на рис.4.l, б – при условии 

SttS 33,4=оо ; SttS 15,0=пп  (согласно табл.4.l); на рис.4.l, в – при ус-
ловии SttS 067,0=оо ; SttS 5,4=кк  (согласно табл.4.2). 

Простые схемы, представленные на рис.4.l, могут быть со-
ставными частями более сложных схем, для анализа которых обоб-
щим формулу (4.16): если составные части эквивалентны между со-
бой (имеют одинаковые ( )Stk /2ln=р , крутизну ( )рчастн kε′ , равную 

St5,0 ; St ; St5,1 , и соединены в симметричную схему типа рис.4.l, г-е, 
то сложная схема имеет ту же флотируемость разделения 

( )Stk /2ln=р  и увеличивает крутизну по закону 

( ) ( ) ( )рчастнррез knk ε′+=ε′ 1 , 

где n – число перечистных и равное ему число контрольных частей. 
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Например, если на рис.4.l, г заменить операции оε , пε , кε  
схемой рис.4.l, б с крутизной ( ) Stk 5,1=ε′ рчастн  (при SttS 33,4=оо  и 

SttS 15,0=пп ), то для такой составной схемы ( )1=n  получим 
( ) Stk 3=ε′ през ; если добавить еще одну перечистную и контрольную 

пару, то ( ) ( ) Stk 5,112 +=ε′ ррез , т.е. крутизна возрастет в 9 раз по срав-
нению с одной операцией на рис.4.1, а. 

Вернемся к эквивалентности схем, но более сложных, чем 
представленные на рис.4.l. Крутизну ( ) Stk 2=ε′ ррез  (при )(р Stk /2ln= ) 
можно получить в схемах, представленных: на рис.4.4, а – при 

SttS 2,2=оо  и SttS 55,0=пп  (схема составлена из трех частей типа 
рис.4.1, б); на рис.4.4, б – при SttS 25,0=оо ; SttS 42,2=кк  (схема со-
ставлена из трех частей типа рис.4.1, в); на рис.4.4, в – при SttS ii =  
(схема составлена из трех частей типа рис.4.1, г.).  

Три схемы эквивалентны. Все составные части схем (по три в 
каждой) взаимоэквивалентны, поэтому, комбинируя их друг с другом 
в любом сочетании, можно получить множество эквивалентных схем.  

Крутизну ( )ррез kε′  схем, показанных на рис.4.4, а,б, при сохране-
нии ( )Stk /2ln=р  можно менять в широких пределах, варьируя ооtS  и 

ппtS  в соответствии с табл. 4.l, a ооtS  и ккtS  в соответствии с табл. 4.2. 
Так, ( ) Stk 4ррез =ε′  для схем, представленных на рис.4.4, а, по-

лучается при SttS 5,6=оо  и SttS 02,0пп = ; на рис.4.4, б – при 
SttS 02,0=оо  и SttS 53,6кк =  (время флотации и степень аэрации опе-

раций всех схем соотнесены с простейшей схемой, представленной на 
рис.4.1, а). 

Рассмотренный подход позволяет эквивалентировать схемы 
различной конфигурации. Заметим, что эквивалентности по сепара-
ционной характеристике соответствует и эквивалентность схем по 
окончательным технологическим показателям: выходу концентрата  

( ) ( )dkkk резисхк εγ=γ ∫ , 

содержанию металла в концентрате 
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( ) ( ) ( )dkkkk∫
ξ

ξ

− γβεγ=β
max

min

исхMeрез
1
кк ; 

для одного и того же питания, характеризующегося распределением 
частиц по флотируемости ( )kисхγ  и зависимостью содержания цен-
ного металла от флотируемости частиц ( )kMeβ . Для сравнения тре-
буемого объема флотационных машин в схемах необходимы допол-
нительные расчеты. 
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Рис.4.4. Эквивалентирование схем содержанию металла в концентрате 
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Рассмотренный подход – эквивалентирование по рξ  и 
( )ррез ξε′  – применим не только к флотационным, но и к гравитацион-

ным, магнитным и другим схемам. 
 
 

4.3. Прогнозирующий фракционно-балансный расчет 
технологических показателей 

 
Задачей расчета является нахождение выходов iγ  (или про-

изводительностей iQ  и содержаний интересующих компонентов jiβ , 
для каждого из продуктов схемы. 

Традиционная методика компонентно-балансного расчета 
заключается в следующем. Сырье характеризуют только средним 
содержанием исхjβ  интересующего i-го компонента и производи-

тельностью исхQ . Операции характеризуют частными выходами чγ  
и частными извлечениями jiE  j-го компонента (металла). Для каж-
дой операции исходят из балансов по твердому компоненту 

хвкисх QQQ += ;   исхкк QQ γ=  

и по j-му компоненту (металлу) 

хвхвккисхисх QQQ β+β=β ;   исхисхiккк QEQ β=β . 

Совместное решение этих уравнений для всех операций схе-
мы позволяет вычислять искомые абсолютные выходы iγ , абсолют-
ные извлечения iEисх  (от исходного) и содержания jiβ  компонентов 
для всех продуктов. 

Иногда вместо частных извлечений jiE  задают содержания в 
некоторых продуктов. Эта методика компонентно-балансного расчета 
используется для технологических балансов на обогатительных 
фабриках. Заметим, что абсолютное результирующее извлечение 

резЕ  j-го компонента находят по известным частным jiE  в операциях 
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по тем же формулам, что и ( )ξεрез  по ( )ξεi  (см. уравнения (4.8) и 

(4.9)). По традиционной методике исходные данные iγ и jiE  могут 
быть получены только экспериментальным путем, например, по 
данным опробования действующей фабрики, поэтому методика не 
обладает прогнозирующими свойствами. 

Прогнозирующий фракционно-балансный расчет технологи-
ческих схем на основе фракционного состава сырья и сепарационных 
характеристик ведется по следующим формулам: 

( ) ( ) ( ) ξξγξε=ξ=γ ∫∫
ξ

ξ

ddq iii исх1о
max

min

; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξγξεξβγ=ξξξβ=β ∫∫
ξ

ξ

− ddq ijiiiji исх1,
1

max

min

,  

где ( ) ξξ dqi  – поток элементарной фракции в i-м продукте; ( )ξε i1,  – 
сепарационная характеристика для i-го продукта (извлечение эле-
ментарной фракции от исходного); j – номер ценного компонента 
( ( )ξε i1,  находится из сепарационных характеристик отдельных опе-
раций). 

В этой методике исходными данными являются фракцион-
ный состав сырья ( )ξγисх  и ( )ξβ j , а также сепарационные характе-

ристики отдельных операций схемы ( )ξεi . В сущности здесь харак-
теристики ( )ξεi  отдельных операций превращаются в ( )ξε i1,  путем 
использования двух уравнений баланса по элементарным фракциям 
для каждой операции: ( ) ( ) ( )ξ+ξ=ξ хвкисх qqq ; ( ) ( ) ( )ξξε=ξ исхк qq i , 
причем ( ) ( )ξγ=ξ iii Qq . Составив такие пары уравнений для всех 
П + К + 1 операций любой схемы (не только канонической или по-
луканонической) и решив их, получим для каждого продукта ключе-
вое соотношение ( ) ( ) ( )ξγξε=ξγ исхисх1, QQ iii , из которого и следуют 
формулы (4.25). Заметим, что эта методика легко позволяет вычис-
лить и фракционный состав ( )ξγ i  i-го продукта по последнему 

(4.25)
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ключевому соотношению (напомним, что функция ( )ξβ j остается 
идентичной для всех продуктов). 

Формулы (4.25) справедливы также для n-мерного случая 
( )nо...,,о1  и обобщают аналогичные формулы для одного аппарата. 
Расчет по ним обладает прогнозирующей силой, так как позволяет 
заранее рассчитать схемы любой конфигурации с известными аппа-
ратами в операциях. 

Сравнивая фракционно-балансный расчет с традиционным 
компонентно-балансным расчетом, отметим, что традиционные ис-
ходные данные по схеме кγ (или iγ ) и iЕ  (или исхiЕ ) зависят не 
только от выбранных аппаратов в операциях, но и от фракционного 
состава сырья. Так, абсолютное извлечение компонента (металла) в 
i-й продукт 

( ) ( ) ( ) ξξγξβξεβ=βγβ= ∫
ξ

ξ

− dE iiii исхMe1исхисхисх

max

min

1/ . 

Во второй методике исходные данные по схеме зависят 
только от сепарационных характеристик аппаратов, что позволяет 
естественно и просто разделить влияние типа сырья и типа схемы на 
технологические показатели. 

При расчете многостадиальных и многоцикловых схем обога-
щения надо учитывать факты переподготовки материала к обогаще-
нию – изменение крупности сырья (доизмельчение) в питании каждой 
стадии и реагентного режима (реагентной обработки) в начале нового 
цикла флотации и т.п., что ведет к деформации функций ( )ξγисх  и 

( )ξβMe . Независимо от вида переподготовки функции ( )ξγисх  и ( )ξβMe  
деформируются с сохранением среднего содержания любого ценного 
компонента, т.е. ( ) ( )∫ ξξγξβ

D

d  при переподготовке не изменяется. 

Пример 1. Для схемы гравитационного обогащения желез-
ной руды с одной основной и одной перечистной операциями име-
ются следующие исходные данные. Плотность частиц подготовлен-
ной к сепарации руды, содержащей магнетит, кварц, их сростки и 
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примесные минералы, 2,5 < ρ < 5 т/м3. Функция ( )ργисх  характеризу-
ется равномерным распределением частиц по плотности, т.е. 

( ) ( ) /тм3
исх 4,05,25/1 =−=ργ . Содержание полезного металла (Fe) в 

частицах возрастает линейно с увеличением плотности частиц от 
нуля при 3т/м5,2min =ρ=ρ  до 70 % при 3т/м5max =ρ=ρ , т.е. 

( ) ρ+−=ρβ 2870Fe ; %35=ργ=β ∫ dисхFeисх в . В обеих операциях обо-

гащения применены одинаковые (тяжелосредные) сепараторы с ха-
рактеристиками 

( ) ( ) ( )[ ] ФФпо 5,05,0335,05,0 +=−ρ+=ρε=ρε . 

На основе этих исходных данных делается следующий рас-
чет. Для чернового концентрата 

( ) ( ) ( )×+=γρε=ρ Фисхисх 5,05,02,12 Qq  

( ) =+++−γ× 2
исхисх 0,25Ф0,5Ф0,25Ф5,05,0/Q  

( ) ( )ФФисх 5,05,1/14,0 ++= Q ; 

( ) ( )[ ] исхисх ФФ QdQQ 88,05,05,1/14,0 2
5

5,2
2 ≈ρ++= ∫ ; 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ×ρ+−=ρρρβ=β −−
5

5,2

1
5

5,2
2

1
22 4,0287088,0 исхисхFe QQdqQ  

( ) ( )[ ] FeФ %405,05,1/Ф1 ≈ρ++× d . 

Аналогично для окончательного концентрата 

( ) ( ) ( )22
4 25,025,05,0/5,05,04,0 ФФисх +++=ρ Qq ; 

( ) ( )[ ] исхисх ФФ QdQQ 74,025,075,0/5,05,04,0
5

5,2

22
4 ≈ρ++= ∫ ; 
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( ) ( ) ×ρ+−=β ∫−
5

5,2

1
1 4,02870 исхисх QQ  

( ) ( ) FeФФ %4525,075,0/5,05,0 22 ≈ρ++× d . 

Все интегралы здесь приближенно заменены суммами. Зна-
чения интеграла вероятности ( )[ ]33 −ρФ  следующие: 

 
ρ, т/м3 2,5 3 3,5 4 4,5 5 
Ф -0,866 0 0,866 0,997 0,999 1 

 
Пример 2. Для схемы флотационного обогащения полиме-

таллической руды, состоящей из основной, перечистной и кон-
трольной операций, имеются следующие исходные данные. Флоти-
руемость частиц м/с4

max 1050 −⋅=<< kk , причем 70 % частиц – не-
флотируемые ( )0=k , остальные 30 % равномерно распределены в диа-
пазоне флотируемости max0 kk << , т.е. исходная γ  – функция имеет вид 

( ) ( ) ( ) 3
max 106,07,0/3,07,0 ⋅+δ=+δ=γ kkkkисх . Первый член с δ-функцией 

относится к нефлотируемым частицам (график его – узкий импульс 
в точке k = 0 с площадью импульса, равной 0,7); второй член отно-
сится к флотируемым частицам (график его – плоский, ограничен-
ный, с площадью 0,3). 

Флотируемые минералы представлены галенитом (PbS), 
сфалеритом (ZnS) и халькопиритом (CuFeS2), а также сростками. 
Содержание свинца в частицах возрастает линейно с увеличением 
их флотируемости от нуля при 0=k  до 86 % при maxkk = , т.е. первая 
(«свинцовая») β-функция имеет вид ( ) kkkk 4

max 102,17/86 ⋅==βPb . 
Содержание цинка в частицах возрастает с флотируемостыо их 
от нуля при k = 0 до 6,7 % при maxkk = , т.е. вторая («цинковая») 
β-функция имеет вид ( ) kkkk 4

max 1034,1/7,6 ⋅==βZn . Содержание 
меди в частицах также возрастает линейно с флотируемостью от ну-
ля при k = 0 до 3,4 % при maxkk = , т.е. третья («медная») β-функция 
имеет вид ( ) kkkk 4

maxCu 1068,0/4,3 ⋅==β . 
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Во всех трех операциях обогащения применены флотацион-
ные машины с одинаковыми ε-характеристиками 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kkStkkk 30000exp1exp1 −−=−−=ε−ε=ε кпо . 

Расчет для окончательного концентрата (без расчетов для 
промежуточных продуктов) сводится к следующему. По формуле 
(4.3) находим 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]22
рез 12121/1 eeek −+−−−=ε , 

где ( )ke 30000exp −= . 
Результирующая сепарационная характеристика схемы фло-

тации следующая: 
 
м/с,10 4−⋅k  0 0,125 0,25 0,375 1 5 

( )kрезε  0 0,15 0,5 0,75 0,95 0,99 

 
Вычислим показатели, относящиеся к окончательному кон-

центрату: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +δ−=γε= kQekQkkq 7,01 [2
4 исхисхисхрез  

( ) ( ) ;12121/106,0 ][] 23 ee −+−−⋅+  

( ) ( ) +⋅++⋅≈ε⋅= −
⋅

∫
−

43
105

0

3
4 10125,075,05,015,0106,0106,0 [

4

исхрезисх QdkkQQ  

исхQ28,010499,010625,095,0 ]44 =⋅⋅+⋅⋅+ −− . 

При вычислении 4Q  влияние нефлотируемой части сырья 
пропадает, так как ( )kδ -функция умножается под интегралом на 

( ) 00 =εрез . Содержание металлов в концентрате 

( ) ( ) ( ) =β=β ∫
−⋅

−

4105

0
4

128,0 dkkqkQ Pbисх4Pb  
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%45106,0102,1728,0 3
105

0

41

4

≈⋅ε⋅= ∫
−⋅

− dkk рез ; 

( ) %5,3106,01034,128,0
4105

0

341 =⋅ε⋅=β ∫
−⋅

− dkk рез4Zn ; 

( ) %8,1106,01068,028,0
4105

0

341 =⋅ε⋅=β ∫
−⋅

− dkk рез4Zn . 

Пример 3. Схема радиометрического обогащения содержит 
одну основную ( )ϕεо  и одну незамкнутую контрольную ( )ϕεк  опера-
ции с рентгенолюминесцентными сепараторами; частные концентра-
ты обеих операций объединяют в общий концентрат, т.е. результи-
рующая сепарационная характеристика схемы имеет вид (табл.4.3) 

( ) коорез εε−+ε=ε 1 . 

Фракционный состав исходного сырья показан в табл.4.4, 
причем за меру излучательной способности частиц берется сила тока 
ϕ  на выходе стандартной фотоизмерительной системы, в которую 
поступает излучение минеральной частицы. 

 
Таблица 4.3 

 
Сепарационная характеристика схемы  
при нормальной производительности 

 
ϕ, мкА ( )ϕεрез  ϕ, мкА ( )ϕεрез  

0-0,2 0 1,2-1,4 0,90 
0,2-0,4 0,01 1,4-1,6 0,95 
0,4-0,6 0,2 1,6-1,8 0,95 
0,6-0,8 0,4 1,8-2 0,95 
0,8-1 0,5 2-2,5 0,95 
1-1,2 0,8 >2,5 1 
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Таблица 4.4 
 
Результаты радиометрического анализа флюоритовой руды 
 

ϕ, мкА ( ) ϕΔϕγисх  ,%
2CaFβ  ϕ, мкА ( ) ϕΔϕγисх  %,

2CaFβ  

0-0,2 0,0136 39 1,2-1,4 0,1 70 
0,2-0,4 0,01 35 1,4-1,6 0,111 80 
0,4-0,6 0,005 49 1,6-1,8 0,14 90 
0,6-0,8 0,007 56 1,8-2 0,16 97 
0,8-1 0,0814 59 2-2,5 0,2 100 
1-1,2 0,04 61 >2,5 0,179 100 

 
Расчет показателей по окончательному концентрату дает 

( ) ( ) ( ++⋅+⋅=ϕϕγϕε=γ ∫ ...01,001,00136,00
5,2

0

dисхрезк  

)179,012,095,0 ⋅+⋅+ %707,0 =≈ ; 

( ) ( ) ( ) +⋅⋅+⋅⋅≈ϕϕγϕεϕβγ=β ∫− 01,001,0350136.0028(
5,2

0

dисхрезCaF
1
кк 2

 

2CaF%95)179,011002,095,0100... ≈⋅⋅+⋅⋅++ . 

Прогнозирующие расчеты технологических показателей 
сложных промышленных схем целесообразно делать с помощью 
специализированных компьютерных программ. 

 
 

4.4. Компьютерные расчеты сепарационных характеристик 
 

Программа BF (Balancing Fraction Calc, UniFlot) вычисляет 
частные и абсолютные сепарационные характеристики (EPS-
функции) для всех операций и продуктов схемы любой конфигура-
ции и с любым числом операций.  

Частная сепарационная характеристика J-й операции фло-
тации EPSUN(J,K) или EPSUN(J,I) берется как отношение масс  



 
 
 

Рис.4.5. Пример вычисления абсолютных сепарационных характеристик для продуктов операции  J = 1  
(последняя перечистка в схеме из шести операций на рис.4.6)



 
 
 

Рис.4.6. Пример вычисленных сбалансированных выходов, содержаний и извлечений 
на масштабируемой технологической схеме 



 
 
 

Рис.4.7. Пример вычисленных сбалансированных содержаний на графике развертки 
 



 
 
 

Рис.4.8. Результаты расчета водно-шламового баланса для питания операций (пример) 
 



 
 
 

Рис.4.9. Пример расчета водно-шламового баланса для продуктов операций 
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(производительностей) узкой К-флотофракции (1-я фракция) в кон-
центрате и питании операции.  

Абсолютная сепарационная характеристика участка от пи-
тания схемы до концентрата J-й операции EPSCO(J,K) или 
EPSCO(J,I) берется как отношение масс (производительностей) уз-
кой К-флотофракции (1-я фракция) в питании схемы и в концентрате 
J-й операции. Аналогично для хвостов EPSTA(J,K) и питания 
EPSFE(J,K) операции. (От англ. COncentrate, TAilings, FEed). В про-
граммных расчетах все сепарационные характеристики вычисляются 
для 50 ординат (рис.4.5 на вклейке). Определяются абсолютные се-
парационные характеристики для всех главных участков схемы фло-
тации: EPSFE(J,K) – от исходного питания схемы до питания J-й 
операции (отношение масс фракции в питании операции и в питании 
схемы флотации); EPSCO(J,K) – от исходного питания схемы до 
концентрата J-й операции (отношение масс фракции в концентрате 
операции и в питании схемы флотации); EPSTA(J,K) – от исходного 
питания схемы до хвостов J-й операции (отношение масс фракции в 
хвостах операции и в питании схемы флотации).  

Для визуализации информация о частных и абсолютных EPS-
функциях представляется в графической и табличной формах. Гра-
фики EPS-функций представляются в полном диапазоне изменения 
флотируемости фракций 0-Kmax. 

В сопровождающих таблицах помещается только начальная 
наиболее изменчивая часть EPS-кривых, как правило, с экстрему-
мом, перекрывающая примерно начальную треть полного диапазона 
флотируемости 0-Kmax.  

Результирующая сепарационная характеристика схемы фло-
тации в целом берется по конечному концентрату и соответствует 
концентрату последней перечистки. Ее показывают на всех графи-
ках в виде линии с кружками, шкалируемой на единицу отдельно от 
остальных графиков.  

Также вычисляется и показывается на всех графиках флоти-
руемость разделения схемы в целом K50, которая соответствует гра-
ничной фракции между фракциями конечного концентрата и хво-
стов схемы флотации. Кроме того, вычисляются частные сепараци-
онные характеристики операций EPSUN(J,K). Ординаты функций 
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EPSUN(J,K) расположены в строках таблицы данных); причем по 
горизонтали указан номер операции J (как обычно), а по вертикали – 
верхняя граница флотируемости фракций (одна нефлотируемая 
фракция и 10 флотируемых фракций). Ординаты всех EPSUN(J,K) 
изменяются в пределах от нуля и выше и измеряются в долях массы 
(отношение масс фракции в концентрате и в питании операции).  

 
 

4.5. Компьютерные прогнозирующие  
фракционно-балансные расчеты 

 
Прогнозирующие расчеты технологических показателей по 

главным интегральным формулам здесь названы фракционно-
балансными (в отличие от традиционных компонентно-балансных 
расчетов). 

Вычисляемые по главным интегральным формулам техноло-
гические показатели (выходы, содержания и извлечения) представ-
ляются на графике схемы (рис.4.6 на вклейке). Кроме того, для на-
глядности показатели иллюстрируются графиками развертки по 
операциям флотации c дополнительным вычислением производи-
тельности и извлечений компонентов (рис.4.7 на вклейке). Конечные 
продукты схемы флотации, окончательные концентраты и хвосты 
выделяются рамками.  

На основе вычисленных технологических показателей про-
изводится расчет водно-шламового баланса (рис.4.8, 4.9 на вклейке). 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
 

Мы рассмотрели фракционный состав минерального сырья и 
минеральных продуктов, закономерности движения минеральных 
частиц и сепарационные характеристики обогатительных аппаратов, 
методы анализа и прогнозирующих расчетов технологических схем 
обогащения полезных ископаемых. 

Другие разделы теории сепарационных процессов: оптими-
зация обогатительных процессов, комбинированное обогащение ми-
нерального сырья, комплексное использование сложного многоми-
нерального сырья, конструктивное применение компьютерных про-
грамм для соответствующих расчетов, – выходят за рамки допусти-
мого объема учебного пособия и, возможно, будут опубликованы 
дополнительно.  

Материал пособия дает базу для компьютерного моделиро-
вания любых сепарационных обогатительных процессов и сложных 
технологических схем. В эпоху безграничных возможностей и дос-
тупности компьютерной техники теоретическая база математическо-
го моделирования, закладываемая рассматриваемой теорией сепара-
ционных процессов, становится важнейшим фактором практической 
работы студентов, инженеров и ученых. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 98

РЕКОМЕНДАТЕЛЬНЫЙ  
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 

 
1. Андреев Е.Е. Анализ фракционного состава и обогатимости апатито-

нефелиновой руды Хибинского массива / Е.Е.Андреев, О.Н.Тихонов и др. // Обога-
щение руд. 1999. № 6. С.9-13.  

2. Белоглазов И.Л. Методы расчета обогатительно-гидрометаллургических 
аппаратов и комбинированных схем / И.Л.Белоглазов, О.Н.Тихонов, В.В.Хайдов. 
М.: Металлургия, 1995. 300 с. 

3. Тихонов О.Н. Введение в динамику массопереноса процессов обогати-
тельной технологии. Л.: Недра, 1973. 240 с. 

4. Тихонов О.Н. Закономерности эффективного разделения минералов в 
процессах обогащения полезных ископаемых. М.: Недра, 1984. 200 с. 

5. Тихонов О.Н., Андреев Е.Е. Опыт применения прогнозирующих и опти-
мизирующих компьютерных программ для процессов рудоподготовки и флотации 
на обогатительных фабриках СНГ / О.Н.Тихонов, Е.Е.Андреев // Обогащение руд. 
1995. № 4-5. С. 81-84. 

6. Тихонов О.Н. Теоретические основы сепарационных процессов обога-
щения полезных ископаемых / Ленинградский горный ин-т. Л., 1978. 100 с. 

7. Тихонов О.Н. Теория и практика комплексной переработки полезных 
ископаемых в странах Азии, Африки и Латинской Америки / О.Н.Тихонов, 
Ю.П.Назаров. М.: Недра, 1989. 300 с. 

8. Computer Modeling Helping in Optimization of Pechenganickel Flotation 
Plant. Proceedings of the III International Conference on Clean Technologies for the Min-
ing Industry / I.A.Blatov, L.V.Zelenskaia, E.E.Andreev, O.N.Tikhonov et al. Santiago, 
Chile, May 15-17, 1996. P. 503-511. 

9. Computerized Flotometric and Granulo-flotometric Analysis of Flotation 
Mineral Materials / E.E.Andreev, I.A.Blatov, O.N.Tikhonov, L.V.Zelenskaja Proceedings 
of International Conference ”Processing of Nickel Ores“, Vanckouver, Canada, 1998. 



 99

ОГЛАВЛЕНИЕ 
 

Введение..................................................................................................................       3 

1. Фракционный состав минеральных продуктов и сепарационные 
характеристики обогатительных аппаратов и схем .............................................       6 

1.1. Рудоподготовка и основные методы обогащения ..................................       7 
1.2. Понятия о фракционном составе минеральных материалов .................      15 
1.3. Понятие о сепарационных характеристиках обогатительных 
аппаратов и схем обогащения .........................................................................      22 
1.4. Прогнозирующее вычисление технологических показателей 
обогащения и фракционного состава продуктов для двухпродуктовых 
аппаратов и схем ..............................................................................................      26 
1.5. Обобщение на случаи сложного минерального сырья и схем ..............      35 

2. Общие закономерности движения минеральных частиц в рабочих зонах 
обогатительных аппаратов ....................................................................................      37 

2.1. Фракционный состав (функция состояния) минерального материала 
в рабочей зоне и фундаментальная задача его предсказания ......................      38 
2.2. Понятие о поле статистических усредненных скоростей движения 
частиц элементарных фракций в зоне ............................................................      42 
2.3. Взаимосвязь между полем скоростей и функцией состояния в виде 
закона сохранения ............................................................................................      42 
2.4. Силы, действующие на минеральные частицы.......................................      49 
2.5. Уравнения сепарации в рабочих зонах ....................................................      55 

3. Нахождение сепарационных характеристик обогатительных аппаратов......      56 
3.1. Нахождение сепарационных характеристик аппаратов по известному 
фракционному составу в рабочей зоне...........................................................      57 
3.2. Аппараты гравитационного обогащения.................................................      58 
3.3. Аппараты грохочения и классификации .................................................      59 
3.4. Магнитные сепараторы.............................................................................      60 
3.5. Флотационные машины ............................................................................      61 
3.6. Экспериментальное нахождение сепарационных характеристик .........      63 

4. Нахождение сепарационных характеристик, анализ и расчет 
промышленных технологических схем ................................................................      63 

4.1. Сепарационные характеристики технологических схем .......................      64 
4.2. Анализ сепарационных характеристик гравитационных, магнитных, 
флотационных и других схем..........................................................................      72 
4.3. Прогнозирующий фракционно-балансный расчет технологических 
показателей .......................................................................................................      87 
4.4. Компьютерные расчеты сепарационных характеристик .......................      94 
4.5. Компьютерные прогнозирующие фракционно-балансные расчеты .....      96 

Заключение .............................................................................................................      97 
Рекомендательный библиографический список ..................................................      98 


