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Монография К. Арнольда посвящена самому молодому разделу 
геодезической науки — спутниковой геодезии. 

Автор рассматривает основные проблемы спутниковой геоде­
зии, используя результаты, полученные из наблюдений спутников 
учеными разных стран. 

В книге содержатся необходимые сведения из небесной меха­
ники, рассматриваются методы наблюдений и данные о приме-
няющейся для этих целей аппаратуре, излагаются координатная 
проблема, вопросы составления эфемерид и вычисления орбит. 

Основное внимание автор сосредоточивает на геометрическом 
и динамическом методах спутниковой геодезии, позволяющих 
решать многие вопросы, связанные с изучением формы и размеров 
Земли и параметров ее гравитационного поля. Делается попытка 
интерпретировать результаты спутниковой геодезии. 

Книга представит несомненный интерес для геодезистов, 
гравиметристов, астрономов, инженерно-технических работников 
и может быть использована в качестве учебного пособия студен­
тами и аспирантами соответствующих специальностей. 

Таблиц 16, иллюстраций 51, список литературы — 159 назва­
ний. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В последние годы на основе использования наблюдений спутников 
для целей геодезии появилась быстро развивающаяся область науки— 
спутниковая геодезия. Благодаря новым возможностям теперь 
могут быть решены задачи, которые было трудно или даже невоз­
можно решить прежними методами геодезии. В книге освещены 
главным образом основные методы, применяющиеся в спутниковой 
геодезии. Отдельные числовые результаты, которые были получены 
в последнее время этими методами, изложены более кратко. 

Из-за большого числа введенных сокращенных обозначений 
нельзя было избежать отдельных случаев, когда для двух различ­
ных понятий применялся одинаковый символ. Однако эти понятия 
настолько далеки друг от друга, что едва ли могут возникнуть недо­
разумения. 

Я благодарю своих коллег доктора Д.|Шоепса и доктора Л. Штанге 
за просмотр рукописи и полезные замечания. 

Потсдам, декабрь 1968 Автор 



ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРЕВОДУ 

После запуска 4 октября 1957 г. первого в мире советского^ис­
кусственного спутника Земли широкое развитие получили наряду 
с классическими методами решения геодезических задач новые ме­
тоды. В основе этих методов лежит использование наблюдений искус­
ственных спутников Земли (ИСЗ) и других космических объектов* 

Применение спутникового геометрического метода позволило 
за короткий срок создать геодезические построения с расстояниями 
между пунктами в несколько тысяч километров и установить связь 
между разными геодезическими системами. 

Спутниковый динамический метод позволяет определять пара­
метры, характеризующие внешнее гравитационное поле Земли, и созда­
вать геодезические построения в единой системе координат с началом 
в центре масс Земли. В дальнейшем по мере улучшения теорий дви­
жения и повышения точности наблюдений ИСЗ значение динамиче­
ского метода будет увеличиваться. 

Следует отметить большую перспективность методов спутниковой 
геодезии в будущем для решения следующих геодезических вадач. 

Повышение точности лазерных наблюдений сведает предпосылки 
для использования наблюдений спутников с целью изучения дрейфа 
континентов и движения земных полюсов. Особенно полезными мо­
гут оказаться при этом стационарные ИСЗ, оснащенные уголковыми 
отражателями. Для решения этой задачи можно использовать также 
отражатели, установленные на Луне. 

Применение спутникового динамического метода позволит иссле­
довать возможные изменения гравитационного поля Земли во вре­
мени, а также определить фигуру геоида в океанах, причем для 
успешного решения последней задачи потребуются высотомеры, 
обеспечивающие высокую точность. 

Обобщением и развитием задач и методов спутниковой геодезии 
является использование искусственных спутников Луны и планет 
для изучения этих объектов геодезическими методами: создание 
опорных сетей, определение параметров гравитационных полей 
и формы, составление топографических и специальных карт. 

Монография К. Арнольда «Методы спутниковой геодезии» была 
издана в Г Д Р в 1970 г. В книге (главы 2—4) приведены сведения 



из теории движения ИСЗ. Достаточно подробно рассмотрены факторы, 
вызывающие возмущения в движении искусственных спутников* 
Теория возмущений излагается в основном с использованием разра­
боток Каулы, Козаи и Мерсона. Приведены сведения о возмущениях 
в движении реальных спутников. 

Аппаратуре и методам наблюдений ИСЗ посвящена в книге гл. 5. 
Здесь же приведены данные о спутниках, применявшихся для реше­
ния геодезических задач, а также формулы для расчета яркости 
пассивных искусственных спутников. Эти формулы могут быть ис­
пользованы при проектировании искусственных спутников. 

Подобный подход, при котором теоретические исследования соче­
таются с конкретными практическими рекомендациями, имеет место 
и в следующих главах. Так, например, в гл. 6, посвященной коорди­
натной проблеме, системам измерения времени и редукционным вы­
числениям, даны практические рекомендации по обработке фото­
графических наблюдений, расчету эфемерид и условий видимости 
ИСЗ. 

Центральное место в монографии занимают главы 8 и 9. 
В гл. 8 подробно характеризуется геометрический метод, а в гл.9 — 

динамический. Приводятся результаты, полученные этими методами 
в разных странах, а также при проведении международных экспери­
ментов. 

В настоящее время ясно, что наиболее ценные выводы при изу­
чении фигуры и гравитационного поля Земли могут быть получены 
в результате совместного использования наземных определений 
(астрономических, геодезических и гравиметрических) и спутнико­
вых данных. Этому вопросу автор уделяет значительное внимание 
в главах 9 и 10. 

Развитие спутниковой геодезии связано с получением научной 
информации, которая может быть использована при решении задач 
геодезии, теории фигуры Земли, физики Земли, физики атмосферы 
и других разделов науки. В этой связи особый интерес представляет 
гл. 11 монографии, в которой автором сделана попытка интерпре­
тировать полученные в спутниковой геодезии результаты, оценить 
их значение для Смежны* отраслей знаний. 

Приведенная в книге библиография не отличается полнотой, 
поэтому можно рекомендовать использовать библиографию (около 
800 наименований) к обзорной статье Л . П. Пе длинен а «Исследование 
гравитационных полей и формы Земли, других планет и Луны по на­
блюдениям космических аппаратов». «Итоги науки», «Исследование 
космического пространства 1970». М. 1972. 

Есть все основания полагать, что книга К. Арнольда окажется 
полезной для геодезистов, астрономов, гравиметристов и других 
инженерно-технических работников, а также студентов и аспирантов 
соответствующих специальностей. 

И. Краспорылов 



О Б О З Н А Ч Е Н И Я 

А, В у С — главные моменты инерции Земли 
А — площадь среднего поперечного сечения спутника 
А — азимут, отсчитанный от направления на север 

CD — аэродинамический коэффициент лобового сопротивления 
С[т — коэффициенты сферических функций 

D — ослабление света атмосферой в зените 
Е — эксцентрическая аномалия 
G — среднее значение силы тяжести на поверхности Земли 
Н — шкала высот 
/ — наклон лунной орбиты к эклиптике 

Js (х) — функции Бесселя 
/ 0 — солнечная постоянная 
Ji — коэффициент зональной сферической функции порядка I 
К — коэффициент (светового давления) 
L — аргумент широты 

М — масса Земли 
М — средняя аномалия 
N — ондуляции геоида 
Q — исходный пункт на поверхности Земли 
R — расстояние станции наблюдений от центра масс Земли 

RE — большая полуось общего земного эллипсоида 
RE — малая полуось общего земного эллипсоида 
Rs — радиус спутника 

S — положение спутника 
Sim — коэффициенты сферических функций 

Т — возмущающий потенциал 
Т — период обращения спутника 
U — нормальный потенциал 
V — гравитационный потенциал 
V — главный член разложения V в случае шаровой симметрии 

W — потенциал силы тяжести 
Х$ Y, Z — координаты станции в системе, связанной с телом Земли. Ось Z 

направлена к среднему полюсу. Плоскость XZ — плоскость 
гринвичского меридиана 

Х\ У , Z' — земная система координат. Плоскость Х'У — плоскость гори­
зонта станции наблюдений. Ось X' направлена на восток, о с ь У — 
на серер, ось Z' — в зенит. 

Z — зенитное расстояние 
а — большая полуось орбиты спутника 

— большая полуось орбиты Луны 
Ь — малая полуось орбиты спутника 



с — скорость света 
с* — коэффициент поглощения 

е — эксцентриситет орбитального эллипса 
f — фокусное расстояние 
/ — сжатие Земли 
/ — частота 
7 = s in 2 i 

f* — сжатие земного экватора 
Д# — аномалия силы тяжести 

[&g]q — среднее значение аномалии силы тяжести для площади Fq 

A#F — аномалия в свободном воздухе 
g — единичный вектор между соседними станциями 
h — высота над уровнем моря; высота 
i — наклон орбиты 

/ с — наклон лунной орбиты к земному экватору 
7 - / - V~i 
te — гравитационная постоянная 

т — масса спутника 
m^ — масса Луны 

т — яркость (звездная величина) 
п — среднее движение спутника 
п — среднее значение среднего движения спутника 
п — перпендикулярный вектор 

Л С — среднее движение Луны 
л 0 — среднее движение Солнца 

р — фокальный параметр 
р — фазовый угол спутника 
р — вес при уравнивании 

Pi> Р2» Рз — постоянные интегрирования 
£г» Яз — постоянные интегрирования 

г — расстоягие спутника от центра масс Земли 
г* — астрономическая рефракция 

г*£ — геоцентрический радиус-вектор Луны 
s — расстояние между станцией наблюдений и спутником 
t — время 
t — ускорение под действием светового давления Солнца 

$и 5 з — геоцентрические координаты Солнца 
v — орбитальная скорость спутника 
и — случайная ошибка 

Щу Vq — ошибки вдвль и поперек следа спутника 
х, у, z\ — координаты спутника в пространственной астрономической 

XS* У^ z s системе координат 
х°у у0, z° — пространственные координаты спутника в системе, отнесен­

ной к эпохе 1950 
х', у\ z' — пространственные координаты спутника в истинной астроно­

мической системе на начальный момент (t = Т') 
x"i у"у z" — пространственные координаты спутника в истинной астроно­

мической системе для текущего момента времени t = Т" 
х"'у у"'\ г'" — пространственные координаты спутника; ось z'" — перпенди­

кулярна к плоскости орбиты спутника, ось х'" — направлена 
в восходящий узел орбиты 

л Уп" л ьпп — пространственные координаты спутника; ось z"a — перпенди­
кулярна к плоскости орбиты спутника, ось хпа — направлена 
в перигей орбиты 

л < р У<1> z t ~~ геоцентрические координаты Луны 
— координаты снимка 

х', у', ъ' — тангенциальные координаты 



х*, у*, 2* — координатная система в плоскости снимка (у* — горизон­
тальная ось) 

Г — коэффициент 
6 — звездное время 

£2 — восходяпщи узел 
а — прямое восхождение 
у — нормальная сила тяжести 

уЕ — нормальная сила тяжести на экваторе 

б — склонение 
С — высота геоида над референц-эллипсоидом 
д — плотность 
А^— географическая долгота к востоку от Гринвича 
X — разность фаз Солнца (суточный эффект) 
о — поверхность шара единичного радиуса 

ф' — географическая широта 
Ф — геоцентрическая широта 

Ф* — sin ф* = е 
<úe — угловая скорость вращения Земли 

со — аргумент перигея 
ф — сферическое расстояние между пунктами S и Q 

6, т| — составляющие уклонений отвеса 
_ I» Ч — координаты спутника в плоскости "орбиты 
| , Tjt £ — коэффициенты 

коэффициенты 

коэффициент поглощения атмосферы 
наклон эклиптики 



1. ВВЕДЕНИЕ 

Если наблюдения искусственных спутников Земли приобрели 
для геодезии особое значение в последние годы, то наблюдения пла­
нет, их спутников и Луны в геодезии не являются новыми. 

Уже много лет назад определяли разности географических долгот 
из наблюдений затмений четырех ярких спутников Юпитера при 
вступлении их в тень Юпитера. Момент времени затмения спутника 
Юпитера определяли из двух далеко отстоящих друг от друга 
пунктов наблюдений. Так же как при определении в этих двух пунк­
тах соответствующего местного времени из наблюдений звезд, полу­
чают из наблюдений спутников Юпитера разность местных времен 
обоих пунктов, соответствующую разности долгот между ними. Для 
оценки точности этих определений долготы следует отметить, что 
полный оборот Земли вокруг своей оси происходит за 86 400 сек. 
При окруяшости Земли 40 ООО км одна секунда соответствует при­
близительно 460 м. Итак, если ошибка в моменте наблюдений соста­
вляет одну секунду, то этим вызывается смещение пункта на эква­
торе примерно на полкилометра в восточном или западном направле­
ниях. В более высоких широтах эту ошибку из-за сближения мери­
дианов нужно умножать на косинус широты и она становится меньше. 

Наблюдения покрытий звезд Луной, проведенные за последние 
десятилетия с помощью современных средств, в принципе похожи 
на методы спутниковой геодезии. Если при этом наблюдать ис­
чезновение звезды за лунным диском, то можно определить положе­
ние пункта наблюдений, если известны координаты центра и диаметр 
Луны. Так как топография Луны известна сравнительно мало и по­
этому представляет собой значительный источник ошибок, рекомен­
дуют для уменьшения влияния этих ошибок выбирать две станции 
наблюдений так, чтобы при наблюдениях с них звезда скрывалась 
за одной и той же точкой лунного края. Если положение одной стан­
ции известно, а другой нет, то получают, таким образом, положение 
второй станции относительно первой. Если оба пункта наблюдений 
удалены друг от друга только на несколько сотен километров, то 
методом, при котором звезда исчезает всегда в одном месте за лунным 
диском, мояшо достичь точности до ± 2 0 м на поверхности Земли. 
Если же хотят преодолеть большие расстояния в несколько тысяч 



километров, то достигаемая точность падает в лучшем случае при­
близительно до ±120 м, потому что тогда действует дополнительный 
источник ошибок, обусловленный либрацией Луны. Помочь здесь 
может только дальнейшее улучшение знаний топографии Луны 
(Хирозе [8]). 

Из подобных наблюдений О'Киф и Андерсон [12] смогли полу­
чить значение для большой полуоси общего земного эллипсоида 
ВЕ = 6 378 448 м. 

Для геодезических целей можно использовать также наблюдения 
серпа Солнца при солнечном затмении. В последние десятилетия 
были организованы многочисленные экспедиции по наблюдению сол­
нечных затмений. Следует упомянуть об экспедициях Банахевича 
в 1927 г., Бонсдорфа в 1945 г., Хирвонена и Куккамяки в 1947 г. 
[10] и японской экспедиции по наблюдению солнечного затмения 
Дамбара в 1948 г. [6]. Точность определения местоположения при 
этом составляла от 120 до 300 м. Лучшие результаты из наблюдений 
солнечных затмений можно будет получить лишь после дальнейших 
исследований топографии Луны. 

Методы наблюдений были подробно описаны Берротом и Хоф-
манном [3], Меллером [11]. 

Гельмерту [7] удалось при изучении орбитального движения 
Луны также получить значение для большой полуоси общего земного 
эллипсоида. Этот метод заключается в следующем. Из приблизи­
тельно кругового движения Луны вокруг Земли можно вывести вели­
чину центробежной силы, действующей на Луну. Она должна быть 
равна силе притяжения, с которой Земля действует на Луну. Таким 
образом можно узнать гравитационную силу Земли в районе орбиты 
Луны. Зная, что притяжение Земли во внешнем пространстве умень­
шается обратно пропорционально квадрату удаления от центра 
Земли, можно определить из орбитального движения Луны по ее 
расстоянию от Земли и вращательному движению Земли силу тяже­
сти на поверхности последней. Если найденную, таким образом, ве­
личину силы тяжести на земной поверхности сопоставить с величи­
ной, найденной из наземных наблюдений с помощью маятников 
и гравиметров, то получим искомое соотношение. Наряду с большой 
полуосью общего земного эллипсоида ИЕ получают также парал­
лакс Луны, среднее ускорение силы тяжести на поверхности Земли 
и угловую скорость Луны. Таким образом, можно определить НЕ 
из других трех параметров. Гельмерт по двум различным вариантам 
нашел ИЕ — 6 378 830 м и НЕ = 6 381 460 м; в результате дальней­
ших исследований Гельмерта ВЕ = 6 378 743 м, а Иордана-Эггерта 
6 378 343 м. 

Из движения Луны по своей орбите вокруг Земли пытались полу­
чить сжатие Земли, которое вызывает главным образом периодиче­
ские возмущения в долготе и широте Луны, как указывал уже Лап­
лас. Амплитуда возмущений в обоих случаях приблизительно равна 
8". Возмущение в долготе пропорционально синусу долготы восходя­
щего узла лунной орбиты, а возмущение в широте — синусу долготы 



Луны. Амплитуда линейно зависит от второй зональной гармоники 
поля силы тяжести Земли, по которой можно вычислить сжатие 
общего земного эллипсоида. В 1802 г. Лаплас определил из возмуще­
ний долготы и широты Луны значения сжатия Земли, равные соот­
ветственно / = 1 : 305,05 и / = 1 : 304,6. В 1884 г. Гельмерт путем 
уравнивания нашел лучшее в то время значение / = 1 : 297,8 ± 
± 2,2, т. е. величину, которая ближе к современным результатам, 
хотя и ее средняя ошибка была еще очень велика. 

Описанные выше методы не удовлетворяют всем современным тре­
бованиям, хотя они очень важны и ценны. Методы же спутниковой 
геодезии позволяют получать не только более точные результаты, 
но и открывают пути для дальнейших новых исследований. Преиму­
щество заключается прежде всего в том, что искусственные спутники 
Земли намного ближе к наблюдателю, чем, например, Луна. При 
среднем удалении Луны порядка 384 400 км ошибка наблюдений 
в 0,01" вызывает линейное смещение пункта на Земле в 20 м. При 
наблюдении искусственных спутников Земли имеется преимущество, 
объект удален приблизительно только на 1000 км, и ошибка наблю­
дений в 1" вызывает смещение пункта только на 5 м. 

При наблюдении Луны, как отмечалось ранее, возникают труд­
ности, связанные с учетом ее топографии. Искусственные спутники 
Земли могут рассматриваться при геодезических наблюдениях как 
точкообразныенебесные тела, за исключением больших спутников-бал­
лонов диаметром от 30 до 40 м, при наблюдении которых для приведе­
ния к геометрическому центру необходимо вводить поправку за фазу. 
Эту поправку можно получить с необходимой точностью. Кроме того, 
параметры орбит искусственных спутников могут быть заданы та­
кими, чтобы при решении научных задач достигалась наибольшая 
польза. Для геодезии особенно важно иметь орбиты с разным углом 
наклона к экватору и разными радиусом и эксцентриситетом, так 
как только в этом случае можно разделить искомые параметры в оп­
ределяемой математической системе. Наконец, искусственные спут­
ники можно снабдить техническими устройствами, которые значи­
тельно повышают их значение для науки. К ним относятся, напри­
мер, лампы для излучения сигналов-вспышек, трипельпризмы — 
как рефлекторы для измерения расстояния с помощью лазера и пере­
датчики для отслеживания орбиты с помощью радиоустройств. 

Близкие искусственные спутники при движении по орбите испы­
тывают намного большие возмущения от гравитационного поля 
Земли, чем Луна. Например, при определении сжатия большое зна­
чение имеют возмущения орбиты, вызванные второй зональной гар-
моникой. Эти возмущения уменьшаются в раз, где г — расстоя­
ние от центра Земли. Для орбиты спутника, проходящей приблизи­
тельно в 1000 км над поверхностью Земли, вековые возмущения, 
вызванные этой зональной гармоникой, приблизительно в 1 000 000 
раз больше, чем на лунной орбите. Эта вторая зональная гармоника 
поля силы тяжести Земли вызывает большие возмущения линий 



ацсид и узлов орбиты спутника, эти возмущения линейно зависят 
от времени и могут достигать у спутников, применяемых в гебдезии, 
эа один день приблизительно от 4 до 6°, или от 14 000 до 22 ООО". 
Эти возмущения можно онределить с точностью до нескольких се­
кунд и поэтому с небольшой относительной ошибкой. Напротив, 
амплитуды возмущений в долготе и широте Луны, составляющие 
приблизительно 8", известны лишь с точностью до нескольких зна­
ков. Если Гельмерт [7] для величины 1 : / достиг ошибки ± 2 , 2 , то 
Бухар [5] смог определить из немногих визуальных наблюдений 
средней точности второго советского спутника в 1958 г. 1 : / с ошиб­
кой ±0 ,18 , а сейчас эту величину знают со средней квадратической 
ошибкой приблизительно в ±0,005. 

При определении параметров гравитационного поля Земли на­
блюдают прежде всего спутники на высотах между 500 и 1500 км. 

Следует отметить, что методы, основанные на наблюдениях ис­
кусственных спутников Земли, позволяют достичь не только более 
высокой точности, но и методически они дают большие возможности, 
чем классические геодезические. 

Триангуляции, проложенные при геодезических работах, могут 
докрыть только континенты. Если их скомбинировать с астрономи­
ческими определениями уклонений отвеса и провести астрономическое 
нивелирование, то это даст возможность определить пространствен­
ное трехмерное положение тригонометрических пунктов, например, 
относительно поверхности относимости, в качестве которой выби­
рают соответствующий референц-эллилсоид (его можно выбрать 
произвольно внутри определенных границ). Высоты пунктов над 
референц-эллипсоидом, высоты геоида £ (рис. 1) получаются как 
вертикальные координаты из астрономического нивелирования. Го­
ризонтальные координаты определяют в основном из триангуляции, 
причем базисы и другие наблюдения редуцируются на референц-эл­
лилсоид методом проектирования. Азимутальное ориентирование 
этой системы, ограниченной континентом, представляет принципи­
альные трудности. А именно, если хотят редуцировать на референц-
эллилсоид исходный азимут, то для этого нужно знать для исходного 
пункта составляющую уклонения отвеса в плоскости первого верти­
кала в соответствующем уравнении Лапласа^ Но астрономические 

Яовершсть 
денли 8 

Общий 
земной *Т 
эллипсоид 

Рис. 1, т — уклонение отвесной линии 



наблюдения позволяют определить только относительные уклонения 
отвеса; необходимые здесь абсолютные уклонения отвеса в исходном 
пункте можно определить только гравиметрическим методом по фор­
муле Венинг-Мейнеса. Хейсканен — Венинг-Мейнес, Арнольд 11} 

6 ' 
2щ>я И (cos А ) 

(bgP + KG(AgF))VMM{sinA\d*dA 
(1) 

где ф — сферическое расстояние от исходного пункта; ДА — превыше* 
ние пункта с координатами ^ , Л , для которого должны быть вычи­
слены £ ит] по отношению к исходному. 

Из-за многочисленных гравиметрически неизученных областей 
Земли эти величины абсолютных уклонений отвеса можно вычислить 
лишь в очень редких случаях с точностью до ± 1 " , так как в формуле 
(1) нужно интегрировать по всей земной поверхности. Во многих 
случаях ошибки уклонений отвеса, полученных гравиметрическим 
путем, составляют ± 3 " . Это приводит к соответствующей ошибке 
ориентирования сети или, другими словами, к сдвигу сети в восточ­
ном или западном направлении, который может достичь приблизи­
тельно 100 м. 

Нужно учитывать и то, что в триангуляции соединены друг с дру­
гом многочисленные треугольники с длинами сторон только от 10 
до 20 км. Ошибки наблюдений растут от одного треугольника к дру­
гому. Это касается не только случайных, но и систематических оши­
бок, влияние которых на расстояниях больших 1000 км нельзя оце­
нить надежно. Перекрывающая редкая система, которую позволяют 
образовать спутники, может служить для больших сетей треуголь­
ников хорошим контролем. При таких методах геодезического опре­
деления пунктов из спутниковых наблюдений должны быть прибли­
зительно равны расстояния между соседними станциями наблюдений 
на Земле и высоты спутников, чтобы получался благоприятный угол 
засечки. 

Гравиметры и маятниковые приборы, несомненно, являются хо­
рошими средствами при определении силы тяжести на поверхности 
Земли, но ими можно измерять только в отдельных пунктах конти­
нентов. Подобным образом в океанах можно выполнить измерения 
с помощью маятниковых приборов и морских гравиметров в отдель­
ных пунктах или по профилям. При измерениях силы тяжести в от­
крытых океанах и особенно в морях южного полушария при отсутст­
вии радионавигации можно получить результат с ошибками от ± 5 
до ± 7 мгл. Причиной этого в основном является неудовлетворитель­
ная точность навигации. Лишь по большому числу гравиметрических 
пунктов, покрывающих бблыпую часть земной поверхности, можно 
получить общие формы уровенной поверхности потенциала Земли. 
Бели измерения выполнены на всей земной поверхности, Л'сжно 



определить уклонения отвеса по формуле Венинг-Мейнеса и онду-
ляции геоида N по формуле Стокса 

где — функция Стокса. 
Если задачей геодезии является определение абсолютных поло­

жений пунктов на поверхности относительно центра масс Земли, 
и если ставится цель определить эквипотенциальную поверхность 
поля силы тяжести Земли и ее ортогональные сечения, то эти про­
блемы нельзя решить классическими методами прямым способом. 
Это можно показать, руководствуясь краевой задачей физической 
геодезии. Для этого вводят три системы наблюдаемых величин: 
разности потенциалов IV — \¥0, полученные из гравиметрически 
редуцированного на уровень моря нивелирования, нормальную про­
изводную потенциала или ускорение силы тяжести на поверхности 
Земли и прямолинейные пространственные взаимные расстояния 
опорных пунктов на поверхности Земли или сферические расстояния 
между ними. Если ввести эти данные в формулу Грина теории по­
тенциала, то можно показать, что с их помощью однозначно опреде­
ляется геометрия земной поверхности так же, как потенциал поля 
во внешнем пространстве. Эту проблему можно решить только при­
ближенно, в частности, для решения задачи необходимы такие данные, 
которые распределены по всей земной поверхности. Если в этой 
краевой задаче вводят совместно геометрические и динамические 
данные, то при практических работах рекомендуется рассматривать 
отдельно геометрическую и динамическую часть методом приближе­
ний. При этом в геометрической задаче (триангуляции) должны быть 
известны динамические величины, т. е. ондуляции геоида, только 
приближенно, а в динамической задаче при определении уклонений 
отвеса и определении геоида по аномалиям силы тяжести необходимо 
знать (в основном только приближенно) плановое положение грави­
метрических пунктов. 

Применяя спутниковые методы, можно уже из дюжины станций, 
распределенных по всей Земле, построить глобальную систему 
с абсолютными координатами, отнесенными к центру масс Земли 
и определить общие формы геоида на всей земной поверхности. В эту 
редкую пространственную систему с длинами сторон в несколько 
тысяч километров позже можно вставить триангуляции исходя из 
принципа от «общего к частному», который много раз оправдывал 
себя в геодезии. Эти методы дают абсолютные значения, потому что 
орбиты искусственных спутников Земли в соответствии с первым за­
коном Кеплера являются эллипсами, у которых один из фоку-

(2) 



сов — центр масс Земли, Используя классические методы, можно 
получить форму уровенных поверхностей в абсолютной системе 
координат только тогда, когда известны динамические и геометриче­
ские величины по всей поверхности Земли. Преимущество методов 
спутниковой геодезии заключается в том, что результаты наблюде­
ний спутников и все полученные отсюда параметры даны в абсолют­
ной системе звездных координат. Эту систему можно легко перевести 
с помощью известных матриц вращения в абсолютную и свя­
занную с Землей систему, в которой плоскость ХУ совпадает с эква­
тором, а осью X является ось вращения Земли. 
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2. ЗАДАЧА ДВУХ ТЕЛ 

2.1. ЭЛЕМЕНТЫ ОРБИТЫ И ЗАКОНЫ КЕПЛЕРА . 

Основные законы движения искусственных спутников вокруг 
Земли следуют из задачи двух тел. Рассматривая движение спутника 
вокруг центрального тела, имеют в виду, что по сравнению с цент­
ральным телом спутник имеет несравненно меньшую массу и оказы­
вает пренебрегаемое гравитационное воздействиейа центральное тело. 
Если центральное тело имеет форму шара с симметричным распре­
делением плотностей, то можно считать, что его масса сконцентри­
рована в одной центральной точке. 

Ив решения задачи двух тел следуют три закона Кеплера. Первые 
два Кеплер опубликовал в 1609 г., а третий — в 1619 г. Для дви­
жения спутников вокруг Земли они формулируются следующим 
образом. 

1. Орбита спутника — эллипс, в одном из фокусов которого 
находится центральное тело. 

2. Радиус-вектор спутника (линия соединяющая центральное 
тело со спутником) описывает за равные промежутки времени рав­
ные площади (закон площадей). 

3. Квадраты периодов обращения двух спутников относятся 
как кубы больших полуосей их орбит. 

Эти кеплеровские законы будут здесь рассмотрены кратко, более 
обстоятельное представление может быть получено из руководств 
по небесной механике. 

Уравнения движения получаются на основе закона всемирного 
тяготения Ньютона. Если ввести прямоугольную систему координат 
ху у, г (инерциальную) с началом в центре масс центрального тела, 
то эти уравнения в разложении на компоненты будут иметь вид 

г*^а* + у* + я* 

Итак, имеем одновременно три дифференциальных уравнения 
второго порядка. Интегрирование каждого отдельного уравнения 
приводит к двум постоянным интегрирования (в общем получается 
6 постоянных интегрирования). 



Если умножить первое уравнение (3) на у, а второе — на х и вы­
честь из первого уравнения второе и поступить аналогично с другими, 
то получится 

ху" — ух" = 0. 
Соответствующие уравнения следуют для других пар компонентов 

У, 2 и х, г. 
Интегрирование приводит к 

ху — ух = ди у£ — ъу = дъ » — хг = д 8 , 

причем ди д2, ?з ~~ постоянные. Умножив этот рядна ж, уу ъ получим 
дхг + д2х + дъу = 0. (4) 

Это уравнение плоско­
сти, проходящей через на­
чало координатной систе­
мы. Спутник движется 
в этой плоскости, которая 
проходит черев центр масс 
центрального тела. 

Три параметра д19 д а , 
д 8 доставляют две из 6 по­
стоянных интегрирования 
и определяют положение 
орбитальной плоскости в 
пространстве. В небесной 
механике для определения 
про странственного по ло-

брбита 
спутника 

Точна 
всшнсе< 

равноденствия 

Плоскость 
мдатора 

восходящий 
узел 

Рис. 2. Элементы орбиты искусственного спут­
ника Земли (ИСЗ) 

жения плоскости орбиты используют долготу восходящего узла 
Й и угол наклона г плоскости орбиты относительно экватора (ху — 
плоскость) (рис. 2). 

При дальнейшем рассмотрении устанавливается геометрия ор­
битальной кривой в этой плоскости, причем теперь нужно ввести 
плоскую координатную систему с координатами £, х\. 

Уравнения движения в этой системе будут 

это дает 

и путем интегрирЪвания 

(5) 

6ч —11 =Р1-
Если ввести полярные координаты 

то следует 
ПС = А - (6) 

2» 19 



Если йЕ является площадью, описанной радиусом-вектором г 
за бесконечно малый интервал времени Л , то получим 

<Н — 2 Г Х 2 Л» 
таким образом, 

Как следует из уравнения (7), радиус-вектор спутника описывает 
за равные промежутки времени равные площади (второй закон Кеп­
лера). 

Из уравнений (5) следует посл/в умножения на 2|* или 2г\' 

£ {Р+И* 2 } = (6Г + ЧЛ) = - 2 Н г ^ м ( } ) ' , 

а после интегрирования 
Р + Ч-« = 2 - ^ - + р , . (8) 

Эта зависимость представляет квадрат орбитальной скорости 
спутника как функцию от его геоцентрического радиуса-вектора. 

В полярных координатах из этого следует 

г-а + г2х!2 = 2 - ^ + Р з - (9) 
Выражение 

- = - , (Ю) 
' 1 + * с о з (х—со) 

где р, е й © — постоянные, является решением этого дифференциаль­
ного уравнения (9). С помощью геометрической интерпретации трех 
постоянных интегрирования р , е, со убеждаемся, что при % — со 
радиус-вектор достигает минимума. Спутник находится тогда в пе­
ригее, его удаление от восходящего узла есть аргумент перигея со-
Сферическое расстояние спутника от перигея есть истинная аномалия 
V, V — % — со. Если и = 90°, то радиус-вектор г — р (р — фокаль­
ный параметр) 

р = а(1-е% 
где а — большая полуось эллипса. 

Таким образом, получаем следующее уравнение радиуса-вектора: 

г _ Р _ Р /^\ 
1 + есо8 1? \+есоз[Ь — со] • * ' 

где Ь — аргумент широты; со — аргумент перигея; г — радиус-век­
тор, описывающий эллипс вокруг центра тяжести центрального тела; 
е — эксцентриситет этого эллипса. 

Итак, известны пять постоянных интегрирования О, £, со, е, а; 
шестой является постоянная р2 в уравнении (7). Она выражается 
отрезком времени в течение которого радиус-вектор г описывает 



площадь Вместо р2 в качестве эквивалентного параметра чаще 
принимают момент / 0 , в который спутник проходит черев перигей. 

Между элементами орбиты и постоянными интегрирования суще­
ствуют следующие соотношения: 

Р з = ~ — • (12) 

Если эти соотношения подставить в уравнение (8), то получим ин­
теграл энергии 

5» г ' 2 + / V 2 = Ш (4 — ~ ) . (13) 

где у — линейная скорость спутника. 
Для второго закона Кеплера с учетом уравнения (6), подставляя 

вместо х производную истинной аномалии иу получим 

г*и* = УкМа(1-е*). (14) 

Иногда при расчетах со заменяют долготой перигея й + сэ (см. 
рис. 2). 

С помощью уравнения (7) легко приходим к третьему закону 
Кеплера. Действительно, если (*2 — £х) = Т — период обращения 
спутника, то соответствующее ему значение 2 -(Е2 — — удвоен­
ная площадь орбитального эллипса, равная 2паЬ. Если заменить р19 

используя (12), то с учетом Ь2 = а 2 (1 — е2) получим 

Г = - р ^ а я / \ (15) 

Если период заменить средним движением 
2я 
т п = ^ 9 (16) 

то получим 
п*л» = Ш . (17) 

В то время как шесть элементов орбиты в задаче двух тел постоян­
ны, истинная аномалия и в соответствии с уравнением (14) изменяется 
со временем. Однако не рекомендуется определять истинную анома­
лию и как функцию времени путем интегрирования уравнения (14). 
Напротив, получают значение радиуса-вектора г в качестве функ­
ции времени, заменяя в уравнении (13) V с помощью (14), а также 
исключая гравитационный параметр кМ на основании третьего 
закона Кеплера (17) 

Лл г & 
пах — • 

а уаге2—1а—г)* 
Замена 

г = а(1 — есозЕ) (18) 



дает 

и интеграл 
п »<& — (1 — е соз Е) <1Е 

п(г—10)=^М^Е — езт Е, 

(19) 

(20) 
где Е — эксцентрическая и М средняя аномалии (рис. 3). 

Часто в спутниковой геодезии время выражают через среднюю 
аномалию М, а радиус вычисляют как ее функцию, так как п постоян­
ная величина, а средняя аномалия изменяется линейно со временем. 
Эксцентрическая аномалия Е в основном имеет характер вспомога­
тельной переменной. 

Уравнение (20) называется уравнением Кеплера. С его помощью 
можно представит^ Е как функцию от М в виде разложения в ряд 

по степеням е. На вычислительных ма­
шинах это уравнение решают методом 
приближений. 

Итак, для заданного момента £ с по­
мощью (20) вычисляем значение Л/, а за­
тем Еу чтобы н&йти далее радиус-вектор г 
из уравнения (18). В общем нельзя обой­
тись без истинной аномалии и, так как эта 
величина определяет направление радиу­
са-вектора г в пространстве, как это сле­
дует ниже из уравнения (24). Таким об­
разом, для получения истинной аномалии 
часто определяют значение Е по М из 
уравнения Кеплера, после чего или 

Рис. 3. Е — эксцентриче­
ская аномалия, и — истин­

ная аномалия 

(21) 

или СОЭ V = 
СОйЕ—е 

зти-

1 — есоВЕ 9 

У{—е2 8тЕ 
1 — е с о з Я 

Радиус-вектор получают затем из уравнения (11). 
Бели ху — плоскость экватора (см. рис. 2) и х — ось вращения 

Земли, то при прохождении восходящего узла спутник переходит 
из южного полушария в северное, причем при движении его по своей 
орбите истинная аномалия и увеличивается. 

Из уравнения (13) можно вычислить скорость, с которой близкий 
спутник движется по своей орбите. Для круговой орбиты при г = 
= а = IIЕ ^ 6 370 ООО м и кМ = 3,986 -10 1 4 м 3 /сек а , получим так 
называемую первую космическую скорость 

9 км/сек. (22) 



Чтобы космическому аппарату в непосредственной близости от 
Земли придать такую скорость р г , что его кинетической энергии 
хватит для преодоления земного тяготения, и он сможет достичь 
планет Венеры или Марса, необходима, разумеется, значительная 
энергия. 

Если ~ - ~ потенциал Земли во внешнем пространстве, то для 
соблюдения энергетического баланса космического аппарата, име­
ющего достаточно кинетической энергии, чтобы как раз преодолеть 
земное притяжение, необходимо 

причем если г оо, то должно и ->0 . Отсюда вторая космическая 
скорость или скорость освобождения будет 

^ = V 2 ^ ~ ^ V l 1 1 , 2 <23> 

2.2. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ КООРДИНАТЫ СПУТНИКА, 
ВЫРАЖЕННЫЕ ЧЕРЕЗ ЭЛЕМЕНТЫ ОРБИТЫ 

В прямоугольной геоцентрической системе координат, в которой 
одна координатная плоскость совпадает с плоскостью орбиты и ось 
аГ которой есть радиус-вектор перигея, движение спутника опи­
сывается следующими уравнениями: 

зГ» ^ г cosi;, i T " = rsini>, z"" = 0. 

Вращая эту систему вокруг оси í" на величину аргумента пери­
гея (о по ходу часовой стрелки так, чтобы ось яГ* перемещалась по 
направлению к восходящему узлу, получим для координат в этой 
новой системе ( я " , у" \ ¿") 

£" '»гб08(а> + р), y*" = rsin(<ú + v), z " ' = 0 . 

Вращая эту систему вокруг оси х'* по ходу часовой стрелки на 
величину угла наклона г, а затем вращая полученную таким образом 
систему по ходу часовой стрелки еще вокруг оси г на величину дол­
готы восходящего узла, так что система я " , у$", г™ преобразуется 
в систему у, Z ( C M . рис. 2), получим координаты спутника в инер-
циальной системе х, у, z. 

( х\ /cos (v + cos Q — sin (v +©) sin Q cos i\ 
у ) = r\ cos (v + ©)sin Q + sin (v + <D) cosQ cos i J. (24) 

2 / \sin (V + Cu) Sin Í / 

V+(Ú= L. 

Переход от системы х"п, }f",¿" к системе x,y,z можно пред­
ставить также следующими матричными преобразованиями. 



Если повернем систему вокруг оси z против хода часовой стрелки 
на угол а (если смотреть с положительного направления оси z на 
пересечение осей), то координаты я, у, z преобразуются так (рис. 4, а) 

cosa sin a 0 \ / х \ /х\ 
—sina cosa О I I у 1 = Д 2 ( а ) | У ) . (25) 

О 0 \J\zJ \zJ 

Соответствующее вращение против хода часовой стрелки вокруг 
оси у описывается следующим преобразованием (рис. 4, б) 

(26) 

Рис. 4. Повороты системы 
координат с помощью мат­
риц вращения Яг (<х), 

Я * (а), Пх (<*) 

Вращая систему против хода часовой стрелки вокруг оси пре­
образуем координаты следующим образом (рис. 4, в): 

' 1 0 0 \/х\ /х 
0 eos a sin a | | y 1 = Rx (a)| y J л 

КО —sin a eos a/ \zJ 
(27) 

Преобразование координат хпп, */"", з"" в координаты 
у, 2 получается в виде произведений матриц 

Если применить простое тригонометрическое преобразование, 
то уравнениям (24) можно придать вид 

(х \ /eos (L + Q) Ь 2 sin 2 у sin L sin QN 

y / | sin (L + Q) — 2s in 2 4- sin LeosQ 
K z / \ • • • г 

\sm г smL 

(28) 

file:///J/zJ


2.3. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ КООРДИНАТЫ СПУТНИКА, 
ВЫРАЖЕННЫЕ ЧЕРЕЗ НАЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ 

Шесть упомянутых выше элементов орбиты чаще всего рекоменду­
ются для описания орбит спутников, так как они постоянные, если 
пренебречь возмущениями орбиты. Меняются только истинная ано­
малия и или М и Е. 

Кроме того, в случае искусственных спутников Земли интересна 
другая система параметров, которая определяется положением 
и скоростью спутника в момент отделения ракеты-носителя (началь­
ный момент. — Перев.). 

Если известны радиус-вектор положения 

и вектор скорости 

в момент отделения ракеты-носителя, то орбиту спутника в простран­
стве однозначно определяют с помощью этих шести параметров. 
По ним можно однозначно получить соответствующие элементы ор­
биты следующим путем. 

Единичный вектор, перпендикулярный к плоскости орбиты, опре­
деляют по г и г- следующим векторным произведением: 

г» г" 
10 = . | г .г | * 

Этот же вектор получают по элементам орбиты 

( sin i sin Q\ 
—sin г cosQ 

cos i 

Из решения обоих уравнений получают угол наклона i и долготу 
восходящего узла Q. _ 

Если выразить в уравнении (13) и2 через г 2 , то 

Ели известно кМ и в начальный момент г* 2 и г , то получим боль­
шую полуось а. 

Второй закон Кеплера в векторной форме можно записать так 

| г . г " | я = Ш а ( 1 — 



С помощью этого уравнения, зная г, г*, кМ и а, находят эксцент­
риситет е. 

Истинную аномалию v получают по г, р, е из уравнения (11) для 
радиуса-вектора. 

Другое уравнение для и получим, если преобразуем (11) к виду 

е cos v = -у — 1 

и потом v продифференцируем по времени. Если при этом подставить 
вместо v выражение, полученное на основании второго закона Кеп­
лера (14), то 

лГ Р гт" 

По cos у и sin У однозначно определяют истинную аномалию. 
Аргумент широты L получается как скалярное произведение век­

тора г и радиуса-вектора восходящего узла п. 

(cosfí \ 
s i n Q L cosL=-^ -^ - . 

О / 

По составляющей z уравнения (24) находят выражение для L 

S1Ü Ь= :—г» 
r s m t 

Аргумент перигея со получают как разность 

оэ = £ — v. 

Шестой элемент орбиты, время прохождения через перигей, 
получаем следующим образом. Из уравнения (21), пользуясь v 
и е, определяем эксцентрическую аномалию Е> далее располагая е, 
Е и моментом t, к которому относятся векторы г и г-, из уравне­
ния Кеплера (20) находим искомый момент прохождения через 
перигей t0. 

2А. РАЗЛОЖЕНИЯ В РЯДЫ В ЗАДАЧЕ ДВУХ ТЕЛ 

Наконец, следует указать для задачи двух тел еще некоторые 
важные разложения в ряды. 

Если истинную аномалию и выразить через эксцентрическую ано­
малию Е, то получается (Брауэр, Клеменс [1]) 

y = £ + 2 ( p s i n £ + y p 2 s i n 2 £ + - | - p s s m 3 £ + . -



и наоборот 

£ = i>—2 ( р sin у — - |-P 2sin 2i> + - | -p 8 s in3i ;—. . . ) . 

Истинную и эксцентрическую аномалии v и Е выражают через сред­
нюю аномалию М следующим образом: 

iV=M+(2e-±e* + . . . ) s i n A f + ( - f - * * + - . . . ) s i n 2 A f + 

E = M + (e-±e*+ - . . . ) s i n 3 f + ^ e « - + . . . ) - s i n 2 i l f + 

Для отношения радиуса-вектора г к большой полуоси а имеем 

+ ( - y * a + . / ) c o s 2 M + ( ~ - + ~ - • - ) с о з З Л / + 

В дальнейшем при вычислении возмущений приходится интегри­
ровать выражения вида 

( т ) * в * р ' * * » 

в которые время входит как переменная интегрирования, / = 
При этом целесообразно представить это выражение в виде раз­

ложения в ряд Фурье по средней аномалии М. Здесь применяют 
формулу Ганзена (Тиссеран [6], Кэли [2], Гровс [3, 4]) 

^ exp jhv = ^ Ж* (') е х Р (29) 
ш 

которая получается следующим образом. 
Если 

sinhv = B1sinM + B2sm2M + > . . , 

^ y c o s A i ; = : - | - C r

0 + C 1 c o s i l / + C acos2 JM + . . . , 
то 

Л = ехр /ЛГ. 



Если 
1 f* Y<7r A . 

— t 0 — Л. o , 

1 ( ^ + 5,) = ^ » ; ^ ( C 1 - 5 1 ) = z ! i

A ; 

-|_(C a + JB2) = X ¡ ' f t ; \(C2-B2) = x \ h ; 

r „ o y í i 

B1 = X¡'h-Xíih; 

то получим уравнение (29). 
Коэффициенты Ганзена вычисляются следующим образом: 

XÍ' " (е) = (1 + р V ~ i 2 / . ("е) XSi * (е). 
6 

- h + u-s + l, р 2), 

xF(^q — u + s — 1, - g + A — l , ft — w + s + l , p 2), 

i¿ — s <^ h. 

Здесь / s (z ) — функция Бесселя порядка s и i? (a l f а 2> «8? x ) 
гипергео метрический ряд 

Fia а а . a i 0 C a

 д \ « i («i + D ^ . 
^ ( « i , « 2 , Oa, l e a i * + 1 - 2 . а 8 ( а 3 + 1 ) ^ + 

В своей теории возмущений Каула сделал подстановку 

Gm(e) = X;ttp%«-»\ (30) 

В табл. 1 даны некоторые из коэффициентов Xq¿. Они взяты 
из таблицы Кэли [2]. 
28 



Т а б л и ц а l 
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3. ВОЗМУЩЕНИЯ ОРБИТЫ 
ОТ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ 

3.1 ВОЗМУЩАЮЩИЕ УСКОРЕНИЯ 

Для движения спутника вокруг центрального тела со сферической 
симметрией справедливы уравнения движения (3). Однако лишь 
с большим приближением можно считать, что Земля обладает этим 
свойством, т. е. является телом со сферической симметрией. Очевидны 
отклонения Земли от шара с симметричным распределением плот­
ности, вызванные нерегулярной топографией земной поверхности. 

По закону тяготения неправильности в распределении масс в теле 
Земли вызывают дополнительно действующие силы, которые влияют 
на спутник и существенно изменяют его орбиту, особенно, если спут­
ник движется только в нескольких тысячах километров над Землей. 

Гравитационный потенциал Земли выражается во внешнем про­
странстве дифференциальным уравнением Лапласа, которое можно 
представить с помощью сферических функций следующим образом: 

У = + Р1т(*1пч>){С1тсо*тХ + 8ш8тт%}]. (31) 

где Р1т — присоединенные сферические функции, нормированные 
посредством уравнения 

О - * / 2 Л 

Потенциал силы тяжести IV можно получить, прибавляя к V потен­
циал центробежной силы, обусловленной вращением Земли. 

В уравнениях (3) был учтен только основной член упомянутого 
разложения, а именно 

кМ 
г 

с компонентами ускорения 

д у _ кМ д у _ Ш ± у ' кМ 



При более строгом способе рассмотрения нужно ввести в правой 
части уравнений (3) производные от всего выражения V по коорди­
натам х, у, z. 

При этом относительно координаты х получим следующее урав­
нение движения: 

« • • — ы # £ + £ < | г _ ? ) . (33) 

Аналогичные выражения действительны для составляющих по у и z. 
Таким образом, на спутник действуют еще дополнительные ус­

корения 

£ г - п if(y-n £ ( V - n 

поэтому он не имеет больше неизменно расположенной в простран­
стве эллиптической орбиты, как в задаче двух тел, а все время выво­
дится из этой орбиты. Следует определить возмущения орбиты, вы­
званные дополнительными ускорениями. Так, с одной стороны,, при 
известном гравитационном поле получают точную орбиту спутника, 
а с другой стороны, если ведутся наблюдения за спутником, полу­
чают из наблюдаемых возмущений орбиты постоянные Стокса С / т , 
Sim уравнения (31) и, таким образом, — важное для геодезии гра­
витационное поле Земли V. 

Возмущенное орбитальное движение можно описать шестью эле­
ментами орбиты, только они теперь уже не постоянны, как это было 
в задаче двух тел, а изменяются со временем. 

Для каждого момента времени определяют орбитальный эллипс, 
который лучше всего соответствует орбите спутника и имеет с ней 
в данное время три общие бесконечно мало удаленные друг от друга 
точки (6 параметров): оскулирующий эллипс. 

Оскулирующий эллипс можно описать также другим способом. 
Из-за возмущающих ускорений вектор положения г и вектор скорости 
г' спутника отличаются от значений, которые они имели бы в случае 
невозмущенного движения. Но возмущенные векторы г и г ' , по дан­
ным гл. 2, позволяют однозначно определить оскулирующий эллипс. 

Бели принять, что при прохождении спутником определенной 
точки орбиты вдруг исчезнут возмущающие ускорения, то от этой 
точки спутник будет двигаться дальше по орбите, совпадающей 
с оскулирующим эллипсом для данного момента. 

3.2« УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА 

Из уравнения (33) получаются для движения спутников три диф­
ференциальных уравнения второго порядка. Их следует преобразо­
вать в шесть уравнений первого порядка. Подстановкой 

х1 = х 



получают оба уравнения первого порядка для составляющей х 

х-х^О; (34) 

и аналогичные системы уравнений для составляющих у и г. Если бы 
не было возмущающих сил, то вместо уравнения (34) получили бы 

х—хх = <к ^; + Ш ~ - 0 , (35) 

и решением этой системы была бы кеплеровская орбита с шестью 
постоянными элементами орбиты и х , . . ., х а . 

* • '» *6» ^1=/1(^1, • • •» 0- (36) 
Но, согласно сказанному выше, в возмущенной задаче элементы 

орбиты, полученные по уравнениям (34), будут изменяться со вре­
менем 

х, = х | (*). 
Производные от х и хх по времени 

с£г | ^Г1 ^ 

I 
1 , V дхг дК1 

Эти соотношения подставим в (34) и получим 

^ 1 г 7» Л/Г * . V &*1 _ д 

Аналогичные уравнения получаем для составляющих у и я. 
Итак, — и - ~ равны полным производным для случая постоян­

ных элементов орбиты. Поэтому, согласно (35), 

Так получаем уравнения 

2 дх , _ п V д*1 — д (V ТЛ /37ч 

С соответствующими уравнениями для составляющих у и г по­
лучаем 6 уравнений, линейных относительно шести искомых произ­
водных от элементов орбиты и позволяющих определить их 



значения. Выражения , в (37) известны из задачи двух тел 
как функции элементов орбиты, так что в уравнении (37) производные 
от элементов орбиты выражены через производные возмущающего 
потенциала по координатам х, у, я. И, наконец, целесообразно 
заменить производные от (V — V) по трем пространственным коор­
динатам х, уу ъ через производные этого возмущающего потенциала 
по шести элементам орбиты а, е, о>, I , й , М. 

Решение линейных уравнений (37) дает искомые производные 
по времени от элементов орбиты (уравнения Лагранжа) 

*1* = *(*1э • • м х в , *), 1 = 1, 2, . . ., 6. (38) 
Здесь нельзя дать подробный вывод уравнений (38), с ним можно 

познакомиться в руководствах по небесной механике. 
Подставим для краткости вместо возмущающего потенциала 

{У-У) 
Д = У~У (39) 

и введем производные потенциала Я по шести элементам орбиты, 
тогда уравнения Лагранжа получат следующий вид: 

2 дВ 
па а = • 

(О = • 

1—«2 

па%е 

— СОЭ Ь 

дВ 
дМ 

ом 
( 1 - е * ) 1 / ! 

па?е 

с11 сое I 
1 &т I 

дЯ ( I -

дВ 

дВ 

па^е 

1 

де 

1 дВ 

дВ 

па% (1 —е 

па^е 

) ' * Б Ш I 
дВ 2_ 
де па 

дЬ 

дВ 
да 

(40) 

Последнее уравнение системы (40) для М содержит в противопо­
ложность другим уравнениям член, в котором явно нет производной 
от возмущающего потенциала Н. Это — первый член уравнения, 
равный среднему движению п для мгновенного оскулирующего эл­
липса. По третьему закону Кеплера п зависит от большой полуоси а 

п = п(а) = у — (41) 

При числовых расчетах возмущений в случае использования урав­
нений (40) необходимо выполнить интегрирование по времени 

8а = §а<И, 6 е = . . (42) 

3 З а к а з 2132 33 



при этом возмущения всегда вычисляют от заданного момента вре­
мени £0. Элементы орбиты в этот момент, а именно а 0 , е 0 , . . ., М%, 
определяют, используя наблюдения спутников. Итак, для п имеем 

кМ 

где 
и и 

(43) 

В последнем уравнении (40) заменим л, используя (43). Для вы­
числения возмущений первого порядка все уравнения (40) нужно 
интегрировать один рав, только для определения средней аномалии 
М при интегрировании среднего движения п в последнем уравнении 
необходимо двойное интегрирование 

3.3. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА В ФОРМЕ ГАУССА 

Уравнения Лагранжа (40) необходимо применять прежде всего 
тогда, когда возмущающий потенциал выражен через элементы 

орбиты. Особенно реко­
мендуют представлять 
эти формулы в виде 
разложений по тригоно­
метрическим функциям 
средней аномалии М, так 
как М в таком случае 
с достаточной степенью 
точности изменяется ли­
нейно со временем и мож­
но легко выполнять ана-
л итическо е интегриро ва­
нне по времени. 

Однако есть случаи, 
когда рекомендуют пред­
ставлять производные от 
шести элементов орбиты 
по времени не выраже­

нии? 
весеннего 

равноденствия 

Рис. 

4 Орбита 
спутника 

5. Компоненты возмущающего ускоре­
ния ИСЗ 

ниями а тремя ортогональными компонентами воэ-
дв_ 

да' де' ' " 
мущающего ускорения. 

Пусть Кг — возмущающее ускорение в направлении, перпенди­
кулярном к плоскости орбиты спутника, положительное в направле-



нии к северному полюсу. Составляющая К2 в плоскости орбиты 
спутника перпендикулярна к радиусу-вектору, она образует с векто­
ром скорости спутника острый угол. Составляющая Кг направлена 
вдоль радиуса-вектора (рис. 5). 

Так получают уравнения для вычисления возмущений в форме 
Гаусса. 

CD = 

е = -

£—cos глЙГ3 + ( у + 1 ) sin i;JT2 J—cos i 

i — 
1 

г sin(<D+p) 

C O S 

• « 1 

пае 

(45) 

3.4. УРАВНЕНИЯ ВОЗМУЩЕНИИ ДЛЯ ОРБИТ 
С МАЛЫМИ ЭКСЦЕНТРИСИТЕТАМИ 

Уравнения для вычислений возмущений (40) и (45) имеют тот не­
достаток, что в некоторых из них в знаменателе появляется эксцент­
риситет г, величина которого при орбитах спутников, близких к кру­
говым, очень мала, иногда е ^ 0,01. Таким образом, получают в урав­
нениях для вычисления возмущений большие коэффициенты, что 
неблагоприятно сказывается при решении. Причина этого явления 
заключается в том, что для орбиты с малым е перигей не может быть 
определен уверенно. Под влиянием этого обстоятельства пропадает 
однозначность при определении пространственных координат спут­
ника. Так, например, возмущения в о и М имеют особенность, а 
при вычислении координат спутника с использованием уравнения 
(24) нужна сумма ю + М или © + V. 

Поэтому полезно иметь другую систему элементов орбиты, свобод­
ную от этих особенностей. Г. А. Чеботарев использовал в качестве 
элементов орбиты параметры 

3* 

a, fe, Z*, Q, *, X* 

35 



с подстановками 

I* = ^СОБй), 

и нашел следующую форму уравнений Лагранжа для оскулирующих 
элементов 
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а д 
ал 

соаес I а д 

(46) 

Для вычисления по этим шести параметрам положения спутника 
с использованием уравнения (24) или (28), необходимо по к и /* опре­
делить еще е и с о и п о ^ * = Л/ + о — аргумент широты Ь. Г. А. Че­
ботарев дает разложения в ряды, с помощью которых Ь и радиус-век­
тор г представляют как функцию непосредственно а, А, /*, X*. 

3.5» ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИИ ДВИЖЕНИЯ 

Поскольку уравнения Лагранжа вычисления возмущений явля­
ются уравнениями первого порядка, их решение получить достаточно 
просто, если принять во внимание возможность представления их 
правых частей в виде разложений по степеням М; целесообразно также 
исходить непосредственно из уравнений движения (33) и получать 
без дальнейших преобразований координаты 2, у, х путем двойного 
интегрирования этих уравнений. Прикладная математика рекомен­
дует многочисленные методы интегрирования, пригодные для элек­
тронных вычислительных машин. 

Можно, например, вычислить равноотстоящие значения для 
правой части уравнения (33) по приближенным элементам орбиты. 
С помощью этих равноотстоящих значений, применяя формулы 
интерполирования с разностями высших порядков, можно составить 
аналитическое выражение для правой части уравнений (33), т. е. 
для которое затем нужно дважды интегрировать. При определен­
ных условиях дальнейшие приближения ускоряют решение. 

Р . Андерли провел в большом масштабе численное интегрирова­
ние этим способом при определении гравитационного поля из доппле-



ровских наблюдений. Для определения положения спутников при­
меняют метод интегрирования Коуэлла, часто используемый астро­
номами, при этом решение доводят до разностей 10 порядка. 

Метод Коуэлла требует сравнительно мало числовых расчетов, 
потому что с его помощью вычисляют непосредственно положение 
спутника без определения его скорости. 

Аналогичные возможности для численного интегрирования уравне-
нений (33) дает метод Рунге-Кутта. 

Для интегрирования уравнений (45) также рекомендован числен­
ный метод. Эти уравнения можно интегрировать, например, по методу 
Симпсона с интервалами интегрирования от 30 до 60 сек 

^<1х = ±Ьх(и+4/2 + 2/ 8 + 4/ 4 + . . . 4- + и . 

где п должно быть нечетным числом. 
Иногда эти численные методы интегрирования важны как возмож­

ность независимого контроля орбит спутников, полученных путем 
аналитического интегрирования уравнений Лагранжа по шести эле­
ментам орбиты. 

Можно утверждать, что численное интегрирование требует в об­
щем больше машинного времени, чем аналитическое интегрирование 
уравнений (40), представляемых при этом в виде тригонометрических 
функций, зависящих от средней аномалии. Литературу по числен­
ному интегрированию уравнений движения можно найти у Кули­
кова [9], Брауэра и Клеменса [3], Шнайдера [13, 141, Коллатца [4], 
Арнольда [2]. 

3*6. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ВОЗМУЩАЮЩЕГО ПОТЕНЦИАЛА 
ЧЕРЕЗ ЭЛЕМЕНТЫ ОРБИТЫ 

Если обратиться к аналитическому интегрированию уравнений 
движения (40), то необходимо представить возмущающий потенциал 
В. как функцию от шести элементов орбиты, чтобы выполнить соот­
ветствующее дифференцирование по этим элементам орбиты и затем 
проинтегрировать по времени. 

Гровс [5] в своих исследованиях исходит из следующего предста­
вления возмущающего потенциала в пространственных полярных 
координатах г, <р, Я: 

оо I 

¡ = 2 т - 0 , 4 ? ч 

Дт=Аш[—) Т1т(в1ЛЧ>)совт(Х — Я ж ) 

где А(т, Я т — параметры гравитационного поля. Т{т — произ­
водная порядка т от сферической функции Лежандра порядка I 

7 1

; т(85пф) = с о 3 ' » ( р - ^ | ^ - Р / { 8 т ф ) . (48) 



Используя рис, 2, легко получить соотношения 
sin ф = sin i sin (со + и) 
cos ф s inT= cos i sin (0)+ v) 
eos ф eos / = eos (<D -f- v) 

7 = a —£2 

где 0 — гринвичское звездное время; а — прямое восхождение* 
Бели подставим 

X - X m = 7 - 7 m , (50) 
то 

£ » - 6 ^ + 8 0 + X m - Q , (51) 
если 

Если подставить (48) в (47), то можно для возникающих произве­
дений cosm фсов т (А, — Хт) с помощью общей формулы 

exp /лм|> в (cos tj> + / sin \ f ) m 

с учетом (49) и (50) получить 

cosw ф exp jm (К — Х т) = ехр (—jml m) [cos (<Ú + V) + 

+ / c o s ¿ s i n ((u+v)]m

f . (52) 

Для представления функции Г / т (sin ф) через í, о , г; можно за­
менить производные от сферических функций, применяя теорему 
сложения сферических функций 

i 

х^ХхДГа + "|/(1 — zj) ( 1 — а$) cosy, 
1, если & = 0, 

1/Л = 2, если A = i f Z. 
После дифференцирования /п раз по cos у и с подстановками 

получим 
* i = 0, x 2 = cosí, Y = 7—(<*+?) 

s in" t p ¡ « (sin ф ) « 2 ^ 7 7 т Ш Г / * ( ° ) r * ( c o s 0 x 
ft-0 

X 
dm cos /су 
(dcosv)™ * (53) 



где т означает дифференцирование т раз по sin ср. 
После преобразований и после введения выражения (29) Гровс 

[5] получил, наконец, возмущающий потенциал R как функцию от 
шести элементов орбиты 

В»-А1Я J J 2 У Г * (О (е) X 

Х 1 C ¿ (0 Bin + ( * - 2 р ) « - - m l j + 

Z)J*„ (i) cos , _ , 1 
+ (i) sin + ( f t ~ 2 p ) ю ' + m í J ) * ( 5 4 ) 

Vf* — выражение для присоединенных сферических функций, на 
которых здесь не будем останавливаться более подробно. Wu~2p 

получают с помощью функций XÍh (29). CJPP, Cg , />2р, Df£ Гровс 
представляет в виде полиномов по sin l/2iy cos 1J2L со' = <o 

j Орбиты, рассматриваемые в спутниковой геодезии, охватывают 
промежуток времени максимум в несколько месяцев, так что в боль­
шинстве случаев для них в возмущающем потенциале R можно счи­
тать постоянными с достаточным приближением три элемента орбиты 
i , а, в, и только параметры М, со \ 7т, появляющиеся под знаком си­
нуса и косинуса или эквивалентные им элементы орбиты М, Q, ю 
и звездное время 6 являются переменными, зависящими от времени. 
Величина 6 строго, а М, Q, <о с достаточным приближением линейно 
изменяются со временем. 

По уравнению (54) можно получить производные от элементов 
орбиты и подставить их в уравнения Лагранжа (40). 

Если известны параметры гравитационного поля А1т и 
то выражение (54) пригодно для вычисления возмущений орбиты, 
вызванных гравитационным полем Земли. 

Но в геодезии возникает обратная задача: определить из наблю­
даемых возмущений орбиты параметры гравитационного поля Земли. 
При уравнивании наблюдений надо представить их в линейной зави­
симости от параметров гравитационного поля, но этого нельзя достичь 
непосредственно из уравнений (54), так как Кт является аргументом 
тригонометрической функции и неизвестна ápriori во всей области 
изменений от 0 до 360°. 

Каула [71 ввел для (47) следующее выражение: 

Rlm = kM-£- Plm (sin ф) {Clm cos ml + Slm sin тК); (55) 



к — гравитационная постоянная, Ргт — присоединенная ' сфери­
ческая функция, нормированная по 

+ Л / 2 

\ 
+Л/2 

„ , . ч cos1" ф d ' + m , . * . j 
/> ( ( П (sin Ф ) = - ^ f • d ( s i n < p ) i + m ф - 1 ) 1 . 

Это выражение линейно относительно неизвестных, характеризующих 
гравитационное поле Cím и Slrny и удается выразить параметры Я, 
Ф и г через шесть элементов орбиты. Из рис. 2 следует 

m\=[m(a — Q) + m(Q — 9)], 

при этом а — прякое восхождение, a 9 — гринвичское звездное время, 
итак, 

cos тХ = cos Ьь (а — £2) cos /и (£2 — 8) — sin т (а— Q) sin m (£2 — 9) 

и аналогичное выражение получаем для sin тпк. 
Из рис. 2 далее следует 

, ^чЧ COS (to +1?) cos(a —S2) = . 
4 7 С О З ф * 

S i n ( a - Q ) = r s í n ( m + t , ) c o 3 i , 
v ' СОЭф 9 

sin ф = sin {sin (ü> + v). 

Для присоединенной сферической функции Pím (sin ф) справедливо 
следующее представление по степеням sin ф, cos ф 

Plm (sin ф) =cosT O ф 2 Г ш s in 1 - 1 »- 1 ' ф, 

причем выражения Гш — известные коэффициенты. С помощью 
приведенных выше разложений и преобразований следующей формы 

m 
cos mx = Re exp (mjx) = / ? е ^ ( ™ ) 7s < 

c - 0 ci-0 4 ' W 

X [cos(a+6 — 2c — 2d) я + /sin (a + b —2c — 2d) я] 



(Л/ обозначает действительную часть), используя соотношения (29) 
и (30), можно привести (55) к следующему виду 

где 

я = 0 с 
й* — целая часть от г/2(1 — лг), 

+ (/ — 2р + д)М + т(а-в)) +-

Уравнение (30) дает функции С1рг (е). 
Я1т отвечает требуемым свойствам, выражение (56) линейно 

по отношению к неизвестным параметрам гравитационного поля С1т 

и £ / т , а шесть элементов орбиты являются независимыми величи­
нами. Это значительно облегчает получение производных от ЯЫл 

по шести параметрам для уравнений Лагранжа (40). Функции 
Ршр (0 ' &1рд (е) и ш производные по а, г, е при вычислении Д / т , 
/ > 2, можно считать в большинстве случаев постоянными внутри 
интервала интегрирования от 1 до 2 месяцев. 

Исключение составляет лишь главный член при вычислениях 
возмущений, вызванных сферической функцией второго порядка 
С2 0 (второй зональной гармоникой. — Перев.), гак как этот член 
превышает другие члены примерно в тысячу раз. Он вызывает боль­
шие возмущения и теорию его влияния необходимо разработать, со­
блюдая значительно более высокую относительную точность, чем 
для возмущений от других сферических'функций. При вычислении 
возмущений, вызванных С20 все элемента орбиты следует рассматри­
вать как изменяющиеся со временем; об условиях, которые приводят 
к возмущениям второго порядка под действием фактора С| о» будет 
сказано ниже. 

3.7. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

Изменения возмущений со временем выражены в уравнении (56) 
функцией £ / т р < 7 (со, М, й , 0). 

Прежде всего со временем изменяется средняя аномалия' М, за 
время оборота, т. е. примерно за 2 ч, она изменяется на 360°. 



Линейно изменяется также звездное время 6. 
Аналогично нельзя считать постоянными аргумент перигея © 

и долготу восходящего узла Й , под влиянием упомянутого уже глав­
ного члена в вычислениях возмущений С2.о °ни будут изменять 
свою величину линейно со временем, чем нельзя пренебречь. При 
этом линия апсид и линия узлов за одни сутки под действием этого 
возмущения поворачиваются на величину от 2 до 4°, так что они 
могут совершить полный оборот за время около 100 дней. 

При интегрировании уравнений Лагранжа (40) можно с достаточ­
ным приближением использовать следующие линейные преобразова­
ния: 

о = (в^ + 0) 0, М = п^ + М0, 

Й = Й - * + Й 0 , е = е - * + е в . 

Если для сокращения принять 

* = (/ — 2р)со + (/ — 2р + я)М+ т ( Й — 9), 
то 

$1трЯ = £ 1тРЯ' {I — Щ. (57) 

Аналогичные выражения следуют для производных по М и Й . 
Если проинтегрировать эти частные производные по времени, 

чтобы найти с помощью уравнений (40) по производным от возмуще­
ний в элементах орбиты сами возмущения, то получим, например, 

5 / т р * * ^ (/ _ 2 р ) ©• + (I - 2р + Я) п + т (О- - в - ) 8 1 т *>+ ^ 

Возмущения в элементах орбиты получают таким же точно обра­
зом, как функцию £ / т Р £ . 

3.8, ВЕКОВЫЕ, ДОЛГОПЕРИОДИЧЕСКИЕ 
И КОРОТКОПЕРИОДИЧЕСКИЕ ВОЗМУЩЕНИЯ 

Возмущения орбит спутников оказалось целесообразным разде­
лить соответственно их периодам на три группы: вековые, долгоперио-
дические и короткопериодические. 

Вековые возмущения первого порядка в элементах орбиты увели­
чиваются линейно со временем, поэтому в течение нескольких недель 
они могут достичь значительной величины. Они вызывают самые 
большие возмущения в элементах орбит и появляются, если в выра­
жении для £ / т р ^ (56) имеем 

г — 2р = 0; / —2/> + д = 0; т = 0. (59) 

Из условия т = 0 следует, что только зональные гармоники С/. 0 

могут вызывать вековые возмущения. Тессеральные гармоники 

^7т» ^ / т — 1» 2, . . . . / 1, 



векториальные гармоники 

не могут вызывать никаких вековых возмущений, поэтому их влия­
ние на возмущения орбиты меньше,чем влияние зональных гармоник. 

Оба важнейших вековых возмущения орбиты уже упоминались, 
а именно, вращения линий узлов и апсид, вызванные второй зональ­
ной гармоникой, т. е. изменения а> и Й. Если в (56) / = 2, т = О, 
р = 1, д = 0, то из уравнений возмущений получим следующие 
Изменения оь Й, М: 

Ь* = С2.9 / / 4

3 ^ ^ а ( 1 - 5 с в * Ч Н 

6Й = С 

4(1— <?2)2 €2 

2-# 2 ( 1 - « 2 ) 2 а 2 eos i» ¿ 

4(1— *2)V, a * 
( l - 3 c # s 2 i ) - * 

(60) 

Где п среднее движение спутника 

„ 2л 

— число оборотов спутника, Т — период обращения спутника. 
Долго периодические возмущения по сравнению с вековыми часто 

лкмеют период от 100 до 200 суток. Эти возмущения вызывают дви­
жение линии апсид и они появляется, если в (56) 

1 — 2р + 0> / - 2 р + д ^ 0 , т = 0. (61) 

Изменение долготы узла нельзя отделить от изменения звездного 
времени. Так как звездное время имеет короткий период в одни 
сутки и появляется в (56) только в разности й — 9, то вращение 
линии узлов не будет вызывать никаких долгопериодических возму­
щений. Так как в (61) т = 0, то при долгопериодических возмуще­
ниях принимают во внимание только зональные гармоники. Для 
вековых и долгопериодических возмущений, вызываемых в элемен­
тах орбиты в течение одного оборота спутника зональными гармо­
никами до шестого порядка, Мерсон вывел подробные формулы. 

Представим долгопериодическое возмущение в случае эксцен­
триситета 

- i £-0 
dL dL (62) 

и аналогичными выражениями для других элементов орбиты I , Й , 
со, М, р; запишем для потенциала 

L i - 2 

= - С 1*0, (63) 



если при этом учесть, что / = sin 2 i, р = а (1 — е 2 ) , то по Мерсону 
[10] получим следующие соотношения: 

A¿« = 2 * 2 ^ ( J 7 r ) ' * » , ( 6 4 > 

<?¡¡ = 0, 

е3= — | ( l - e 2 ) s i n í c o s ü ) ( l - { 7 ) , 

е * = - % ^ - e ^ (l-|"7)7esin2a), 

ea = (1 - в») sin i [ ( l - 1 / + - | - /») ( l + f e 2 ) costo + 

f -7 ) /e 2 cos3ü>] , 

^ - • ^ ( l - ^ ) 7 [ ( l - 3 7 + | - ? ! ) ( l + {^) e s in2a) + 

+ w ( 4 - f 7)7e8

Sin4o>], 

Дг* = 2 я 2 « л ( : у - ) / / . (65> 

f 8 = 0, 

i" 3 = | - — | - e eos © eos t, 

¿ * = H ( 1 _ i ^ ) e 2 s i n 2 ( o s i n 2 í ' 

- R e c o s í [ ( l _ | 7 + ^ / 2 ) ( H - | - e 2 ) c o s c ) + 

+ | - ( l - | - 7 )7e 2 co S 3co] , 

¿« = — l f «sin 2i [ ( i - 3 7 + H 7 a ) ( l + \ * a ) в sin 2® + 

AQ* = 2 « 2 / / ( - ^ - ) ' a / . (66) 

Q 2 = — | c o s i , 

Q 3 = | - ( l - ^ - 7 ) e s i n ü ) c t g J , 



Q4 = - £ c o s ¿ [ ( l - | - 7 ) ( l + f a » ) - f ( l - { 7 ) ^ c o s 2 « o ] , 

Q 5 = _ ^ c t g i [ ( l - ^ 7 + ^ 7 a ) ( l + |-e2)esin(o + 

+ ff)h3sm 3a>], 

Q.= - ^ c o S l - [ ( l - l 7 + f f ) ( l + ^ + f ^ ) -

- { ( l - 6 7 + - f 7 2) ( l + -f-* 2)e»cos2(0-

- f ( i - S - ? ) ^ « » 4 » ] . 

д ш ^ г я ^ / ^ - у - ) ^ , (67> 

< o 2 = 3 ( i - | 7 ) , 

а»з = - | e 1 sin ю sin i — • f " ^ ) " ' " ( T " C O S 2 * ~ C O S E C 2 * ) E 2 J » 

6 ) 4 = ~ Ä [ ( 1 6 ~ 6 2 > + 4 9 ' 2 ) + - 7 > 2 ) c o s 2 ( 0 + 

+ (18 -637 + ^ - f ) e* + ( - 6 + 3 5 7 — f 7 2) *2cos 2©], 

Щ = ̂  e-1 sin (o cosec i [ ( - i - + 27 - f T 2 ) 7+ 

+ ( у - т ^ ^ + - т ? 2 - ж ^ ) е г + ( - 1 + 1 ? ) ^ г с о з 2 ( а 4 ' 

+ ( y - 7 7 + ^ f - ^ - f ) e * + ( l - ^ - 7 + ^ ) 7 e * c o s 2 ( û ] , 

( i + 8 7 + ^ - 4 ^ ) + 

+ (2-б7+^я)7соз2о) + б ( 1 - ^ - 7 + - ^ Я - ^ - 7 8 ) ^ + 

+ ( - 2 + 257-^p-7 a + 7 е ) « 2 cos 2(û + 

+ í ( i - f 7 ) ^ « - * » + ( a - 4 ? + f ^ - ^ ) - + 



ДМ* = 2я 2 / / (^fÍMi, í 6 8 ) 
i * p 1 

Ms = f ( l - e * ) V . ( l - f 7 ) , 

M 8 = - f ( 1 - e â ) f / • ( 1 - 4e2) ( 1 - - | / ) в' 1 sin © sin í, 

M*= § (1 - ñ 4 ' [ ( l ~ | «*) ( l - y 7) 7cos 2© + 

+ ( - 1 + 5 / — f - / 2 ) * 8 ] , 

ЛГБ = f-(1 - e2)''« в" 1 sin i [ ( 1 - \ f + f -7 2 ) X 

X ( 1 - { — I «* ) sin © + К 1 - i / ) (1 - 2e«) /e* sin 3co], 

л/.= - § d - « 2 ) v ' [ ( i - f Z + ^ - ^ - ^ x 

x ( i~i .*- i*)7eoea»+g ( i - i i - 7 ) 

X ( 1 — J e 2 ) f e 1 eos 4 © ] , 

Др* = 2 я 2 ' / ( ^ ) ' р / , (69) 

P» = 0, 

Рз — 3/>(l — - J / ) с cos© sin i, 

P4 = f-p(l—g-7)7«»ein2a>t 

Ps = —f pe sin i [ ( 1 - 1 7 + - f - / 2 ) ( l +1- e«) eos© + 

+ | ( l — f - 7 ) 7 * 2 c o s 3 © ] , 
Л = - ^ - ^ 7 [ ( 1 - 3 / + | | 7 a ) ( l + j e 2 ) e s i n 2 © + 

+ i ( 1 - t " 0 ^ 8 s i n H -



Члены в выражениях (64)—(69), зависящие не от со, а от а, г, е, вы­
зывают вековые возмущения. Члены, содержащие синусы или коси­
нусы по аргументам со, 2© , 3©, 4<о, вызывают долго периодиче­
ские возмущения. 

Важно установить, что в еу i , а не появляется никаких вековых 
возмущений. 

Интегрирование выражений (64)—(69) дает вековые и долго-
периодические возмущения Де, ... для больших промежутков вре­
мени, если при этом ввести в качестве единицы времени период обра­
щения спутника. Интегрирование производят по формулам следу­
ющего вида: 

j cos wo- dt = +• court* (70) 
Í (О 

Ае= j A e * ( G > ) - d ¿ = - ¿ 7 j Де* (со) do>. (71) 

Например, вековое и долгопериодическое возмущения в долготе 
восходящего узла Q, вызываемые зональной гармоникой четвертого 
порядка, по (71) будут 

- зЦг <*>s i ( l ~j sin 2 ¿) ¿ 2 sin 2co]. (72) 

Если n имеет размерность (сутки)" 1 = d" 1, то t здесь измерено в сут­
ках, a o¡>* означает суточное изменение со, полученное путем диффе­
ренцирования первого уравнения из (60). со* появляется в уравне­
нии (70) в знаменателе. Оно равно 

c o ' - 3 / 2 ( ^ ) ^ ( l ^ | s i n 2 ¿ ) . 

Если i — 63° 26' (критический наклон), то ©• = 0 и возмущения на 
основании (70) имеют особенность со = const. Это устранимая осо­
бенность, она исключается, если интегрировать в (64)—(69) не ана­
литическим, а численным методом или вообще избрать другой путь 
интегрирования. 

Полная величина возмущений орбиты, вызванных гравитацион­
ным полем Земли, получится, если в уравнения Лагранжа (40) под­
ставить возмущающий потенциал (56) и затем интегрировать по вре­
мени аналитическим или численным методом. Если исключить ив 
этой полной величины вековые и долгопериодические возмущения, 
то останутся возмущения короткопериодические. 

Коротко периодические возмущения появляются, если в уравне­
нии (56) 

1-2р + дФ0 



или 
771 =£0, 

И Л И 

/ — 2/? + ?=£0 и тфО. 

Эти коротко периодические возмущения, вызванные полем силы тя­
жести Земли, имеют периоды 

т 1 гр \_ гр 1 т 
' 2 ' ¥ ' Т " ' ' 

и 

^ Т ^ ' Т^» ' ' ' ' 

где Г — период обращения спутника, а 6 — продолжительность су­
ток (точнее период 6 — й) . 

Амплитуды короткопериодических возмущений редко превышают 
70-100 м. 

Они значительно меньше, чем вековые и долгопериодические воз­
мущения, и поэтому определить их намного труднее* Так как при 
короткопериодических возмущениях появляется условие т ф 0, то 
путем анализа этих возмущений получают возможность определения 
тессеральных и секториальных гармоник. Мы остановимся подробно 
на этой проблеме при обсуждении динамической спутниковой гео­
дезии. 

Здесь нельзя^ подробно представить аналитические выражения для 
короткопериодических возмущений, так как они слишком сложны 
для этого. 

При практических вычислениях их получают из уравнений (56) 
и (40) на электронных вычислительных машинах. 

Для отдельных волн в короткопериодических возмущениях спут­
ника «Авангард 1» (а = 8,7 Мм; е = 0,19; I = 34°) Каула [6] вы­
числил табл. 2. Она содержит полученные статистически вероятные 
значения для коэффициентов С{т и 5 / ( П соответствующей сфериче­
ской функции. 

Т а б л и ц а 2 
Амплитуды некоторых короткопериодических возмущений 

в орбите спутника «Авангард-1» 

1 т Р я. Д 0 ( т ) Дй>(т) ДДГ1 ( т ) Дг ( т ) Да ( т ) Де (т) 

2 2 1 0 —115 +30 - 6 5 +77 0 0 
3 0 1;2 0 + 2 - 1 0 - 9 - 3 —4 0 
3 1 1 1 - 4 +335 - 2 1 2 + 2 0 - 5 4 
4 1 2 0 - 1 0 5 +289 - 5 +37 0 0 
4 2 2 0 - 2 5 +92 - 5 —41 0 0 
6 1 3 0 +74 - 5 8 0 - 3 0 0 



3-9. ВОЗМУЩЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

При интегрировании по периоду обращения спутника для опре­
деления вековых и долгопериодических возмущений из уравнений 
(64)—(69) в интегралах были приняты приблизительно постоянными 
элементы орбиты е, i, а. Это оправдано для сравнительно низких гар­
моник / 3 , / 4 , .... Но возмущения, вызванные / 2 , значительно больше 
и существенно влияют на элементы орбиты, получающиеся на осно­
вании интегральной формы (62). Итак, при более строгом способе 
рассмотрения элементы орбиты при интегрировании нужно считать 
переменными. Из (62) получаем 

J ( « - £ L £ } • « • - * > + 
О О 

+ 1е~ {*' (е~ео) + -- •] d L = Д** + Д** 

П р и ч е м & - ^ = е 9 ^^-и) л и н е ^ н о зависит от / 2 , такое соотно­
шение действительно и для производной от этой величины по эле­
ментам орбиты а, е, . . . . С другой стороны (а — я 0 ) , (е — е0) тоже 
линейно зависят о т / 2 . Второй интеграл Д ^ в правой части послед­
него уравнения содержит /* . Итак, мы имеем возмущения второго по­
рядка. Так как члены с в е л и ч и н а м и / 2 » / 3 , / 2 » / 4 , / | , / £ , / 3 « / 4 , . . . 
слишком малы, в большинстве случаев ими пренебрегают. 

Возмущения второго порядка Д е ^ , Дг**, ... для одного оборота 
спутника даны Мерсоном [101 в следующем виде: 

Ае** = 2 л У ! ( - ^ ) 4 е 2 2 , (73) 

е 2 2 = _ 3 s i n w [ - | ( l — | / ) (1 + e c o s © ) 2 -

- 7 a - * ' > { ( t - f 7 ) - ( i - f / ) } » c « , ] , 

Д^** = 2яУ5 ¿22, 

t u = _ l s i n 2i [ ( l - { / ) e sin© + ( e * sin 2co], 

^ 2 2 = f coss [ ( - | - 5 / ) + ( 4 - 1 0 / ) c c o s © + 

+ ( - T - ^ / ) e 2 + ( - i + f 7 ) ^ c o s 2 © ] , 
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^ - { [ ( - 2 + ^ 7 - 4 ? ) ^ « - + ( § / - ^ ) + 

+ ( - 2 + § 7 + 4 г ) в о в а » + ( - ^ + ^ - | - Г ) « о о в в + 

+ ( - 1 + 4 ? ) е * с о 8 3 ( о + " - ] ' 

М м = } (1 - е ^ ' [ ( 1 - § 7 +17») ^ сов о + 

+ ( 7 - т И ) ' в о в 3 » + - - - ] ' 

л , — в р в / [ ( 1 — § - / ) в 1 п < » - ( ^ - | / ) е 5 1 п а » ] . -

Чтобы вычислить полные возмущения за один оборот спутника, воз­
мущения Ае9Щ, А**», надо сложить с возмущениями Де # , Дг,,...» 
Конечно, возмущения второго порядка очень малы. 

ЗЛО. КОРОТКОПЕР0ОДИЧЕСКИЕ ВОЗМУЩЕНИЯ 
ОТ ВТОРОЙ ЗОНАЛЬНОЙ ГАРМОНИКИ 

Прежде всего следует подробно. остановиться на зависимости 
большой полуоси орбиты спутника а от периода обращения спутника. 
Если Г© — аномалистический период, т. е. время между двумя по­
следовательными прохождениями спутника через перемещающийся 
со временем перигей, и если 

то, пренебрегая членами высших порядков, получаем 

. - ( £ ) " ' [ 1 + * ' . £ » * = У ( - 1 ( Т О 

где а и п — средние значения, свободные от короткопериодических 
возмущений, не относящиеся к определенному оскулирующему 
эллипсу. 



Следует отметить часто используемые выражения для коротко-
периодических возмущений, вызванных второй зональной гармони­
кой, в аргументе широты L , в радиусе-векторе г, в долготе восходя­
щего узла Q и в наклоне i, выведенные Козаи 

ЫКОй = | / , [ | { ( - 1 + 1 sin* i) sin (2со+2v)+ 

+ —1 + f - s i n 4 ) s i n ( 2 ü > + v) + 

+ J (— 1 + sin 2 i ) sin (2© + 3v)]} -

~{l ( — 1 + 1 S i n í 0 [ ( + 1 ~ Vi-**) sin v eos v + 

+ e ( Л ] sin i?I + (v—M + e sin v) X 

X ( - 2 + 4 s i n 4 ) } ] , 

Ь Г К ^ Щ ( - 1 Ц * * Ч ) ( 1 ~ ^ + (.(75) 

+

 1 + y 4 - g >

C 0 8 c o s (2® + 2 У ) sin 8 ¿ J , 

6 Q J G 2 = у Л -jjr eos i £ — (и—M + e sin u) + 

+ y j s i n (2G) + 2v) + e £sin (2<D + y) + 

+ | s i n ( 2 ( D + 3 i ; ) ] } ] , 

6 ¿ K G 2 = -|- - sin ¿ eos ¿ ĵ cos (2o> + 2v) + 

+ ejeos (2o) +1;) 4 I eos (2(Ü + 3i ;)}] . 

С помощью этих четырех уравнений и уравнения (24) можно вычис­
лить влияние на положение спутника короткопериодических возму­
щений, вызванных второй зональной гармоникой. 

3.11. ВОЗМУЩЕНИЯ ОРБИТЫ ОТ АНОМАЛИЙ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 

В приведенных выше выражениях потенциал Земли был пред­
ставлен разложением по сферическим функциям. Однако возмуще­
ния орбиты можно выразить как функции от аномалий силы тяжести 
на поверхности Земли. Тогда можно уже известные из наземных из­
мерений аномалии силы тяжести ввести в качестве заданных величин. 
В другом случае их нужно рассматривать как неизвестные значения, 
подлежащие определению из наблюдений спутников. 

Ондуляции геоида N и с ними возмущающий потенциал Т = GN 
на поверхности Земли вычисляют по формуле (2) Стокса. Для 
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возмущающего потенциала во внешнем пространстве в зависимости 
от наземных аномалий силы тяжести (аномалии в свободном воздухе 
Д#?») действует аналогичное выражение 

Г ^ Д О д в Х М ^ ф Л » , (76) 
0 

где о означает земной шар, введенный здесь как шар единичного 
радиуса. Функция Ф1 зависит как от положения спутника 5 в про­
странстве, так и от переменного при интегрировании положения 
пункта (). Это — функция Стокса, обобщенная для внешнего про­
странства. Используя сферические функции, получим 

оо 

ФАЗ, 0 = 2 т ^ f т г + 2 p < ( c o s 1 i , , • < 7 7) 
¿ = 2 

Можно дать также замкнутое выражение 

Я 
2 x = -f-, D2=l — 2rcost|) + r 

cos I | J = sin eps sin (p<j -j- cos cps cos q>Q cos (KQ — %s) 

(78) 

где r-D — расстояние по прямой между точками S и Q; ij) — сфери­
ческое расстояние между ними. 

Можно задать Т в виде разложения по сферическим функциям, 
продифференцировать полученное таким образом выражение по эле­
ментам ърбиты и подставить в уравнения Лагранжа (40). Разложим 
Фг из (77) по сферическим функциям и представим эти функции по 
теореме сложения через долготы и широты подспутниковой точки S 
и пункта Q 

Pt (cos -ф) = Pt (sin (fs) P¡ (sin <pQ) + 

г 

+ 2 2 т ё у г p ' m < s i n p " " < s i n ^ c o s m ( X s - % q ) ' ( 7 9 > 
m - l 

Подставим полученную, таким образом, формулу для Фх в (76), за­
менив в ней интеграл суммированием по всей земной поверхности, 
тогда получим для Т выражение такой же формы, как выражение 
(55) для i ? / m , так что можно применять теорию возмущений Каулы. 

В таком случае в качестве неизвестных вместо стоксовых постоян­
ных Сш и Slm появляются средние значения аномалий силы тяжести 
для принятых элементарных площадок Да поверхности Земли. 

Если хотят провести численное интегрирование уравнений (45), 
то необходимо вычислить составляющие Kl9 K2J Ks градиента воз-



мущающего потенциала Г. Если В — составляющая градиента в на­
правлении север — юг (положительна к северу), а I — в направле­
нии восток — запад (положительна к востоку), то имеем 

5 " 4 И W 0 2 ^ ' Q ) d a 

^ ~ ^ г И Л * Ф з ( 5 ' Q ) d G 

Ф 

- 8 - 3 1 Q * + }. (80) 

Ф 4 ^ т 2 ^ ± = ^ — 1 - 3 T C O S ^ ] 

W2 = sin i¡) cos A = sin<pQ eos(ps — eos q>Qsin<ps eos [kQ — к8} 
X¡?2 = sin if sin Л = eos ф^ sin ( ^ Q - ^ ^ S ) 

C t g X = cos ( (ö 4 - v) t g í 
Отсюда получаются следующие составляющие для градиентов воз­
мущающего потенциала: 

Кг = Б sin х — L cos х 
К2 — В cos х + £ sin х 

* з " ^ г И А а Г ( 2 Ф 1 + ф 4 ) А т 

(81) 

Аномалии силы тяжести Ag в (80) и (81) не идентичны аномалиям 
в свободном воздухе AgF уравнений (2) и (76), которые выводятся 
в физической геодезии по значениям силы тяжести, наблюдаемым 
на поверхности Земли, и значениям нормальной силы тяжести. Зна­
чения Ag в уравнениях (80) и (81) в известной степени являются ано­
малиями относительно формулы силы тяжести для новой модели 
Земли, которую определяют с помощью сферической функции нуле-

kM т 

вого порядка—-— и второй зональной гармоники J2 реальной 
Земли. В спутниковой геодезии исследу*от упомянутый потенциал 
реальной Земли, а не потенциал стандартного уровенного эллип­
соида. Эти значения Ag находятся в следующем соотношении с ано­
малиями в- свободном воздухе AgF9. 

Ag - AgF - 9,4Р 2 (sin q>) + 7 t 1P 4 (sin <p) [мгл] (81, a) 

в том случае^ если значения AgF определяются по формуле силы 
тяжести Кассиниса, и 

Ag = AgF - 1,0Р» (sin ф) + 8 ,1Р 4 (sin ф) [мгл] (81, б) 

при применении формулы силы тяжести Гельмерта. 



Интегралы для Вч L> Кв можно с достаточным приближением за­
менить суммами 

const 2 Ш,Ф (S, Q,) Да,, (82) 

которые связаны линейной зависимостью с аномалиями силы тяжести 
[Д#)<р относящимися к сферическим площадкам Да земной поверх­

ности. Под Да следует понимать сферические площадки, равные 
5 X 5°, 10 X 10°, 15 X 15° или 20 X 20°. 

Если значения [Д#19 определены из наземных измерений, их 
можно вводить как известные величины. Если же они не определя­
лись, то их относят к неизвестным задачи. 

Интегрирование уравнений (45) по времени происходит по од­
ному из многочисленных методов численного интегрирования, реко­
мендуемых прикладной математикой. Интервалы интегрирования по 
времени будут составлять примерно от 30 до 60 сек. 

Здесь рекомендуется интегрирование по методу Симпсона 

6а = ^а^^^(а1^Аа2 + 2а9 + Аа\ + . . . + 4 C i + 0 - (83) 
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4. ВОЗМУЩЕНИЯ ОРБИТЫ, ВЫЗВАННЫЕ 
ПРИТЯЖЕНИЕМ СОЛНЦА И ЛУНЫ, СОПРОТИВЛЕНИЕМ 
АТМОСФЕРЫ И СВЕТОВЫМ ДАВЛЕНИЕМ 

Для спутниковой геодезии было бы выгодно, если бы отклонения 
орбит спутников от кеплеровских эллипсов вызывались бы только 
полем силы тяжести Земли; в таком случае полученные из наблюде­
ний оскулирующие элементы орбиты можно было бы анализировать 
непосредственно для геодезических целей. Но возмущения в орби­
тах спутников вызываются и другими влияниями, а именно: грави­
тационным действием Солнца и Луны, сопротивлением атмосферы 
и световым давлением, которое Солнце оказывает на спутники. 
Названы лишь важнейшие возмущающие влияния. Приливы и от­
ливы твердой Земли также оказывают значительное влияние на 
орбиту спутников. 

4.1. ВОЗМУЩЕНИЯ ОРБИТЫ, 
ВЫЗВАННЫЕ ПРИТЯЖЕНИЕМ СОЛНЦА И ЛУНЫ 

Прежде всего остановимся на возмущающем влиянии Луны. Под 
влиянием притяжения Луны появляются вековые и периодические 

во зм'ущения. Периодические 
/1Уна

т возмущения Луны могут из­
менять орбиты спутников 
примерно на 100 м, вели­
ч и н у , которая значительно 
превышает точность наблю­
д е н и й , составляющую око­
ло ± 1 0 — ± 2 0 м. Возмуще­
н и я , вызванные Луной, 
имеют много разных перио-' 

.дов. Периоды с наибольши­
ми амплитудами достигают 
двух недель, это, как пра-

Рис. 6. Положение спутника относительно вило, меньше, чем отрезки 
Земли и Луны времени, в течение которых 

рассматриваются орбиты в 
спутниковой геодезии, составляющие несколько недель или меся­
цев. Возмущения, вызванные Луной, могут быть представлены 



не только постоянными или линейно изменяющимися со време­
нем дополнительными членами в элементах орбиты, которые 
должны быть определены эмпирически. На рис. 6 показано геометри­
ческое положение спутника относительно Земли и Луны, массы кото­
рых М и т с при этих рассуждениях можно считать сконцентрирован­
ными в центрах этих тел. 

Массу спутника можно считать настолько малой, что она не ока­
зывает никакого гравитационного действия на Землю и Луну. 

Геоцентрические векторы положения спутника и Луны будут 

г 
"с 

Г2 = я 2 + г / 4 2 2, 

Если принять за начало координат центр масс Земли, то на Землю 
оказывает действие гравитационная сила Луны 

кт^ 

4 с 

а на спутник гравитационные силы Земли и Луны 

км кта 
гз 

Для составляющих у и ъ справедливы аналогичные уравнения. 
Итак, на Землю действует сила, направленная к Луне, а на спут­

ник — силы, направленные к Земле и Луне. Силы, действующие 
на Луну, не представляют здесь интереса, так как наша задача — 
описать лишь движение спутника относительно Земли. Ускорение 
спутника при его движении вокруг Земли определяется разностью 
сил, действующих на спутник и Землю, 

Х ~ гз Х г1 * С р £ 

Дано уравнение только для составляющей х. 
Второй и третий члены в правой части этого уравнения определяют 

возмущения, вызванные Луной. Их можно выразить градиентом, 



используя производные потенциала V<t по координатам спут­
ника ху у, z 

5z 
3 ^ 

as 

(85) 

Производная от по л: равна второму и третьему члену правой 
части уравнения (84) 

*+%}•• < 8 6 > 

Аналогичные уравнения справедливы для составляющих по у и г. 
Нужно разложить этот возмущающий потенциал У€ по шести 

элементам орбиты, образовать производные по этим параметрам 
и подставить в уравнения Лагранжа [40], чтобы путем аналитиче­
ского интегрирования получить возмущения в элементах орбиты, 
вызванные гравитационным действием Луны. 

Ко&аи [17] с этой целью выразил в уравнении (85) координаты 
спутника, пользуясь (28), через элементы орбиты Ь, О, Подобным 
образом были представлены координаты Луны через элементы ее 
орбиты и подставлены в уравнение для потенциала (85), 

Таким путем Козаи нашел для возмущающего потенциала Луны 
У<£ следующее разложение по элементам орбит Луны и сцутника: 

Ф , &№('-4"- м )('-4-*'«) + 
+ -^rSin2¿sin2¿ccos(Q— Q¿) + . . .+ 

+j sin i sin 2 -~ sin 2 i c sin 2 ^ cos (2Cc — 3Qc — 2L + Q)J. (87) 

Всего в квадратных скобках стоят 23 тригонометрических выраже­
ния. Буквой п с обозначено среднее движение Луны, £с = у<г + © с + 
+ fic — истинная долгота Луны. 

Рекомендуется заменить i<£ и £2С аналогичными величинами, от­
несенными к эклиптике. Есщц I — наклон орбиты Луны относительно 
эклиптики ( / s 5°, 15) и N — долгота восходящего уела орбиты 
Луны, отсчитанная по эклиптике, а е почти постоянный наклон 
экватора к эклиптике (е ^ 23° 27'), то 

sin l c sin Q c = sin / sin N, 

sin i c eos = sin г cos / -f- cos e sin / eos N. 



Наконец, — и — в (87) выражают через эксцентриситет орбиты 
а г<с 

и среднюю аномалию, после чего уравнение (87) подставляют в урав­
нения возмущений. Поскольку разложения содержат очень много 
членов, привести их здесь полностью невозможно. 

Вековые возмущения, вызванные гравитационной силой Луны 
и Солнца, появляются в аргументе перигея со и в долготе восходя­
щего узла £2. 

Козаи [17] нашел следующие выражения для вековых возмуще­
ний орбиты, вызванных притяжением Луны: 

4г-! 4 »< Tib- ( 2-т si»' «+т «*) («-т"* ¡<) • 
dQ 3 гЛг cosí (А . 3 л \ (А 3 . - . \ 

При этом 

sin 2 í c - | sin 2 I (1 + cos2 е) + sin 2 е cos2 J + 

sin 2e sin 21 cos TV—y sin 2 / sin 2 e cos 2Nf 

m<i — масса Луны в единицах массы Земли. 
Для вычисления положения Луны используют среднюю долготу 

Луны и среднюю долготу ее перигея и отсчитанную по эклиптике 
д о л о т у восходящего узла ее орбиты N. Эти значения можно взять 
из приложения к «Astronomical Ephemeris», например N = 259,18°— 
—0,05295° d, где d — число суток от юлианской даты 2 415 020,0. 

Вековые изменения орбиты, вызванные гравитационным дей­
ствием Солнца, получим, если подставим вместо m c , 7 i c , 1ц соответ­
ствующие величины, относящиеся к Солнцу и его движению по ор­
бите (m<i 1, / 0). 

Козаи [17] нашел в движении спутника 1958 р 2 следующие веко­
вые возмущения за сутки. Т а б л и ц а 3 

Возмущения diù 
dt 

dQ 
~dt~ 

Наблюдаемые вековые возмуще-
4,40462° ± 10 - 3 , 0 1 5 0 7 ° ± 4 

Вычисленная вековая часть вез-
0,00039° —0,00028° 

Вычясленная вековая часть воз-
0,00018° -0 ,00013° 

В большинстве случаев можно довольствоваться приближенным 
определением гравитационного влияния Луны на орбиты спутников 
с остаточной ошибкой в 10%. Поэтому можно не учитывать многие 



члены в выражении (87) Козаи. Главные члены имеют периоды при­
мерно в 14 дней. 

Для возмущающего действия притяжения Солнца на спутник 
справедливы подобные математические разложения. В то время, 
как возмущения, обусловленные гравитационным полем Земли, 
вызывают в элементах орбиты спутника периодические изменения, 
причем периоды некоторых из них составляют только доли оборота 
спутника, самые короткие периоды главных членов в возмущениях, 
вызванных Солнцем и Луной, равны нескольким суткам. При чис­
ленном интегрировании в случае возмущений от гравитационного 
поля Земли интервал интегрирования едва ли может составлять 
больше 1 мин, в то время как в случае возмущений, вызванных гра­
витационным действием Солнца и Луны, можно обходиться значи­
тельно большими интервалами интегрирования. 

По этой причине вычисления возмущений для определения грави­
тационного эффекта Солнца и Луны можно проводить не аналити­
чески, а численно. 

Подробные формулы для возмущений, вызванных гравитацион­
ным действием Луны и Солнца, можно найти у Гапошкина 14]. 

Наконец, следует подчеркнуть, что все параметры, появляющиеся 
в этой теории возмущений, известны с точностью, вполне достаточ­
ной для наших целей, в противоположность возмущающим силам, 
вызванным действием атмосферы. 

4,2», ВЛИЯНИЕ СОПРОТИВЛЕНИЯ АТМОСФЕРЫ 
НА ВОЗМУЩЕНИЯ ОРБИТЫ 

Для определения тормозящего действия атмосферы необходимы 
точные данные об изменении плотности вдоль орбиты, по которой 
движется спутник, а также необходимо знать векторы скорости 
воздуха в этой области. Но эти данные зависят от многих геофизиче­
ских и астрофизических параметров. Плотность изменяется с высо­
той над земной поверхностью, ночью плотность меньше, чем днем 
на такой же высоте. Далее, плотность зависит от солнечной актив­
ности. Обнаружена хорошая корреляция между интенсивностью 
солнечного излучения на волнах 10,7 и 20 см, с одной стороны, и из­
менением плотности атмосферы, с другой стороны. Геомагнитный 
индекс также коррелирует с плотностью. 

Нет возможности изложить здесь подробно сведения о плотности 
атмосферы и вытекающие отсюда следствия ддя возмущений орбиты 
спутника, так как это является самостоятельной научной отраслью. 
Здесь приведены только самые важные факты и соотношения, не­
обходимые для учетъ влияния тормозящего действия атмосферы на 
орбиты спутников в такой мере, в какой это необходимо для спут­
никовой геодезии. 

Из рис. 7 и 8 можно получить представление об изменении плот­
ности, суточном эффекте и зависимости плотности от солнечной 
активности. При увеличении высоты от 500 до 800 км плотность 



уменьшается примерно на 1/100 ее величины, которую она имела на 
высоте 500 км. Подобным образом на больших высотах будут умень­
шаться возмущения орбиты, линейно зависящие от плотности атмос­
феры. Из рис. 8 видно, что на высоте около 730 км плотность может 
изменяться вследствие изменения солнечной активности примерно 
в 10 раз. Деятельность Солнца может за короткий период увеличить 
в десять раз возмущения орбиты, вызванные сопротивлением атмос­
феры. Суточный эффект действует прежде всего на больших высотах, 
т. е. на высотах более 350 км, в то время как на высотах до 200 км он 
ночти исчезает. Суточный эффект можно объяснить волнообразными 

ю 
Рис. 7. Изменение 
плотности в верхней 
атмосфере при мак­
симуме и минимуме 
солнечных пятен с 
учетом суточного эф­
фекта. Профиль соот­
ветствует модели ат­
мосферы (Яккиа,! 1965) 
в случае, когда мак­
симальная дневная 
температура выше ми­
нимальной ночной 
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деформациями земной атмосферы, имеющими экстремальные значе­
ния в точках, в которых Солнце находится в зените (максимум) или 
в 'радире (минимум), при этом может быть обнаружено смещение 
фазы от 20 до 30°, вызванное вращением Земли. Значительное влия­
ние на орбиты спутников оказывают также колебания солнечного 
излучения, достигающего Земли, с периодом 27 суток, вызванные 
вращением Солнца. Они коррелируют с солнечным излучением на 
волне 10,7 см. 

Известно, что из-за действия на спутник сопротивления атмос­
феры возникает в направлении его движения ускорение, которое 
равно 

где V — плотность воздуха, 
Г Л 

(88) 

(89) 

где Сп — аэродинамический коэффициент лобового сопротивления 
(в среднем Св ~ 2,2); А — площадь среднего поперечного сечения 
спутника, т — его масса и V — его линейная орбитальная скорость. 

Так как сопротивление атмосферы действует в направлении, про­
тивоположном движению по орбите, то прежде всего под его влия­
нием будет испытывать возмущения средняя аномалия М. Спутник 
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Рис. 8. Плотность и температура атмосферы по возмущениям орбиты спутника 
«Эксплорер-9» (1961 6 1), геомагнитный индекс ар и солнечное излучение на 
волне 10,7 см. Возмущения орбиты получены из точных фотографических 
наблюдений камерами «Бейкер-Нанн». Единица по оси абсцисс — модифициро­

ванный юлианский день (/. — 2400000,5) 



«Эксплорер 9», испытывавший сравнительно сильные возмущения, 
имел 29 марта 1964 г. ( = Т0) следующую среднюю аномалию М 
(М в оборотах, г в сутках) 

М = 0,32465 +14,536862 (* - Т0) + 2,153 • 10"2 (* - Г 0 ) 2 . 

Средняя величина среднего движения п изменялась за сутки при­
мерно на 0,3%, что за один оборот давало необычайно большую вели­
чину — около 10 км. 

Неожиданным является то, что член £с[£ — Т0)2 выражает уско­
рение в движении спутника, а не замедление, как этого следовало 
ожидать. Причину нужно искать в энергетическом балансе спутника. 
Вследствие сопротивления атмосферы расходуется кинетическая 
энергия спутника. Согласно уравнению (13) полная энергия спутника 
равна сумме кинетической и потенциальной энергий 

2 г 2 а 
Если эта энергия уменьшается, то должно уменьшаться также а, но 
тогда среднее движение спутника п по третьему закону Кеплера 
становится больше. 

Для средней аномалии первого геодезического спутника 
«Анна 1 В» имели на 3 ноября 1964 г. ( = Т0) выражение 

М = 0,15845 +13,344946 (* - Т0) + 3,0 • 10"8 (* - Т0)\ 

Относительное изменение М' составляло примерно 5-10"9 в сутки, 
т. е. несколько сантиметров за оборот. 

При исследованиях, не требующих наивысшей точности, или при 
использовании спутников^/орбиты которых мало возмущены, т. е. 
таких, которые движутся йа больших высотах, имеют малое попереч­
ное сечение А и большую массу т, для учета влияния сопротивления 
воздуха обходятся часто тем, что при определении орбиты предста­
вляют среднюю аномалию квадратичным полиномом 

М = М 0 + М х г + М 2 г 2 + . . . , (90) 

коэффициенты которого М0, М1У М2 определяются эмпирически 
из уравнивания результатов наблюдений спутника. Возмущение 
в большой полуоси а в соответствии с третьим законом Кеплера равно 

- Н м * + 
Возмущения в других элементах орбиты, вызванные сопротивлением 
воздуха, довольно малы. Если не предъявлять особых требований, 
то в большинстве случаев их можно учитывать с достаточной точ­
ностью с помощью приближенных формул. 

Пригодный в большинстве случаев путь определения возмуще­
ний, вызванных сопротивлением атмосферы, в элементах а, <?, оэ, й 
состоит в следующем. 



Для средней аномалии выполняют разложение в степенной ряд 
по формуле (90), причем предполагают, что здесь исключены вековые 
возмущения от гравитационного действия Солнца и Луны и от влия­
ния светового давления Солнца. Коэффициенты этого редуцирован­
ного таким образом степенного ряда получают из наблюдений спут­
ников. Коэффициент М2 в уравнении (90) с этими предпосылками 
представляет собой только влияние сопротивления атмосферы, на 
него не влияют зональные гармоники. 

Путем дифференцирования (90) получают среднее значение сред­
него движения 

п = Мш = М1 + Шгг + . . .. (91) 

Изменение среднего движения от эпохи t = 0 

Ап = п — п0 = 2М^ + . . .. (92) 

По третьему закону Кеплера, используя п, получают большую полу­
ось а 

Аа = а - а 0 = - ^ . М 2 1 + . . .. (93) 

Особо следует отметить, что в большой полуоси а и в п не наблю­
дают вековых и долгопериодических влияний, вызванных полем 
силы тяжести, если не принимать во внимание резонансов, вызван­
ных тессеральными и секториальными гармониками высших поряд­
ков, которые будут рассмотрены далее. В этом состоит преимуще­
ство практического определения влияния сопротивления воздуха 
с использованием Ап и Аа по формулам (90)—(93). По Аа и Ап полу­
чают соответствующее возмущение в эксцентриситете е, вызванное 
тормозящим действием атмосферы 

Де = ( 1 - « ) . 4 ^ - 4 ( 1 _ е ) . 4 . (94) 

Теория, согласно которой выведено уравнение (94), основана на 
том, что средняя высота перигея изменяется очень мало по сравне­
нию с изменением полуоси а и эксцентриситета. Радиус-вектор пе­
ригея а (1 — ё) считают постоянным, а радиус-вектор апогея а (1 + 
+ е) переменным из-за влияния сопротивления атмосферы. Эта пред­
посылка верна с достаточным приближением. 

Изменения а и е, вычисленные соответственно по формулам (93), 
(94), вызванные сопротивлением атмосферы, распространяются со­
гласно уравнению (60) также на вращение линий узлов и апсид. 
Таким образом, вычисляют влияние тормозящего действия атмос­
феры на вращение линий апсид и узлов по формулам 



где 
MM = M2t*. 

Вековые изменения со*, получают по формулам (60). 
Эту теорию можно еще уточнить, учитывая изменение радиуса-

вектора перигея и добавляя в наклон орбиты i возмущение, вы­
званное вращением атмосферы. 

При определении тессеральных и секториальных гармоник поля 
силы тяжести Земли орбитальным методом стараются путем введе­
ния поправок устранить все возмущающие влияния тормозящего 
действия атмосферы, в том числе и периодические, чтобы не иска­
жать результат. Поэтому необходимо разработать для атмосферных 
возмущений подробную теорию. 

Необходимо разложить вектор скорости спутника на составля­
ющие в направлении радиуса-вектора (К3) и тангенциальную — {K<¿), 
отсюда вывести соответствующие составляющие Кг и К2 вектора 
ускорения (88) и выразить их через элементы орбиты. Находим обе 
составляющие вектора скорости 

(K2)=Y^-(l + ecosv), ( # 3 ) = e j / ^ s i n í ; 

и составляющие возмущающего ускорения, действующего на спут­
ник, без учета возмущения, вызванного вращением земной атмо­
сферы, 

К2 = _ 1 Ох — (1 + 2ecosv + e*)^ (1 + *cos v ) 

Kz=- ±$x^L(l + 2ecosv + e*)* esinv 
(96) 

Так как в более низких слоях атмосфера вращается вокруг оси вра­
щения Земли, возникает также возмущающее ускорение Кг, перпен­
дикулярное к плоскости орбиты. 

Зависимость плотности О от высоты К выражают следующим экс­
поненциальным уравнением: 

в = * 0 е х р [ - ± ^ - ] . (97) 

Величины с нулевым индексом относятся к некоторой фиксиро­
ванной высоте А0. Шкалу высот Н, которую в общем для орбиты спут­
ника считают постоянной, при более строгом подходе следует рас­
сматривать как переменную. На высоте 200 км 30—40 км, на 
высоте 700 к м Я ^ 90—160 км в зависимости от положения Солнца 
(суточный эффект). 

5 Заказ 2132 65 



(98) 

С помощью уравнений (97), (96), (45) путем интегрирования полу­
чают возмущения орбиты, вызванные атмосферой для одного оборота 
спутника 

8а = -2паЧркЕр exp (-ае/Н) [IQ + 2е1г] 

8е=-2лаЪркЕрех?(-ае/Н) [ / х + 1 е ( / в + / а ) ] 

бсо = —eos i х óQ 

6¿ = — - j Jtafl p x]/F^- Р-Г а ехр(—ae/H) sin i x 

X [ / 0 + c o s 2co/2 — 4e eos2 o> / x ] 

6Q = — j пай,,* VTp -$-Tdexp {-ae/H)sin 2co(J2 — 2el1). 

С помощью 6a по третьему закону Кеплера вычисляют возмущение 
в п, $ р — плотность на высоте перигея hp = а (1 — е) — Если 
соя — .угловая скорость Земли, то a — fia>E — угловая скорость ат­
мосферы. Итак, в уравнениях (98) по сравнению с уравнениями (96) 
учитывается, что на высоте примерно в 250 км атмосфера имеет дру­
гую угловую скорость, чем Земля. Для высот около 200—300 км 
получают величину |3 = 1,27 ± 0,18, которой соответствует запад­
ный или восточный ветер со скоростью около 100 м/сек в средних 
широтах.-В уравнениях (98) 

1 — a cos i а (1 -е) 

(i + e) 

Td — период обращения спутника, выраженный в сутках, 1п (х) — 
функция Бесселя гс-ого порядка, равная 

1п (х) = -у J exp (х cos Е) cos nEdE. 
о 

В уравнении (97) пренебрегли сжатием атмосферы Земли. 
Аэродинамический коэффициент лобового сопротивления Св опре­

деляется недостаточно уверенно. Коэффициент зависит от формы 
спутника. В случае сферической формы спутника его можно опре­
делить надежно, асферические же спутники часто совершают коле­
бательные движения, если они не стабилизированы. В таком слу­
чае коэффициент CD определить труднее. Но в общем CD лежит между 
2,1 и 2,3; таким образом, 2,2 — надежная средняя величина. Для 
«Спутника 3» (третий советский спутник. — Перев.) было получено 
CD = 2,15. 

Если хотят при определении возмущений орбиты как можно пол­
нее использовать сведения об изменении плотности атмосферы, по­
скольку это необходимо для целей спутниковой геодезии, и в осо­
бенности, если хотят учесть в качестве дальнейших параметров су-



точный эффект и интенсивность излучения Солнца на волне 10,7 см, 
то пользуются теорией Яккиа [7—10]. 

Плотность вычисляют по формуле 

О (А) = 0 0 ( l + а c o s n ' Т " ) • ( 9 9 ) 

где О (h) — плотность на высоте h над поверхностью Земли, а и 
п — некоторые параметры, 1 | / — угол между осью аномалии плот­
ности, вызванной суточным эффектом, и радиусом-вектором спут­
ника. Из соотношения 

\gft0 = a + bh-\-c ехр ( - 0,01 А) (100) 

н а х о д я т ^ , где а, 6, с — коэффициенты, определяемые эмпирически, 
Сегнал [26]. 

Рис. 9. Температура экзосферы днем 
и ночью в зависимости от интен­
сивности солнечного излучения на 
волне 10,7 см. Даны средние значе­
ния температуры и интенсивности 
излучения, в которых исключается 
влияние вращения Солнца, вызыва­
ющее вариации с периодом в 27 су­
ток. Значения температуры даются 
в зависимости от изменения плотно­
сти в определенной модели атмосфе­
ры. Изменения плотности получе­
ны из возмущений в орбитах спут­

ников (Яккиа, 1965) 

ГЮ}7 

Коэффициенты а , а, 6, с и показатель степени п определяются 
для соответствующего дня и спутника следующим образом. 

На рис. 9 приведен график ночной температуры экзосферы Ть 

в зависимости от наблюдаемой интенсивности солнечного излучения 
на волне 10,7 см. По Т0 получают используемые далее значения 
Тчг = 1,14 Т0 и Тм = 1,28 Т0. Для этих трех температур и высоты 
перигея спутника выбирают из таблиц, составленных Яккиа [8], 
соответствующие плотности воздуха # 0 , #1/, , Ф м . В результате полу­
чают коэффициент а и показатель степени п' из (99) по формулам 

а = , п' = 6,644 \\ш {Ъы - £ 0 ) - 1 8 (*,,, - О 0)]. 

Из таблиц Яккиа по значениям температуры Т0 для трех разных 
точек, расположенных над перигеем, выбирают соответствующие 
значения плотности и получают три уравнения вида (100) для опреде­
ления коэффициентов а, Ь, с. Итак, функция плотности (99) известна. 
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С помощью этой функции плотности по уравнениям (88), (89), 
(96) вычисляют действующие на спутник возмущающие ускорения. 
Составляющие вектора AT2, К2, К3 рекомендуется представлять не 
через истинную аномалию и, а через эксцентрическую — Е для того, 
чтобы подставить их потом в уравнения возмущений (45). Затем полу­
чают выражение для возмущения в большой полуоси а в виде 

a =Ka-Fa{E).Q-E\ 
Вместо Fa (Е) и Ф подставляют разложения в степенные ряды по 
эксцентриситету е орбиты спутника, тогда 

cos я|/ - у [Dx cos Е — Dxe + D2 Vl—é* s i n É), 

= ( i , со, Í2, e, Z, I ) , 

D2 = D2(i, со, Q, e, £ , X) f 

где ¿, со, Q — элементы орбиты спутника, e — наклон эклиптики, 
L — долгота Солнца и X — разность между прямыми восхождениями 
Солнца (ае) и оси аномалии, вызванной суточным эффектом ( а Б ) » 
а© + Х=ав = 30°). Для обоих направлений предполагается ра­
венство склонений б© = од-

Следует подчеркнуть, что с помощью этой теории надеются с удо­
влетворительной точностью определить короткопериодические воз­
мущения, вызванные атмосферой, и, учитывая их, уменьшить оста­
точную ошибку орбитального метода. Как известно, в орбитальном 
методе остаточные ошибки наблюдений, получающиеся после урав­
нивания, значительно больше, чем внутренняя точность наблюдений. 

Модель атмосферы, определяемая с помощью уравнений (99) 
и (100), разумеется, только лишь некоторое приближение к истин­
ной структуре плотности атмосферы. 

В результате уточнений получена модель, более близкая к истин­
ной атмосфере. Необходимо исследовать, какое значение могут иметь 
эти уточнения для спутниковой геодезии, особенно для орбитального 
метода; Фридман [3], Яккиа и Слоуи [111, Яккиа [9, 101. 

4.3» ВОЗМУЩЕНИЯ ОРБИТЫ ОТ СВЕТОВОГО ДАВЛЕНИЯ СОЛНЦА 

Следующий возмущающий эффект внеземного происхождения 
вызывается световым давлением, которое солнечный свет оказывает 
на спутник. Полученное вследствие этого ускорение для сфериче­
ского спутника в векторной форме равно 

' - * 4 - 4 ' . ( * ) ' [ ( 1 - v ) » . - - S ] . <4М> 
где К — коэффициент, заключенный между 0 и 2, зависит от отра­
жающего свойства спутника. А и т имеют такое же значение, как 
в уравнении (89), с — скорость света, / о — солнечная постоянная 



(/о = 2,00 ± 2% кал-см" 2 -мин" 1 ) , ае — большая полуось орби­
тального эллипса, который Земля описывает вокруг Солнца, и г е — 
расстояние Земли от Солнца. 

Второй и третий члены в квадратных скобках — эффект Пойн-
тинга-Робертсона, vs— скорость спутника относительно Солнца, 
пе — гелиоцентрический единичный вектор Земли, vn = vs-ne — 
составляющая скорости спутника в направлении Солнце — Земля. 
Второй член в квадратных скобках в (101) через vn в некоторой 
степени подвержен влиянию эффекта Допплера; если спутник дви­
жется в направлении к Солнцу (от него), то световое давление уси­
ливается (уменьшается). Третий член в квадратных скобках выра­
жает ускорение в направлении орбитального движения спутника. 

им 

Рис. 10. Вариации вы­
соты перигея спутников-
баллонов «Эхо 1» и 

«Эхо 2» 

Ш Ь I I I I I i . I 1 I » . • 
muiпиi ишш1шшшк 

1956 г 1967 г 

Его появление объясняется физическими процессами при отражении 
достигшей спутника лучевой энергии. 
^"^Если ограничиваются в квадратных скобках уравнения (101) 
вектором /г е, то его выражают вначале через элементы орбиты види­
мого движения Солнца вокруг Земли. Затем образуют составляющие 
возмущающего ускорения — Кг, К2, Кя и подставляют их в уравне­
ния (45), чтобы получить путем интегрирования возмущения элемен­
тов орбиты спутника. Но интегрировать при этом можно только 
в той части орбиты, в которой спутник освещается Солнцем. Так как 
часть орбиты спутника, находящуюся в тени Земли, нужно исклю­
чить, в большинстве случаев не рекомендуется проводить интегри­
рование аналитическим путем: более пригодно численное интегри­
рование. Так как возмущения орбиты спутника, вызванные давле­
нием солнечной радиации, имеют долгопериодический характер, то 
при численном интегрировании обходятся преимущественно срав­
нительно большим шагом интегрирования. 

Представляет интерес сопоставление возмущений, вызванных све­
товым давлением, и сопротивлением атмосферы. На больших высо­
тах (более 1000 километров) над Землей первое влияние доминирует 
над вторым, но в более низких слоях большее влияние оказывает 



торможение атмосферы. При максимуме солнечных пятен оба воз­
мущения одинаковы на высоте около 900 км, при минимуме солнеч­
ных пятен — на высоте около 500 км. 

Значительные возмущения вызывает световое давление прежде 
всего в орбитах спутников-баллонов («Эхо 1», «Эхо 2», «Пагеос»), 
которые имеют незначительный вес и большой диаметр 30 или 40 м. 
Изменения высоты перигея у «Эхо 1» и «Эхо 2» на рис. 10 можно 
объяснить прежде всего световым давлением. 

Солнечное излучение, достигающее Земли, отражается частично 
от земной поверхности и облаков и затем частично опять попадает 
на спутник и вызывает дополнительное сравнительно малое возму­
щающее ускорение, которое учитывалось в некоторых случаях. Воз­
мущение, вызванное этим косвенным солнечным излучением, соста­
вляет около 10 — 15% от влияния непосредственного излучения 
Солнца. Не будем здесь останавливаться на этом подробнее. 

4*4. ВОЗМУЩЕНИЯ ОРБИТЫ, ВЫЗВАННЫЕ ЗЕМНЫМИ ПРИЛИВАМИ 

Гравитационные силы Солнца и Луны действуют на спутник не 
только непосредственно, как уже описано выше, они действуют также 
на тело Земли, которое упруго деформируется под этим воздей­
ствием. Деформации достигают на земной поверхности около 20— 
30 см по вертикальной составляющей, они вызывают у потенциаль­
ного поля Земли изменяющийся со временем дополнительный потен­
циал, также влияющий на орбиту спутника. Козаи и другие раз­
работали теорию этих возмущений. Одна из волн, содержащихся 
в этих возмущениях, действует на наклон i как возмущение с перио­
дом вращения линии узлов 

0#,80-10"3A2cos (Q—соЕДг), 

где к2 — число Лява для упругой Земли, (оЕ — средняя угловая 
скорость Земли и А* — временное смещение фазы прилива. С по­
мощью спутников ^Авангард 2», «Авангард 3», ракеты «Эхо 1» Козаи 
[22] нашел соответственно 

*а = 0,45 ± 0,09, 

0,47 ± 0 , 1 2 , 

*а = 0,35 ± 0 , 0 6 , 

в среднем /с2 = 0,39 ± 0,05. 
Р . Р . Ньютон получил 

к2 = 0,31 ± 0 , 0 3 
и 

/с2== 0,33 ± 0 , 0 4 

из орбит спутников 1963 38 В * и 1963 49 С. 
* Американский спутник Транзит-5В (запущен 28/IX 1963 г.).— Прим. перев. 



Из более новых и очень основательных исследований Ньютон 
123] получил значение 

Ла = 0,336 ±0 ,028 . 

Из анализа спутниковых наблюдений он смог сделать заключение 
о замедлении вращения Земли. Учитывая вызванное Солнцем и Лу­
ной смещение фазы приливных волн в теле Земли (и в атмосфере), 
он нашел, что замедление вращения Земли за год составляет вели­
чину, заключенную м е ж д у — = —16,8-Ю" 1 1 и —21,4-Ю" 1 1 . 

В общем, возмущающее влияние приливов в твердой Земле со­
ставляет только около 15% (коэффициент в поправочном члене 
к2 ( 7?Е/Я ) 5 ) от непосредственного влияния, которое оказывают гра­
витационные поля Солнца и Луны на орбиту спутника с высотой 
около '1000 км. 
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5. МЕТОДЫ НАБЛЮДЕНИЙ 

5.1. ФОТОГРАФИЧЕСКИЕ НАБЛЮДЕНИЯ СПУТНИКОВ 

Визудльные методы наблюдений спутников для геодезических 
целей не достаточно точны. Особое значение имеют фотографические 
наблюдения спутников. Они позволяют определить с более высокой 
точностью ( ± 0 , 5 — ± 2 " ) направление единичного топоцентрического 
вектора от станции наблюдений до мгновенного положения спутника, 
если применяется хорошая камера и если время фиксируется с точ­
ностью порядка одной миллисекунды. 

В спутниковой геодезии применяются в основном два типа ка­
мер, которые различаются не столько оптикой камеры, сколько ее 
монтировкой, а именно тем ее свойством, в соответствии с которым 
она может или не может отслеживать движение спутника. 

К первому типу относятся камеры, которые во время наблюдений 
неподвижны или могут отслеживать только суточное движение не­
подвижных звезд. Ко второму — более сложные устройства, в кото­
рых камера отслеживает относительно быстрое движение спутника. 
С помощью таких камер можно фотографировать слабо светящиеся 
спутники. 

Основную трудность при наблюдении спутников методами фото­
графической астрометрии составляет быстрое движение спутника 
относительно наблюдателя (тополентрическая скорость достигает 
17сек). При фотографических наблюдениях спутников получают по 
одиночному снимку положение спутника в общем случае несколько 
точнее чем ± 1 " , далее, имея на фотопластинке многочисленные раз­
рывы следа спутника, можно осреднить результаты и, таким образом, 
достичь точности около 0,5". В астрономии, напротив, может быть 
достигнута, безусловно, точность ± 0 , 1 " , а если будут приложены 
достаточно большие усилия, то даже ±0 ,05" . 

Спутниковыми камерами, которые при наблюдениях установлены 
неподвижно, или камерами, которыми отслеживается только движе­
ние звезд, нельзя фотографировать небольшие и слабо светящиеся 
спутники. Наиболее подходят для фотографирования такими каме­
рами яркие спутники-баллоны, как «Эхо 1», «Эхо 2» и «Пагеос». 

Только немногие очень светосильные камеры, которыми не от­
слеживается движение спутников, могут фотографировать спутники 
от ярких до почти седьмой звездной величины при угловой скорости 



движения спутника около 17сек (топоцентрическая скорость). В боль­
шинстве случаев при наблюдениях неподвижные камеры достаточны 
только для фотографирования спутников 3-ей или 4-ой звездной 
величины. Если, напротив, камера отслеживает движение спутника, 
то может получиться объект до 12 звездной величины. 

При фотографических наблюдениях спутник получается на фото­
пластинке или фотопленке на фоне звезд (рис. И , 12, 13). 

Если камера неподвижна, то звезды будут получаться в виде 
коротких следов, спутник, напротив, как длинный непрерывный 
след, который прерывается затвором на короткое время, например 
одну секунду. Часто можно также различить разрывы в следах 
звезд, вызванные работой затвора (рис. 11). 
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Рис. 11. Фотографиче­
ские наблюдения спутни­
ков. Азимутальная мон­

тировка камеры 

Рис. 12. Фотографиче­
ские наблюдения спутни­
ков. Параллактическая 

монтиррвка камепы . 

Рис. 13. Фотографиче­
ские наблюдения спут­
ников. Камера отслежи­
вает движение спутника 

. . . . „ 

Если, напротив, камера отслеживает движение звезд, то они 
будут получаться как точки, а спутник будет опознаваться по его 
прерывистому следу (рис. 12). 

Если же камера отслеживает движение спутника, то спутник 
получается как точка, а звезды, напротив, как короткие штрихи 
(рис. 13). 

Из камер, которыми не отслеживается движение спутников, рас­
сматривается здесь пять типов. 

Камера РС-1000. Эта камера имеет азимутальную монтировку, 
она может вращаться вокруг вертикальной оси по азимуту и вокруг 
горизонтальной оси по высоте; движение звезд ею не может отсле­
живаться. Ее фокусное расстояние 1016 мм, отверстие объектива 
203 мм. Используются стеклянные пластинки размером 190 X 215 X 
X 6 мм. Поле зрения составляет 10 X 10° и относительное отверстие 
1 :5 . Камера создана для очень точного фотографирования, чтобы 
достичь точности порядка 0,4". 

Камера ВС-4. В этой установке монтируется модифицированная 
аэрофотосъемочная камера Wild RC-5 на подставке теодолита 
Wild Т-4. Фокусное расстояние составляет только 305 мм (в новом 
варианте 450 мм), а отверстие объектива 117 мм. Применяемая стек­
лянная пластинка имеет формат 215 X 190 X 6 мм. Камера имеет 



большое поле зрения 33 X 33° (24 X 24° при большем фокусном 
расстоянии). Дисковый затвор прерывает след спутника. Достигают 
этой камерой точности до 2". Благодаря большому полю зрения может 
быть прерван след спутника в 100—300 местах, а в результате до­
стигается значительное повышение точности. Полагают, что таким 
образом можно достичь точности ± 0 , 5 " . Эта камера имеет также ази­
мутальную монтировку. 

Камера НАФА Зс/25. Этот инструмент также создан на базе 
аэрофотосъемочной камеры. Фокусное расстояние составляет 250 мм, 
отверстие объектива 100 мм. Поле зрения весьма большое 30 X 50°. 
Камера имеет затвор типа жалюзи, используется фотографическая 
пленка. Достигают этой камерой точности около ± 5 " в положении 
и ±0,005 сек во времени. НАФА Зс/25 также имеет азимутальную 
монтировку. 

Спутниковая камера PSK. Эта камера, созданная в Геодезическом 
институте в Потсдаме, смонтирована на параллактической установке 
фирмы Цейсса и имеет зеркально-линзовую оптическую систему. 
Фокусное расстояние составляет 1000 мм, отверстие объектива 200 мм, 
эффективное относительное отверстие только 1 : 5,6. Применяются 
пластинки форматом 64 X 90 мм. Поле зрения составляет 3,5 X 4,7°. 
Диапазон действия этой спутниковой камеры характеризуется види­
мой скоростью спутников 0,37сек при яркости 3,6 т . Если видимая 
скорость (топоцентрическая) 17сек, то получают спутники, яркость 
которых 2,3Ш. Кассета содержит три пластинки, которые, благодаря 
вращению кассеты, могут поворачиваться друг за другом в поле 
зрения камеры. Разрывы следов получаются благодаря враща­
ющемуся сектору, который движется в нескольких миллиметрах 
перед фотографическим слоем, приводимый в движение синхронным 
мотором. Преимущество параллактической монтировки заключается 
в том, что получаются также очень слабые звезды. 

Камера Хьюита. Хьюит описывает установленную в Англии 
камеру, которой нельзя отслеживать движение спутников и звезд, 
но которой, несмотря на это, удается фотографировать спутники до 
+7,5™ звездной величины, если их угловая скорость не превосходит 
17сек. Относительное отверстие камеры составляет 1 : 1,15, фокусное 
расстояние 61 см. Телескоп представляет систему Шмидта с выровнен­
ным полем. Достигнута точность ± 1 , 1 " по положению и ±0,0005 сек 
по времени. 

Камера Бейкера-Нанна. Здесь описываются два инструмента 
второго рода, которыми можно отслеживать движение спутника. 

Среди камер, которыми можно отслеживать движение спутника, 
прежде всего назовем камеру Бейкера-Нанна (рис. 14). В ней при­
менена специальная система Шмидта, зеркало которой имеет фокус­
ное расстояние 50 см, поле зрения камеры 30 X 5°. Относительное 
отверстие составляет 1 : 1 . Камера имеет трехосную монтировку, 
основная ось — вертикальная. Эта монтировка позволяет сопрово­
ждать такие спутники, угловая скорость которых не более 27сек. 



Камера имеет близкую к сферической фокальную поверхность (ра-
диус-500 мм), на которую натягивается фотографическая пленка. 
След спутника прерывается в камере типовым затвором, который 
состоит из вращающихся элементов. Затвор (бочкообразный) можно 
сравнить с вращающимся вокруг своей продольной оси бочонком, 
который состоит только из двух клепок. Оба эти металлических 
листа вследствие вращения будут проходить непосредственно перед 
фотографической пленкой. 

Рис. 14. Камера «Бейкер-Нанн». Каме- Рис. 15. Спутниковая камера SB О 
ры «Бейкер-Наны» установлены на 15 фирмы Карл Цейсе (Йена). Станция: 

станциях по всей Земле Башня Гельмерта Геодезического 
института в Поф^аме 

ной величины и получают точность ± 2 " (определение направлений) 
и 0,001 сек (определение моментов). 

Камера SBG Zeiss. Фирмой Цейсса (Йена) в последнее время 
создана камера, которой также можно отслеживать движение спут­
ника (рис. 15). Она имеет четыре оси, из которых первая — верти­
кальная, вторая — горизонтальная, третья — устанавливается пер­
пендикулярно к плоскости орбиты спутника. Наличие четвертой оси 
позволяет отслеживать движение спутника по малому кругу. Оптика 
системы Шмидта включает зеркало и пластинку, корректирующую 
поле изображения, фокусное расстояние объектива 760 мм, относи­
тельное отверстие 1 : 1,8. Фотографическая пластинка имеет формат 



90 X 120 мм. Поле зрения составляет 5 X 8°. Камера не снабжена 
обычным затвором для прерывания следа спутника. Движение 
спутника отслеживает телескоп. Фотографическая пластинка можег 
получать добавочное движение для фотографирования звезд, благо­
даря которому компенсируется движения спутника. 

Полагают, что этой камерой можно достичь точности от 1 до 2" 
и 1—2 мсек. 

Один экземпляр этого прибора установлен в башне Гельмерта 
Геодезического института в Потсдаме, второй — в Ондржейове возле 
Праги. 

В Советском Союзе * и во Франции применяют также спутнико­
вые камеры, которыми можно отслеживать движение спутника. 
Французская камера носит название «Антарес» (/ = 900 мм, отвер­
стие 300 мм, поле зрения 11 X 11°, монтировка четырехосная). 

Следует заметить, что фокусное расстояние камер для фотогра­
фических наблюдений не должно быть слишком коротким, если 
нужно получить точные результаты. Монтировка должна быть солид­
ной, чтобы при работе затвора не возникали вибрации. Оптика 
должна быть безупречной, опасность прогиба тубуса камеры должна 
быть предотвращена. Для определения времени при прецизионных 
наблюдениях должны использоваться кварцевые часы. Если след 
спутника прерывается вращающимся сектором размером около 10 
или 20°, то рекомендуется делать посредине его прорезь. Тогда 
в середине разрыва следа получается точкообразное почернение 
фотографической пластинки, на которое при измерениях на ком­
параторе можно точно навести крест нитей. В противном слу­
чае, при обычном прерывании следа возникают трудности при 
измерении в направлении движения спутника, потому что разрывы 
становятся совсем нечеткими из-за быстрого движения спутника по 
его орбите, и результаты измерений в направлении перпендикуляр­
ном к следу спутника могут получаться с большим весом, чем в тан­
генциальном направлении (3 :2 ) . 

Ошибка наблюдений в 1" при удалении спутника на 1000 км 
вызывает ошибку в положении пункта 5 м, ошибка в 1 мсек дает 
около 8 м. 

5.2. ДОППЛЕРОВСКИЕ НАБЛЮДЕНИЯ 

В последние годы большое значение для геодезии приобрели 
ааблюдения спутников с помощью радиотехнических средств (доппле-
ровские наблюдения или измерения расстояний до спутников с по­
мощью системы Секор). 

* К числу высокоточных спутниковых камер, созданных в СССР, относятся 
АФУ-75, ФАС, ВАУ. Их описание приводится в статье А. Г. Масевичди 
А. М. Лозинского «Фотографические наблюдения искусственных спутников 
Земли», опубликованной в сборнике «Научные информации» М., 1970, № 18. — 
Прим. перев. 



По сравнению с оптическими радиотехнические методы почти 
не зависят от погоды и времени суток. Предполагается лишь, что 
на спутнике помещен передатчик и что спутник находится над гори­
зонтом станции наблюдения. Так можно наблюдать почти все про­
хождения спутника и получать очень большой материал наблюдений, 
используемый прежде всего для определения короткопериодических 
возмущений орбиты и детальной структуры поля силы тяжести Земли. 
Фотографические методы требуют сравнительно продолжительных 
ручных измерительных работ на координатно-измерительных при­
борах, а результаты радиотехнических методов могут быть преобра­
зованы в цифровую форму, так что проведение наблюдений* и их 
редукцию можно сравнительно легко автоматизировать. Преимуще­
ством фотографических наблюдений является то, что они дают про­
странственные направления в абсолютной системе координат звезд, 
в то время как допплеровские наблюдения и измерения расстояний 
до спутника с помощью системы Секор или лазеров не относятся 
к пространственной астрономической системе координат. 

При допплеровских наблюдениях передатчик спутника излучает 
определенные частоты /; так, в случае первого геодезического спут­
ника «Анна-1В» излучались частоты 54, 162, 216, 324 Мгц. Излучае­
мую частоту сравнивают на наземной станции с надежно известной 
эталонной частотой /о. По изменяющейся со временем разности 
обеих частот на основании эффекта Допплера можно установить 
связь с орбитальным движением спутника. Если с — скорость света, 
а 5 — расстояние до спутника, то сдвиг частоты, вызванный эффектом 
Допплера, составляет 

: д / = / 1 - / = - 4 8 ' ' < 1 0 2 ) 

где fl — наблюдаемая частота, 5* производная по времени. 
При практическом определении изменения наблюдаемой частоты 

со временем считают число положительных нулевых прохождений 
фазы сигнала в течение определенного интервала времени. Наблю­
дают, таким образом, следующую интегральную величину: 

* * = 5 ( / о - / 1 ) Я = $ ( / о - / - А Л * -
tl и 

= (/о - / ) ( « 1 - *1) + 7 («а - 51 ) . (102, а) 

Если известны /о и / , а В* и (£ 2 — ¿1) определены из наблюдений, то 
с помощью этого уравнения можно определить изменение расстояния 
до спутника ($ 2 —5 Х ). 

Полученную длину отрезка з 2 — ^ можно использовать для опре­
деления масштаба орбиты спутника. 

Различают кратковременные наблюдения * 2 — 1 г ^ 0,5 сек и про­
должительные наблюдения г 2—t l = 1 мин. 



Из уравнения (102, а) следует, что при допплеровских наблюде­
ниях измеряют сдвиг частоты и время. Для достижения высокой точ­
ности на наземной станции и на борту спутника применяются только 
прецизионные пьезокварцы. Ошибка частоты при времени измерений 
в 1 сек не должна превышать 5 « Ю - 1 1 , суточный дрейф должен быть 
не более 2«10~ 1 0/сут. Дрейф частоты /о на наземной станции можно 
определить путем сравнения с нормальными частотами, дрейф ча­
стоты / н а борту спутника должен быть введен в уравнение в качестве 
неизвестного. Если нестабильность частоты соответствует указанным 
значениям, то можно этим путем вычислить местоположение с по­
грешностью 1 м. Если погрешность в определении времени (внешняя 
точность) из-за ошибок приема сигналов времени составляет при­
мерно 0,5 мсек, то вследствие вращения Земли это приводит при фото­
графических наблюдениях в случае определения местоположения 
к ошибке примерно в 4 м; этот источник ошибок может быть значи­
тельно ослаблен применением транспортабельных атомных часов. 

При прохождении атмосферы радиоволны подвергаются рефрак­
ционным влияниям двух различных видов: рефракция неионизиро-
ванных слоев нижней атмосферы, особенно тропосферы, и рефракция 
ионосферы. 

Для определения рефракции в тропосфере вводят модель атмо­
сферы, содержащую в качестве параметров температуру и влажность 
воздуха у поверхности Земли. При устойчивой погоде с помощью 
этой модели атмосферы можно исключать примерно 90% рефракцион­
ных влияний, вызванных тропосферой. Остаточные рефракционные 
влияния при редуцировании прохождения спутника изменяют вычис­
ленное положение пункта наблюдений меньше чем на 5 м, если спут­
ник находится, по крайней мере, в 10° над горизонтом. Остаточное 
влияние рефракции при малых зенитных расстояниях соответственно 
меньше. 

Влияние рефракции ионосферы определяют совсем иначе. Если 
учесть влияние ионосферы на распространение радиоволн, то из (102) 
получим 

где N — число электронов в кубическом сантиметре, е — заряд 
и т — масса электрона, ео — диэлектрическая постоянная. С учетом 
влияния ионосферы уравнение (102) получает следующий вид: 

Параметры а,- зависят от структуры ионосферы, а также'от времени, 
но не от частоты. Варьируют / , применяя на борту спутника не­
сколько частот, так что можно исключить неизвестные параметры щ. 
Член рефракции с <хг — самый большой, он может вызывать ошибку 
положения на поверхности Земли более 100 м и его всегда нужно 
учитывать. Другие члены с а 2 , а 3 , . . ., значительно меньше, и ими 
часто можно пренебречь. 

(ЮЗ) 



Для определения параметров at геодезические спутники излучают 
несколько частот, которые получаются путем умножения основной 
частоты кварца («Геос-А» 162, 324 и 972 Мгц, спутники «Транзит» 
150 и 400 Мгц). Для наблюдений при этом используют направленные 
антенны, следящие за движением спутника. 

Внутренняя точность допплеровских наблюдений, исключая 
ошибки учета рефракции, составляет в среднем при 15 наблюдениях 
для определения положения на Земле около ± 1 0 м. 

При орбитальном методе (гл. 9) появляются, кроме ошибок учета 
рефракции, еще остаточные ошибки параметров гравитационного 
поля, так что можно будет определять абсолютные геодезические 
координаты с ошибками от ± 20 до ± 30 м. 

Из квазисинхронных допплеровских наблюдений с двух станций 
можно вычислить разность координат обеих станций с наивысшей 
точностью. При этом вначале определяют абсолютные координаты 
обеих станций из квазисинхронных наблюдений орбитальным мето­
дом (гл. 9) и образуют затем разности координат. В разностях исклю­
чаются ошибки в элементах орбиты. При высоте спутника 3000— 
4000 км получают, таким образом, разности координат с точностью 
около ± 1 5 — ± 20 м. 

5.3. ИЗМЕРЕНИЯ СИСТЕМОЙ СЕКОР 

Для измерения расстояния между наземной станцией и спутни­
ком при помощи радиометода была разработана система Секор. 
Каждая наземная станция этой системы снабжена приемо-передатчи-
ком, кварцевыми часами и имеет возможность регистрировать пока­
зания приборов на магнитную ленту. Спутник должен быть снабжен 
приемо-передатчиком. Станция излучает несущую частоту 421 Мгц, 
которая принимается и ретранслируется аппаратурой спутника на 
частотах 449 и 224,5 Мгц. Для измерения расстояний методом фазо­
вого сдвига несущая частота дополняется частотами 585, 533; 36,596; 
2,287 и 0,286 кгц. 

Первая частота соответствует длине волны 512 м и испочьзуется 
для точных измерений. Другие частоты дают расстояние с точностью, 
им эквивалентной. Для грубой оценки расстояния с точностью при­
мерно до одного километра используют радарную систему, работа­
ющую по времени прохождения импульсов, которые излучаются 
на несущей частоте (20 импульсов в секунду). Следовательно, речь 
идет об устройстве, очень схожем с наземными микроволновыми 
дальномерами (теллурометры). Достоинство измерения расстояний 
с помощью системы Секор, так же как и допплеровских наблюдений, 
заключается в том, что можно интегрировать свыше нескольких сотен 
наблюдений, которые выполняются в течение нескольких минут. 

Так же как в допплеровском методе, при использовании системы 
Секор нужно исключить влияние ионосферы. Сдвиг фазы при про­
хождении пути до спутника и обратно равен 

с 



а при учете влияния ионосферы 

2 L[n*ds = 2l-s + 4- + . . 
с J с 1 f 

Установлено, что влияние ионизации атмосферы на сдвиг фазы, вы­
раженное параметром р, в методе Секор можно исключить, применяя 
несколько частот. Поэтому в системе Секор спутник излучает к Земле 
две частоты (449 и 224,5 Мгц). 

Влияние тропосферы на измерения в методе Секор можно с до­
статочной точностью определить, как и при допплеровских наблю­
дениях, исходя из модели атмосферы. 

Установлено, что с помощью системы Секор расстояние до спут­
ника можно определить с ошибкой около 1 : 300 ООО, а положение 
пункта на Земле — около ± 3 м. Найдет ли в будущем метод Секор 
очень широкое применение, пока еще остается не ясным. Его можно 
было бы применять как независимый при всех методах наблюдений 
спутников. 

5.4. ЛАЗЕРНЫЕ НАБЛЮДЕНИЯ 

В последние годы многообещающим стал метод наблюдения спут­
ников с помощью лазера. Световой импульс, полученный с помощью 
лазера, посылают к спутнику (поверхность которого оборудована 
уголковыми отражателями), после чего импульс отражается от спут­
ника к той же наземной станции. Умножив время àt прохождения 
импульса на скорость света, получают удвоенное расстояние до спут­
ника 

Первый спутник, оборудованный уголковыми отражателями, был 
выведен на орбиту 10 октября 1964 г. 18 октября 1964 г. Снайдер 
и его сотрудники [11] сообщили об успешном приеме отраженного 
лазерного импульса. Во Франции 24 января 1965 г. Бива с сотруд­
никами [1 ) впервые смогли зарегистрировать возвращение лазерного 
импульса с помощью фотоэлектрии. Уильяме с сотрудниками [15] 
первыми сфотографировали отраженный от спутника лазерный им­
пульс 21 января 1965 г. 

Группа Бива в обсерватории Верхний Прованс применяла руби­
новый лазер, излучавший к спутнику 15 импульсов в минуту (0,3 дж). 
Продолжительность каждого импульса составляла от 20 до 30 X 
X 10" 9 сек. Угол расхождения лазерного луча был равен примерно 4'. 
Необходимо было при этом очень тщательно отслеживать движение 
спутника, что осуществлялось посредством визуальных наблюде­
ний в зрительную трубу. Попадая на спутник, луч отражался уголко­
выми отражателями в обратном направлении. Зрительная труба, 
смонтированная параллельно лазеру, принимала отраженные к Земле 
импульсы и направляла их на вторичный электронный умножитель 
(рис. 16). В обсерватории Верхний Прованс при первых экспериментах 
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с помощью лазера определили расстояние до спутника с точ­
ностью до нескольких метров. В 1967 г. уже достигли точности ± 2 м. 
Такой ошибкой характеризуется внутренняя сходимость результа­
тов. Влияние атмосферы требует более тщательного рассмотрения, 
однако можно ожидать, что реальная точность будет не хуже, чем 
± 3 м. В будущем надеются увеличить точность до ± 1 м. В настоя­
щее время применяются лазерные импульсы продолжительностью 

15 мсек и мощностью 500 Мвт. 
В других вариантах наблю­

дений с помощью лазера полу­
чают не расстояние по времени 
прохождения лазерного импуль­
са, а фотографируют отражен­
ный лазерный импульс на фоне 
звезд. При фотографических 
наблюдениях с помощью лазера 
применяют лазерные импуль­
сы продолжительностью 2,7 х 
х 1 0 " 3 сек. Пучок лазерных 
лучей имеет здесь угол расхо­
ждения 15'. Уильяме с сотруд­
никами использовали при этом 
камеру РС-1000. 

Комбинируя оба варианта, 
измерение расстояний и изме­
рение направлений, полностью 
определяют топоцентрический 
вектор положения спутника. 

По сравнению с фотографи-
Рис. 16. Установка для лазерных на- ч е с к и м „методом наблюдений 

блюдений спутников лазерный метод позволяет на­
блюдать спутник и тогда, когда 

он не освещен Солнцем, а находится в тени Земли. С другой стороны, 
в распоряжении имеются только лишь несколько спутников с угол­
ковыми отражателями («Геос-А», «Геос-В», французски^ спутник 
«Диадема», два спутника «Эксплорер»). 

5 45. СПЕЦИАЛЬНЫЕ СПУТНИКИ 

Возможность наблюдения спутников в значительной мере опре­
деляется их параметрами. Кратко опишем спутники, наиболее важ­
ные для геодезии. 

Для геодезических целей могут использоваться разные спутники. 
Но для определения гравитационного поля Земли необходимо хорошо 
знать влияние сопротивления атмосферы и влияние светового давле­
ния Солнца, при этом высота спутника должна быть не слишком 
большой, по возможности меньше 1500 км, так как иначе возмуща­
ющее влияние гравитационного поля будет слишком малым. Боль-



шинство таких спутников можно наблюдать только с помощью ка­
мер, следящих за движением спутника. 

Для определения положения геодезических пунктов на Земле, 
т. е. для геометрической спутниковой геодезии, отпадают эти огра­
ничения, действительные для орбитального метода. Сопротивление 
атмосферы и световое давление Солнца в задачах геометрической спут­
никовой геодезии не играют никакой роли, так как здесь необходима 
только визирная цель, которую можно хорошо видеть на Земле со 
многих пунктов, не зная при этом точно ее положения. В задачах 
геометрической спутниковой геодезии одновременно действуют мно­
гочисленные станции, выполняющие синхронные наблюдения. Они 
не могут быть все снабжены каме­
рами, которые следят за орбиталь­
ным движением спутника, так как 
это потребовало бы слишком боль­
ших затрат. Поэтому для геомет­
рической спутниковой геодезии ре­
комендуется проводить прежде 
всего синхронные наблюдения 
ярких спутников-баллонов. 

В последние годы на орбиту 
были выведены специальные геоде­
зические спутники, которые яв­
ляются особенно подходящими для 
решения различных геодезических 
задач. 

Спутник «Эхо 1 » . Очень яркий спутник-баллон «Эхо 1» обра­
щался вокруг Земли с 12 августа 1960 г. Оболочка этого баллона 
состояла из тонкого птастического материала, на внешнюю сторону 
которого был нанесен тонкий слой алюминия. Диаметр спутника 
около 30 м, яркость + 1 — 0 т , наклон орбиты 47°, высота над Зем­
лей в 1966—1967 гг. изменялась примерно от 900 до 1300 км 
(см.рис. 10). Благодаря зеркальной поверхности яркий солнечный свет 
почти полностью отражался к Земле. В то время как первоначально 
диаметр был близок к расчетному значению, позднее путем фотомет­
рии «Эхо 1» были установлены короткопериодические изменения его 
яркости, которые можно было объяснить сильным отклонением от 
сферической формы (рис. 17). Не в последнюю очередь причину 
этого надо искать в попадании микрометеоритов в оболочку баллона. 
«Эхо 1» прекратил существование 24 мая 1968 г. 

Спутник «Эхо 2 » . За спутником-баллоном «Эхо 1» 25 января 
1964 г. последовал «Эхо 2». Он имел полярную орбиту с i = 82°, его 
высота составляла около 1100 км, эксцентриситет был очень мал, 
в 1967 г. он был заключен между е = 0,001 и е = 0,019, яркость за­
ключена между звездными величинами — l m и + 1 т , диаметр соста­
влял 41 м. 

Оболочка «Эхо 2» из мейлара имела толщину всего лишь 0,0087мм, 
а алюминиевое покрытие — толщину 0,0045 мм. 

н* / мин ^ 

Рис. 17. Изменение яркости спутни­
ка баллона «Эхо 1» (по ф . Л инку). 
Ордината дает интенсивность (Space 

Research VI) 
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Спутник «Пагеос». Дальнейшие возможности открывает спут­
ник-баллон «Пагеос» (пассивный геодезический искусственный спут­
ник Земли), так как он имеет более высокую орбиту, чем «Эхо 1» 
и «Эхо 2», и его можно видеть в точках, расположенных далеко друг 
от друга (см. рис. 21). «Пагеос» был выведен на орбиту летом 1966 г. 
Его оболочка толщиной лишь 0,01 мм покрыта снаружи алюминием, 
диаметр его примерно 30 м, после наполнения газом он должен от­
ражать около 85% падающего видимого света, его яркость колеблется 
между звездными величинами 2 и 5Ш. Он также имеет полярную ор­
биту I = 85°. Первоначально эксцентриситет его орбиты был неболь­
шим (е = 0,05), но к 1968 г. он увеличился до е = 0,2. Высота апо­
гея составляла в 1968 г. около 6000 км, перигея около 2200 км, так 
что его можно было наблюдать одновременно с двух станций, рас­
стояние между которыми составляло 6000 км. 

Наблюдения таких спутников-баллонов предъявляют сравни­
тельно мало требований к инструменту, так как эти визирные цели 
очень яркие. Их можно наблюдать сравнительно простыми каме­
рами, которые не отслеживают движение спутника. Так как орбиты 
этих спутников-баллонов сильно возмущены из-за сопротивления 
атмосферы и светового давления Солнца, они не могут дать никакой 
информации о поле силы тяжести Земли. 

Спутники «Анна 1В» , «Геос А» , «Геос В» . Преимущество 
геодезических спутников с лампами-вспышками «Анна 1Вч>, «Геос А» 
и «ГеосВ» заключается в том, что их можно использовать как для 
определения геодезического положения пунктов, так и для исследо­
вания поля силы тяжести Земли, т. е. для геометрической и динами­
ческой спутниковой геодезии. Но их оборудование намного сложнее, 
чем оборудование спутников-баллонов. Эти три спутника отли­
чаются прежде всего возможностью посылать на Землю сильные свето­
вые вспышки, которые излучаются газоразрядными лампами 
и имеют продолжительность порядка 1 мсек. 

Первый спутник с лампами-вспышками «Анна 1В»был запущен 
31 октября 1962г. (* = 50°,е = 0,008, высота=1100 км). Он больше 
не посылает вспышек. Его ориентирование относительно направле­
ния на Землю происходило с помощью устройства, управляемого 
силовым вектором магнитного поля Земли. Яркость составляла от 7 
до 9 т . 

Особое значение имеют спутники с лампами-вспышками серии 
«Геос». 

«Геос А» был выведен на орбиту 6 ноября 1965 г. Излучение его 
ламп образует конус отверстием примерно 110°, который всегда 
направлен к земной поверхности. Ориентирование по направлению 
к Земле происходит с помощью стабилизатора, действие которого 
основано на использовании вертикального градиента силы тяжести. 
Стабилизатор состоит из стержня, выведенного из спутника. На конце 
стержня находится груз. Вспышки излучаются сериями по 7 в каж­
дой; между двумя, следующими друг за другом вспышками, прохо­
дит, смотря по обстоятельствам, до 4 сек, интенсивность вспышек 



аримерно 1500 св. сек, их продолжительность 1 мсек. Для успешных 
наблюдений вспышек «Геос А» используют обычно камеру с отвер­
стием не менее 20 см. Для наблюдений вспышек не требуются ка­
меры, следящие за движением спутника. Эффективность камеры 
можно существенно повысить, используя высокочувствительную 
фотографическую эмульсию. Энергия (для ламп-вспышек, — Перев.) 
поступает от солнечных батарей. Моменты времени излучения вспы­
шек получают с точностью до ± 1 мсек по имеющимся на спутнике 
часам, которые контролируются с Земли посредством радиосвязи. 
«Геос А» снабжен также уголковыми отражателями для лазерных 
наблюдений. Предусмотрен! также все устройства, необходимые для 
измерения расстояний методом «Секор». Для точных допплеровских 
наблюдений служат частоты 162, 324 и 972 Мгц. Наклон орбиты 
«Геос А» I = 59°, высота перигея примерно 1100 км, высота апогея 
около 2200 км. «Геос А» прекратил излучение световых вспышек. 

«Геос В» был запущен 11 января 1968 г. Он снабжен большими 
уголковыми отражателями, чем «Геос А». Орбита «Геос В» имеет 
следующие параметры: I = 106°; е = 0,03; апогей 1600 км; перигей 
1100 км. Прочее оборудование такое же, как у «Геос А». 

Если необходимо провести только допплеровские или лазерные 
наблюдения можно пользоваться также двумя спутниками типа 
«Эксплорер» *. Первый стартовал в 1964 г. (£ = 80°, К = 1000 км), 
второй последовал за ним год спустя (г = 41°, К = 1200 км). 

Французские спутники «Диадема» также пригодны для доппле­
ровских и лазерных наблюдений. Причем лазерные наблюдения 
возможны только для спутников Т>2 и БЗ . 

При фотографических наблюдениях спутников с лампами-вспыш­
ками надо учитывать некоторые особенности. Если камера имеет 
азимутальную монтировку, то она не отслеживает суточного движе­
ния звезд, и тогда звезды изображаются как короткие дуги, которые 
можно измерять по их крайним точкам и от которых сравнительно 
легко отличить точкообразные равноотстоящие световые вспышки. 
Если камера имеет параллактическую монтировку, т. е. отслеживает 
движение звезд, то звезды тоже получаются в виде точек, и очень 
трудно отыскать спутниковые вспышки. Поэтому рекомендуется после 
экспозиции поворачивать камеру вокруг оси склонений на несколько 
дуговых минут, и затем производить второй снимок. При этом звезды 
будут получаться в виде пары близких точек, среди которых легче 
выделить спутниковые вспышки. Рекомендуется измерять изобра­
жения световых вспышек и звезд двум лицам независимо друг от 
Д р у г а . 

Точность, с которой может быть определено направление на 
спутник из наблюдений световой вспышки, не в последнюю очередь 
зависит от неспокойствия изображений (мерцания) звезд и световых 

* Имеются в виду американские искусственныеУспутники «Эксплорер-22» 
(10/Х 1964 г.) и «Эксплорер-27» (29/1У 1965 г.). — Прим. перев. 



вспышек. Атмосфера Земли содержит незначительные турбулентные 
элементы диаметром примерно 10 см, в которых имеется незначитель­
ная разность температуры и давления по сравнению с их окружением, 
что приводит к периодическим явлениям рефракции. При этом свет 
от ламп-вспышек испытывает не только периодические изменения 
яркости, но и прежде всего нерегулярные изменения направления 
примерно от 1 до 5". Период мерцания вообще составляет лишь доли 
секунды. Благодаря использованию серии из 7 вспышек, как это 
имеет место для спутников типа «Геос», значительно уменьшается 
отрицательное влияние мерцания, 

5.6. ЯРКОСТЬ СПУТНИКОВ 

Необходимо дать еще несколько формул, которые позволяют 
судить о яркости спутника и мощности камеры. Между освещен­
ностью Е [ л м м ~ 2 ] и л и [люкс], обусловленной излучением звезды, 
и ее величиной (яркостью) т существует соотношение 

т= - 1 4 , 1 3 - 2 , 5 0 1 ё Е . 
Если тэ = —26,8 —яркость (визуальная) Солнца в зените, а о — 
коэффициент отражения при диффузном отражении (альбедо), Л 5 — 
радиус спутника, 5 — расстояние от наблюдателя, к ^ Я - С О Б ^ — 
высота спутника, р — фазовый угол спутника (угол между век­
торами положения Солнца и станции наблюдений, проведенными от 
спутника), Z — зенитное расстояние спутника и В характеризует 
поглощение света атмосферой в зените, то для яркости спутника 
при диффузном отражении имеем 

/71 = т 0 — 2 , 5 ^ - | а 0 — 5 ^ ^ - + 5 ^ ыо,г + 

+ Д ( 5 е с г - 1 ) - 2 , 5 1 £ **Р+(*-Р)">*Р . 

Если первые три члена, зависящие от параметров спутника, обозна­
чить ти четвертый и пятый члены, зависящие от зенитного расстоя­
ния, через т2, а шестой и последний члены, определяемые фазовым 
углом р , через тЗУ то получаем 

т — т1-\-т2-\' т3. 

Значения для т1у т2 и т3 можно взять из табл. 4. 
Л инк [5] также составил таблицы, позволяющие определить яр­

кость неба в зависимости от углового положения Солнца под гори­
зонтом и в зависимости от яркости и положения Луны. 

Яркие спутники в большинстве случаев наблюдают, если Солнце 
находится под горизонтом на высоте —12°, а слабые — около —18°, 
так как иначе контраст яркостей слишком незначителен. Но если 
очень яркие спутники «Эхо 1», «Эхо 2» и «Пагеос» наблюдать свето­
сильной камерой, то Солнце может находиться под горизонтом на 
высоте только 9—10°. 



Т а б л и ц а 4 
Яркость спутника в зависимости от его радиуса # 5 , высоты Л, 

зенитного расстояния £ и фазового угла р. Диффузное 
отражение. Альбедо = 0,6. 

Л 7МЯ 

10"5 -0 ,8 0.0 0,0 0 
8-10~ 6 -0 ,3 0,1 0,0 15 
6 - Ю - 6 +0,3 0,4 0,1 30 
5 - Ю - 6 +0,8 0,8 0,3 45 
4-10-6 +1,2 1,8 0,5 60 
3 • ю - 6 +1,8 3,6 08 75 
2-10-6 +2,7 1,2 90 

ю - 8 +4,2 1,8 105 
8•10-7 +4,7 2,4 120 
6 -10"7 +5,3 3,3 135 
5 -10"7 +5,8 4,6 150 
4 • 10"7 +6,2 
3 - Ю " 7 +6,8 
2-10"7 + 7 7 

Ю - 7 +9,2 

Эти формулы Линка для яркости спутника действительны для 
диффузного отражения. 

При зеркальном отражении от шар^, по Девису, Уилплу и Цир-
керу, для освещенности £*, создаваемой спутником, действительна 
формула 

где а — коэффициент отражения и Ео — интенсивность солнечного 
излучения, попадающего на спутник. 

Если перейти от освещенности Е к яркости т, то из последнего 
уравнения для случая зеркального отражения (а = 1) получим 

т= - 2 5 , 3 - 5 ^ - ^ - . 

Для спутника-баллона с параметрами 7?$ = 15 м, 5 = 1500 км 
получаем т = —0,3. Шар радиусом 15 см при таком же расстоянии 
имеет яркость т = 

Для круглого плоского зеркала с радиусом Д 5 и коэффициентом 
отражения а Уиппл нашел 

1 , 1 5 4 - 1 0 4 а ( - ^ ) 2 £ 0 . 

В большинстве случаев у спутников зеркальное отражение преобла­
дает над диффузным. 

Интенсивность излучения немного уменьшается из-за умножения 
на коэффициент поглощения атмосферы х 



с* может быть выражено по Каула через длину волны Я и зависит, 
как было указано выше, от коэффициента поглощения В9 

с* =0,009 - ^ + 0,223. 

Вычисленную, таким образом, яркость спутника можно исполь­
зовать при фотографических наблюдениях тем увереннее, чем больше 
действующее отверстие и чем меньше фокусное расстояние камеры, 
и чем меньше собственное движение спутника. 

Если камера отслеживает движение спутника или наблюдают 
световые вспышки геодезических спутников, то для освещенности 
в плоскости изображения действительна формула 

П* к ( — ) Е [люкс], 

где Е — освещенность, создаваемая спутником, / ) * — отверстие объ­
ектива, й —диаметр кружка рассеивания в плоскости изображения 
(в общем, д. = 20 — 30 мк) та. к — коэффициент проницаемости оптики. 
Если еще умножить на продолжительность экспозиции т, то получим 
важную величину, а именно необходимое для потемнения фотогра­
фического слоя количество света В 

Итак, эффективность камеры зависит в этих условиях прежде всего 
от квадрата действующего отверстия объектива £)* 2 . 

Если камера не отслеживает движение спутника, то кружок 
рассеивания спутникового изображения движется по пластинке 
соответственно его угловой скорости оз относительно оси камеры. 
Если / — фокусное расстояние, то эффективное время выдержки 
в этом случае будет т = или лучше т = -5- , причем во втором 
уравнении принимают за т время прохождения спутника от края до 
середины следа. Эффективное количество света будет 

В^-к-^т—Е и л и В^ — к-гт—Е. 

Если камера не отслеживает движение спутника, то ее эффективность 
зависит от 

/ » 

так как другие величины А, Е, с?, со известны заранее и почти не ме­
няются. 
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6. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ, 
СИСТЕМЫ ИЗМЕРЕНИЯ ВРЕМЕНИ, МЕТОДЫ РЕДУЦИРОВАНИЯ, 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭФЕМЕРИД 

6.1. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

По фотографиям спутника на фоне звезд путем соответствующей 
обработки вычисляют топоцентрический единичный вектор напра­
вления на спутник в пространственной звездной системе. Коорди­
наты звезд, их прямые восхождения а и склонения б берут из звезд­
ных каталогов. В настоящее время по рекомендациям международ­
ных научных организаций предпочитают для целей спутниковой 
геодезии звездные каталоги, составленные в системе фундаменталь­
ного каталога FK-4. Видимые и средние места около 1500 звезд 
публикуются ежегодно в «Apparent Places of Fundamental Stars». 
Целям спутниковой геодезии хорошо отвечает появившийся в 1966 г. 
звездный каталог Смитсонианской астрофизической обсерватории. 
Он содержит средние места и собственные движения 258 997 звезд 
(6 звезд на площадку 1 X 1°) в системе FK-4 относительно экватора 
и равноденствия эпохи 1950,0 со средней точностью ± 0 , 2 " . Также 
может быть рекомендован новый каталог AGK3, изданный Между­
народным Астрономическим союзом. 

При отождествлении звезд весьма полезен небесный атлас Беч-
варжа. 

Если положения звезд относят не к координатной системе эпохи 
1950,0, а к экватору и равноденствию момента наблюдений, вводя 
в средние места поправки за прецессию и нутацию, то получают 
истинные координаты звезд. Учитывая еще годичную и суточную 
аберрацию, приходят к видимым местам, в которые следует ввести 
поправку за рефракцию, чтобы получить наблюдаемые координаты. 

Вместе с тем уравнения движения спутников (3) и (40) и три 
закона Кеплера действительны только в инерциальной системе ко­
ординат, которая неподвижна в пространстве и не вращается. Такой 
инерциальной системой х°у у0, z° является, например, система, отне­
сенная к экватору и равноденствию эпохи 1950,0, в то время как 
система, к которой относятся истинные места в момент наблюдения, 
принимает участие в прецессионном и нутационном движениях и не 
является инерциальной. 

В системе х°, у°у z° плоскость х°, у0 будет совпадать с плоскостью 
экватора эпохи 1950,0, а ось х° будет направлена в точку весеннего 
равноденствия той же эпохи. Ось z° перпендикулярна к плоскости 



х°у°. В этой системе можно задать положения звезд и орбиты спут­
ников. 

Положения станций наблюдений, а следовательно, и результаты 
наблюдений спутников относятся к мгновенному экватору Земли, 
положение которого отличается от положения экватора эпохи 1950,0 
на величину, определяемую прецессией (50" в год) и нутацией (мак­
симум 9"). В случае необходимости надо учитывать также движение 
полюса (0,4"). Таким образом, координаты станций наблюдений 
и результаты наблюдений надо было бы преобразовать в систему 
х°, у0, 2°. Такой теоретически возможный метод в исполнении не прак­
тичен и поэтому не применяется. 

Если X, У, Ъ — система, связанная с телом Земли, плоскость X , 
У которой совпадает со средним экватором Земли, ось X — нахо­
дится в плоскости (среднего) гринвичского меридиана и ось X — 
направлена к среднему полюсу Земли, то координаты X , У, Ъ и х°г 

2° и координаты х", у", ъ" мгновенной астрономической системы, 
отнесенной к мгновенному экватору, с осью х", направленной в мгно­
венную точку весеннего равноденствия, связывают следующие урав­
нения преобразования: 

(107) 

(106) 

(105) 

(108) 

(109) 



Элементы т12, га13, т2я получаются в большинстве случаев с доста­
точным приближением путем сложения соответствующих элементов 
двух матриц TV", Р " . 

Величины | , т] в (106) — координаты мгновенного полюса отно­
сительно среднего в радианах. 

Элементы нутации в (107) будут 
-76 ,7- 10" 6 sin(12Д128°-0,0529539°*) 
+0,9- 10" esin 2 (12,1128° — 0,0529539°/) 
- 5 , 7 • Ю- 6 s in 2 (280,0812° + 0,9856473°*) 
- 0 , 9 • 10" esin 2 (64,3824° +13,176396°*), 

A v - - 33,3-10"6 sin (12,1128°-0,0529539°*) 
+0,4- 10" esin 2 (12,1128°-0,0529539°*) , 
-2 ,5 -10- e s in 2 (280,0812°+ 0,9856473°*) 
-0 ,4•10" e sin 2 (64,3824° +13,176396°*) 

Ae = +44,7 • 10"e eos (12,1128° - 0,0529539°*), 
-0 ,4 .10" 6 eos 2 (12,1128° - 0,0529539°*) 
+2,7 • 10-6 eos 2 (28,0812° + 0,9856473°*) 
+0 ,4 • 10"6 eos 2 (64,3824° + 13,176396°*). . 

Элементы матрицы прецессии равны 
х = 0,063107"*, со = 0,063107"*, v = 0,054875"*, (111) 

где * — число суток с 1950,0. 
Угол 9 в матрице вращения (105) — истинное звездное время. 
В последующих уравнениях (114), (115) используется матрица 

(уравнение (116)] 
Q = R,(-Q) SRZ (9) • М* {М'У\ (112) 

Чтобы избежать применения матриц нутации и прецессии N, 
Р, вычисляют по средним прямому восхождению и склонению а° , 
-6° для эпохи 1950,0 истинные прямое восхождение и склонение а", 
£ " для даты наблюдения, т. е. переходит от системы х°, у0, z° к си­
стеме я" , у", z" по следующим формулам: 

а" — а° + ( х + со) + Д|х + (v + Av) sin a tg б — Ae cos a tg б 
S" = 6° + (v -f Av) cos а 4- Ae sin а 

Чтобы избежать трудностей, возникающих при редуцировании 
всех данных в инерциальную систему х°, у°, z°, можно рекомендовать 
следующий путь. 

Инерциальную систему, например х°, у°, z°, не вводят, а все дан­
ные редуцируют к мгновенной астрономической системе, отнесенной 
к мгновенному экватору и мгновенной точке весеннего равноденст­
вия, т. е. к системе х", у", z". Разумеется, тогда больше не действуют 
уравнения движения Ньютона, и орбита спутника не является больше 



кеплеровским эллипсом, так что надо к элементам орбиты приба­
влять изменяющиеся со временем дополнительные члены. Если вы­
числить наблюдаемые топоцентрические единичные векторы в мгно­
венной системе х", у", z", используя видимые прямое восхождение 
и склонение спутника для даты наблюдений и шесть элементов ор­
биты а", е", со", ¿", £2", М" в этой мгновенной астрономической си­
стеме координат х", у", z", то действующие для инерциальной си­
стемы теории возмущений сохранят свое значение неизменным при 
последовательном введении во все выражения элементов орбиты, 
относящихся к системе координат х", у", z", и при учете в аргументе 
перигея, в наклоне, в долготе восходящего узла и в средней анома­
лии следующих дополнительных членов: 

з ^ 
Д(о"= 2 6/(0 

i 

6 l ( ü = - 1 J2n [4^]2 ( 5 s i n 1 1 — 2 c t e 0 • * V i ( r ' r ) 

62co = } . (m31 cos Q + тЪ2 sin Q) 

8,iö = 4 J * n [ - ^ - ] 2 s i n 2 í . r m . x ( r , T") 

3 

óy = - -f- / 2 n [ ^ ] 2 eos i. Г„. t ( Г , T") 

6 2 i = — m 3 1 s in Q + m 3 2 cos Q 
ö 3i = 0 

2 cos 2* 

sin l 
r-rq.x{T\ T") 

ó 2Q = m 2 1 — ctg ¿ (m 3 1 cos fi -f- m32 sin Q) 

63Q = — J2n s i n i - ^ . ^ r , Г ) 

Д А Г = 2 6 , А Г 

6 1 M = - | - / i ! r a [ - ^ ] a s i n 2 i . r í . 1 ( r , Г ) 

• M * = - \j*n[^]*sin2i• Гп.г ( Г , Г"). 

(114) 



Т' 

где Гтп.! получается аналогично Гд-ь если в (И5) функции д(к 

заменить через ш1к. д / А следуют из уравнения (112). 
Пусть Т'—момент, в который спутник проходит начальную 

точку определяемой части орбиты, для которой необходимо решить 
уравнения (114), а Т"—момент, относящийся к текущей точке. 

Если М' ((?", М") матрицы (109), (112) относятся к моменту 
Т'(Т"), то элементы матриц д1к, тп1к будут 

^ = (?,*); J l f ' W 1 = (116) 

Учитывая выражения (114), имеем строгую математическую зави­
симость для изменения орбиты спутника в мгновенной астрономи­
ческой системе. Для самых разных целей ее можно анализировать 
таким же образом, как элементы орбиты в инерциальной системе. 

Смитсонианская астрофизическая обсерватория публикует ре­
зультаты наблюдений спутников в системе я°, у°, z°, т. е. относительно 
среднего экватора и среднего равноденствия эпохи 1950,0. Напротив, 
угол наклона и аргумент перигея из элементов орбиты, публикуемых 
Смитсонианской астрофизической обсерваторией, относятся к истин­
ному экватору даты (система х", у", z"). Долготу восходящего узла 
считают от точки пересечения орбиты спутника с истинным экватором 
вначале вдоль истинного экватора до точки его пересечения со сред­
ним экватором для 1950,0, а затем вдоль этого последнего до среднего 
равноденствия для 1950,0. Для преобразования опубликованных 
CAO значений долготы восходящего узла в систему х°, у°, z° к дол­
готе восходящего узла относительно истинного равноденствия даты 
надо прибавить величину 3,508° • 10~5 • ¿, где t число суток от 1950,0, 
и нутацию p°Afi в соответствии с уравнением (110). Полученный из 
наблюдений вектор должен быть преобразован с помощью уравнений 
(104) из системы х°, z° в систему х'\ у", z", если хотят ее исполь­
зовать. Разложение потенциала поля силы тяжести Земли, заданное 
в системе X, У, Z, можно в соответствии со (104), (105) преобразовать 
в систему я" , у", z", используя матрицу вращения R (9) и учитывая 
движение полюса. 

В матрице вращения Rz (9) в уравнении (105) появляется истин­
ное звездное время 0. Оно определяет положение Земли при ее вра­
щении. Так как Земля вращается с запада на восток со скоростью 
на экваторе около 460 м/сек, то ошибка времени в 1 мсек приводит 
к ошибке положения пункта 0,5 м. Спутник перемещается по своей 
орбите за 1 мсек примерно на 8 м. Звездное время можно взять из 
ежегодников. При практических расчетах на электронной вычисли-



тельной машине рекомендуется вычислять истинное звездное время 9 
по полученному из наблюдений среднему времени или по атомному 
времени с помощью аналитического выражения. Оно имеет вид 

9 = 100,075542° + 360,985647348°/ + 0,2900° • 10~12/2 + р° Д(1, (117) 

где г—число средних суток с 1950,0, а Д[д, получается по (110). 
£ здесь берется в системе и Т - 1 . Если 11Т — всемирное время, опре­
деленное по вращению Земли, то иТ-1 получают, учитывая влияние 
движения полюса. Но иТ-1 не является инерциальным временем. 
Нужно еще учесть влияние геофизических процессов, частично 
зависящих от времени года, в результате этого получим 11Т-2. В (117) 
I должно быть взято в системе Ш М . В последнее время в спутниковой 
геодезии пользуются атомным временем А-1. 

Для системы А-1, уравнение (117) сохранит свою силу, если только 
заменить £ на ЬА, где ЬА — число суток с 1950,0 в атомном времени, 
и если далее прибавить 

Д9 = 1,002738 - [(С/Т ̂  1) - (А 1)] сек, 

Д9° = 0°,004177 ЦиТ 1) - (А # 1)] сек. 

Выражения в квадратных скобках систематически публикуются служ­
бами времени. 

6.2. МЕТОДЫ РЕДУЦИРОВАНИЯ, ЗВЕЗДНЫЕ КООРДИНАТЫ 

При фотографических наблюдениях спутников для определения 
топоцентрического единичного вектора спутника на фотографическом 
снимке сначала отождествляют изображения звезд с помощью звезд­
ного атласа, берут из звездного каталога их средние координаты для 
эпохи 1950,0 и вычисляют по полученному таким образом прямому 
восхождению а° и склонению 6° единичный вектор направления на 
звезду в системе я 0 , г° 

х° = сое 6° СОБ а°, у° — СОБ 6° БШ а°, г° = БШ 6° (117, а) 

Для учета прецессии и нутации умножают на матрицу М" (точность 
ее около 0,2") по (104) или, используя (ИЗ), получают истинные ко­
ординаты в системе х", у\ ъ" и, далее, прямое восхождение а" и скло­
нение б". Для приведения на видимое место следует учесть еще го­
дичную (Да х , Дб х) и суточную (Да 2 , Дб 2) аберрацию 

Да х = Сс + Бс1 - - (20,47" зш а БШ Ке + 

+18,87 СОБ а СОБ Х 0 ) , 
Дб х = С с" + £><Г = - [20,47" БШ б сое а БШ Хе + 
+18,87" СОБ Я, 0 . (0,4336661 СОБ б - БШ б БШ а)] 



Величины С, £>, с, с?, с', с?'взяты из редукционных формул Бесселя. 
Я,0 — геоцентрическая долгота Солнца в радианах 

^0 = 2 я ( 1 ^ г - 0 , 2 1 9 ) , (118, а) 

где t = JD — 2 433 282,925; JD = юлианский день. 
Суточная аберрация значительно меньше, в большинстве случаев 

ею можно пренебречь 

Аа 2 =-= 0,32" cos ф sec б cos (6 — а) 1 
A6 2 = 0 ,32 , , cos9s inßs in ' (8 - -a ) } ' ^ 1 1 9 ) 

где 0 — звездное время. 
В большинстве случаев в пределах поля снимка годичную и су­

точную аберрации с достаточной точностью можно считать постоян­
ными. 

Редуцирование звезд на видимые места за влияние прецессии, 
нутации и годичной аберрации можно выполнить посредством редук­
ционных формул Бесселя, объяснение которых дается в «Astrono­
mical Ephemeries», однако тогда надо на каждый день брать из еже­
годника числовые значения редукционных величин и закладывать 
их в вычислительные машины, в то время как в формулах (104), (118), 
(119) в качестве аргумента используется в основном только время; 
поэтому при расчетах в спутниковой геодезии лучше использовать 
формулы (118). 

6.3. ВЛИЯНИЕ РЕФРАКЦИИ НА ЗВЕЗДНЫЕ КООРДИНАТЫ 

Следует учитывать еще астрономическую рефракцию г*. Она 
уменьшает зенитное расстояние на величину 

г* - (кг tg Z + к2 tg 3 Z). С в • Ст, (120) 

где кх = 60,18" и к2 = —0,068". Св и Ст учитывают влияние да­
вления и температуры воздуха. Их влияние на г* можно выбрать 
из таблиц рефракции. 

Изменение прямого восхождения и склонения из-за рефракции 
будет 

Да, cos <р' sin (0 — а) * 
cos б sin Z 

Д 6 8 = sin Z 
[sin ф' cos б — cos ф' sin б cos (0 — а)] г* 

(121) 

Зенитное расстояние X и азимут А (отсчитанные от направления 
на север по ходу часовой стрелки) звезды можно вычислить по звезд-



ному времени 6, географической широте станции наблюдения <р' 
и координатам звезды а, б по формулам 

СОБ Z — БШ ф# БШ б + СОБ ф' СОБ б СОБ (0 — а) 
БШ А = —соБес Ъ СОБ б Бш (0 — а) 

СОБ А = соБес2 [СОБ фв Б1П б — Б т ф ' СОБ б СОБ (0 — а)] 
(122) 

Рефракция влияет в полной мере на прямые восхождения 
и склонения звезд, полученных на соответствующем снимке, но 
она не влияет в такой же мере на определяемое положение спутника, 
потому что спутник получается на фоне звезд с помощью аффинных 
или перспективных формул преобразования, что будет показано 
позже (126), (127), (128), (143), (144). При этом влияют только 
разности рефракции внутри поля опорных звезд, получившихся на 
снимке. 

Рис. 18. Тангенциаль-
ные и измеренные ко­

ординаты снимка 

гЛг* 
Спцтнин 

Вместо того чтобы учитывать рефракцию в прямом восхождении 
и склонении, можно вводить эту поправку в плоские координаты 
изображения спутника на снимке. Пусть в плоскости снимка задана 
прямоугольная система координат я * , ориентированная по отвес-
ной линии (рис. 18), ось которой горизонтальная (положительная 
в направлении к востоку) и ось х * — проходит в плоскости, парал­
лельной вертикальному кругу (положительна к зениту), тогда 
координаты х * , изменяются в соответствии с формулами (123), 
если зенитные расстояния уменьшаются из-за рефракции на угол г* 

Л (х*) 

1 
(123) 

где / — фокусное расстояние камеры, Z в формуле (123) — зе­
нитное расстояние оптической оси камеры. 
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Только редуцированные но формулам (118), (119), (121) прямые 
восхождения и склонения звезд 

а = а" + Да х + Да 2 + Да 3 1 
б = 6" + Д6 1 + Д6 8 + Д6 8 J (123, а ) 

могут сопоставляться с координатами звезд на снимке. 
6.4. ТАНГЕНЦИАЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ* 

Сначала преобразуем координаты а, б в тангенциальные коорди­
наты х\ у'. Тангенциальные координаты получатся, если вокруг 
станции наблюдений опишем сферу радиуса / , затем проведем через 
точку пересечения оптической оси камеры со сферой (точка касания) 
плоскость, касательную к сфере, и через точку касания проведем 
ось х' в направлении возрастания склонения и ось у' в направлении 
увеличения прямого восхождения 

? = / t g ( g - 5 ) ; y W t g ( V J ~ r 1 
cos (q-D) I (124) 

ctg q = ctg б cos (a — Ä) J 
где А и D — прямое восхождение и склонение главной точки снимка 
Н (точка касания). 

Л и / ) получают путем небольших дополнительных расчетов, 
используя звезды, получившиеся вблизи главной точки снимка Н. 
Для этого сравнивают координаты этих звезд а , б с координатами 
их изображений на снимке х, у и определяют путем линейной интер­
поляции значения а, б (=А, D), соответствующие х = 0, у = 0. 

х, у — координаты в системе снимка, полученные при измерениях 
на компараторе. Их нельзя путать с тангенциальными координатами, 
от которых они отличаются прежде всего поворотом осей (см. рис. 18). 

Переход от системы я*, */*, z* к системе х', у', z' происходит 
путем вращения вокруг оси z* (это также и ось z') на угол q по ходу 
часовой стрелки (рис. 18) 

(124, a) 

s in q -
sin A 

- ^ c o s c p 
cosD 

cos h sin A = —cos D sin (0 — Ä) # 

cos h cos A = cos <p' sin D — sin <pA cos D cos (8 — A) 

sin h = sin <p" sin D - f cos cp" cos D cos (8 — A) 

(124,6) 

* Эти координаты называют также идеальными или стандартными. — 
Прим. перев. 



Здесь Уь — высота, А — азимут оси камеры, 9 — звездное время 
в момент фотографирования, ф' — географическая широта станции. 

Значения А и В не должны определяться с такой же точностью, 
с которой известны звездные координаты. Для этих значений допу­
стима сравнительно невысокая точность в случае камер с малым по­
лем зрения. Напротив, у камер с большим полем зрения, около 
30 X 30° (ВС-4) величины АиП должны определяться довольно-таки 
надежно, как видно из следующей таблицы, в которой дано искаже­
ние наблюдаемой связки лучей в зависимости от ошибок значений 
А и О в соответствии с уравнением (124). 

Д Л , AD 
, 0 " 

2 0 " 40" 6 0 " 

1X1° о .оог 0,002" 0,003" 0,005" 
Поле пластинки 2X2 0,003 0,006 0,012 0,018 

5X5 0,02 0,04 0,08 0,11 
10X10 0,08 0,15 0,30 0,46 

6.5. ДИСТОРСИЯ ОПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

Координаты снимка х , у необходимо еще исправить за дисторсию 
оптической системы, вследствие которой точка, изображающая 
звезду, смещается в радиальном направлении на величину 

2 й / 8 ' \ г 2 ---=х 2 + ^ 2 . (125) 

Величины hi можно определить a priori из лабораторных иссле­
дований или ввести в уравнения в качестве неизвестных. 

У камер с отверстием только в несколько градусов (около 5°) 
для учета дисторсии обходятся в большинстве случаев первым членом 
разложения (125). Например, для камеры НАФА hx = 
= —2,5 -10"6 мм" 2 , если измеряют на поле снимка, размеры которого 
не более 7 X 7°. 

6.6, УРАВНЕНИЯ АФФИННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

Если использовать звездные координаты а, б (123, а) и вычислить 
соответствующие им тангенциальные координаты х \ у ' , то послед­
ние можно сравнить с координатами снимка х , у , исправленными 
за дисторсию по правилам аффинного преобразования, т. е. с учетом 
поступательного движения, вращения и изменения масштаба. 

Можно вычислить по видимым звездным координатам танген­
циальные координаты х \ у ' без учета поправки за рефракцию, но 
тогда надо исключить влияние рефракции из координат снимка х, 
У (123). 
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Формулы аффинного преобразования имеют вид 

их — ах' + Ьу' + с — 1Х, иу = йх' 4-ег/"-Ь/ —/ 

-1у=-{у'-У)+К{х* + у*)у ) 
(127) 

где коэффициент дисторсии кх считают заданной величиной. 
Шесть величин а, Ь , с, е, / (постоянные пластинки) являются 

неизвестными задачи, которые надо определить из уравнивания, ис­
пользуя (126), (127). При наличии шести неизвестных теоретически 
достаточно трех опорных звезд. Но рекомендуется использовать 
по крайней мере шесть звезд, для того чтобы иметь избыточные из­
мерения. 

У камеры с параллактической монтировкой можно добиться, 
чтобы ось у ' была параллельна оси у (тогда угол наклона мал). 
В противном случае можно определить приближенное значение 
угла наклона с помощью фотограмметрических преобразований 
(141), (142). В соответствии с наклоном координатной системы снимка 
или тангенциальными координатами, полученными с его прибли­
женным значением, в правой части уравнений (126) в коэффициентах 
при постоянных снимка а, Ь, е можно заменить значение х' на х 
и у' на у. 

Можно улучшить координаты снимка ху у введением поправок 
за дисторсию кх(х2 + у2) х, к±(х2 -(- у2) у, если Нх известно. 

При этом получают хк, у к и уравнение преобразования будет 

аналогичное уравнение имеем для у к . Здесь угол наклона любой, 
а постоянные пластинки не являются малыми величинами. 

Для обоих компонентов поступательного движения, для поворота 
и изменения масштаба необходимо всего четыре неизвестных пара­
метра. Но, несмотря на это, рекомендуют определять все шесть не­
известных как независящие друг от друга величины, чтобы избежать 
ошибок, вызванных другими причинами (остаточные ошибки диффе­
ренциальной рефракции, деформации пленки и другие). 

Шесть неизвестных а, Ь, с, й, е, / в уравнении (126) определяют 
путем уравнивания. При этом по большим остаточным уклонениям 
их, иу, полученным при уравнивании, могут быть вскрыты и устра­
нены грубые ошибки, допущенные при отождествлении звезд. 

6.7. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОЛОЖЕНИЯ СПУТНИКА 

После того, как установлены математические зависимости межцу 
системами^х^у и а?', у' , и тем самым между координатами звезд и 
спутника х, у и_а, б, разрывы следа спутника, т. е. его координаты 
на снимке х3, у \ можно преобразовать в систему х', у ' для получе-

их= ахк + Ьук + с — х\ 



ния далее прямого восхождения а* и склонения Если после урав­
нивания подставить в (126), (127) координаты изображения спутника 
ха, у*, а поправки к координатам спутника считать равными нулю 
(их = = 0)» то найдем отсюда тангенциальные координаты спут­
ника х ' ь , у'в. 

В результате преобразования уравнений (124) получим 

Далее определяют значения прямого восхождения и склонения спут­
ника а£, б*, которые еще исправляются поправками за аберрацию 
и рефракцию (параллактическая рефракция). Для сферических 
спутников-баллонов учитывается еще редукция к геометрическому 
центру визирной цели (поправка за фазу). 

Поправки в положение спутника рассмотрим в трех последующих 
параграфах. _ 

Прежде чем координаты изображения спутника а^, у8 или х'\ 
у'5, полученные из измерений на пластинке, применять далее в (126), 
(127) и (128), Риннер и Вольф рекомендуют подвергнуть их выравни­
ванию, так чтобы после исправления поправками за аберрацию, 
рефракцию и фазу они представляли в плоскости изображения пара­
болу или соответствующую кривую высшего порядка. 

Сначала по (128) вычисляют а£, б*, затем вводят названные три 
поправки, а по полученным из (132, а) значениям а% б 8 аналогично 
(117, а) вычисляют топоцентрические единичные векторы спутника, 
которые при продолжении определяют эллиптическую орбиту спут­
ника в пространстве без поперечной ошибки («пространственное 
выравнивание»). 

6.8. АБЕРРАЦИЯ 

Поправку за аберрацию можно учитывать двумя разными спо­
собами. Можно момент наблюдений оставлять неизменным и реду­
цировать прямое восхождение и склонение или можно исправлять 
момент наблюдений. 

Луч света, достигший камеры в момент £2» покидает спутник 
на-^- секунд раньше в момент 1г, если 5 — расстояние до спутника, 
а с — скорость света. Следовательно, к наблюдаемому прямому 
восхождению и склонению, если они должны относиться к моменту 
t2, надо прибавить значения 

7 е 

_ —я 

tg (а* — А) = - у - СОБ (д — О) вес q 

tg Ьs

0=tgq соэ (а; — А) 

(128) 

Д<й = а- в .— и Д61 = 6"°- —. 1 с 1 с (129) 



Производные по времени от а и б можно определить путем получения 
прерывистого следа и обработки рядов соответствующих значений а , 
б, I . Можно не определять значений а", 8' и исправлять только мо­
мент наблюдений. В этом случае из момента, в который свет, идущий 
от спутника, достигает станции, вычитают время прохождения 
света — . Эта величина может достигать примерно 2—10 мсек. 

6.9. ПАРАЛЛАКТИЧЕСКАЯ РЕФРАКЦИЯ 
(СПУТНИКОВАЯ РЕФРАКЦИЯ) 

Пусть введенные в (124) координаты звезд а, б были исправлены 
с помощью (121) за влияние астрономической рефракции, т. е. полу­
чены по (123, а), а затем, пользуясь (126), (127), (128), вычислили 

значения координат спутника aj, 6*. 
Тогда эти значения прямого восхождения 
и склонения необходимо освободить [от 
влияния рефракции, если хотим полу­
чить пространственные полярные коорди­
наты для вычисления единичного векто­
ра, направленного к спутнику, в со­
ответствии с формулами (117, а ) . 

Редукция за рефракцию у спутника 
немного иная, чем у звезды, потому что 
световой луч здесь проходит на всю атмо­
сферу, а только путь от спутника до 

Рис. 19. Астрономическая станции (рис. 19). Поэтому рефракция 
рефракция г* и параллак- уменьшает зенитное расстояние спутника 

тическая рефракция Аг только на величину 

г* = 7 . * _ _ д л (130) 

Астрономическую рефракцию г* можно определить из уравнения 
(120). Параллактическая рефракция Аг редко достигает 2" и по Вейсу 
получается почти всегда достаточно точно по формуле 

Ar = k3-ytgZsecZ [1 + А: 4(2sec 2Z + tg 2 Z)] (1 -еГ° ' 1 3 8 5 / г ) , (131) 

где s — расстояние до спутника, к3 = 435,0 ["км" 1] и к4 = 
= —0,00113 [ к м - 1 ] . В формуле (131): е — основание натуральных 
логарифмов, s — вычисляется по элементам орбиты спутника и ко­
ординатам станции или высоте спутника h над станцией наблюдения 
и зенитному расстоянию по формуле 

s = 6370 [ ] ^ 2 h + h2 + cos2 Z — cos z], 

n " 6370 • 



Если высота спутника не менее 1000 км и зенитные расстояния 
не больше 45°, то в большинстве случаев с достаточным приближением 
действует формула 

& r ^ p " ^ - t g Z . (131, а) 

В формулах (131) к измерено в километрах, а в (131, а) — в мет­
рах. Заменив в (121) значение г* значением — г \ получим величины 
поправок в прямое восхождение Да* и склонение Д6|, благодаря 
которым положение спутника освобождается от влияния рефракции. 
Если эти поправки хотят отнести не к значениям координат спутника 
а и б, а к его тангенциальным координатам х\ у\ то можно исполь­
зовать формулы (123), если при этом, конечно, заменить г* на —г*. 

6.10. ПОПРАВКА ЗА ФАЗУ СПУТНИКА 

Точка, которая изображает на фотопластинке положение спут­
ника, получается от той части его поверхности, которая отражает 
солнечный свет, а не от геометрического центра спутника. Так как 
диаметр спутника-баллона «Эхо 1» около 30 м, то эксцентриситет 
визирной цели может достигать несколько метров. При точных на­
блюдениях необходимо учитывать фазу спутника, имея в виду, что 
спутники-баллоны спустя некоторое время своего существования 
уже не строго сферичны, как это известно из фотометрических на­
блюдений (см. рис. 17). 

Если наблюдаемый топоцентрический вектор положения спут­
ника а определен в мгновенной астрономической системе координат 
х", у'\ ъ" (104), то радиус-вектор Солнца в этой системе будет 

(сое б 0 соэ а 0 

с о Б в ^ в т а 0 

б 0 

Координаты Солнца а 0 , б 0 можно взять из ежегодника. 
Тогда полученный из наблюдений вектор, направленный к центру 

спутника, будет 

а = 

а - г э 

1 а ~ г 0 | 
а - г 0 

5 1 а - г © 1 

(132) 

где 7?, — радиус спутника, 5 — расстояние до него от станции на­
блюдения. Если преобразование от вектора а к вектору а хотят про­
извести не по уравнению (132), а через малые изменения прямого 
восхождения и склонения, то совершается этот переход путем испра­
вления прямого восхождения и склонения спутника поправками 



Да| и AóJ. Если разность между нормированными векторами а 
и а равна 

а — а =\ Ьуа 

т о 

А а * = - сое a m « 1 б ^ + * б б с о 8 а б ^ = 7 Г О о Т ^ t6ya+tg6s ina6 Z a ] , 

Для редуцированных координат спутника имеем 

a s = aS + Aaí + Д а | + Да | ) 

ö e =a e o + Aej + A e i + A 6 f

e Г ( l d , а ; 

6.11. ФОРМУЛЫ ПЕРСПЕКТИВНОГО (ФОТОГРАММЕТРИЧЕСКОГО) 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

У камер с малым полем зрения примерно до 10 X 10° обходятся 
почти всегда формулами аффинного преобразования (126). У камер 
с очень большим полем зрения рекомендуется расширить уравнения 
отображения (126) введением квадратичных членов 

vx = ax' + V + a u ? 2 + ö 2 2 ^ 2 + a 1 2 i y + ^ — l x 1 

vy = d? + еу> + d u ? 2 + d22y*2 + d12x'y' + f-ly) 

Тогда необходимо представить дисторсию многочленом (125), а не 
только через hv При большом поле необходимо очень точно опреде­
лить прямое восхождение и склонение А и D точки касания (главной 
точки снимка). Возникает желание определить поправки для зна­
чений А и D сразу же по ходу уравнивания. В принципе это возможно 
в рамках анализа уравнений (133) после некоторых дополнительных 
рассуждений. 

Возражением против такого схематического превращения урав­
нений (126) в уравнения (133) является то, что перспективные соот­
ношения соблюдаются не в полной мере. Для того чтобы проследить 
эту мысль, перейдем к обработке снимков на основании фотограммет­
рических принципов. 

Если идти этим путем, то вначале по редуцированным (123, а) 
прямому восхождению а и склонению звезды б вычисляем ее про­
странственный топоцентрический единичный вектор 

( хп = cos б cos а> 
у" = cos б sin а J (134) 
2" = sin б 



С другой стороны, положение звезды определено в системе координат 
снимка 

У ) . (135) 

\ ~ ' / 

причем / — фокусное расстояние камеры (см. рис. 18). Координаты 
системы х"у", 2" уравнения (134) можно преобразовать путем умно­
жения на матрицу и на скалярный коэффициент /с, к2 = иг2 + пг + 
+ д 2, в координаты другой системы 

которая идентична системе координат снимка х, если не учитывать 
дисторсию оптики, случайные ошибки и другие малые поправки 

(136) 

Матрица L = L (г|>, ф, 9) означает поворот системы х", у", z" вокруг 
оси у" в направлении по ходу часовой стрелки на угол 9, далее сле~ 
дует соответствующий поворот вокруг новой оси на угол ф, 
за которым, наконец, следует поворот вокруг новой оси z" на угол 
\|? (направо). С введенными ранее матрицами вращения (25), (26), 
(27) 

l = л д - Ф ) л л - ф ) Ry ( - в ) . (137) 
Элементы этой матрицы равны 

/ и cos г|) cos 9 — sin г|) sin ф sin 9, 

lr¿= —sinocos ф, 

/ 1 3 = cos if sin 9 + sin 1|) sin ф cos 9, 

/ 2 1 = sin о)? cos 9 - f cos oj) sin ф sin 9, 

Z22 = cos г|) cos ф, 

l23 = sin г|) sin 9 — cos г|) sin ф cos 9, 

Z31 =- —sin 9 cos ф, 

Z32 = sin ф, 

l33 = cos ф cos 9. 



Параметры ^ , ф, в относятся к неизвестным задачи, и в начале вы­
числений необходимо знать их приближенные значения ф 0 > 

90, ф 0 и 9 0 получают из условия, что координаты у главной точки 
снимка Н равны нулю. На основании (136) приближенные коорди­
наты главной точки снимка, выраженные через элементы матрицы 
вращения Ь (т = п = 0, к = ~д = / ) , будут 

х"н — sin 0О cos ф 0 

Ун = - sin ф 0 

Z"H — —cos 9 0 COS ф 0 

(138) 

Приближенные координаты Н можно определить в системе^", г/", 
ъ" по прямому восхождению и склонению этой точки Л и / ? после 
того, как определим оба эти значения с соответствующими оговорками 
согласно уравнениям (124) (см. рис. 18) 

х'н = cos D cos А 

Ун = cos D sin Ä 

z"H = sin D 

(139) 

Если известны высота h и азимут оси камеры А и звездное время 
фотографирования 9, то можно А и D вычислить по формулам (124, б) 
и выражению 

sin D = sin ф' sin h + cos ф" cos h cos A. 

Сравнивая (138) и (139), получаем фо и 9 о как функции А и D 

sin ф 0 = —cos D sin А 

cos ф 0 = 
—sin/) (140) 
cos 9 0 

t g 9 0 = — ctg D cos Ä 

Следует определить еще приближенное значение угла наклона 
^ "фо. 
Путем умножения на матрицу £ 1 = / / ( ^ = 0 ,фо,9о) координаты 

х" 1 У"у z" преобразуем в ти пх, qv Если возьмем звезду, находя­
щуюся не слишком близко к главной точке снимка Н, то получим 
для нее в плоскости снимка две пары координат 

эти системы повернуты относительно друг друга на угол 

№ 



Имеет место соотношение (рис. 20) 
г х \ ( cosi |; 0 — s i n ^ 

\У/ V + s i n гр0 c o s ^ 0 / \ " i 

и для приближенного значения наклона iJ)o получаем следующее урав-

(141) 

нение 
хп1—ут1 

хт1-\-уп1 

(142) 

Так получается необходимое приближенное выражение для матрицы 
вращение Ь , т. е. 

Ьо = £ ( й и Ф = 0, в = 0)-Гг(ф = 0, Ф0, в 0) = 

= / ? 2 ( - Ф о ) / ? Л - Ф о ) ^ ( - ё 0 ) . 

После получения приближенного значе­
ния матрицы Ь уравнения (135) и (136) 
можно объединить и получить 

= kLn 

Рис. 20. К преобразова­
ть — — нию системы коорди-
Ьсли в координаты снимка х, у введем — -

1 ^ н а т в с и с т е М у х „ 
поправку за дисторсию оптики, разделим 1 

первое и второе уравнения на третье и введем далее малые из­
менения координат главной точки снимка (Д#н» т 0 п о ~ 
лучим 

га=(у- АУН) (1 + 2 V 2 ' ) + / y = G 
(143) 

где гХ1 гу — случайные ошибки. 
Наконец, нужно учесть, что значения лг, и, д в (143) вычисляют 

с помощью матрицы Ьо с приближенными величинами яро, фо, 6о 
параметров г|), ф, 0, так что необходимо перейти к точным значениям 

ф, 0. Далее надо учесть, что / известно с ошибкой и что необходимо 
определить также поправки для значений й 4. Если Ро, бо — прибли­
женные значения параметров, определяемых уравнениями (143), 
то имеем 

OF 

дх Н 

dF А— . OF А , 
дУн 

, dF а Т . dF А - . dF А л , ^ A L , OF А , , 

' З<Р 1 ^ А 

(144) 



Если заменить х на_у и Р на 6?, то получим аналогичное выражение 
для составляющей г/. Коэффициенты уравнения (144) вычисляются 
отдельно по следующим формулам (где для упрощения написания 
взяты вместо у, г просто х, у, г): 

OF 
дхт = - [ i + 2 kf*A - 2 x 2 2 i h i r * { i 

dF 

dF m 

df ~ + T " 

dht 

dF 
dh2 

= xr2 

= xr* 

(145) 

Аналогичные выражения получаются для производных от G, 
если заменить в (145) F на G, я на г/, у иа х, m на п. 

Здесь не даются производные по параметрам я|э, ср, 9; их можно 
получить на электронной вычислительной машине по соответству-

„ пг п 
ющим частным производным выражении — и — . 

Подробные формулы даны у Курье, Декера [2], Шмидта [13]. 
Не рекомендуется вводить при уравнивании для первого коэффи­

циента дисторсии hx = 0; лучше использовать приближенное значе­
ние этой величины, потому что иначе, как доказывает Курье, при 
| 2fex/2 | ^ 1 не сходятся приближения проводящегося позднее урав­
нивания. У английской камеры Шмидта, например, / = 0,6 м, hx = 
= —2 м~ 2 , что дает | 2h1f21 ^ 1,4. 

Уравнивание с использованием (144) отвечает всем требованиям 
также и при больших углах изображения. 

Фотограмметрический метод позволяет определять коэффициент 
рефракции кх уравнения (120) в процессе уравнивания. 

В направлении х искажение масштаба может быть иное, чем в на­
правлении г/, поэтому следует включить еще одно аффинное преоб­
разование, допуская для компонента х другое значение для /, чем 
для компонента у (fx, f y ) . 

Таким же образом в качестве неизвестных при уравнивании можно 
ввести поправки [компаратора, при помощи которого измеряются 
снимки, особенно за неперпендикулярность его осей, если эти по­
правки не были определены заранее из специальных исследований 
компаратора и не * были введены в координаты снимка a priori . 

Если обратиться к последствиям, с которыми связан переход 
от системы (126) к системе (144) для камеры, поле зрения которой 



меньше, чем 10 X 10°, то оказывается, что это приводит к трудно­
стям, так как неизвестные в этом случае нельзя разделить. 

Все упомянутые вычисления нужно проводить, конечно, на элек­
тронной вычислительной машине. Чтобы объективно определить, 
насколько удовлетворяют результаты уравнивания с использова­
нием (126) или (144), рекомендуется ошибки, оставшиеся после урав­
нивания на вычислительных машинах, из звездной системы коорди­
нат перевести в систему координат на плоскости снимка (их, Vy). 
Иногда необходимо дополнительное приближение. 

6.12, ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ УСЛОВИЕ ВИДИМОСТИ СПУТНИКА 
ПРИ ОДНОВРЕМЕННЫХ НАБЛЮДЕНИЯХ С ДВУХ СТАНЦИЙ 

Выполнение программы наблюдений одного или нескольких 
спутников со станции или нескольких станций требует тщательной 
подготовки, которая должна проходить в течение нескольких меся­
цев, особенно, при совместных международных работах. 

При синхронных наблюдениях спутников-баллонов с нескольких 
станций сначала надо выбрать подходящий спутник. Если станции 
наблюдений удалены друг от друга не более чем на 1000—1500 км, 
то сравнительно низкие спутники «Эхо 1» и «Эхо 2» использовать це­
лесообразнее, чем «Пагеос», потому что тогда угол засечки векторов, 
получающихся при наблюдениях, более благоприятный, не слиш­
ком острый. «Пагеос» позволяет преодолеть большие расстояния до 
6000 километров. 

Из рис. 21 видно, как при синхронных наблюдениях изменяется зе­
нитное расстояние спутников «Эхо 1», «Эхо 2», «Пагеос» в зависимости 
от взаимного удаления двух станций, если спутник находится по­
средине между этими станциями. Вычисление диаграммы рис. 21 
выполнено по формуле 

где \|> — сферическое расстояние между станцией наблюдения и под­
спутниковой точкой. 

6.13. СИНХРОННОСТЬ НАБЛЮДЕНИЙ 

Если в методах космической триангуляции, о которых будем 
говорить ниже, спутник должен наблюдаться одновременно с не­
скольких станций (рис. 21), то рекомендуется, чтобы все станции 
использовали по возможности одинаковые сигналы времени, лучше 
всего секундные сигналы точного времени. Тогда не будет зависи­
мости от разностей между отдельными системами сигналов времени 
и надо будет учитывать лишь время распространения радиоволн 
на пути от передающей станции до станции наблюдения. 

Во время наблюдений след спутника на фотографической пла­
стинке прерывается затвором через равные интервалы, например 
через 1 сек, и центры этих разрывов являются точками наблюдений. 

с о я г | ? 



Однако практически едва ли возможно обеспечить на всех уча­
ствующих в наблюдениях станциях синхронизацию затворов с точ­
ностью до 1 мсек, так что на разных станциях время наблюдения 
отличается на доли секунды. Итак, всегда имеем лишь квазисин­
хронные наблюдения, которые только внутри максимум полсекунды 
происходят одновременно, если след спутника прерывается каждую 
секунду. С помощью линейной или квадратичной интерполяции 
времени и координат изображения спутника х, у или его прямого 
восхождения а и склонения б между двумя разрывами следа можно 
обеспечить синхронность наблюдений до 1 мсек. 

Рис. 21. К синхронным 
наблюдениям спутников, 
которые находились по­
средине между двумя 
станциями наблюдений: 
X — з е н и т н ы е р а с с т о я н и я 
с п у т н и к о в , а — р а с с т о я н и е 
м е ж д у с т а н ц и я м и . В ы с о т ы 
с п у т н и к о в : « Э х о 1» 1200 к м , 
« Э х о 2» 1100 к м , « П а г е о с » 

4200 к м 

Относящиеся к разрывам следа на снимке значения координат 
спутника х, у или а, б 

¿1» ¿ 2 , ' * • ' 

Х2> х$, . . ., хп, 

У\у У2, УЗУ • • Уп, 

«и « 2 , <*з' . . . . <*«. 

бц б 2 , б 8 , . . ., 8п, 

можно разложить в степенной ряд по аргументу времени, принимая 
за начальный момент to 

Коэффициенты этого степенного ряда получают из уравнивания. 
Подобные выражения справедливы также для у, а, б. 
Если по разложениям в степенные ряды для всех станций, участ­

вующих в синхронных наблюдениях, вычислить для одного и того же 
момента I координаты спутника, то таким путем достигнем синхрон­
ности. 

В процессе уравнивания при определении коэффициентов этого 
степенного ряда осредняются колебания изображения спутника на 
снимке (мерцание), что приводит к повышению точности. 

О /ООО 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 им 

н о 



6.14. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭФЕМЕРИД, 
УСЛОВИЯ ВИДИМОСТИ СПУТНИКА НА СТАНЦИИ 

Чтобы отыскать спутник на небе, наблюдатель должен распола­
гать приближенными эфемеридами, содержащими топоцентрические 
зенитное расстояние Z и азимут Л, относящиеся к моменту времени 
t. Некоторые эфемеридные центры вычисляют также расстояние до 
спутника s. В большинстве случаев достаточно вычислить Z и А 
с точностью до ± 1 ° , a t — с точностью до 0,5 мин. 

С приближенными элементами орбиты в форме 

а = const 1 

i = const 

е = const 

(0 = 0)0 + 0 ) ! (t-t0) 
Q^Q0 + Q, (t-t0) 

M = M0 + M1(t-t0)+M2 (t 
в = в 0 + в 1 (* -*о) 

- < o ) 2 

(146) 

вычисляют по (24) положение х, г/, г спутника на заданный момент t. 
Если X, У, Z — геоцентрические координаты станции в системе, 
жестко связанной с Землей, и Иг (9) — матрица вращения для 
преобразования из астрономической системы х, у, zв систему X, У, 
то с помощью уравнения 

Л Л в ) 0 - ^ = «-а ( I 4 7 ) 
определяют вектор направления на спутник в системе, жестко 
связанной с Землей, из которого путем нормирования получают 
наблюденный вектор а . Зенитное расстояние Я находят из следующего 
скалярного произведения, в котором направление к зениту заменяют 
приближенно направлением геоцентрического радиуса-вектора 

X , У, Z в левой части — геоцентрические координаты станции на­
блюдения в системе, жестко связанной с Землей. В правой части 
стоит косинус зенитного расстояния. 

Вектора системы X, У, Z, жестко связанной с Землей и отнесен­
ной к экватору, можно преобразовать в прямоугольную систему, 
участвующую во вращении Земли, основная плоскость которой — 
горизонт (плоскость X'У) станции наблюдения с географической 
широтой фо и долготой Я о; ось Z / направлена к зениту. 



Для перехода от системы X, У, Z к системе Х\ У , Z ' выполним 
поворот вокруг оси Z против хода часовой стрелки на угол А,о, что 
достигается умножением на Н2 (ко), и поворот полученной таким 
образом системы вокруг новой оси У против хода часовой стрелки 
на угол 90° — фо. Это означает умножение на Иу (90° — ф^). Наконец, 
умножим еще и на /?2 (90°), так чтобы ось X' указывала на восток, 
а ось У — на север 

| = R2 (90°) Ry (90° - <pí) НЛ(ЩУ). (148) 

Если координаты вектора а , полученные с помощью уравнения 
(147), преобразовать с помощью (148) в горизонтальную систему, 
то получим в качестве координата значения Х'а, Y'ai Z'a. На этом ос­
новании для определения азимута А и зенитного расстояния Z имеем 

X i ^ s i n Z s i n Л; Уд = sin Z cos A, Z j - c o s Z , (149) 

где азимут А отсчитывается от направления на север по ходу часовой 
стрелки. Итак, 

а . 4 - / ? ) == c o s Z ^ Z i , t g A = ^ . (150) 

Расстояние до спутника s — абсолютная величина правой части 
векторного уравнения (147). 

Но не каждое положение спутника доступно для наблюдения, 
поэтому при вычислении эфемерид необходимо соблюдать три усло­
вия, характеризующие положение спутника. 

1. Зенитное расстояние спутника из-за трудности учета влияния 
рефракции при больших зенитных расстояних должно быть не больше, 
чем 

Г х = 60 или 70°, Z < ^ 1\. (151) 

2. Солнце должно находиться под горизонтом на угловом рас­
стоянии не меньшем, чем величина Г 2 . Часто принимают 

I V - : 12*, (152) 

для светосильных камер и для ярких спутников достаточно, чтобы 
Г 2 = 10°. 

Если камера имеет параллактическую монтировку, обладает 
светосильной оптикой и если наблюдают спутник-баллон, то можно 
принять Г 2 = 9°. 

3. Наконец, спутник не должен находиться в тени Земли. 
Если г — радиус-вектор спутника, г©—единичный вектор на­

правления к Солнцу и RE — радиус Земли, то при вступлении спут­
ника в тень Земли (рис. 22) 

г т 0 = - V ^ - R h 



При этих условиях Каула [5] вводит систему, относящуюся 
к эклиптике. Пусть положение спутника задано в астрономической 
системе х, у, я, причем ось х направлена в точку весеннего равноден­
ствия, повернем эту систему вокруг оси х против хода часовой стрелки 
на угол е (е — наклон эклиптики), далее повернем систему вокруг 
новой оси г против хода часовой стрелки на угол, равный эклипти­
ческой долготе Солнца (о) 0 + у 0 ) = А,э, так что ось х будет направ­
лена, наконец, к Солнцу и плоскость ху совпадет с плоскостью эклип­
тики. Новыми координатами 
спутника будут 5 1 ? $ 2 , $ 3 

Спутник 

= * , < Ь © ) А Л е ) Ы , (153) 

Я э получают по (118, а). 
Ось $ г направлена к Солн­

цу, ось s3 — к полюсу эклип­
тики, ось s2 лежит в плоскости 
эклиптики перпендикулярно 
к оси sv 

Если подставить в правую 
часть (153) координаты спут­
ника ху у, £, то получим ко 
ординаты спутника sly s2, s3 

и с ними по (154) параметр А* 
Рис. 22. К определению части орбиты 
спутника, находящейся в тени Земли 

Д я - + « 5 = Л*. 

Имеем следующую зависимость: 

А* 
< 0 — вне тени, 
> 0 — в тени. 

(154) 

(155) 

Кроме того, спутник находится на теневой стороне Земли, если 

*1<0 . (156) 

Уравнения (154), (155) определяют условия нахождения спутника 
в тени Земли или вне ее. Непосредственное определение времени 
вступления в тень Земли затруднительно, потому что надо решать 
уравнение четвертой степени. Лучше решать уравнение (154) для 
А* = 0 методом приближений. 

Уравнение (153) дает также возможность определить зенитное 
расстояние Солнца, необходимое для соблюдения условия (152). 
При помощи уравнений (104), (148), (153) можно определить положе­
ние отвесной линии в точке наблюдений в системе ($ х, 5 2 , $3). Угол 
между отвесной линией и осью $х — зенитное расстояние Солнца. 
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Если 

отвесная линия в горизонтальной системе, то ее компоненты в системеу 

связанной с Солнцем, выражаются следующим далее уравнением, 
причем для вычисления эфемерид принимают фо ̂  (p¿ 

*%\=RÁbo)Rx (e)Äz ( - в) R2 ( - К) Ry ( - 90° + Фо) Rz ( - 90°) | 

sx = cos Z Q 

и с учетом (152) 
sx = cos Z 0 <cos (90° + Г 2 ) = - s i n Г 2 . ( 1 5 7 ) 

Зенитное расстояние Солнца получается по формуле 
COS ZQ = Sin ÔQ Sin ф 0 - f - COS ô 0 COS ф0СО8 ^ о Д ^ % ) 

где tQ — часовой угол Солнца. T-¡>=S - - u í © 

Для вычисления эфемерид существует несколько способов в за­
висимости от намеченной программы наблюдений и имеющихся вы­
числительных средств. 

Нецелесообразно вычислять для промежутка времени в один год 
каждые две минуты зенитные расстояния Z и азимуты А спутников 
по (150) и получать из вычислений на машине только такие значения 
Z , А, для которых выполнены три условия (151) , (152) , (155) , (156) , 
потому что такой путь весьма не экономичен. 

Рекомендуется точнее ограничить части орбиты спутника, при­
годные для наблюдений на данной станции, чтобы избежать ненуж­
ных вычислений. 

Для этого определим вначале момент t\ в который вследствие 
вращения Земли станция наблюдений Q (фо, Яо) придете плоскость 
орбиты спутника. На о с я з а н и и рис. 23 цолучаем уравнения 

sin I = tg ф 0 ctg I 

и, используя (146) , находим t' из соотношения 

(вх - £У (t*-t0)=-l-\0-% + Q 0 . (158) 

Формула (158) получена в предположении, что i фо, в другом 
случае можно взять для вычислений меньшее значение относительной 
широты. 

Разумеется, спутник будет проходить через зенит станции Q 
не точно в момент t'. В этот момент он будет находиться где-то на ор­
бите, максимум на расстоянии, для прохождения которого при дви-



жении от пункта наблюдений требуется -у Т времени, где Т — пе­
риод обращения спутника. Таким образом, важная для наблюдении 
часть орбиты спутника ограничивается уже дугой П, которую спут­
ник проходит за время Г. Для наблюдений имеют также значение 
смежные с П отрезки орбиты соответствующей временной протяжен­
ности Т. Интервал для положения спутника в пределах дуги П можно 
ограничить еще на несколько минут, если следовать рассуждениям 
Пахельского [9]. 

Если в (146) начальный момент £о — время прохождения через 
перигей и — ближайшее меньшее целое число 

t'—tp 
Т 9 

Рис. 23. К определению 
условий видимости ИСЗ 

то в момент 
t"~t0 + NT 

с допускаемым здесь приближением спутник снова будет проходить 
через перигей. 

Необходимо определить время t = t'" прохождения через круг 
широты ф = фо станции наблюдений. Синус аргумента широты L 
задается при этом формулой 

r sincpo 
sin l 

Истинная аномалия и при прохождении спутника через параллель 
с широтой ф = фо определяется с достаточным приближением урав­
нением 

и = L — со — L — Û ) 0 — CÛJ ( ¿ " — 1 0 ) . (158, a) 

С помощью (21) можно определить, используя v, эксцентрическую 
аномалию Z?, а по уравнению Кеплера (20) — среднюю аномалию М. 
Далее находим Д*" 

п 



и момент 

прохождения спутника через круг широты ср = фо. 
В случае необходимости в (158, а) можно заменить значения 

/" через f и определить путем приближений более точное значе­
ние t'\ 

Если ввести в уравнение (146) t = t"\ то для этого момента с уче­
том (24), с координатами станции наблюдения X, Y, Z в предполо­
жении, что выполняются условия (151), (152), (155), (156), получим 
искомые эфемеридные значения Z, А, s по (147), (150). Если эти усло­
вия не выполняются, то можно продвигаться в обоих направлениях 

на постоянные интервалы, на­
пример в 2 мин, пока не дойдем 
до точки, которая удовлетворяет 
трем указанным условиям. При 
этом можно получить время 
входа в тень Земли или выхода 
из нее. 

Некоторые эфемеридные 
службы вычисляют Z, А и t для 
момента, в который спутник 
проходит на минимальном для 
данной станции наблюдений 

Рис. 24. Прохождение спутника через з е н и т н ™ расстоянии, т. е. для 
круг широты станции наблюдений (С'). кульминационного положения 

Кульминация спутника спутника. 
Эти вычисления производят 

следующим образом. 
В точке Q' в момент / = f спутник проходит через круг широты 

станции наблюдений Q (рис. 24). 
Если в уравнении (158) t' -> t"\ то в правой части этого уравне­

ния получим значение I — XQ — Qo + Qo и отсюда долготу JiJ 
точки Q'. В прямоугольном сферическом треугольнике QQ'Q" 
на рис. 24 известна дуга QQ'k, а угол £ можно вычислить, используя 
угол наклона i и широту фо. Следовательно, этот треугольник можно 
решить и получить расстояние точки кульминации Q" от точки Q\ 
т. е. v". Имея v", получают разность моментов, которую нужно 
прибавить к t"\ чтобы получить искомое время прохождения спут­
ника через точку Q ". Определяют также Z и А для этого момента вре­
мени. Рекомендуется вычислять и публиковать также Z и Л спутника 
за две минуты раньше или позднее прохождения спутника над пунк­
том, потому что наблюдатель получает тогда лучшее представление 
об изменении орбиты на небе. 

Если необходимо для всего года иметь данные о том, в какие 
промежутки времени виден определенный спутник на данной стан­
ции, чтобы проводить дальнейшую подготовку к наблюдениям, то 
рекомендуется строить соответствующие графики (рис. 25). 



На миллиметровую бумагу наносят оси координат. Абсцисса 
(ось £) имеет протяженность около 12 месяцев. По ординате (ось т) 
откладывается местное время, рекомендуется одновременно с этим 
давать часовую шкалу во всемирном времени. Сначала для всего 
года изображают в виде кривых моменты восхода и захода Солнца. 
Часовой угол Солнца вычисляют по следующей формуле: 

cos £ = 
sin h —sin фо sin 6Q 

(160) cos фо cos 6Q ' 

где h — высота ф 0—географическая широта станции наблюде­
ний; б 0 — склонение Солнца; t—часовой угол Солнца. 

U1 № 
14h 1^ 
15 16 
16 17 
17 18 
18 19 
19 го 
20 21 
21 22 

1968г 
Ш Ш ¥ 

Прохождение 
Порождение 

— t 
Рис. 25. Видимость спутника «Эхо 2» в Потсдаме с августа 1967 г. 

по июль 1968 г. 

Принимая к = —51' (35' — рефракция в горизонте, 16' — ра­
диус Солнца), получим среднее местное время восхода 1А или захода 
г и Солнца по формулам 

* А = 12л —* — *с7 = 12л + * —Я, (161) 
где Е — уравнение времени. Необходимые данные для вычисления 
£ \ б 0 можно взять из астрономического ежегодника. * 

Время сумерек или рассвета, после которых (или до которого) 
можно наблюдать спутник, вычисляется подобным же образом, 
если ввести к — —10, —12° или —9° в зависимости от светосилы 
камеры и яркости спутника. Это время разное для гражданских (6°) 
и астрономических (от 16 до 18°) сумерек. 

Таким образом> по рассчитанным точкам можно изобразить кри­
вые моментов восхода и захода Солнца, сумерек и рассвета. 



Затем на диаграмму наносят кривую, проходящую между лини­
ями рассвета и сумерек, и изображают приближенно вступление 
спутника в тень. Эту кривую вычисляют следующим образом. До­
пустим, что спутник проходит точно через зенит станции наблюдений 
и одновременно вступает при этом в тень, и вычислим угол х , на 
котором Солнце находится под горизонтом, 

где г — радиус-вектор спутника. Если положим 
Л 0 = - ( к + 51') 

и определим соответствующий часовой угол Солнца t, заменив 
в (160) h на й 0 , то найдем, наконец, по формулам (161) искомые 
моменты местного времени вступления в тень Земли или выхода 
из нее. Таким образом, по точкам можно построить и эту кривую. 

Для определения семейства прямых (рис, 25) вычислим с помощью 
(158) для какого-нибудь дня момент, в который станция наблюдений 
вледствие вращения Земли находилась в плоскости орбиты спутника, 
без учета положения Солнца, т. е. условий (152) и (155), (156). 

Этот приближенно определенный момент нанесем на график 
(см. рис. 25). Если аналогично вычислить время прохождения спут­
ника над этой станцией для других месяцев, то окажется, что эти 
точки принадлежат семейству прямых, проходящих параллельно 
друг другу. Можно избежать этих дальнейших вычислений для 
определения положений точек семейства прямых, определив угол 
наклона v, который образуют эти прямые с осью г. 

Предположим, что плоскость орбиты спутника неподвижна в про­
странстве, станция в момент tx лежит в этой плоскости и при этом 
Солнце находится в меридиане станции. По истечении солнечных 
суток станция и Солнце будут иметь такое же положение относительно 
друг друга, спутник же на орбите, напротив, будет отставать на Д£ х = 
= + 3 мин 57 сек (солнечные сутки минус звездные сутки) в напра­
влении к западу из-за движения Солнца по эклиптике с запада на 
восток. Кроме того, орбита спутника за одни сутки сместится еще 
на запад вследствие возмущения восходящего узла орбиты, обусло­
вленного сжатием Земли. Уменьшение долготы линии узлов за сутки 
достигает следующего значения, выраженного в минутах времени 

где п — среднее движение спутника (в сут" 1 ) . Итак, если положение 
станции изменяется относительно орбиты спутника за сутки на Д£ х + 
+ Д£ 2 , то период видимости спутника будет 

т =

 1 4 4 0 

где Д£/ выражается в мин/сут и Ts в сутках. Значения Д ^ + Д£ 2 

можно найти в эфемеридах Смитсонианской астрофизической обсерва­
тории. 



Углу наклона v изображенного на диаграмме семейства прямых 
соответствует отрезок времени вдоль оси £, равный периоду Ts> 
если изменение в направлении оси т составляет при этом 24 ч. 

Если таким образом нанести на диаграмму семейство прямых, 
которые в некоторой степени представляют собой изображение орбиты 
спутника в плоскости т£, то на данной станции спутник виден всегда 
в промежутки времени, в которые эти прямые проходят между кривой 
сумерек и кривой тени и между кривой рассвета и кривой тени. 

Такой диаграммой рекомендуется в первом приближении пред­
ставлять видимость спутника для всего года, чтобы соответственно 
этому можно было проводить дальнейшую работу. За несколько 
недель до начала периода наблюдений, определенного по диаграмме, 
по уточненным элементам орбиты вычисляют с помощью электрон­
ных вычислительных машин эфемериды спутника, а именно значения 
Z, А, «для промежутка времени наблюдений, используя уравнения 
(146)—(159) и методы, о которых говорилось выше. 
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7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТЫ 

7.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТЫ 

Элементы орбит спутников используются в геодезии для различ­
ных целей и с разной точностью. Для вычисления эфемерид доста­
точна весьма умеренная точность (ошибка в элементах орбиты от 
0,01 до 0,1°). Наивысшая точность требуется, если необходимо опре­
делить орбитальным методом по оскулирующим элементам орбиты 
параметры гравитационного поля Земли. 

При любых методах определения элементов орбиты исходят всегда 
из того, что ä priori уже имеются более или менее точные значения 
элементов орбиты. Их можно улучшигь путем уравнивания спутни­
ковых наблюдений в зависимости от качества и количества наблю­
дений, введенных в это уравнивание. 

Грубые приближенные значения элементов орбиты имеются в на­
шем распоряжении уже при старте спутника. Например, Астроно­
мический совет Академии Наук СССР задает и распространяет при­
ближенные элементы орбиты с точностью до 0,01° в так называемом 
SATOR — коде (табл.5). В этих сведениях содержатся также 
данные о вращении линии узлов и апсид спутника. 

Смитсонианская астрофизическая обсерватория также публикует 
приближенные элементы орбиты. 

Итак, приближенные элементы орбиты для спутников всегда 
имеются. В связи с этим нет необходимости касаться подробно обсу­
ждаемой в астрономии задачи определения шести неизвестных эле­
ментов орбиты по шести наблюдаемым параметрам или трем наблю­
даемым векторам направлений, будь то метод Лапласа, метод Га­
усса или другой метод, разработанный для вычисления орбит планет. 

Т а б л и ц а 5 
SATOR — Telegramm 

(nach COSPAR, Inform. Bull Nr. 24), 

60 091 81 900 58 55Z 47 20 
00064 21830 17128 14 64 
10051 00027 00 932 46 824 
34048 

SATOR — телеграмма состоит из 13 пятизначных групп чисел. 
1 группа: обозначение спутника; 



2 и 3 группы: дата наблюдений: 0Л58,55Ш 19 августа, система вре­
мени UT (обозначена знаком Z); 

4 группа: i = 47,20°; 
5 группа: Q — 6 = 0,64° географическая долгота восходящего 

узла, отсчитанная от Гринвича к западу; 
6 группа: Atx + At2 = —18,30m (At2 введено раньше), первая 

цифра означает 1 = + , 2 = —; 
7 группа: со = 171,28°; 
8 группа: вращение линии апсид за один оборот+ 0,464° (1 = 

= + . 2 = - ) ; 
9 группа: аномалистический период 110,051 мин; 
10 группа: изменение аномалистического периода за один обо­

рот: 0,00027 мин; 
11 группа: е = 0,00932; 
12 группа: 4682,4 геоцентрический радиус-вектор перигея в ус­

тавных милях (1,6 км) или в километрах; 
13 группа: Q = 340,48° — долгота восходящего узла, отсчитан­

ная от точки весеннего равноденствия. 

7.2. УРАВНЕНИЯ ОШИБОК ПРИ ИЗМЕРЕНИИ 
НАПРАВЛЕНИИ НА СПУТНИК 

Основное соотношение между наблюдаемым топоцентрическим 
единичным вектором спутника а , мгновенным положением спутника 
х"и положением станции наблюдений и образуется с помощью (104) 

хп — Д 2 ( — 0 ) S-*u 

или в пространственных полярных координатах 
cos б cos а 

а = cos б sin а 
sin б 

(163) 

В качестве пространственной системы координат здесь введена мгно­
венная астрономическая система х", у'\ z". Плоскость х", у" — пло­
скость мгновенного экватора, ось х" направлена в мгновенную 
точку весеннего равноденствия. 

а и б в уравнении (163) — топоцентрические прямое восхождение 
и склонение спутника в момент наблюдений, их получают, приравни­
вая правые части (162) и (163). 

Для упрощения написания в этой главе опустим индекс ", ха­
рактеризующий специальную систему координат. 

Координаты станции наблюдения в системе, жестко связанной 
с Землей и относящиеся к среднему полюсу, выразим в следующей 
форме: 

( Х\ /cos ф cos Х\ 
Y ) = i?|cos<p s inXJ , (164) 
ZJ \sin(p 



где R — расстояние станции наблюдений от центра масс Земли; 
Ф — геоцентрическая широта, X — географическая долгота. 

Матрица вращения с помощью формулы (25) выражается как 
функция гринвичского звездного времени 

(' cos0 sin0 0\ 
- s i n e cose о i . (165) 

о 0 1/ 

Координаты спутника получаем по элементам орбиты с помощью 
уравнения (24) 

/х\ /cos (v + со) cos Q — sin (v + со) sin Q eos i\ 

y \ = rl eos (и + со) sin Q - f sin (v + со) cos Q cos i J, (166) 

KzJ \ s in (f-f-co)sin i ) 
a (1 — ^2) 

1 + e c o s i ; 9 

. v лГ i + e . E 

n(t —10) = M = E — e sin Z?. 

На основании этих формул с использованием соотношений (162), 
{163) получаемые из наблюдений величины а и б, являющиеся слу­
чайными переменными, выражаем как функции неизвестных задачи, 
а именно, шести оскулирующих элементов орбиты а, е, со, i , í í , М 
и координат станции X, F , Z. 

Наблюдаемые прямое восхождение и склонение а, б получают, 
используя (162), (163): 

а = arc tg , 

б - a r c t g ^ ^ r . (167) 

Оба уравнения (167) действительны также для ненормирован­
ного вектора а. 

Шесть элементов орбиты не постоянны, a изменяются со вре­
менем. Если объединить все значительные возмущения, которые из­
меняют элементы орбиты, то для долготы восходящего узла получим 

Q = Q 0 + ДО" + 6QsGZ + 6Q L GZ + 6Q K G2 + б^РА + 

+ 6QSA + 6Q R S + 6Q M S + 6Q G R + Qx (t -10) + Q 2 (t - ¿ 0)
2 + .... (168) 

Отдельные члены уравнения (168) имеют следующее значение: 
£2 о— постоянная; Д£2" — выражение, задаваемое третьим из урав­
нений (114). 



Вводя его, учитывают, что система х"', у", ъ" не является инер-
циальной. Если используется инерциальная система, то этот член 
не вводится. 

§0>$ъъ — вековые возмущения, вызванные зональными гармо­
никами. Их получают путем интегрирования по времени уравнений 
Мерсона (66), не содержащих в правых частых со, т. е. путем умно­
жения на соответствующие отрезки времени (сравните с уравнениями 
(70)—(72)). В случае необходимости здесь учитывают также вековые 
возмущения второго порядка ( / 2

2 ) (73). Можно обратиться также 
к разложениям (56), подставив в них 

/ - 2 р = 0; I — 2/? + ? = 0; т = 0. 

б й ^ г — долгопериодические возмущения, вызванные зональ­
ными сферическими функциями. Они получатся, если из формул 
Мерсона (66) взять члены, зависящие от аргумента перигея оэ и про­
интегрировать по времени в соответствии с (70) — (72). В случае 
необходимости можно привлечь аналогичные члены из возмущений 
второго порядка ( / 2

2 ) на основании (73). Если Тсо — период оборота 
линии апсид, то долгопериодические возмущения имеют периоды 

1 1 

Го),^- Гсо, з-^ю» . . . . Если обратиться к разложениям (56), то 
нужно подставить 

/ —2рЧ д = 0; т - 0 . 

С учетом уравнения (71) имеем 

б й к а 2 — короткопериодические возмущения, вызванные второй 
зональной гармоникой. Их находим по формулам Козаи (75). 
6£2рА — периодические возмущения, обусловленные сопротивлением 
атмосферы. Короткопериодические члены были исследованы теоре­
тически Сегналом и Миллсом [5]. 6£28А — вековое возмущение, 
вызванное сопротивлением атмосферы. Если не требуется самая 
высокая точность, то чаще всего бывает достаточно разложить это 
выражение в степенной ряд по времени 

г 

Под действием б й 8 А прежде всего возмущается средняя аномалия М* 
В выражении для М из ЬМ^А надо учитывать два или три члена I = 
= 1, I = 2, 1 = 3. 

Напротив, если стремятся к высшей точности, что необходимо 
при определении параметров гравитационного поля орбитальным 
методом (гл. 9) и если речь не идет о специальном геодезическом 
спутнике, движение которого очень мало возмущается из-за сопро­
тивления атмосферы, то разложением в ряд по возрастающим 



степеням времени t для представления влияния сопротивления атмос­
феры обойтись нельзя. Тогда рекомендуется объединять вековое 
6QSA и периодическое 6 Q P A возмущения, которые вызваны сопро­
тивлением атмосферы, и определять ÓQSA + 6QPA, заменив плот­
ность выражением (99) с данными Яккиа и в соответствии с этим 
вычисляя возмущения по (96) и (45) путем численного или аналитиче­
ского интегрирования. 6 Q R S — влияние светового давления Солнца, 
вычисляемое по формуле (101). 6£2MS — возмущения, вызванные 
гравитационным влиянием Солнца и Луны, которые вычисляются 
по формулам (86) и (87). 6Q G R — остаточное влияние гравитацион­
ного поля Земли. 

Если 6QG — полное возмущение, вызванное гравитационным 
полем, включающее вековые, долгопериодические и короткоперио-
дические возмущения, то имеем 

SQGR — 8QG — 60sGz — 6QL G Z — 6Í2KG2. 

6 Q G R содержит прежде всего короткопериодические возмущения, 
вызванные зональными, тессеральными и секториальными гармо­
никами. Их влияние на положение спутника едва ли более 150 м. 
Если с достаточной точностью известны поправочные члены в правой 
части уравнения (168), то разложение в степенной ряд по вре­
мени теоретически необязательно. Однако трудно определить некото­
рые поправочные члены, например сопротивление атмосферы с точ­
ностью до нескольких метров. Поэтому степенной ряд может содер­
жать вековые и долгопериодические остаточные ошибки поправочных 
членов. Неизвестные Q x , Q 2 , . . . в случае необходимости можно 
определить из уравнивания. 

В некоторых случаях достаточно знать элементы орбиты с точ­
ностью только до нескольких сотен метров. Преимущество при этом 
состоит в том, что можно пренебречь короткопериодическими и 
долгопериодическими членами и другими относительно малыми вели­
чинами. Таким образом можно получить средние элементы орбиты. 
При вычислении средних элементов орбиты выполняют уравни­
вание, используя для долготы восходящего узда формулу 

Q = Q0 — 2 /2тг [^J- cos i • (t — \0) + 

+ %Q»{t-t0r + 6 Q K G 2 (169) 

Для других элементов орбиты справедливы аналогичные выраже­
ния. Неизвестными в уравнении (169) являются значения Qo, £2Х, 
fí2 ... Второй член в правой части уравнения (169) —вековое воз­
мущение от второй зональной гармоники. Рекомендуется учитывать 
в (169) короткопериодическое возмущение второго порядка 6 Q K G 2 , 
вызванное второй зональной гармоникой, так как это возмущение 
сравнительно велико. 

Если определенные таким образом средние элементы орбиты 



должны быть заданы в таблице, то рекомендуется приводить не 
долготу восходящего узла Q, полученную по (169), а величину 
Q — 6 Q K S 2 , изменяющуюся более равномерно. Короткопериоди-
ческое возмущение 6Qks2 можно вычислить по рассмотренным выше 
формулам Козаи. 

Если требуется более высокая точность, то рекомендуется еще 
расширить выражение (169), учитывая a priori все вековые и долго-
периодические возмущения, вызванные уже известными зональными 
гармониками / 2 , / 3 > • • •» J и 

Q' - Qo Ч- SQSGZ -I- SQLGZ + 6QKG2 -г 2 О ; (* - tor, (170) 

где Qo, Qi , Q2', . . . —неизвестные. Только в выражении для сред­
ней аномалии М имеются некоторые особенности. 

Если имеем 

M^MQ + Mx{t~Q + л м г - г 0 ) 2 + ..., 
то 

м = мг л- 2М2 (t — g + . . . - п, 

где п — среднее движение спутника (определяющее аномалитиче-
ский период), по которому, используя (74), можно вычислить при­
ближенное значение для большой полуоси а. Для вычисления сред­
ней -аномалии пригодно также выражение (44). 

При вычислении приближенных элементов орбиты по (169) или 
(170) можно ограничиться только пятью элементами е, (о, i , Q, М 
и определить большую полуось а по М. При этом выражают 
М как функцию времени, получают по этой величине п и по (74) 
определяют значение а. 

Модифицированный третий закон Кеплера (74) действует также 
при более строгом способе рассмотрения, если вместо п и а подста­
вить такие значения я*, а*, в которых исключены короткопериоди-
ческие возмущения в результате осреднения в пределах нескольких 
оборотов 

а *2 * + 7 / 1 - е 2 ( ~ 1 + 1 s i n 2 О (171) 

Эти средние элементы орбиты а*, п* могут быть определены точнее, 
чем соответствующие оскулирующие элементы. 

Наконец, полученные по (168) или (169), или (170) элементы 
орбиты надо подставить в уравнение (166) для вычисления положе­
ния спутника, а последнее подставить в выражение (162) для опре­
деления наблюдаемого вектора а. 

Для последующего уравнивания необходимо уравнение (162) 
линеаризировать путем разложения в ряд Тейлора относительно 
параметров а, б; Х , У , Ъ; а, е, со, г, й , М. Рекомендуется вычислять 
соответствующие частные производные не путем аналитического 
дифференцирования, а численным методом с помощью электронной 



вычислительной машины. При этом исходят из уравнений (167). 
С их помощью а и б выражают через координаты станции наблюде­
ний и элементы орбиты. Таким образом, уравнения (167) решаются 
с приближенными значениями неизвестных I , F , Z и элементов ор­
биты, причем неизвестные коэффициенты в разложениях для эле­
ментов орбиты (168) или (169), или (170) принимаются первоначально 
равными нулю. Затем изменяют последовательно X, Y, Z на значе­
ния порядка величин их ошибок и также поступают с неизвестными 
в разложениях (168) или (169), или (170). Далее вычисляют соответ­
ствующие частные дифференциалов, приравнивают их частным про­
изводным и получают коэффициенты 

да да да да да да да да да /179\ 
ж> ~дТ> ~ж> ~д^> ~де^> ~д^> ~д1^> щ;* i s * • ( 1 ' ' 

При этом считают, что для элементов орбиты а, е, со, i, Q, М 
имеют место разложения подобные уравнению (169) для долготы 
восходящего узла. Если исходят из разложений (168) или (170), 
то при вычислении частных производных поступают аналогично. 

С коэффициентами (172) получают уравнения ошибок 

* . = ( . r e t » £ - a ) > + £ A X + £ A r + £ 4 Z + 

(О (О 
и аналогичное выражение для v§. При практическом использовании 
целесообразно умножить уравнение (173) на cos б. 

Свободный член и коэффициенты в правой части уравнения (173) 
соответствуют выведенным а priori приближенным значениям неиз­
вестных. Уравнивание по способу наименьших квадратов дает неиз­
вестные уравнения (173). Часто рекомендуется повторить уравнива­
ние с улучшенными приближенными значениями. 

Аналитические выражения зависимости прямого восхождения 
и склонения от малых изменений в координатах спутника х, у , z 
и в элементах его орбиты получены Сочилиной. 

5 / co s6 -Aa \ f ^ X \ 

АО. 

Дх\ Ai Дх\ Ai 

Ау\ 
AM 

Ау\ = G 
AM 

AzJ До 
Дф* 
An j 



s — расстояние от станции до спутника. 
/ — sin (a — Q), cos (а — Q), О 

F = I 
\ — cos (а — Q) sin б, — sin (а — Q) sin б, cos б 

- i f , 0, 
X 

~ñ 1 — г sin L , Ax, 

X, — z, У 
п 9 reos i cosL, АУ, • 

. о, У, 
Z 

r sin i cos Lj 4 с - ' « 
В этих формулах 

# = r-cosL, 

i / ^ r - c o s i s i n L , 

я ^ г - s i n ¿ s i n £ , 
M 

— = ^ - j - [Sin L -j-SÍn ro*SÍnu>], 

I/ д eos ¿ , r , . j . ! 
— = [eos /у + sin ф* cosco], 

Z a sin i , r i • * i — = r [cos L 4-sin ф* eos со], 
Л COS ф * т 

и далее 
Лд, — — a [sin L sin Z? + cos ф* cos со], 

Ay —a cos i [cos L sin £ — cos ф* sin со], 

A2 — a sin i [cos L sin ¿? — cos ф* sin со]. 
Топоцентрические прямые восхождения и склонения спутника вычис­
ляют по следующим формулам: 

х—X9 = s • cos (а — S3) cos б, 

у — У* = s • sin (а — Q) cos б, 

z — Z* = s • sin б. 

Координаты станции наблюдений вычисляют по формулам 

Х ' ^ Я с о э ф с о в (9я —Q), 

У = Л cos ф sin (бя, —Q), 

Z ' — Л в т ф . 

Ф* — угол эксцентриситета, е = sin ф*, тг — среднее движение, 
¿ — аргумент широты и 0*. = 8 + А, — местное звездное время. 



При малых эксцентриситетах е рекомендуется вводить вместо 
Л/, со, е следующие параметры: М - j - со, е-sin со, е-eos со. 

Сочилина получила с помощью этих формул для спутника 1958 8г 

выражения для элементов его орбиты в виде следующих многочленов: 

Q = (173,421° ± 0,030°) - (2,6964° ± 0,0015°) (t -10) -

- 0,1461°. ю - 2 (t - g 2 - 0,467°. ю - 5 (t - g 3 , 

i = (65,144° ± 0,002°) - 0,125° • 10"2 (t - g , 

o = (30,346° ± 0,082°) - 0,3868° (t - 1 0 ) - 0,168° • 10~3 (t - g 2 , 

<p* - (5,450° ± 0,039°) - 0,01507° (t -10)- 0,1029°. 10~3 (t - g 2 , 

для I = ¿ 0 . 

Начальный момент Л о— 1958; июль 31,0. Остаточные уклонения 
достигают примерно 1—3'. 

7.3. УРАВНЕНИЯ ОШИБОК ПРИ ИЗМЕРЕНИИ РАССТОЯНИЙ 
И ДОППЛЕРОВСКИХ НАБЛЮДЕНИЯХ 

Выше было описано, каким образом можно определить из наблю­
дений направления на спутник, зная элементы его орбиты. 

Здесь следует рассмотреть также уравнения ошибок, которые 
необходимо ввести в уравнивание, если расстояние до спутника 
измеряют посредством лазера или методом Секор и если выполнены 
допплеровские наблюдения. 

При измерении расстояния до спутника применяют формулу 

Координаты спутника а£, у1, £ в мгновенной астрономической 
системе вычисляют по формуле (166) по оскулирующим элементам 
орбиты. 

Пространственные координаты станции наблюдений 2р 
получают по (104) из жестко связанных с Землей, отнесенных к сред­
нему полюсу координат X, У, Ъ 

п = 5044,18 ±0,01° 

• Q ) 2 + (у1-уЪ)2 + &-гЪ)2> (174) 

(175) 

Вытекающее из (174) уравнение ошибок будет 

»s= [V{*:-*Q)*+W-VQ)*+ ( * ; _ 4 ) * _ , ] 0 + 

Qs A ds * T r , ds А г» . ^ ds . ds 



если вновь исходить из элементов орбиты согласно выражению 
(169). Производные по параметрам X, У, Z, а, е, . . ., появляющиеся 
в уравнении (176), целесообразно вычислять на электронной вычис­
лительной машине численным методом как отношения малых раз­
ностей. 

При допплеровских наблюдениях по уравнению (102) определяют 
скорость спутника. Ее можно представить на основании (174) отно­
шением дифференциалов 

. ds s(t+\t)—s(t) 
s - dt— to 

Если определяют 5 для разных соседних моментов времени, то изме-
няются между теми моментами не только координаты спутника 
вследствие изменений я , е, со, i , £2, М, но изменяются также коорди­
наты станции наблюдений X Q , I /Q, ZQ , полученные по (175), потому что 
меняется звездное время 0.Производные от полученных из наблюде­
ний величин s по неизвестным X , У, Z, д^, . . ., используемые 
в уравнении ошибок допплеровских наблюдений, можно вычислить 
как отношения дифференциалов, как это делалось при измерении 
направлений и расстояний: 

+ ^ 4 Z + 2 - £ - - + 2 ^ 4 + - - - ( 1 7 7 ) 

• о J 
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8. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ СПУТНИКОВАЯ ГЕОДЕЗИЯ 
(ЗВЕЗДНАЯ ТРИАНГУЛЯЦИЯ ПО ВЯЙСЯЛЯ, 
КОСМИЧЕСКАЯ ТРИАНГУЛЯЦИЯ) 

8.1. СИНХРОННЫЕ НАБЛЮДЕНИЯ С ДВУХ СТАНЦИЙ 

8.1.1. Основные математические соотношения, 
уравнения ошибок, уравнивание 

Синхронные наблюдения спутников оказались весьма подходя­
щими для геодезии при преодолении расстояний в несколько тысяч 
километров. В этом случае не влияют погрешности элементов орбиты, 
полученных из наблюдений. Особенно хорошо зарекомендовали 
себя фотографические наблюдения спутников-баллонов и световых 
вспышек, излучаемых геодезическими спутниками. Несмотря на то, 
что наблюдения выполнялись сравнительно несложными камерами, 
удавалось достичь точности от 1 : 100 ООО до 1 : 500 ООО. 

Двадцать лет назад Вяйсяля * показал, как можно определить 
вектор направления между двумя станциями Р1ш Р2, если одновре­
менно наблюдать с этих станций два космических объекта. 

Если в момент Ьх вектор а х , полученный из наблюдений, напра­
влен от станции Рг к спутнику 5 Х и вектор Ьг — от станции Р2 

к такому же положению спутника, то векторы аг и Ьг определяют 
плоскость, которая содержит единичный вектор gy связывающий 
станции Рг11 Р2. Множество таких плоскостей образует пучок пло­
скостей с вектором g в качестве основания. Таким образом опреде­
ляют вектор g. 

Первоначально Вяйсяля разработал свой метод для наблюдения 
световых вспышек, излучаемых ракетами или устройством, которое 
поднимается на воздушном шаре и может достигать больших высот 
(20 км). 

Вяйсяля [15] применил этот метод впервые в 1959 г. при наблю­
дении вспышек, которые излучались с воздушных шаров, предназ­
наченных для подъема радиозондов на заданную высоту. В этой 
первоначальной форме метод не имел успеха в первую очередь из-за 
метеорологических трудностей (ветер на высоте). Эта идея Вяйсяля 
нашла применение в спутниковой геодезии. Его метод очень интен­
сивно применяется в последнее время при наблюдениях спутников 
для геодезических целей. 

* I . V ä i s ä l ä . An astronomical method of triangulation. — Sitzungsber. 
Finnischen Akad. Wiss., 1947. — Прим. перев. 



Если 

а, 
I 

то векторное произведение 

ж. — * 2 * 1 ~ t Ol — 5 
\P*S 2*1 I 

ai X bi 

(178) 

(179) 

есть единичный вектор, перпендикулярный к плоскости -Р^-Рс 
(рис. 26). Если далее 

\PiPt 
(180) 

Рис. 26. К синхронным на­
блюдениям с двух станций 

методом Вяйсяля 

искомый единичный вектор направления между станциями, то он 
может быть получен из векторного произведения нормалей пх и п2 

к двум плоскостям 

% ~ | ПХ X П2 I 
(181) 

При этом не следует ограничиваться только двумя парами син­
хронных наблюдений, а нужно взять ряд других пар, чтобы путем 
уравнивания найти более точный результат. 

Для получения возникающего при решении этой задачи уравне­
ния ошибок исходят из соотношения 

saa — SlJb — g^g=0. 
5а» % — расстояния до спутника от точки Рг или Р2, g — длина 
отрезка РХР2. Дифференцируя это уравнение по неизвестным $ь< 
g^g и по векторам а , Ъ, получаемым из наблюдений, и умножая 
затем скалярно на полученный по результатам наблюдений вектор я , 
получим уравнение ошибок 

san Aa — sbnAb-gnAg — gmn• gm = 0, (182) 

где gm'gm — вектор, связывающий приближенные положения Pt 

и Р9. 
9* 13t 

file:///PiPt


Уравнение (182) можно вывести по Риннеру и Мильберту из 
произведения 

| а , 6, g\ = 0 

путем дифференцирования. Получают при этом 
|Аа, 6, g\ + \<*< + 6» Д £ | = 0. 

В уравнении (182) изменения получаемых из наблюдений векторов 
Да и Д6 должны быть выражены с помощью частных производных 
независимых друг от друга наблюдаемых значений прямого вос­
хождения и склонения а а , б а , ab, ó¿. Если выразить все векторы 
в жестко связанной с Землей системе X, У Z , то получим, не при­
нимая во внимание движения полюса, 

/ cos 6 a cos (аа — Qa)N 

а ев I cos б 0 sin (<ze — 9 a) 
\sin 6a 

и аналогичное уравнение — для Ь. Вектор между станциями наблю­
дений Р19 Р2 будет равен 

I COS ф£ COS %g 

cos9^sinXg 
sincpg 

Таким образом получим уточненное уравнение для синхронных 
наблюдений, выполненных с двух станций 

C6aV6a + CaaV*a + C6bV6b + CabV*b + 

(183) 

+ +cxbXg + cyAYg + czbZg 

— gmngm= О, 

С6Ь = sbn 
дЪ 

д6ь 

dgm 

san 
да 
даа* 

"ocb 
дЪ 

дЩ ' 

(184) 
(185) 

(186) 

Индекс п при Хп1 У„, Zn означает здесь, что прямоугольные коорди­
наты единичного вектора п взяты в системе, жестко связанной с Зем­
лей. Индекс т указывает, что речь идет о приближенном значении. 
ХПУ . . ., Хе — компоненты единичных векторов. 

Частные производные (186) нетрудно получить по заданным ранее 
векторам а , 6, g. 

Если вектор g нужно выразить через его полярные координаты 
ф^, ХёУ можно применить уравнение ошибок (184). Если хотят ввести 



с помощью (185) прямоугольные координаты Xgy Yg. Zg вектора g*, 
то следует учитывать, что g — единичный вектор. Тогда появляется 
еще условие 

f YgAYg + ZgAZg^0. (187) Xg AXg 

COS & ua 

Конечно, нельзя, основываясь только на одновременных наблю­
дениях направлений, определить расстояние g между обеими стан­
циями P j и Р 2 . В этом случае можно определить лишь направление 
вектора g в пространстве. При этом 
имеется в виду, что есть все дан­
ные для того, чтобы составить урав­
нения ошибок (184), (185) и ввести 
их в уравнивание. 

При строгом уравнивании было 
установлено, что случайные величи­
ны исл, иаа коррелированы друг 
с другом, как и соответствующие 
поправки вектора 6, особенно, 
если измерялись на компараторе 
не световые вспышки спутника, 
а разрывы следа. В направлении, 
перпендикулярном к следу спутни­
ка, точность получается более вы- Рис. 27. 
сокая, чем в направлении движе- ка я ее 
ния спутника. Большая ось эллипса 
ошибок направлена вдоль следа 
спутника, а малая ось—перпендикулярно к нему, соотношение 
осей примерно 1 : 2 или 2 : 3. 

Если спроектировать дифференциалы прямого восхождения и 
склонения на плоскость изображения, то вводимые в уравнивание 
уточненные значения прямого восхождения и склонения будут отно­
ситься к двум ортогональным направлениям в этой плоскости. 
Одно из них образует угол П со следом спутника. 

Случайные ошибки измерений вдоль следа спутника (vt) и пер­
пендикулярно к нему (vq) с позиций математической статистики 
независимы друг от друга. Поэтому в уравнивание их нужно вводить 
как независимые переменные. 

Если П — позиционный угол, образованный на небе следом 
спутника с кругом склонений (а = const), то (при небольшом поле 
зрения) имеем соотношения (рис. 27) 

Проекция следа спутни-
составляющие в картин­
ной плоскости 

а 
1 7 ^ ô " ( ^ s i n n + ^cosn) 

А 
vb = j (vt cos П — uq sin П) 

vt = —/ cos 6sin П • va-f /cos Uub) 
vq = — / cos ô cos П • va —f sin UuJ ' 

(188) 

(189) 

где / — фокусное расстояние. 



Если, используя (188), ввести в уточненные уравнения ошибок 
(184), (185) независимые переменные vt и vqi это будет удовле­
творять требованиям строгого уравнивания. 

Во многих случаях можно пренебречь особенностями уравни­
вания, связанными с этими поправками, и исходить непосредственно 
из уравнений (184), (185). Если cos à'VA и VQ имеют примерно рав­
ные стандарты, то четыре случайные переменные, содержащиеся 
в первых четырех членах уравнений (184), (185), можно свести к 
одной эквивалентной случайной переменной v. Тогда из (184), (185) 
получим уравнение 

V + с ф A(pg + сх А \ - gmngm = 0 (190) 

Рис. 28. Вертикальная проекция плоскости Рг5Р2 на плоскость е, 
проходящая через пункт Р2 и перпендикулярная к вектору g1 со­

единяющему станции ?1 и Р 2 

ИЛИ 
и сх АХб + суАУё + с2 Агё — gmngm = 0 (191) 

с весом 

где и и V — углы, которые показаны на рис. 26. Здесь тоже должно 
соблюдаться условие (187). 

Применяя графический метод, можно видеть, каким образом 
отдельная плоскость, образованная парой синхронных наблюдений, 
позволяет определить вектор g (рис. 28). 

Если спроектировать плоскость Рг8Р2 на перпендикулярную 
вектору g плоскость е, проходящую через точку Р2, то на пересече­
нии обеих плоскостей Бр получим геометрическое место точек, опре-



деляющих положение пункта Р2 в плоскости е. Если Р°2 — прибли­
женное положение точки Р2, то отрезок Р\Р°2' — свободный член 
уравнений ошибок (184), (185), (190), (191). По множеству следов 
SP в плоскости е можно определить положение точки Р2 относительно 
Р°Г Как показывает опыт, перпендикуляры к плоскостям PXSP2 

будут проходить в большинстве случаев примерно горизонтально, 
т. е. эти плоскости будут близки к вертикальным плоскостям. Тогда 
следы SP в плоскости е проходят примерно перпендикулярно к век­
тору f и не трудно установить, что азимут g получается точнее, 
чем его зенитное расстояние. Если в плоскости е построить эллипс 
ошибок, характеризующий положение пункта Р2, то, как показы­
вает опыт, большая полуось будет имеет в большинстве случаев 
зенитное расстояние от 10 до 30° и зачастую в два или три раза 
длиннее, чем малая полуось. 

Из уравнивания получаем поправки параметров cpg и Xg вектора g. 
Теперь возникает задача преобразовать величины ф^, Kgf относя­
щиеся к экваториальной системе, в горизонтальные и вертикальные 
компоненты Ai ;* , Ah* (см. рис. 28). 

Если А — определенный в точке РГ азимут вектора g и если 
горизонтальную систему Х\ Y', Z' (148) повернуть вокруг оси Z' 
на угол (90° — А) против часовой стрелки, так чтобы ось X' была 
направлена в точку Р 2 , то для координат в этой новой системе g, 
h*, v* имеем 

| h*j - R2 (180° - A) Ry (90° - ф'0) R2 (К) (Y^J = <?* (Y^ . (193) 

где фо, ko — географические координаты пункта РГ; XG, YG, 
ZG — компоненты вектора g в соответствии с уравнением (183). 

С помощью уравнений (183), (193) можно легко установить, 
определяя частные производные, какое влияние оказывают изме­
нения параметров yg и kg вектора g на его горизонтальные и вер­
тикальные компоненты ft* и v*. Точно так же можно определить при 
помощи (193) соответствующие компоненты ошибок и заменить 
Дф^, Ahg дифференциалами от А*, и*. 

8.1.2. Теория ошибок 

Для оценки точности вектора направления g, который можно 
получить рассмотренным способом из синхронных наблюдений 
с двух станций, необходимо вычислить значение веса р по формуле 
(192) в зависимости от высоты спутника и его положения относи­
тельно пунктов РГ и Р2 (рис. 29). 

По схематическим моделям определяют средние ошибки горизон­
тального и вертикального компонентов, а^*, а„*, вектора g в зави­
симости от точности отдельного наблюденного направления а, 



высоты спутника Л, длины отрезка РгР2 = § и числа синхронных 
пар наблюдений п* (число положений спутника). При условии сим­
метричного расположения векторов а и Ь в пространстве Ламбек 
получил приближенно 

2 2 В СГ2 
л * ( 0 , 1 9 £ / Л - 0 . 0 8 ) я * • 

Среди полученных из наблюдений плоскостей РХ8Р2 имеем 
плоскость с наибольшим (наименьшим) зенитным расстоянием линии 
падения (высота перпендикулярной плоскости) 1 = гтах ( 2 т 1 п ) . 

Спутники следует наблюдать по обеим 
сторонам вектора g таким образом, чтобы 
зенитные расстояния получающихся пло­
скостей располагались симметрично меж-
ДУ ^тах и гт[п. Если гтах принимает 
значения 80, 70, 60, 50, 45°, то гтХп 

должно равняться соответственно 22, 26, 
32, 40, 45°, если = он*. 

На практике трудно выполнить это 
условие. Видимость спутника зависит от 
многих факторов, так что спутники сле­
дует наблюдать так, как это удается. Не 
следует исключать наблюдения, которые 
не располагаются в пространстве симмет­
рично, так как это может ухудшить точ­
ность результатов. 

Риннер [13] приходит к подобным 
результатам 

•0,10 •0,11 •0,10 

• 0,13 •0,14 •0,13 

• 0,18 •ОД •од 

•ОД •ОД •од 

•ОД •од •од 

•ОД •од •од 

•од •1,47 • од 

Рис. 29. Пространственное 
распределение весов в мето­
де Вяйсяля в зависимости 
от положения спутника от­
носительно обеих станций 

Р1 и Р 2 

полагая, что в отдельных случаях два по­
лучающихся при синхронных наблюде­
ниях луча пересекаются под прямым 
углом. 

Нетрудно установить, что особенно выгодны такие наблюдения, 
при которых спутник находится посередине между обеими станциями 
на сравнительно небольшой высоте. 

С п е ц и а л ь н ы й с л у ч а й , в^* > Вообще выгодно располагать 
наблюдаемые плоскости Р 1 5 Р 2 так, чтобы горизонтальный компо­
нент вектора g получался примерно с такой же точностью, как и 
вертикальный. В специальном случае можно значительно повысить 
точность азимута g1 если выбрать орбиту спутника, занимающую 
совершенно определенное положение относительно обеих станций 
наблюдения. Для этого следует привести сначала более общие рас­
суждения. 

Определение одного пространственного положения спутника 
путем измерения разрывов его следа на фотографической пластинке 



или путем измерения изображений, получившихся в результате 
излучения им световых вспышек, едва ли может быть точнее, чем 
± 1 — ± 2 " . Эту границу ставит мерцание (неспокойствие изо­
бражения), а также во многих случаях ошибки измерения вре­
мени. 

С другой стороны, в фотографической астрометрии возможно 
привязывать к группе звезд с известными небесными положениями 
другие звезды с точностью порядка ± 0 , 1 " . При этом не возникают 
большие принципиальные трудности. Принципиально возможно 
даже еще повысить точность и достичь при достаточно высоких 
затратах точности порядка ±0 ,05" . В астрометрии камера может 
очень точно и относительно долго отслеживать движение звезд, 
так что они получаются в виде точек. При продолжительном экспо­
нировании вследствие осреднения уменьшается эффект мерцания 
{неспокойствие изображения). Кроме того, в астрометрии можно 
сделать последовательно много повторных снимков, что приведет 
к дальнейшему увеличению точности. 

При фотографировании спутников нет тех преимуществ, которые 
имеются в астрометрии. Поэтому при наблюдениях спутников трудно 
получить точность ± 0 , 2 " или 1 : 106, так как спутники быстро 
движутся относительно звезд. Однако можно получить точкообраз-
ные изображения спутника, если наблюдать световые вспышки 
«Геоса» или прерывать спутниковый след с помощью вращающегося 
секториального затвора, снабженного посредине щелевой диафраг­
мой. Во всех этих случаях необходимо получить среднее из боль­
шого числа вспышек, чтобы уменьшить влияние мерцания (неспо­
койствие изображения) до величины, меньшей ± 1 " . Кроме того, 
в направлении движения спутника действует ошибка фиксирования 
времени, 1 мсек соответствует примерно 1". Повышение точности 
определения направлений, так чтобы ошибка была менее ± 1 " , 
требует повышения внешней точности фиксирования времени (точнее 
1 мсек). Для достижения этой цели требуются лучшие затворы и 
значительные затраты. Источником ошибок может быть также 
ненадежное знание скорости распространения радиоволн, на кото­
рых ведется передача сигналов времени. 

Кроме того, для безупречной обработки снимков необходимо, 
по крайней мере, шесть звезд, положение которых известно точнее, 
чем ± 0 , 5 " . Однако нельзя обойтись только фундаментальными 
звездами, потому что они распределены неравномерно. Необходимо 
использовать более слабые звезды, положения которых определены 
менее точно, чем фундаментальных. 

Трудности в получении достаточно точных координат звезд 
в последнее время позволило преодолеть издание нового Смитсони-
анского звездного каталога (1966) и нового каталога АСКЗ. Каталог 
АО КЗ содержит координаты с ошибкой примерно ± 0 , 1 3 " и соб­
ственные движения звезд с ошибкой примерно ±0,007 7г. 

Надо представить еще один вариант звездной триангуляции, 
при котором в значительной мере можно ослабить влияние колебаний 



изображения, неточности в определении времени и ошибок при 
измерении следа спутника в направлении его движения. 

В этом специальном случае метода Вяйсяля существенным усло­
вием является то, что подспутниковая кривая образует небольшой 
угол, не более чем % = 20° или % = 30°, с линией, соединяющей 
станции наблюдений, в результате этого спутник при прохождении 
через обе станции довольно близко подходит к зениту. Спутник 
должен двигаться по возможности в вертикальной плоскости, про­
ходящей через обе станции наблюдений. Благодаря такому геомет­

рическому расположению наблю­
дений достигается уменьшение 
пропорционально s in % влияния 
на горизонтальный компонент 
определяемого вектора g ошибки 

л ш 
*1 н '/ к1 
ОД од 0,04 /д од 1,00 
0,14 од од од од 1Д 
OJO од 0,07 щ од од 
од од ОД од од од 
од од ОД од од 1Д 
0,14 щ од 1,00 од 1,00 

Рис. 31. Коэффициенты к{ и kq Рис. 30. Две станции наблюдений, 
находящиеся почти на одном мери­
диане, с тремя подспутниковыми 
кривыми спутника-баллона «Эхо 2» 

определения времени и ошибки измерения на компараторе парал­
лельно следу спутника. 

Точность азимута вектора g определяется прежде всего точностью 
измерений перпендикулярно следу спутника. Поэтому рекомен­
дуется ориентировать снимок на компараторе так, чтобы след спут­
ника проходил параллельно биссектору креста сетки нитей. Этот 
биссектор можно затем очень точно навести на след спутника, и не 
только на два соседних разрыва следа, а примерно на 10 равноот­
стоящих точек, расположенных между соответствующими разрывами. 
Если осредним все эти измерения, то в случае необходимости полу­
чим с небольшими поправками координаты изображения центра 
этого следа. Компонент, перпендикулярный к следу спутника, полу­
чится значительно точнее, чем тангенциальный. В значительной 
мере будет ослаблено также влияние колебаний изображения. 
Если вычислить точность по измерениям в 10 точках с коэффициен­
том 0,3 ^ 1"|/Ю, то можно надеяться, что уже по одному следу 
направление получится с ошибкой ± 0 , 5 " . Если использовать сред­
нее из всех следов на снимке и иметь в распоряжении от 10 до 20 



одновременных снимков, то можно получить азимут между стан­
циями Рг, Р2 с точностью до 0,2". 

Речь идет о способе, с помощью которого можно очень точно 
выполнить абсолютное азимутальное ориентирование триангуляции 
в пространстве; в то время как результаты классических методов 
из-за неточных сведений об уклонениях отвесных линий позволяют 
осуществить лишь относительное ориентирование триангуляции. 

Чтобы наглядно представить действие ошибок вдоль и поперек 
следа спутника и1, ид в этом специальном методе следует рассмот­
реть еще два рисунка. 

На рис. 30 виден пучок трех подспутниковых кривых спутника-
баллона «Эхо 2», имеющего полярную орбиту. Там изображены 
также две станции наблюдения Рг, Р 2 , лежащие почти на одном 
меридиане и удаленные друг от друга примерно на 1300 км. 

Таблица на рис. 31 содержит соответствующие коэффициенты 
Л/, кд, на которые следует умножать продольные и поперечные 
ошибки при определении азимута. Можно легко убедиться, что 
продольные ошибки оказывают очень малое влияние. 

8.1.3. Практическое применение метода Вяйсяля 

Метод Вяйсяля с синхронными наблюдениями на двух станциях 
сравнительно прост для выполнения наблюдений и аналитической 
обработки, поэтому он широко применяется. 

Рис. 32. Географическое положение станций с камерами «Бейкер-Панна» н сеть 
направлений, пространственные векторы которых были определены из наблю­

дений спутников 

Так были соединены друг с другом распределенные США по 
всему миру 15 станций, располагающих камерами Бейкера-Нанна. 
На рис. 32 показана сеть этих станций с полученными из наблюдений 
единичными векторами g между ними. Шесть соседних наблюдений 



в случае необходимости объединялись и из них образовывали 
среднее для получения результатов с точностью ± 1 — ± 2 " . Из 
таких наблюдений было получено 1660 синхронных пар. 

При длине стороны g от 1500 до 7500 км в первую очередь выпол­
нялись наблюдения высоколетящих спутников («Мидас 4», 630 301, 
630 304). Для отдельных пространственных направлений g между 
станциями была получена относительная точность от 1 : 100 000 до 
1 : 300 000. 

Кроме того, в районе Мексиканского залива определили векторы 
направлений между шестью станциями из наблюдений активного 
спутника (дающего световые вспышки. — Прим. перевод.). Наблю­
дения оказались довольно точными, потому что применяли камеру 
с большим фокусным расстоянием (PC 1000) и, благодаря примене­
нию вспышек, синхронность была обеспечена очень надежно, так 
что ошибки определения времени не могли оказать заметного влия­
ния. Ошибки направлений, связывающих станции, оказались по­
рядка ± 0 , 7 " , горизонтальный компонент был в среднем немного 
точнее ± 0 , 5 " . 

Мильберт из наблюдений спутника «Эхо 1» камерой НАФА опре­
делил взаимные направления в сети, образованной станциями Буха­
рест, Николаев, Познань и Рига. 

В Геодезическом институте в Потсдаме из четырех общих пар 
снимков определили вектор направления Потсдам — Бухарест. Каж­
дое изображение имело несколько разрывов следа. Выравнивание 
дало для горизонтального компонента среднюю ошибку ± 1 , 6 " . 
Ей соответствует на расстоянии в 1300 км поперечная ошибка при­
мерно 10 м или относительная ошибка 1 : 300 000. В Бухаресте 
применяли камеру НАФА, в Потсдаме — оригинальную камеру 
такой же оптической мощности. 

Поповичи [11] разработал для оценки таких синхронных наблю­
дений особый метод, при котором вводится круг одновременности. 
Применяя свой метод, он определил направления в треугольнике 
Познань, Рига, Бухарест и другие направления, полученные из 
наблюдений «Эхо 1». 

Если а1У 6 1 и а 2 , б 2 прямые восхождения и склонения спутника, 
полученные из наблюдений на обеих станциях P j и Р 2 , и если agy 

bg — аналогичные значения для искомого вектора направления 
между станциями Рх и Р2, то соотношение, выведенное с использова­
нием круга одновременности, будет иметь вид 

tg ô x sin (ag — 0 2 ) + tg ô 2 sin (a x — ag) + tg ôgsin (a2 — ax) = 0. 

8.1.4. Пространственное уравнивание сети 
единичных векторов между станциями 

Если по методу Вяйсяля, как описано выше, определить три 
пространственных вектора g , i ,g* 2 »g , 3» соединенных в один треуголь­
ник, то появится дополнительное условие, так как все три вектора 



должны лежать в одной плоскости. Это условие заключается в том, 
что параллелепипед, образованный тремя этими векторами, выро­
ждается в плоскость 

D = 

Xg3 zg, 
= 0. (194) 

Это условие должно быть учтено при уравнивании. 
Причем сначала путем уравнивания определяют отдельные век­

торы g 1 ,# 2 > g s и и х средние ошибки, используя соотношения (184), 
(185) или (190), (191), чтобы далее, учитывая условие (194), произ­
вести уравнивание треугольника Р1: Р2, Ps сети. 

При этом сначала предполагают, что полученные из наблюдений 
плоскости PiSiqkPg (к = 1, 2, . . ., niq) независимы друг от друга, 
т. е. отсутствуют наблюдения, полученные на всех трех станциях 
одновременно и, следовательно, наблюдения, которые применяли 
для определения одного из векторов gl9 не используются также 
для определения других векторов. 

Векторы g !, g2, g*3, полученные путем уравнивания на основа­
нии уравнений ошибок (184), (185) или (190), (191), не коррелиро-
ваны друг с другом и, следовательно, могут быть введены в уравни­
вание сети как независимые величины. Три компонента XglJ Ygl, 
Zqi, вектора gh напротив, коррелированы между собой в результате 
выполненного раньше уравнивания. Это обстоятельство необходимо 
учитывать. 

Уравнивание сети можно проводить в основном тремя различ­
ными путями. 

1. В первом способе исходят из того, что элементы детерминанта 
(194) являются случайными переменными, которые коррелируют 
друг с другом по строкам, но не коррелируют между строками. 
Если уравнение (194) линеаризировать с помощью поправок этих 
случайных переменных, то 

Ч д и + ^ Д 1 2 + - " + Ч Лзз + Д 0 = 0 (195) et et g» 
Здесь следует еще учитывать условие (187). 

Do — детерминант, определяемый с помощью (194) по компонен­
там трех векторов g х, g2,g$. Эти векторы получаются по (185), (191) 
из проведенного ранее уравнивания одновременных наблюдений 
с двух соседних станций, Aik — соответствующие детерминанты 
низшего порядка. 

К уравнениям (195) можно применить теорию уравнивания зави­
симых наблюдений. Эти методы уравнивания очень редко запрограм­
мированы для вычислительной машины. 

2. Если идти вторым путем, то поправки 



следует заменить не зависящими друг от друга переменными. В каче­
стве таковых можно взять ошибки в направлении большой и малой 
полуосей эллипса ошибок в плоскости е (см. рис. 28). 

При этом используют зенитное расстояние £ большой полуоси 
эллипса ошибок. 

Рекомендуется, таким образом, в случае уравнивания сети сразу 
же подставлять в качестве неизвестных в уравнения (184), (185) или 
(190), (191) горизонтальный и вертикальный компоненты вектора g* 
в плоскости е в соответствии с выражением (193) и рис. 28. Уравне­
ние с такими неизвестными получим, например, путем преобразо­
вания уравнения (193). Если q*k —элементы матрицы (Ç*)" 1 , то 

'Ха 
rg 

(ç*)- 1 ! л* 

AXg ^qï2h* + q\3v* 

AZg -q\«h* ^qUv* 

(196) 

8 = ^ 
Ag^0 

Если подставим (196) в (185) или (191), то неизвестными урав­
нения ошибок будут горизонтальный и вертикальный компоненты 
Л* и и*. 

Эти компоненты можно определить путем уравнивания наблюде­
ний на двух соседних станциях. Дополнительно при уравнивании 
получаем распределение ошибок в плоскости е, а также зенитное 
расстояние £ большой полуоси эллипса ошибок. 

Если повернуть систему g1 Л*, V* вокруг оси g на угол £ по ходу 
часовой стрелки, так чтобы получить систему gy й, и (рис. 28), то 
ошибки в направлении осей к и и не будут коррелированы друг 
I) другом, если они имеют разные средние квадратические значения, 

(197) 

или компоненты Л*, век-Поэтому компоненты Хя, У&, Z 5 

тора g1 полученного после уравнивания, заменим /г, и и эту под­
становку введем в (195) для того, чтобы выразить это уравнение 
через некоррелированные друг с другом переменные У. 

Д Г г = ( Р * ) - 1 | 

\tszj 
h 

file:///tszj


Если р*ь — элементы матрицы (Р*) \ то получим 

К S J&Aii + S ЛаАц + • . • + Ъ 2 Й Л , - Я 0 - 0. (198) 
i i i 

Таким образом, уравнение (195) будет представлено через некор­
релированные переменные hy и. Веса hh vt обратно пропорциональны 
квадратам малой или большой полуосей эллипсов ошибок. 

Каждый треугольник дает условное уравнение вида (198). 
3. В третьем способе уравнивания сети приближенное значение 

длины одной из сторон треугольника, например gx, принимают 
в качестве постоянного, что не означает ограничения, так как мас­
штаб еще не установлен. Это достигается благодаря соблюдению 
условия (187). Кроме того, для пунктов треугольника Р2 и Р3 введем 
пространственные приближенные координаты X*, У*, Z* отно­
сительно пункта Р1 

Х\ — Х± — X J , 

Y1 = Y t - Y l t 

1 = 2, 3. 
Для той части уравнений (185) или (191), которая содержит неизвест­
ные, действительно следующее выражение: 

- Хп AXl -YnAY\-Zn AZ\ (199) 
(X*, У*, Z* не относятся к единичному вектору), если рассматри­
вать, например, в е к т о р у , направленный от пункта Рг к пункту Р2* 
Для других векторов g 2 и g3 получаем подобные выражения. Для 
вектора g2 имеют место поправки координат обоих пунктов Р2 и Р3. 
для вектора g3 — поправки только координат пункта Р3. 

Если для вектора gx составить уравнения ошибок в форме (185) 
или (191), затем заменить в этих уравнениях линейные выражения 
с неизвестными с помощью (199) и перейти от уравнений ошибок 
к соответствующим нормальным уравнениям, то первая строка нор­
мальных уравнений будет иметь вид 

[ХпХп] AXl + [XnYn] АГ2 + [XnZn] AZ\ + . . .. 

Аналогично поступаем при вычислении векторов g2 и g3. 
Затем складываем три частные матрицы нормальных уравнений 

и соответствующие свободные члены и получаем матрицу 6 x 6 
для вычисления координат пунктов Р2 и Р3 относительно пункта Pv 

Так как gx — const, то в соответствии с уравнением 

XI АХ*2 + Y*2AY\ + Z*2 AZ\ = 0 

следует исключить из уравнивания одну из трех координат пункта Р2, 
Итак, имеем при окончательном уравнивании только 5 неизвестных, 



Этот способ применяется, если хотят уравнять не отдельные 
векторы сами по себе, а ставят целью получить только результат 
уравнивания сети. 

Последний способ весьма гибок и его применение не ограничи­
вается сетями, состоящими только из треугольников. 

При этом методе для определения соответствующих векторов 
направлений из одновременных наблюдений на двух станциях, 
из которых затем можно составить пространственную сеть векторов, 
используются исключительно наблюдения направлений. Масштаб 
следует вывести из измерения расстояний методом, который будет 
описан ниже. При уравнивании сети по (190), (191) надо разделить 
веса, вычисленные по (192), на соответствующие значения g%l. 

8.2. СИНХРОННЫЕ НАБЛЮДЕНИЯ С ТРЕХ И БОЛЕЕ СТАНЦИЙ 

8.2.1. Основные положения 

При синхронных наблюдениях с трех или более станций можно 
в основном применять такие же способы обработки, как в случае 
синхронных наблюдений только с двух станций. 

На рис. 33 можно определить, например, вектор направления 
РГР21 используя плоскости Р181Р2у РХ&2Р2, Рг83Р2> методом, 

описанным выше, так как 
имеем синхронные наблюде­
ния только с двух станций. 
Напротив, если проводили 
синхронные наблюдения с 
трех станций при положе­
ниях спутника £ 4 , £ 5 , 5 6 , 
то появляется возможность 
использовать для вычисле­
ния единичного вектора на­
правления РГР2 также пло­
скости Р А Л » 

Если затем вычислять 
единичный вектор напра­
вления между станциями РГ 

и Р31 то можно было бы обойтись методом, действующим при син­
хронных наблюдениях с двух станций, используя плоскости Р 1 5 4 Р 3 , 
Р 1 5 б Р 3 , Рг8ВР3 и рассматривая эти плоскости как независимые от 
плоскостей Р ^ Р з , РХ8ЪР21 РХ8%Р2. 

При этом пренебрегаем условием, что после уравнивания тройки 
векторов Рх»?4, Р 2 5 4 , РЗ^АУ Р^ЪУ ^ 2 ^ 5 » Р^ь,... должны пересе­
каться в одной точке, а именно в точке 5 4 или 5 5 . Кроме того, обе 
плоскости Р 1 5 4 Р 2 и РХ5АР3 зависимы друг от друга, так как они 
содержат общий вектор наблюдений, направленный от станции РГ 

к спутнику |54. 

Рис. 33. Элементарная фигура космиче­
ской триангуляции 



Если пренебречь этими условиями, то понизится точность резуль­
татов, полученных после уравнивания; этого надо избегать. 

Уравнивание синхронных наблюдений, выполненных с трех или 
более станций, целесообразно проводить, следуя другим принци­
пам, чем уравнивание синхронных наблюдений только с двух 
станций. 

При синхронных наблюдениях с трех, четырех или пяти станций 
рассматривают трехгранные, четырехгранные или пятигранные пира­
миды, в вершинах которых находится спутник, а при синхронных 
наблюдениях с двух станций рассматривают плоскости и пучки 
плоскостей. 

При определении положения пунктов из синхронных наблюдений 
с трех или более станций действуют другие законы накопления оши­
бок наблюдений, влияющих на координаты искомых пунктов, чем 
при синхронных наблюдениях с двух станций. Поэтому оба способа 
следует рассматривать отдельно. 

Используя систему, изображенную на рис. 33, введем сначала 
пространственные приближенные координаты станций Р1У Р2, Р31 
чтобы затем произвести уравнивание совместных наблюдений (урав­
нивание координат). Для определения масштаба введем приближен­
ное значение, например, для отрезка Р±Р2. Сначала метод Вяйсяля 
посредством трех плоскостей Р1Б1Р2 (г = 1, 2, 3) дает три урав­
нения для единичного вектора между станциями Рг и Р2. 

Определив длину и направление вектора РХР2, установим поло­
жение пункта Р2 относительно пункта Рг. 

Из синхронных наблюдений спутника £ 4 можно опреде­
лить его положение в пространстве посредством прямой про­
странственной засечки, если на пунктах с известными координа­
тами Рг и Р2 определить из наблюдений векторы, направленные 
к спутнику 5 4 . 

При этом уже появляется избыточное измерение, потому что два 
вектора не могут быть перекошены один относительно другого. 
Каждый вектор характеризуется двумя наблюдаемыми параметрами 
(а, б); всего имеем четыре определенных из наблюдений величины 
для определения трех пространственных координат £ 4 . Если затем 
провести из £ 4 единичный вектор направления Р3БА, наблюдаемого 
из пункта Р 3 , то получим геометрическое место точек для простран­
ственного положения пункта Р3. Если аналогичным образом посту­
пим с двумя другими пирамидами, имеющими вершинами £ 5 и 5 в , 
то пункт Р3 окажется в точке пересечения трех единичных векторов 
^4-^3» ^5^31 $бРз* 

На практике определение положения пункта Р2 относительно 
пункта Рг не отделяют от определения положения пункта Р3 отно­
сительно обоих пунктов Рг и Р2. Используя уравнения ошибок кос­
мической триангуляции, ив уравнивания одним приемом опреде­
ляем положения пунктов Р2 и Р3 относительно пункта Р1У распола­
гая векторами направлений к положениям спутника 5 1 ? 5 2 . . . ., 

При этом сторону РХР2 вводив как известную. 



8.2.2. Уравнения ошибок космической триангуляции 

Для составления уравнений ошибок должны быть даны коорди­
наты станций наблюдения на поверхности Земли 

sin kg 

\sin<pQ 

координаты положений спутника 

'Xs\ / C 0 S ( P 5

 c o s X s > 
r s ( C 0 S ( P s s i n ^ s 

\sinq>s 

и координаты вектора наблюдений 

( Ха\ /совфд cos \ а 

Ya 1 — 1 СОЭфд Sin Ха 

ZaJ \sin ф а 

в системе X, У, Z, жестко связанной с Землей (движение полюсов 
не учитывается). 

Вектор наблюдений а, т. е. третий вектор, получим путем вычи­
тания первого вектора из второго и полученную таким образом 
разность векторов нормируем, пренебрегая при этом случайными 
ошибками наблюдений. 

Если заданы положение спутника и положение станции наблю­
дения в системе прямоугольных координатаж, жестко связанных 
с Землей, то уравнения ошибок будут 

s • v<pa -= sin ф д cos Ка AXQ + sin ф а sin Ха A YQ — cos ф а AZQ — 

— sin ф а cos Ха AXS — sin ф а sin Ka AYS + cos ф а AZs — lq» (200) 

s. cos ф а • uka = sin %a — c o s К Д YQ — sin XA AXS + eos XA AYs — h, 

(201) 
где s — расстояние до спутника, 

*Ф = * ( ф а — Ф а ) , 

¿luscos ф а ( Л в — А £ ) . 

ф а » Яа — определяем с использованием приближенных координат 
положения спутника и станции наблюдения; ф а , Ха — значения, 
полученные из наблюдений. 

Здесь положение станции наблюдения спутников изменяется 
по всем трем координатам. Вводя геоцентрический радиус-вектор 



станции наблюдения rQ как известный á priori , придем к другому 
варианту уравнений (200), (201). В формуле 

rQX — геоцентрический радиус-вектор референц-эллипсоида в соот­
ветствующем пункте, T Q 2 — высота геоида, которую определяют 
из астрономического или астрономо-гравиметрического нивелиро­
вания, т. е. геометрическими методами, T Q 3 — высота над уровнем 
моря. 

В качестве гд 1 можно ввести также радиус-вектор общего зем­
ного эллипсоида, определенного с высокой степенью точности из 
наблюдений спутников (/ = 1 : 298,255; R E = 6 378 142 м). В этом 
случае T Q 2 равно ондуляциям геоида, определяемым по аномалиям 
силы тяжести посредством формулы Стокса. 

В настоящее время большая полуось общего земного эллипсоида 
известна с точностью порядка ± 6 м, а разность большой и малой 
полуосей ± 3 м. Разности высот геоида в хорошо определенных 
геодезических системах при расстояниях от 1000 до 2000 км известны 
с точностью порядка ± 2 м, в то время как на таких же расстояниях 
разности ондуляций геоида можно определить только с ошибкой 
порядка ± 5 — ± 1 0 м. 

Следовательно, в космической триангуляции, покрывающей кон­
тинент протяженностью около 2000 км, могут быть введены разности 
геоцентрических радиусов-векторов станций наблюдений; при этом 
эти разности интересны как определенные á priori величины, полу­
ченные с достаточной степенью точности с использованием матема­
тически точно известного референц-эллипсоида и соответствующих 
высот геоида. 

Напротив, ондуляций геоида для этой цели нельзя получить 
с необходимой точностью. 

Уравнения ошибок для этого второго варианта будут 

s * ^фо — —sin ф а cos Ха AXs — sin ф а sin %а AYS + cos ф а A Z S — 

— rQ [sin ффsin ф д cos {%а — XQ) + COS фф COSфд] Дфф + 

-г Г д С о э ф ^ т ф ^ т (k e —A, Q ) A h Q —/<р, (202) 

s . cos фд v^Q = - sin %a &XS + cos XaAYs— rQ sin ф р sin [%a — X p ) Дф^ — 

— rQcos (fQcos [Xa~ XQ) A\Q - lk. (203) 

8.2.3. Теория ошибок 

В космической триангуляции действуют другие законы распре­
деления ошибок, чем в методе Вяйсяля. В методе Вяйсяля было 
выгодно, чтобы спутник, насколько это могла позволить рефракция, 
находился посередине между обеими станциями, так что при прямой 
засечке спутника оба определяемых луча образовывали бы друг 

10* 147 



с другом большой угол при пересечении в точке расположения 
спутника. В космической триангуляции угол пересечения напра­
влений к спутнику также не должен быть слишком малым. Но если 
в методе Вяйсяля очень благоприятными могут быть углы пересе­
чения почти в 180°, то в космической триангуляции угол пересечения 
не может приближаться к значениям 180 и 0°. В космической три­
ангуляции углы пересечения должны заключаться между 40 и 140°, 
наиболее выгодное значение угла 90°. 

"1 V * ^ ^ j y Мз: v. ?j. юь 
¡25° * 1 0 

# > * 8 7, 4,6, 4 2. Щ7, 37" i r ^ " 
* Wf-*-+ 7 У /г 8 И У 

wV* М> W> 4/. 44 ¥?^~~л 

i 7 г ю г » о • 8.5. ?Л8. 22,5 
Ю°¥* >/. 54, 8.9, '5,f, 52° 

ЛЮ* о ?О\-У-» • 97, 32,9, 34J 

W°yU 13 6,1, 12,5, W, 59 l____^Z. 
\ ^ 18, 76, 22,8, 29.8, И* Ю^^[]от ' Щ ' Щ 

J « 25, 9,3, 36,6, 45,1, 78* ffa|" 20° * • 15,6, 192, W3 

Рис. 34. К точности определения Рис. 35. К точности определения по-
положения пункта с помощью про- ложения пункта из элементарной фи-

странственной засечки гуры космической триангуляции 

Направление, связывающее вновь определяемый пункт со спут­
ником, в космической триангуляции не должно образовывать острый 
угол с плоскостью горизонта в новом пункте, т. е. его зенитное 
расстояние не должно быть слишком большим, если г д задается 
для нового пункта уравнениями (202), (203). 

Если положение нового пункта определяется на поверхности 
Земли с помощью уравнений (200), (201), то наблюдаемые в этом 
пункте направления должны, как отмечалось выше, пересекаться 
с другими направлениями под углами 40—140°. 

Можно сделать вывод, что при синхронных наблюдениях с трех 
или более станций высота спутника должна быть равна примерно 
расстояниям между станциями наблюдений, а подспутниковая 
точка должна находиться посередине между станциями, с которых 
проводятся синхронные наблюдения; зенитные расстояния спут­
ника не должны значительно превышать 40—50°. 

К этим выводам можно прийти в результате рассмотрения оши­
бок, значения которых приведены на рис. 34 и 35. 

В основу положены синхронные наблюдения спутника с двух 
твердых пунктов (см. рис. 34), находящихся на расстоянии в 10° 
(— 1000 км). Предполагается, что спутник находится над Землей 



на высоте 1000 км, подспутниковая кривая примерно совпадает 
с перпендикуляром, проведенным через среднюю точку отрезка, 
соединяющего два исходных пункта. Расстояние подспутниковой 
точки от линии, соединяющей два исходных пункта, составляет 
последовательно 0; 2,5; 5; 7,5; 10; 15; 20°. При расчетах ошибку 
измерения направления к спутнику принимали равной ± 1 " . 

На рис. 34 (за пределами чертежа) даны для некоторых 
случаев величины средних квадратических ошибок в метрах. Первое 
число — средняя квадратическая ошибка положения спутника 
в радиальном направлении тг, второе — компонент ошибки в напра­
влении, параллельном линии, соединяющей два исходных пункта, 
mq, третье — перпендикулярный к предыдущему компонент mh 

четвертое — средняя квадратическая ошибка положения пункта М, 
равная 

М2 = т* + т2д + т1 

и, наконец, пятое число — зенитное расстояние спутника при на­
блюдениях. 

На рис. 35 даны результаты исследований точности определения 
планового положения пункта по результатам синхронных наблюде­
ний. Определяемый пункт должен быть расположен в два раза 
дальше от линии, соединяющей исходные пункты, чем подспутни­
ковая точка. Следовательно, речь идет о простом примере из косми­
ческой триангуляции. Геоцентрический радиус-вектор определяе­
мого пункта должен быть известен, поэтому определяются лишь 
плановые координаты этого нового пункта. 

На рис. 35 схематически представлены результаты исследова­
ний построений, а также средние квадратические ошибки в метрах. 
Первое число — средняя квадратическая ошибка положения опре­
деляемого пункта в направлении, параллельном линии, соединя­
ющей два исходных пункта, тд, второе — компонент ошибки, 
в направлении перпендикулярном к предыдущему, mt, и, наконец, 
третье — средняя квадратическая ошибка положения пункта т\ + т]. 

8,2.4. Особый случай космической триангуляции 

При определении положения спутника в пространстве с помощью 
пространственной прямой засечки с двух исходных пунктов имеем 
избыточное измерение, так как четырем элементам, полученным 
из наблюдений, соответствуют только три неизвестных. Если отбро­
сить один из наблюденных элементов, то с помощью оставшихся 
трех полученных из наблюдений величин можно всегда однозначно 
определить положение спутника. 

Например, на одной из двух станций точно определили вектор 
направления через а, б и соответствующий момент, а на другой 
станции определили только а и б, а соответствующий момент зафик­
сировали очень неточно, с ошибкой порядка 1 или 0,1 сек. Но и 
в этом случае можно определить положение спутника в пространстве. 



Наблюдаемый на первой станции единичный вектор аг можно 
рассматривать как геометрическое место точек, характеризующих 
положение спутника. На другой станции получаем на снимке два 
разрыва следа, однако момент фотографирования известен сравни­
тельно неточно. Можно определить наблюдаемые векторы, относя­
щиеся к обоим разрывам следа, и определить пространственное 
положение плоскости, проходящей через оба этих вектора. В точке 
пересечения этой плоскости с вектором аг, полученным из наблюде­
ний на первой станции, находится спутник. 

Практическое применение этого метода ограничивается только 
исключительными случаями. 

8.2.5. Исключение координат спутника 

При уравнивании с использованием уравнений ошибок (200), 
(201), (202), (203) получаем нормальные уравнения, содержащие 
в качестве неизвестных также положения спутника. Эти положения 
спутника не должны определяться в рамках данной задачи. Их сле­
довало исключить еще раньше, особенно для большинства случаев, 
когда речь идет о спутниках-баллонах с сильно возмущенной орбитой 
которые служат лишь светящимися визирными целями, а их орбита 
не анализируется. 

Если Аи8 — поправка вектора, характеризующего положение 
спутника, Дид — поправка вектора, характеризующего положение 
станции наблюдения в системе (X, У, Ъ), жестко связанной с Зем­
лей, и если не учитывать свободные члены, то коэффициенты в нор­
мальных уравнениях будут иметь следующий вид: 

А • Аи8 + С- Д ^ 

С-Аи8 + В-Аия 

Если умножить первую строку на С А'1 и прибавить второе уравне­
ние, то получим 

[В-СА^С] Дыр, (205) 

таким образом, положение спутника исключено. Если на практике 
имеем несколько положений спутника, то все они могут быть исклю­
чены последовательно этим методом. 

8.2.6. Комбинированные системы с синхронными 
наблюдениями с двух, трех и более станций 

На практике в системах геометрической спутниковой геодезии 
не ограничиваются синхронными наблюдениями только с двух 
или трех станций. Берут все благоприятно расположенные синхрон­
ные наблюдения независимо от того, на скольких станциях они были 
произведены, чтобы получить как можно более точный результат. 
Так что в одной сети вместе будут появляться синхронные наблю-

(204) 



дения как с двух, так с трех и более станций. Поэтому уравнения 
ошибок разного вида (184), (185), (187), (190), (191), (200), (201), 
(202), (203) могут появиться вместе в одной системе. 

Число синхронных наблюдений с двух станций может преобла­
дать над числом синхронных наблюдений с трех и более станций, 
особенно в Европе, так как облачное небо сильно затрудняет синхрон­
ные наблюдения с нескольких станций. 

Для случая синхронных наблюдений с двух станций можно, ко­
нечно, использовать уравнения (200), (201) или (202), (203), а не 
только уравнения (184), (185), (190), (191), где уже исключено поло­
жение спутника; так, исключение положения спутника по (204), (205) 
нетрудно выполнить с помощью электронной вычислительной ма­
шины. 

При использовании всех синхронных наблюдений не имеет зна­
чения, получены ли они с двух, трех или более станций, если при­
менять общие уравнения космической триангуляции (200), (201) 
или (202), (203). Преимущество такого подхода заключается в том, 
что для любых наблюдений в программу вычислений на электрон­
ных вычислительных машинах можно включить уравнения ошибок 
подобной структуры. Этого преимущества нельзя недооценивать. 

Синхронность наблюдений на участвующих станциях можно 
обеспечить благодаря простому техническому приему, например, 
наблюдая на всех станциях определенный спутник от десятой до 
двадцатой секунды каждой минуты или только каждой четной ми­
нуты. След спутника прерывается затвором в целые секунды. 

8.2.7. Практическое применение 

Метод синхронных наблюдений с двух или более станций (косми­
ческая триангуляция) применялся уже многократно. Французские 
ученые методом космической триангуляции связали две станции, 
расположенные в Алжире, Хаммагир (ф = 31°, X = 3° W) и Дуаржа 
(ф = 32°, X = 6° Е), с находящимися во Франции станциями Лакано 
(близ Бордо), Агде (ф = 43°, X = 3° Е) и Олетта (на Корсике), 
наблюдая спутник «Эхо 1». Около 60 положений спутника было 
определено фотографическим методом. Число полученных на отдель­
ных станциях наблюдений составило в Хаммагире — 15, Дуарже — 
40, Лакано — 25, Агде — 35 и Олетта — 40. Были получены 
синхронные наблюдения не только с двух станций, но и многочислен­
ные синхронные наблюдения с трех и четырех станций. Точность 
результатов составила около 1 : 150 000. 

Несколько лет назад в социалистических странах в качестве 
опыта из наблюдений спутника «Эхо 1» камерами НАФА построили 
две сети методом космической триангуляции. Одна система располо­
жена в Европе и включает станции Рига, Рязань, Харьков, Нико­
лаев, Бухарест, Львов, Познань, Прага и Потсдам. Вторая советская 
система расположена на Дальнем Востоке и включает станции на 



Камчатке и Сахалине. Она состоит из четырех пунктов: Благове­
щенск, Южно-Сахалинск, Петропавловск-Камчатский и Раздольное. 

В США, используя наблюдения световых вспышек спутника 
«Анна», связали друг с другом несколько станций. 

Все эти эксперименты показали, что, применяя хорошую камеру, 
можно достичь точности 1 : 100 ООО и большей. Будущее покажет, 
может ли быть достигнута точность 1 : 1 ООО ООО. 

8.3. ОБРАБОТКА В СЛУЧАЕ ИЗМЕРЕНИЯ 
РАССТОЯНИЙ ДО СПУТНИКА. 
ТРИЛАТЕРАЦИЯ, ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ЗАСЕЧКА 

8.3.1. Уравнения ошибок 

В описанных выше методах геометрического определения пунктов 
с помощью спутников использовались исключительно наблюдения 
направлений. Для определения масштаба и для дальнейшего увели­
чения надежности сетей целесообразно использовать измерения 
расстояний до спутника. 

Измерение расстояний до спутника можно проводить с помощью 
лазера и системы Секор. 

Если для станций наблюдения и для спутника ввести простран­
ственные прямоугольные координаты в системе, жестко связанной 
с Землей, то уравнения ошибок при измерении расстояний между 
этими точками будут иметь вид 

vs = —cos ф а cos %а AXQ — cos ф а s in Ха AYQ — sin ф а AZQ + 

+ cos ф а cos Xa AXS + cos ф а sin ka Д Y s + sin ф с AZS — i s , 

Zs = s — 5 ° , (206) 

где s — расстояние, полученное из наблюдений, s° — расстоя­
ние, вычисленное с приближенными координатами. 

Если же взять для станции наблюдения пространственные поляр­
ные координаты, а длину геоцентрического радиуса-вектора стан­
ции TQ считать заданной, то уравнения ошибок будут иметь следу­
ющую форму: 

us = cos ф а cos Ха АХ8 + cos ф а sin Ха AYS + sin ф а AZS 4-

+ rQ [cos ф а s u b c o s (Ха — X Q ) — sin ф а cos ф д ] Д ф д — 

— rQ cos ф а cos <pQ sin (Xa — XQ) AXQ — I s . (207) 

8.3.2. Пространственная засечка 

По одному измеренному расстоянию до спутника нельзя опреде­
лить его положение, не говоря уже о положении нового пункта на 
поверхности Земли. Если использовать только измерения расстоя-



ний, то необходимо иметь хотя бы три целесообразно расположен­
ные станции с известными координатами, с которых производятся 
измерения расстояний. 

Измерение расстояния дает сферу вокруг пункта наблюдений, 
которая является геометрическим местом положения спутника. 
Точка пересечения трех таких сфер определяет положение спутника 
в пространстве. Необходимо определить три целесообразно распо­
ложенные положения спутника в пространстве и наблюдать спутник 
в этих трех положениях одновременно и с нового пункта, для того 
чтобы только из измерений 
расстояний определить про­
странственное положение по­
следнего (рис. 36). 

Взаимные расстояния ме­
жду тремя исходными пунк­
тами должны быть несколько 
больше, чем высота спутни­
ка, так как иначе появятся 
неблагоприятные углы засеч­
ки между получаемыми сфе­
рами и будут действовать 
неблагоприятные законы на­
копления ошибок. 

Определяемый пункт не 
должен быть слишком удален 
от исходных, так как в таком 
случае также действуют не­
благоприятные законы накопления ошибок. Расстояние опреде­
ляемого пункта от исходных должно быть такого же порядка, как 
расстояние между исходными пунктами. 

Для определения положения пунктов только путем измерения 
расстояний рекомендуется метод Секор. Лазерные измерения рас­
стояний затруднительны из-за облачности, поэтому их рекомен­
дуется применять при отдельных измерениях расстояний для опре­
деления масштаба сетей. 

Метод Секор в разных формах применялся в США и были полу­
чены довольно хорошие результаты. Например, имелись три твердых 
пункта, удаленных друг от друга примерно на 1000—1500 км (Лас-
Крусес, Колорадо-Спрингс, Остин). Определили положение четвер­
той станции (Stillwater), удаленной от исходных пунктов примерно 
на 1000 км. Полученный результат отличался от данных триангуля­
ции только на 6 м. 

Позднее метод Секор применили вновь на западе Тихого океана 
в районе Японских островов и определили координаты одного ост­
рова с точностью порядка ± 2 — ± 3 м; с такой же точностью была 
получена высота. Эти результаты получили из 19 независимых 
групп наблюдений, две из которых пришлось отбросить. Каж­
дая отдельная группа состояла из большого числа наблюдений: 

Рис. 36. Элементарная фигура в случае 
определения положения геодезического 
пункта + с помощью измерения расстоя­
ний до спутника (пространственная за­

сечка) 



от 12 до 218. При одном решении использовали 1000 наблю­
дений. 

При измерении расстояний методом Секор должны быть учтены 
поправки за рефракцию при прохождении радиоволн через тропо­
сферу и ионосферу. 

В третьем эксперименте методом Секор определили положение 
нового пункта, сравнительно далеко расположенного (1500 км) 
от исходных. Поскольку при этих определениях геометрия фигуры 
была неблагоприятной, определяли положения спутника методом 
Секор в районе исходных пунктов, чтобы потом, используя элементы 
орбиты, определить его положение в районе нового пункта и далее 
этим методом определить координаты нового пункта. Использова­
ние приближенно известных элементов орбиты не позволило достичь 
наивысшей точности, расхождение с данными, полученными из 
триангуляции, составило 55 м. 

8.3.3. Комбинация измерений расстояний и направлений 

Очень важно отдельные измерения расстояний с помощью лазера 
или методом Секор включать в системы космической триангуляции 
или построения методом Вяйсяля для определения их масштаба. 

Только в немногих случаях измерения расстояний и направлений 
на одной и той же или разных станциях будут проводиться строго 
одновременно. Чаще всего будут проводиться квазисинхронные 
наблюдения, при которых асинхронность наблюдений составляет 
величину от долей до нескольких секунд. Эти квазисинхронные 
наблюдения можно преобразовать в синхронные путем линейной 
или квадратичной интерполяции. 

Масштаб сети будет определен, если наряду с измерением рас­
стояния до спутника выполнить измерения направлений с двух 
других станций. Благодаря измерениям направлений положение 
спутника будет определено относительно системы станций наблюде­
ния. Измерение расстояния до спутника с третьей станции дает 
избыточное измерение, наличие которого позволяет вывести масштаб 
всей системы. 

8.3.4. Определение масштаба путем синхронных измерений 
расстояний с четырех станций 

Если имеется аппаратура для измерения расстояний, то масштаб 
сети можно получить, производя синхронные измерения расстояний 
с четырех станций. 

Если Х<з, У<э, 1<2 — координаты станций наблюдения и Х 5 , 
Х8 — координаты спутника в системе, жестко связанной с Землей, 
а к — масштабный коэффициент сети станций, то расстояние до 
спутника будет равно 

^ = (ххд - х8)* + (яге - у8)« + - г в у . 



Это уравнение имеет четыре неизвестных: масштабный коэффициент 
и три координаты спутника. Таким образом, определить масштабный 
коэффициент X можно из синхронных наблюдений с четырех станций. 
Геометрию определяемой фигуры выбирают так, чтобы определить X 
как можно точнее. Как установил Риннер, при наличии четырех 
станций наблюдений, с которых можно проводить измерения рас­
стояний, три из них лучше всего располагать в вершинах равносто­
роннего треугольника, а четвертую — в его центре. Если подспут­
никовая точка в момент наблюдений оказывается вблизи центра 
треугольника, то в этом случае масштабный коэффициент X полу­
чается точнее всего. 

8.3.5. Определение масштаба с помощью 
светодальномерной полигонометрии 

В принципе, масштаб системы космической триангуляции можно 
определять классическим методом путем измерения расстояний 
на поверхности Земли. В этом случае две соседние станции наблюде­
ний за спутником следует связать друг с другом триангуляцией или 
вытянутым полигонометрическом ходом, где стороны измеряются 
геодиметрами или теллурометрами. Кроме того, между этими стан­
циями выполняется астрономическое или астрономо-гравиметриче-
ское нивелирование для определения высоты геоида £ (см. рис. 1) 
относительно референц-эллипсоида. Результаты наблюдений в три­
ангуляции, выполненных на поверхности Земли, в том числе и име­
ющиеся в ней базисы, можно спроектировать затем на референц-
эллипсоид вдоль нормали к этой поверхности на величину h + £ 
(метод проектирования) и провести после этого уравнивание. 

Таким образом, на референц-эллипсоиде получим длину дуги 
между обеими станциями, зная которую можно найти длину соеди­
няющей их хорды, наряду с высотой над уровнем моря h и высотой 
геоида £ в обоих конечных пунктах. 

Если сумма высоты над уровнем моря h и высоты геоида £ изве­
стна с ошибкой Ah + Д£ = ± 3 м, то ошибка хорды протяженностью 
Ъ (Ъ — 2000 км) между обеими станциями наблюдений равна 

Ab = (Ah + Д£) sin = ± 1 м, 

т. е. относительная ошибка составляет 1 : 2 ООО ООО. 
Расстояние между обеими станциями наблюдений за спутником 

составляет, по меньшей мере, 1000—2000 км. Из опыта известно, 
что обычные триангуляции на такие расстояния проложить с точ­
ностью большей 1 : 200 000 трудно. Если требуется выполнить 
указанные работы с точностью, превышающей 1 : 200 000, то необ­
ходимо выполнить дополнительные многочисленные измерения бази­
сов теллурометрами или геодиметрами. Точность масштаба 1 : 200000 
для расстояний, которые точно определяются в космической триан­
гуляции, недостаточна, так как рассчитываем определить углы в этой 



сети с ошибками от 1 до 0,4" (1 : 300 ООО—1 :500 000). Здесь следует 
обратить внимание на то, что точность измерения расстояний в сис­
теме космической триангуляции уменьшается с удалением от линии 
базиса из-за накопления ошибок. Поэтому точность линий базиса 
должна быть выше, чем средняя точность системы космической три­
ангуляции, которую стараются определить. Орбитальным методом, 
о котором будем говорить ниже, можно определить координаты 
станций наблюдений за спутниками при расстояниях от 3000 до 
4000 км с ошибкой ± 1 0 — ± 1 5 м (1 : 300 000 — 1 : 400 000). 

Для определения масштаба космической триангуляции наземным 
методом рекомендуется прокладывать в первую очередь длинные 
и вытянутые ходы полигонометрии с помощью геодиметра. 

8.4. ГЕОДЕЗИЧЕСКАЯ МИРОВАЯ СИСТЕМА 

В настоящее время во многих странах на разных континентах 
применяют описанные выше метод космической триангуляции и 
метод Вяйсяля. 

Рис. 37. Система космической триангуляции в Европе: 
X — В о с т о ч н о - Е в р о п е й с к а я с и с т е м а ( п о Л . Ц и х о в и ч у ) ; ф — З а п а д н о -

Е в р о п е й с к а я с и с т е м а ; 0 — с п е ц и а л ь н а я ф р а н ц у з с к а я с и с т е м а 

В восточно-европейских странах несколько станций объедини­
лись для совместной работы; при этом синхронные наблюдения 
проводятся вместе с отдельными африканскими станциями (Бамако, 
Каир) (рис. 37). 

Подобным образом сотрудничают западно-европейские страны, 
которые создали сеть из более чем 12 станций и провели также 



многочисленные наблюдения световых вспышек спутников «Геос А» 
и «Геос В». 

Была установлена геодезическая связь между Англией и США. 
Азорские острова были связаны путем наблюдений спутника — 
баллона со станциями, расположенными во Франции и Северной 
Африке (рис. 37). Лазерные наблюдения французских спутников 
выполнялись с трех обсерваторий: обсерватория Сан-Мишель (Фран­
ция), Стефанион (Греция), Коломб-Бешар (Алжир). В Канаде спут­
ники «Эхо-1» и «Эхо-2» наблюдали с восьми станций. В США разви­
вается сеть, точность которой 1 : 300 000—1 : 500 000. Через Вест-
Индию с помощью космической триангуляции связаны между собой 
Северная и Южная Америка. В Японии и Австралии также имеется 
несколько станций, с которых ведутся наблюдения спутников-бал­
лонов. 

Все эти важные отдельные работы позднее должны быть объеди­
нены в единую триангуляционную систему. Таким образом, может 
быть образована Мировая геодезическая система, над созданием 
которой работают в настоящее время. Она может состоять примерно 
из 60 станций, распределенных по всей Земле, которые должны 
быть связаны друг с другом спутниковыми наблюдениями методом 
космической триангуляции. 

Первое теоретическое исследование о том, как, выполняя наблю­
дения спутников, можно создать методом космической триангуля­
ции, т. е. чисто геометрически, систему из двенадцати симметрично 
распределенных на Земле станций, являющуюся однородной сетью, 
выполнил Жонголович.* По его проекту при наблюдении спутников 
с двенадцати станций должны быть независимо определены напра­
вления между соседними пунктами. При этом единичные векторы 
между соседними станциями следует получить из синхронных наблю­
дений спутника на высоте 12 000 км с двух соседних станций. Из ура­
внивания пространственной системы векторов направлений между 
станциями он получил для координат отдельных станций следующие 
средние квадратические ошибки (в метрах), принимая, что средняя 
квадратическая ошибка направления вектора между станциями 
составляет ± 1 " , пункт № 1 —исходный пункт, а стороны 1—2 
и 11—12 являются базисами. 

С т а н ц и я 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

тх 12 22 32 32 22 22 31 31 31 22 31 
ту — 25 31 28 28 31 32 32 30 32 32 31 
тпг 19 24 26 26 24 35 39 42 39 35 42 

• Ж о н г о л о в и ч И. Д . «Проект единой мировой космической триан­
гуляции» ЭиюИа деорЬув et geod. 9, 1965. — Прим. перев. 



Так как координаты геодезической мировой системы стремятся 
получить с точностью ± 1 0 — ± 1 5 м, необходимо достичь точности 
определения направлений хотя бы ± 0 , 5 " . 

Из-за неравномерного распределения континентов и океанов 
реальная Мировая геодезическая система будет значительно откло­
няться от ее идеальной равномерной конфигурации. Это будет умень­
шать точность определяемых координат. 

Рис. 38. Проект геодезической сети из наблюдений спутников по методу косми­
ческой триангуляции, предложенный И. Меллером. Выбранные пункты сети 

служат только как обоснование плана: 
с т а н ц и и с ВС-4; с т а н ц и и с к а м е р а м и Б е й к е р — Н а н н а . 

Кроме того, появляются систематические ошибки, поэтому вклю­
ченные в уравнивание направления между соседними станциями 
необходимо знать, по крайней мере, с ошибкой ± 0 , 3 " . 

Шмидт теоретически исследовал ошибки более густой сети, состо­
ящей из 36 станций. Для всех станций он нашел примерно одинако­
вую точность, что обусловлено симметрией сети. Ошибки планового 
положения пунктов в три раза меньше ошибок по высоте. Он пола­
гает, что при точности наблюдений ± 0 , 4 " можно достичь после 
уравнивания для плановых координат точности ± 8 — ± 1 0 м, для 
высот ± 1 6 — ± 3 0 м. 

Если стремиться к оптимальной конфигурации Мировой геодези­
ческой системы, то высоту наблюдаемого спутника следует устана­
вливать в зависимости от взаимного расстояния станций наблюдения 
на Земле. Б . М. Кленицкий установил, что при длине сторон 1500— 



2000 км оптимальная высота спутника 800—1000 км, при длине 
сторон 3000—4500 км — 2500 км, при расстоянии между станциями 
7000 км оптимальная высота 10 000 км («Геодезия и картография», 
1968, № 1). 

В США была предложена сравнительно густая мировая система, 
состоящая примерно из 60 станций. Для построения этой системы 
наблюдали спутники «Эхо» и «Пагеос» (рис. 38). 

В Мировой геодезической системе серьезные требования предъ­
являются к точности и однородности наблюдений. Сеть получится 
весьма жесткой, если использовать для измерений расстояний лазер­
ные устройства или систему Секор. 

Масштаб сети на рис. 38 определяется тремя очень длинными 
наземными базисными линиями, заключенными между соседними 
станциями. Эти базисные линии можно получить классическим мето­
дом из триангуляции и из вытянутых ходов светодальномерной 
полигонометрии с точностью 1 : 500 000 (см. 8.3.5). Точность можно 
повысить, если выполнять синхронные наблюдения направлений не 
с двух, а с трех или четырех станций. 

Целесообразно также определять положения отдельных станций 
этой сети другим независимым методом. Для этого можно исполь­
зовать орбитальный метод, описанный в динамической спутниковой 
геодезии. Так как масштаб построений, определенный орбитальным 
методом, получается на основании третьего закона Кеплера по 
периоду обращения спутника и массе Земли с высокой точностью, 
то сравнение результатов обоих методов дает возможность независи­
мого контроля масштаба. 

Если использовать в орбитальном методе допплеровские наблю­
дения, то масштаб можно определить также, используя (102, а), по 
разности двух расстояний до спутника (s2 — $i). 
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9. ДИНАМИЧЕСКАЯ СПУТНИКОВАЯ ГЕОДЕЗИЯ* 
(ОРБИТАЛЬНЫЙ МЕТОД) 

9.1. ВВЕДЕНИЕ 

Методами геометрической спутниковой геодезии определяют 
только 01Носительное положение станций. Сети геометрической 
спутниковой геодезии должны развиваться на поверхности Земли 
путем последовательных построений. Они не относятся к центру 
масс Земли. Полученные с помощью геометрических методов коор­
динаты следует рассматривать только как относительные величины, 
которые относятся к исходному пункту системы. Их нельзя считать 
абсолютными координатами, началом которых является центр масс 
Земли. 

Динамическая спутниковая геодезия открывает много возмож­
ностей. Она позволяет определить координаты станций наблюдений 
как абсолютные величины, отнесенные к центру масс Земли, в сис­
теме X, У, X, а также определить параметры гравитационного поля 
Земли. Кроме того, она дает возможность получить точные элементы 
орбиты спутников. 

Основное уравнение (162) можно записать в виде 

1 х » - д г ( - е ) ^ и | ' ( 2 0 8 ) 

где и — три координаты станций наблюдений X, У, Ъ в системе, 
жестко связанной с Землей (относительно среднего полюса); 

х"— положение спутника в пространстве, зависящее от оскули-
рующих элементов орбиты а, е, со, г, £2, А/", причем для упрощения 
здесь опущен индекс 5. 

х-=х"(а, е, со, *, Й, М). (209) 

В (208) 5 — матрица движения полюса, а — единичный вектор, 
полученный из наблюдений. 

В динамической спутниковой геодезии оскулирующие элементы 
орбиты раскладывают на постоянную часть, относящуюся к началь­
ной точке орбиты (а 0, е 0 , со0, 1*0, Ц,, М0), и на изменяющуюся со вре­
менем часть, определяемую возмущениями, которые могут быть 

* Понятия динамический метод и орбитальный метод автор использует 
как тождественные. — Прим. перев. 



выражены через параметры гравитационного поля Спт1 БП1 

если не учитывать другие источники возмущений 

а —а (а 0; Сп. т, 5п. т ) , 
е — е{е^\ Сп.т1 ^п.ж)? 

Затем для геоцентрического вектора положения спутника получаем 
выражение 

х" = х"(а0, е0, (о0, ?0, Й 0 , М0; С „ . т , 5 п . т ) . (209,а) 

Из решения уравнений вида (208) в результате уравнивания 
можно определить все параметры, содержащиеся в х" и а. Если 
составляющие м, т. е. координаты станций X, У, 2 — неизвестные 
величины, то из других наблюдений необходимо определить масштаб 
методом, который будет описан ниже. 

По сравнению с задачами геометрической спутниковой геодезии 
эти задачи решаются труднее, потому что по (208) следует определять 
координаты станций наблюдения, элементы орбиты и параметры 
гравитационного поля только совместно, т. е. задача решается 
комплексно. 

В связи с этим рассмотрим сначала специальные части проблемы, 
которые решить легче, потому что при этом влияние возмущений, 
обусловленных некоторыми неизвестными параметрами так мало, 
что ими можно будет пренебречь. 

9.2. МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЗОНАЛЬНЫХ ГАРМОНИК 

Специальной проблемой является определение зональных гармо­
ник 3п гравитационного поля Земли 

V кМ 
1 - 2 / я ( " г Т ^ ( З Ш Ф ) (210) 

/ 2 л + 1 Сп. 0 . 

В этих формулах учитываются только вековые и долгопериодиче-
ские члены в возмущениях орбиты спутника, которые вызываются 
гравитационным полем Земли при интегрировании в течение про­
должительных промежутков времени (до трех месяцев). При этом 
не обязательна наивысшая точность наблюдений ± 2 " и не нужны 
десять или более распределенных по всей Земле станций наблюде­
ний. Кроме того, можно обойтись приближенными значениями 
координат станций, так что их не следует рассматривать как неизве­
стные, которые необходимо определить в процессе уравнивания. 
Также пренебрегают зависящими от долготы членами в выражении 



для потенциала гравитационного поля Земли; т. е. тессеральными 
и секториальными гармониками, потому что они вызывают в элемен­
тах орбиты только короткопериодические возмущения, меньшие 
150 м, которые не могут накапливаться при интегрировании за про­
должительные промежутки времени. 

Отдельные тессеральные и секториальные гармоники вызывают 
долгопериодические возмущения с амплитудой более чем 100 м. 
Речь идет об эффекте резонанса. При определении зональных гар­
моник резонансами раньше пренебрегали, но в последнее время 
их обычно принимают во внимание. 

Сначала элементы орбиты представим выражением вида (168). 
Вековые и долгопериодические возмущения 6 Q S G Z . . . и 6 Q L G Z . • •» 
вызванные зональными гармониками, и короткопериодические 
возмущения 6QKG2- • ч вызванные зональными гармониками вто­
рого порядка, можно представить в линейном виде через Jn уравне­
ния (210) (возмущения в долготе восходящего узла Q приведены 
здесь символически, аналогично выразятся возмущения во всех 
шести элементах орбиты). В уравнениях (64)—(69) представлены 
члены, вызывающие вековые и долгопериодические возмущения 
шести элементов орбиты е, i , Q, w, М, р за один оборот спутника 
(аномалистический период). Интегрируя по времени, как в (71), 
легко получить возмущения 6Q SGZ + 6 Q L G Z = Д ^ » которые можно 
подставить в уравнение (168). Полученные, таким образом, выраже­
ния являются необходимыми для уравнивания при линейном пред­
ставлении элементов орбиты как функций неизвестных задачи. 

В случае необходимости можно присоединить также возмущения 
второго порядка, вызываемые второй зональной гармоникой, при 
которых стоит коэффициент/^- ¿1 всегда можно определить с доста­
точной точностью a priori по приближенному з н а ч е н и ю / 2 , так что 
неизвестное / 2 появляется в задаче только как линейная величина. 

Короткопериодические возмущения 6 Q K G 2 . • •» вызванные вто­
рой зональной гармоникой, получают с помощью уравнений (75). 

При определении зональных гармоник значение / 2 в уравнении 
(75) можно заменить приближенным значением. Далее можно ввести 
величину 6 Q K G 2 , которая может быть предвычислена достаточно 
точно при условии, что / 2 безошибочно. 

Гармоника J 2 оказывает решающее влияние на элементы орбиты, 
вызывая вековые возмущения S Q S G Z , 6O)SGZ, S A / S G Z -

Подобным образом, с достаточной точностью необходимо пред-
вычислить гравитационное действие 6MMs--- Солнца и Луны, 
так как эти выражения также содержат вековые возмущения в дол­
готе восходящего узла и в аргументе перигея. 

При определении только зональных гармоник не следует точно 
учитывать возмущающее влияние, вызванное притяжением Солнца 
и Луны, как это было сделано в гл. 4, когда было введено четырех­
членное выражение (87) для возмущающего потенциала Луны. 
Здесь можно ограничиться вековыми возмущениями, вызванными 
притяжением Солнца и Луны. 
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По Козаи, вековое изменение долготы восходящего узла, вызван­
ное притяжением Солнца и Луны, равно 

Ö^MS säkular = — Y COS i ( 1 + - | e2 ) f, 
где 

( 3 3 V + j l — — s i n 2 / ( 1 -4-cos2e)— y s i n 2 e cos 2 / | . 

Здесь n, n¿, i%i — средние движения спутника, Солнца и Луны, 
—масса Луны, отнесенная к массе Земли, е — наклон эклип­

тики и / ^ 5° — наклон лунной орбиты к эклиптике. 
Если п имеет размерность то 

п К1 — ?2 

Для векового движения аргумента перигея * аналогично получим 

* ^ * и 1 « = 7 * ( - 1 + 5«»» 
Вековые возмущения 6£2 8 А из-за сопротивления атмосферы 

при определении зональных гармоник следует учитывать довольно 
точно. В четвертой главе были выведены возмущения орбиты, вызы­
ваемые сопротивлением атмосферы. С помощью этой теории можно 
было бы определить вековые и короткопериодические возмущения 
6 Й 8 А + бйрА в уравнении (168) при плотности атмосферы^. При 
определении зональных гармоник короткопериодическими возмуще­
ниями, вызванными сопротивлением атмосферы, можно пренебречь 

6 Й Р А ^ 0. 

В большинстве случаев при определении зональных гармоник обхо­
дятся для представления вековых возмущений, обусловленных 
сопротивлением атмосферы, более простыми выражениями, которые 
представлены в гл. 4 уравнениями (90) — (95). 

Наконец, элементы орбиты, введенные при вычислении зональ­
ных гармоник с помощью уравнения (168), должны быть редуциро­
ваны за влияние светового давления бйг^ . . . . Соответствующая 
формула (101) приводится в гл. 4. Эту формулу в данном случае 
можно упростить, так как следует принимать во внимание только 
вековые и догопериодические части возмущений. 

При определении зональных гармоник пренебрегаем влиянием 
тессеральных и секториальных гармоник на элементы орбиты, 
например, бйаи в уравнении (168), так как их доля сравнительно 
мала и имеет короткопериодический характер. Поэтому зональные 

* Другие элементы орбиты не имеют вековых возмущений, вызванных 
притяжением Солнца и Луны. 



гармоники можно хорошо отделить от тессеральных и секториаль-
ных гармоник и определять независимо от них. 

Исключение составляют только резонансные эффекты некоторых 
тессеральных и секториальных гармоник высшего порядка, о которых 
будем говорить дальше и которые могут вызывать также большие 
долгопериодические возмущения. 

При определении зональных гармоник вначале пренебрегают 
резонансными явлениями, чтобы позднее выделить их влияние при 
определении тессеральных и секториальных гармоник и чтобы затем, 
в случае необходимости, ввести их в порядке приближения в новое 
определение зональных гармоник. 

Вычисление / „ можно проводить двумя путями, которые мы здесь 
приводим. 

Первый состоит в том, чтобы представить наблюдения как линей­
ные функции соответствующей зональной гармоники. Этого можно 
достичь, следуя тем же принципам, как при определении элементов 
орбиты в гл. 7. 

Для элементов орбиты, включая их вековые изменения, согласно 
сказанному выше, имеем 

_ п * 

£2 = & 0 + Д£2 -г Й (I) -;- 2 а*/*, (211) 
71 = 2 

если это касается, например, долготы восходящего узла. Для других 
элементов орбиты действительны аналогичные уравнения, £2о — 
известная постоянная, ДЙ — неизвестное постоянное дифференци­
альное изменение долготы восходящего узла, й (2) — известная 
функция времени, которая обусловлена влиянием сопротивления 
атмосферы, световым давлением Солнца и притяжением Солнца и 
Луны. 

Наблюдаемые прямое восхождение и склонение спутника или 
наблюдаемое расстояние до него 5 , или наблюдаемую производную 
от расстояния по времени (Допплер) 5 выражают через элементы 
орбиты, линеаризуют выражения с неизвестными Д£2, 1 п (п = 2, 
3, . . ., п *) и получают затем уравнения ошибок в следующей 
форме: 

71* 

- 1а -I- <*а Да + аеАе т . . . + а м - ДМ + 2 Г'п1п 

п = 2 I 

71* 
у б = - ^ б а Д а ^ б А - • • . + 6 м - А М - - 2 ^ Л !• (212) 

71=2 

71* 

71=2 

Аналогичное уравнение можно было бы записать для допплеров 
ских наблюдений. 

Уравнивание, наряду с величинами Да, Де, . . ДМ, которые 
можно вычислить для каждой дуги орбиты, дает искомые неизвест­
ные / л , которые содержатся в уравнениях для всех дуг орбиты. 



Коэффициенты Г'п, Г'^ уравнения (212) зависят от элементов 
орбиты 

Г'п (а, е, со. i, £2, М). 

Чтобы хорошо разделить неизвестные Jп при решении нормаль­
ных уравнений, рекомендуется иметь не только несколько станций 
наблюдений, расположенных на разных географических широтах, 
но и использовать также несколько спутников с различными пара­
метрами орбит. Кроме того, нельзя, чтобы дуги орбиты были слиш­
ком короткими, так как долгопериодические возмущения имеют 
период, равный времени обращения линии апсид, и этот период 
должен перекрываться дугами орбиты. Этот период у спутников 
«Авангард» составляет примерно 80 суток, у спутников, наклон 
орбит&к. которых близок к критическому значению i = 65°, —400 
или 500 суток. 

Определить Jп можно другим путем, подставляя при вычислении 
х" в (208) для элементов орбиты не выражение вида (211), которое 
представляет собой разложение по / л , а придавая выражению 

71=2 

структуру, которая определяется зависимостью коэффициентов QN* 
от времени. Указанные коэффициенты состоят из членов, которые 
изменяются линейно со временем и содержат также косинусы и 
синусы от со, 2со, 3со, причем со также изменяется со временем 
линейно. 

Таким путем сначала вычисляют средние элементы орбиты спут­
ника для сравнительно коротких дуг орбиты на отрезке времени 
примерно в 10 суток. Короткопериодические возмущения исключа­
ются, согласно изложенному в гл. 7. Для средней точки данного 
отрезка дуги орбиты счетная машина выдает элементы орбиты со, Q, 
i, е, . . . . Этот прием повторяется с интервалом в вдвое суток. 
Таким образом, получаем список, содержащий средние элементы 
орбиты через равноотстоящие моменты времени, затем исключаем 
влияние сопротивления атмосферы, светового давления Солнца 
и притяжения Солнца и Луны. 

Используя полученные, таким образом, элементы орбиты, по 
способу наименьших квадратов определяем аппроксимирующие выра­
жения следующей формы: 

со = (DQ - j - (ú't -\- Аф cos 0) 1 

Q = Q F T + Q't + AQ COS со 
. , A . (213) 

e~e0 + Aesinto 

пренебрегая членами с высокими степенями е. Уравнения (213) 
можно расширить, включив члены с cos 2со и sin 2со. Полученные, 



таким образом, коэффициенты уравнений (213) являются, согласно 
изложенному выше, линейными функциями неизвестных/,,, которые 
можно определить, зная эти коэффициенты. 

Для спутников с очень малым эксцентриситетом (е <3 0,02) Козаи 
заменил два элемента орбиты е и со выражениями 

esinco e0sin (со0 + со7) У Ае, 

е cos со = е0 cos (со0 + <о7). 

Четные зональные гармоники получаются по формулам (64)—(69) 
с помощью вековых изменений со', Q\ Нечетные зональные гармо­
ники получаем, используя коэффициенты Да, AQ, Ah А Е 

со' = со' ( / 2 , / 4 , . . .), Q' = Q (/2, / 4 , . . .), 

А<ь^ AQ ( / 8 , / 5 , . . .), ^ а = Л а ( / 3 , / б . . .)> 

AT = А{ (/3, / 6 , . . .), АЕ = Л, ( / 3 , / б , . . .). 

9.3. ЧИСЛОВЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ЗОНАЛЬНЫХ ГАРМОНИК ПО КОЗАИ 

Козаи определил [26] зональные гармоники от / 2 до / 1 4 и з фото­
графических наблюдений девяти спутников. Наклоны i их орбиталь­
ных плоскостей заключались между 28 и 95°, параметры орбит а 

Т а б л и ц а 6 

С п у т н и к и а г е з\ н а (о' 

«Авангард-2» . . . . . 59 а 1 1,30 32°,8 0,16 2,04s • Ю-» 
«Авангард-3» 59 т] 1 1,33 33,4 0,19 1,91 
«Эхо-1» (ракета) 60i 2 1,25 47,2 0,01 2,02 
«Эксплорер -Ц» 61 V 1 1,18 28,8 0,09 2,77 
«Транзит 4А» 610 1 1,15 66,8 0,01 -0,87 
«Мидас-2» 61 а б 1 1,57 95,9 0,01 -0,77 
« Те л стар-1» 62 a e l 1,52 44,8 0,24 1,01 
«Анна-1В» 62 Р М 1,18 50,1 0,01 2,48 
«Реле-1» 62 p v l 1,69 47,5 0,28 0,58 

С п у т н и к и G+CC н а о ' J2 н а Q* © + £ н а О * AIM 

0,55° • 10-* 0,305° • Ю- 3 -0,378 • Ю - 3 0,21 
0,57 0,223 -0,395 0,27 

«Эхо-1» (раке га) 0,26 -0,705 -0.272 0,21 
«Эксплорер-Ц» 0,52 1,092 -0,327 0,15 

-0,04 -1,875 -0,139 0,08 
-0,27 0,114 +0,058 0,06 

0,44 —0,286 -0,427 0,08 
«Анна-lB» 0,19 -1,209 -0,235 0,07 

0,45 -0,227 -0,497 0,08 



и е были также различны, поэтому неизвестные Jn разделялись 
сравнительно хорошо. 

В табл. 6 приведены использованные Козаи спутники. В этой 
таблице даны: значения а (в единицах земного радиуса), г, е, а также 
влияние вековых возмущений второго порядка ( / | ) и вековых воз­
мущений от Солнца и Луны на элементы орбиты со и й (таблица 
содержит изменения этих элементов за сутки). Кроме того, там 
даются отношения AIM, необходимые для вычисления сопротивле­
ния атмосферы (система CGS) (площадь поперечного сечения/масса 
спутника). 

Коэффициенты уравнений (213), например, для спутника 1962 ае 
7 октября 1962 г. оказались следующими: 

п = 3285,400°; i0 = 44,79953° ± 6 ; е - 0,242241 ± 1; 

со - 1,986171° ± 8; Q' =• -1 ,858849° ± 4; 

Л ^ 0 , 5 4 6 М 0 - 3 ± 1 6 ; 

At=- —0,761°• 10"2 ± 9; Л * ^ 0,1117° ± 5 ; Аа 0,0176° ± 3 

По новым вычислениям Козаи [28] получил следующие значения 

= 1082,639-10"6 

-2,565 1 0 Л 
- 1 , 6 0 8 - 1 0 Л 

л = - 0 , 1 7 4 - Ю Л 

л = 0 , 5 4 2 - 1 0 Л 

л - 0 , 4 1 9 - 1 0 Л 

л — -0,128-10" 6, 
-0,022-10" 6, 

J10 = -0,338-10" 6, 

Jll 0,176-10"6, 

Jn 0,053.10"e, 

J 13 - 0,146-10-6, 
- 0 , 1 7 4 - 1 0 Л 

Jn = -0,065- 1 0 Л 
A e 0 , 4 4 9 - 1 0 Л 

J11 == -0,052.10" 6 , 

J 18 = -0,324- Ю Л 

J19 = - 0 , 0 7 5 - l O " 6 , 

J 20 = 0 , 3 3 6 - ю л 



Эти числа характеризуют только часть поля силы тяжести Земли, 
зависящую от географической широты. Если подставить эти значе­
ния / 2 , . . ., / 1 4 в (210) и вычислить по (225, а) превышения геоида 
над общим земным эллипсоидом с сжатием / = 1 : 298,252 (/ полу­
чается п о / 2 , что будет показано ниже), то получится кривая ондуля-
ции геоида N, представленная на рис. 39 плавной линией. 

Зональные гармоники определяли также Бухар, Жонголович 
и Кинг-Хили. 

Об определении зональных гармоник из спутниковых наблюде­
нии можно в заключение сказать следующее. 

Большое значение имеет то, что зональные гармоники можно 
с сравнительно высокой точностью определять отдельно от тессе-
ральных и секториальных 
гармоник. Третья зональная 
гармоника / 3 преобладает 
над другими гармониками 
более высокого порядка / 4 , 
Jъ, . . . . Точность определен­
ных таким образом значений 
зональных гармоник очень 
высока, так что при опреде­
лении тессеральных и секто­
риальных гармоник их мож­
но считать безошибочными 
величинами. 

Конечно, ряд / л , введен­
ный в уравнение (211), нель­
зя расширять бесконечно. 
Например, если прервать 
ряд при п = 14 и п о л о ж и т ь / 1 5 = / 1 в = ... = 0, то такая аппрок­
симация будет влиять прежде всего на последние члены ряда / 2 , 
*/з> . • .» 3 \\, П Р И э т о м влияние гармоник / 1 в , . . . не будет 
отделено от / 2 , / 3 , . . ., / 1 4 . 

у 90 -60 30 0 30 60 
Рис. 39. Доля зональных сферических функ­

ций в ондуляциях геоида (по Козаи): 
д о л я , 7 3 , в се з о н а л ь н ы е г а р м о н и ! и 

9.4. УРАВНЕНИЯ ОШИБОК ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ТЕССЕРАЛЬНЫХ 
И СЕКТОРИАЛЬНЫХ ГАРМОНИК 

Определение параметров гравитационного поля, зависящих от 
долготы, т. е. тессеральных и секториальных гармоник, значительно 
труднее, чем определение зональных гармоник, так как в этом слу­
чае появляются возмущения, периоды которых относительно коротки 
и составляют часто лишь доли оборота спутника, а амплитуды редко 
превышают 150 м. В этом случае следует пространственные коорди­
наты станций наблюдений вводить как неизвестные величины. 
Преимущество заключается в том, что эти координаты станции 
можно определить в абсолютной системе координат, относящейся 
к центру масс Земли. Это не менее важно, чем определение пара­
метров гравитационного поля. Вместе с тем возникают значительные 



осложнения из-за того, что в динамической спутниковой геодезии 
неизвестные параметры гравитационного поля и неизвестные коор­
динаты станций входят в систему всегда вместе, так что их можно 
найти только путем решения этой общей системы. 

Кроме того, в этом случае нужно выполнить редуцирование 
в соответствии с уравнением (168), учитывая все возмущения, дей­
ствующие на орбиты спутников, величины которых превышают 10 м. 
Особенно точно следует определить возмущения, вызванные сопро­
тивлением атмосферы. Это относится также к влиянию светового 
давления Солнца и гравитационному действию Солнца и Луны. 
Для того чтобы уменьшить возмущения из-за сопротивления атмос­
феры и из-за светового давления Солнца и чтобы суметь лучше 
определить эти возмущения, в динамической спутниковой геодезии 
используют спутники со сравнительно малой поверхностью и боль­
шой массой, т. е. спутники со стабильной, мало возмущенной из-за 
сопротивления атмосферы орбитой. Спутники-баллоны для этого 
совершенно не пригодны. 

Отношение — поперечное сечение/масса для некоторых спутни­
ков, часто применяющихся в динамической спутниковой геодезии, 
имеет следующие значения: «Телстар-1»: 0,0075 (м 2/кг), «Транзит» 
1963 — 49В : 0,0090 (м 2/кг), см. также табл. 6. 

Возмущения, обусловленные тессеральными и секториальными 
гармониками, т. е. выражения бЙаи ••• и т. д. в уравнении (168), 
должны быть представлены в виде линейных разложений по неизвест­
ным параметрам гравитационного поля С / ш , £ / т с помощью формул 
(47) и (56). Для этой цели следует разложить выражение (55) для 
возмущающего потенциала по элементам орбиты (56), подставить 
полученное выражение в уравнения Лагранжа (40), проинтегриро­
вать по времени (58); в результате получим возмущения орбиты, 
вызванные тессеральными и секториальными гармониками. 

Таким образом, по (168) получим долготу восходящего узла, 
а именно ее значение, соответствующее оскулирующей орбите. 
Аналогичные уравнения получаем для других пяти элементов ор­
биты. Используя оскулирующие элементы орбиты, определяем про­
странственное положение спутника х* и подставляем это значение 
в уравнение (208). 

Вектор и выражаем через координаты станции наблюдения. 
Величину х" представляем в виде линейного разложения по неизвест­
ным параметрам гравитационного поля С / т , 5 / т и по коэффициентам, 
которые постоянны в выражении для элементов орбиты (168) или 
изменяются со временем по линейному или квадратичному закону. 
В формуле (168) это коэффициенты й 0 , й 1 т £22 для вычисления 
долготы восходящего узла. Для других элементов орбиты имеют 
место аналогичные выражения. 

Итак, для каждой дуги орбиты имеем одни и те же неизвестные 
параметры гравитационного поля С / О т , 5 / т . Кроме того, для каждой 
дуги имеем еще дополнительно 3*6 — 18 неизвестных коэффициен­
тов в выражениях для элементов орбиты, которые следует также 



определять путем уравнивания и которые достигают при большом 
числе орбитальных дуг значительного количества. Однако эти коэф­
фициенты не имеют значения непосредственно для определения 
параметров гравитационного поля, так что их исключают из рас­
смотрения как можно раньше. 

Далее для пространственных координат станций наблюдений 
вводят их приближенные значения и выражение для и линеаризуют, 
вводя малые дифференциальные поправки. 

Наблюдаемый вектор а вычисляют по наблюдаемым прямому 
восхождению и склонению а, б, как это делалось при определении 
средних элементов орбиты с использованием уравнений (167), (172) 
(173). 

Линеаризуя уравнение (208), получаем с помощью (168) уравне­
ние ошибок динамической спутниковой геодезии, где коэффициенты 
х> У* г], £ —частные производные, которые можно вычислить 
с помощью электронно-вычислительной машины как отношения диф­
ференциалов: 

3 3 3 3 3 

v = — I + 2 Xi/ба/ + 2 х2/8е/ + 2 * з / б с о / + 2 х 4 / 6 + 2 Ив/бй/ + 
7-0 1=0 » = 0 7 = 0 1=0 

+ 2 2 2 (4lmClm + ylmSlm) + f АХ + ц Д Г + £ AZ. (214) 
7-0 I т 

В (214) v — случайная ошибка наблюдений. При измерениях 
направлений здесь появляются ошибки прямого восхождения va 

(или cos б • va) и склонения v&. 
При измерениях расстояний, как и в уравнении (176), появ­

ляется vs. 
При допплеровских наблюдениях появляется У л ^, как уже было 

показано в уравнении (177). 
Свободный член I уравнения (214) получается так же, как и 

в уравнениях (173), (176), как разность величины, вычисленной 
по приближенным значениям, и значения, полученного из наблю­
дений. 

Дифференциальные изменения ба;-, беу-, . . ., бйу, . . ., коэф­
фициентов ау-, е}, . . . йу, . . . в разложении (168) для элементов 
орбиты меняются от орбиты к орбите. Координаты станции наблю­
дения изменятся, если введем наблюдения с другой станции. Неиз­
вестные параметры гравитационного поля появляются одинаково 
во всех уравнениях ошибок. 

В то время как при допплеровских наблюдениях и при измере­
ниях расстояний до спутника получают из наблюдений только одну 
величину, при наблюдениях направлений появляются одновременно 
две случайные величины va и v&. Обе эти величины в большей или 
меньшей степени коррелированы друг с другом. На это обстоятель­
ство было указано раньше, при описании синхронных наблюдений 
с двух станций (188), (189). 



Если в динамической спутниковой геодезии хотят учесть эту кор­
реляцию, чтобы применить более строгий способ уравнивания, то 
следует иа и и& заменить с помощью (189) на и1 и 1 ^ . Как показал 
опыт, такая подстановка в динамической спутниковой геодезии 
практически приносит мало пользы. 

9.5. РЕЗОНАНСЫ 

В рассматриваемом орбитальном методе динамической спут­
никовой геодезии нельзя недооценивать осложнения, вызываемого 
появлением малых знаменателей в выражениях, которые встреча­
ются при аналитическом представлении коэффициентов у[т и ^ т 

уравнения (214). Эти малые знаменатели могут появиться только 
при определенных условиях. Они зависят от периода обращения 
спутника, от скорости вращения Земли и от параметров /, т , коэф­
фициентов С1т и 5 / т . Речь идет о резонансах. 

Резонансный эффект встречается тогда, когда в знаменателе 
выражения (58) стоит малое числовое значение. Тогда в возмуще­
ниях орбиты появляются долгопериодические члены, вызванные 
совершенно определенными гармониками С1т Б1т и достигающие 
сравнительно большой амплитуды, примерно 100 м, в то время как 
обычно, если знаменатель в (58) имеет достаточно большую вели­
чину, эти члены будут значительно меньше. 

Поэтому при орбитальном методе для некоторых орбит спутни­
ков и для разных гармоник высшего порядка следует проверить 
знаменатель в выражении (58), причем нельзя пренебречь всеми 
возмущениями, вызванными этими гармониками, если резонанс­
ные эффекты достигают более 5 или 10 м. 

В выражении для возмущений средней аномалии М в соответст­
вии с уравнением (44) упомянутый малый знаменатель встречается 
в квадрате при двойном интегрировании. В этом случае возникает 
особенно сильный резонансный эффект. 

9.6. НОРМАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕССЕРАЛЬНЫХ 
И СЕКТОРИАЛЬНЫХ ГАРМОНИК 

После составления уравнений ошибок следует решить нормаль­
ные уравнения, применяя преобразования Гаусса. Уравнения оши­
бок имеют следующую структуру: 

где Ь — вектор-столбец коэффициентов при постоянных или при 
изменяющихся со временем по линейному или квадратичному закону 
членах в выражениях для элементов орбиты (168) или при величинах 

V = ВЬ + Хи + Gg - /. 

Тогда нормальные уравнения будут 

В*Ь + Х*и + G*g - /* - 0, 

(215) 

(216) 



Ьаг Ье}, . . ., 6Mj в уравнении (214), и — вектор-столбец коорди­
нат станции или их дифференциалов АХ, ДУ, AZ в уравнении (214), 
g — вектор-столбец постоянных Стокса Clm, Slm, т. е. неизвестных 
коэффициентов разложения гравитационного поля по сферическим 
функциям. 

В нормальных уравнениях исключим сначала вектор-столбец 
Ь. В разных орбитальных дугах, введенных в уравнивание, представ­
лены разные наблюдения, так что эти дуги статистически незави­
симы друг от друга. Поэтому в каждой строке уравнения (216) по­
являются не все элементы вектора 6, а представлены лишь эле­
менты (например, 3-6 = 18 по уравнению (214)), относящиеся к дан­
ной орбите спутника. 

Если в уравнивание ввести 100 дуг, то вектор Ь будет содержать 
всего 100-3-6 = 1800 элементов. При исключении Ъ следует исклю­
чать не все 1800 неизвестных одним приемом, что неосуществимо 
практически. Матрица В * будет иметь структуру квазидиагональ­
ной матрицы и может быть разделена на 100 независимых друг от 
друга отдельных систем по 3-6 = 18 элементов, каждая из которых 
относится к одной из 100 дуг орбиты. 

Следовательно, постепенно, один за другим можно исключить 
18 элементов вектора 6, получающихся для отдельных дуг, путем 
умножения на обратную матрицу, подобно тому, как это делалось 
в (204), (205). 

В дальнейшем предполагается, что вектор Ь исключен. Таким 
образом, остаются лишь интересующие нас неизвестные и, g. 

Вариант а. 
Хи+ Gg-l= 0. (217) 

Если выполнили фотографические наблюдения спутника и вычис­
лили по ним, например, 100 дуг, если в наблюдениях участвовали 
12—15 станций, а гравитационное поле было представлено гармони­
ками до восьмого порядка с одновременным учетом некоторых гар­
моник высшего порядка, вызывающих описанные выше резонанс­
ные эффекты, то обращаются к уравнению (217). Система (217), 
полученная в результате измерения только направлений, уже сама 
по себе способна дать определенные значения неизвестных и, g. 

Оценка рассеивания наблюдений a priori , т. е. определение 
внутренней точности наблюдений, важно для дальнейшего сравнения 
со значениями, полученными a posteriori. 

Если использовать много спутников с разными орбитами, то 
при наблюдениях с двенадцати станций и при представлении поля 
силы тяжести гармониками до восьмого порядка система (217) будет 
содержать около 100 неизвестных. Ее можно решить, и результатом 
решения будут координаты станций и и параметры гравитационного 
поля g. При этом получаем также средние квадратические ошибки 
этих значений. 

Точность этого метода характеризуется средней квадратической 
ошибкой наблюдений, которая получается a posteriori. Если она 



окажется значительно больше, чем средняя квадратическая ошибка, 
полученная a priori , то математическая модель, которая использо­
валась в уравнении ошибок (215) с неизвестными 6, a, g, будет не­
удовлетворительна. Ее надо будет улучшить, привлекая более высо­
кие гармоники или точнее учитывая возмущения, вызванные сопро­
тивлением атмосферы, и влияние резонансных эффектов. 

Вариант б. Если после уравнивания системы (217) произвести 
дополнительные наблюдения, то не нужно обрабатывать все заново. 
Если при первых вычислениях получили систему 

*i«* + G i t f - ' i = 0 (218) 

и если в последующие годы подобным образом получили по резуль­
татам наблюдений новую систему 

X2u + G2g-l2 = 0y (219) 
то при объединении наблюдений для расчетов, в результате сложе­
ния нормальных уравнений получаем следующую систему, которая 
является строгой: 

(X, -г- Х2) и -\- (Gx + G2) g-(l1 + h) = 0. (220) 

Если при первых вычислениях участвуют совершенно другие 
станции, чем во втором случае, то, исключая координаты станций 
при первых вычислениях, получаем систему уравнений следующего 
вида: 

С ! * - 1 1 = 0. (221) 

Если во второй новой системе также исключить координаты станций, 
то аналогично получим 

G\g-l\ = 0. (222) 

Системы (221) и (222) можно объединить путем сложения. Сложение 
обеих систем уравнений приводит к строгому выражению 

(С1 + С в , ) * - ( / 1 + Г,) = 0. (223) 

Из решения уравнений (223) получим неизвестные параметры грави­
тационного поля. Дальнейшие вычисления дают координаты стан­
ций и для обеих частей системы. 

Принципиально метод соединения двух систем, полученных 
с помощью динамической спутниковой геодезии, путем сложения 
нормальных уравнений в соответствии с уравнениями (218), (219), 
(220), можно еще обобщить. 

Если станции системы в динамической спутниковой геодезии* 
соединены друг с другом также сетью, полученной методами гео­
метрической спутниковой геодезии, то обе системы можно объединить 
описанным выше способом, путем сложения нормальных уравнений. 
Это справедливо и тогда, когда часть станций «геометрической» 
сети лежит вне «динамической» сети. 



При этом появляются осложнения, так как математическая 
модель динамической сети принципиально иная, чем математическая 
модель геометрической сети. Динамическая сеть характеризуется 
меньшей степенью приближения и большей остаточной ошибкой 
или ошибкой модели (примерно ± 5 " ) , потому что действуют остаточ­
ные ошибки параметров гравитационного поля. 

Напротив, на геометрическую сеть не действуют ошибки пара­
метров гравитационного поля. Ее остаточные ошибки или ошибки 
модели незначительно больше ошибок, характеризующих внутрен­
нюю точность наблюдений ( ± 1 — ±2"). 

Если объединить динамическую и геометрическую сети, то вес 
обеих систем следует очень тщательно определить по остаточным 
уклонениям, полученным после уравнивания отдельных систем. 
Это должно предшествовать успешному объединению обеих разно­
родных систем. 

При определении параметров гравитационного поля орбиталь­
ным методом получаем уравнения вида (217). В этом случае допол­
нительные условия из других источников появляются не для коор­
динат станций м, а для неизвестных параметров гравитационного 
поля g. Так, например, можно потребовать, чтобы полученные из 
наблюдений спутника выражения для параметров гравитационного 
поля приводили к значениям аномалий силы тяжести на поверх­
ности Земли, которые бы соответствовали аномалиям силы тяжести, 
полученным из наземных наблюдений. 

Таким образом, для параметров гравитационного поля имеем 
некоторое количество дополнительных уравнений ошибок вида 

Эту систему можно объединить с системой вида (217) по правилу 
сложения нормальных уравнений, подобно тому, как это имело 
место для выражений (218) — (223). 

При этом нет необходимости, чтобы^ из уравнивания (224), (225) 
определялось однозначно, т. е. число неизвестных в (224) может 
быть больше, чем число уравнений ошибок. 

Кроме того, если имеем независимые системы оптических, доп-
плеровских и лазерных измерений и если введем также условия, 
полученные с использованием наземных определений аномалий 
силы тяжести, то все эти разнородные системы можно строго объеди­
нить друг с другом по правилу сложения нормальных уравнений 
или по правилу сложения редуцированных нормальных уравнений. 

Однако следует подчеркнуть, что при разнородных наблюдениях 
рассеивание результатов наблюдений, вызванное внутренними ошиб­
ками наблюдений либо ошибками принятой математической модели, 
должно быть определено точно, если стремятся, чтобы объединение 

Отсюда получаем нормальные уравнения. 

(224) 

(225) 



систем было выполнено успешно. В данном случае уравнивание 
следует проводить методом приближений с улучшением весов таким 
образом, чтобы сначала из раздельного уравнивания отдельных 
систем получить средние квадратические ошибки a posteriori. Эти 
средние квадратические ошибки a posteriori при объединении систем 
можно будет вводить в отдельные частные системы, как средние 
квадратические ошибки a priori . После уравнивания общей системы 
для отдельных частных систем получим новые остаточные ошибки, 
с которыми в данном случае следовало бы повторять уравнивание 
до тех пор, пока это основное уравнивание с достаточным прибли­
жением не будет приводить к стабильным результатам. 

9.7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАСШТАБА 

В динамическом методе спутниковой геодезии особое значение 
имеет определение масштаба. Только в некоторых исключительных 
случаях пространственные координаты отдельных станций наблюде­
ния будут настолько точны, что их можно вводить как безошибочные, 
для того чтобы получить по ним масштаб системы. В большинстве 
случаев стараются определить эти координаты непосредственно 
о р бита л ьным методом. 

Иногда масштаб можно получить из системы космической три­
ангуляции, масштаб которой определен по описанному в гл. 8 ме­
тоду, если объединить обе системы путем сложения уравнений. 

Особенно важно определение масштаба системы космическим 
методом, при котором используется знание скорости света. В этом 
случае отслеживают орбиты лунных зондов радиотехническим мето­
дом (допплеровским методом); отслеживая орбиты, можно с очень 
высокой точностью определить произведение к на массу Земли кМ, 
включая массу атмосферы. Если исключить массу атмосферы, значе­
ние которой не превышает 10~в, то получим для произведения массы 
Земли на гравитационную постоянную следующую величину: 

кМ = 398 600,9 ± 0,7 км 3 сек" 2. 

Если обратиться к третьему закону Кеплера, уравнение (171), и 
ввести также среднюю величину среднего движения спутника п *, 
то из третьего закона Кеплера (если пренебречь короткопериодиче-
скими возмущениями) получится большая полуось эллиптической 
орбиты спутника а *. Это — линейная величина, которая позволяет 
определить масштаб орбиты спутника и тем самым масштаб всей 
системы, включая систему координат станций. 

Можно было бы разработать третий метод определения масштаба 
в динамической спутниковой геодезии, используя в орбитальном 
методе не только наблюдения направлений, но и допплеровские 
наблюдения по (102, а) или наблюдения расстояний до спутника 
с помощью лазера или системы Секор. Эти методы имеют ограничен­
ное применение. Если выполнить отдельные измерения расстояний 
до спутника с точностью ± 1 — ± 3 м, то можно определить весьма 



точно возмущения орбиты спутника. Однако при получении мас­
штаба надо учитывать, что математическая модель, по которой при 
орбитальном методе определяют положение спутника в пространстве, 
имеет вследствие пренебрежения гармониками высшего порядка 
сравнительно большие остаточные ошибки, примерно ± 5 " , что 
соответствует20—30 м. Эти ошибки модели действуют в полной мере 
при сравнении измеренного расстояния с вычисленным для опреде­
ления масштаба орбиты спутника. При определении масштаба орбиты 
спутника таким способом получаем довольно большую относитель­
ную ошибку порядка 2'10~ 5. Такая точность масштаба слишком 
мала. Успех будет обеспечен, если в орбитальном методе использо­
вать много таких измерений растояний. 

При синхронных наблюдениях, напротив, отсутствует отрица­
тельное влияние неучтенной части гравитационного поля. При син­
хронных наблюдениях математическая модель более благоприятна. 
Поэтому в системах орбитального метода можно получить масштаб 
с высокой точностью, если, например, на одной станции определять 
расстояние до спутника с помощью лазера, а с двух соседних стан­
ций одновременно наблюдать фотографическим методом направле­
ния на спутник. Из таких синхронных наблюдений можно получить 
масштаб треугольника, образованного тремя станциями, и тем самым 
всей глобальной системы станций наблюдений с относительной ошиб­
кой, которая примерно совпадает с ошибкой измерений лазером 
(приблизительно 2 • 10^в), что соответствует положениям об опреде­
лении масштаба при космической триангуляции. 

9.8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЕОИДА И АНОМАЛИЙ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 
ПО РАЗЛОЖЕНИЯМ ПОТЕНЦИАЛА 

Если из спутниковых наблюдений получено разложение потен­
циала по сферическим функциям (31), то для геодезии важно вычис­
лить по нему ондуляции геоида N и аномалии силы тяжести (анома­
лии в свободном воздухе) àgF на поверхности Земли. 

Ондуляции геоида N получают относительно поверхности эллип­
соида со сжатием / , большая полуось которого определяется при 
условии, что сумма квадратов значений N — минимальна (общий 
земной эллипсоид). 

Потенциал этого эллипсоида на внешнюю точку равен 

U = [ l - / , (^-J Рг (sin V ) - Jt ( ^ ) V 4 (sin Ф ) + . . . ] , 

/ 4 = _ - ± . / < 7 / - 5 г е ) + . . . . 



т — , 
УЕ 

кМ = 1?ЕчЕ[\-! + \т-^т1+ . . . ] . 

Ондуляции геоида определяют затем с помощью (31) по формуле 

Я=^Г~. (225, а) 

где 6? — среднее значение силы тяжести для всей Земли. 
Аномалии в свободном воздухе Д ^ получаются из величин N 

по формуле Брунса 

Таким образом, если вычтем из разложения потенциала V, полу­
ченного по спутниковым наблюдениям, «нормальный» потенциал С/ 
и разность разделим на С, то получим разложение ондуляции геоида 
N по сферическим функциям. 

Если разложение N по сферическим функциям подставим в фор­
мулу Брунса, то получим разложение в ряд для Д§р. 

Если в формулах (226), (236) под С / т , £ / т подразумевать коэффи­
ц и е н т в разложении для V — £/, то эти формулы явятся разложе­
нием по сферическим функциям аномалий в свободном воздухе AgF. 

9.9. ЧИСЛОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Многие авторы неоднократно применяли орбитальный метод 
для определения параметров гравитационного поля и координат 
сианций. 

9.9.1. Оптические наблюдения 

Определенные в 1966 г. Гапошкиным координаты 12 станций, 
оснащенных камерами Бейкера-Нанна, и геоид считаются лучшими 
результатами, полученными до сих пор из фотографических наблю­
дений. Гапошкин применял в основном метод, описанный в варианте 
а (217). При этом он использовал исходные данные, приведенные 
в табл. 7. 

Полученный им геоид показан на рис. 40. Он определяется следу­
ющими гармониками (табл. 8). 

Гапошкин определил гравитационное поле в виде разложения 
по сферическим функциям до восьмого порядка. Кроме того, были 
определены еще сорок гармоник от 9 до 15 порядка (всего 108 гармо­
ник), которые были выведены вместе с координатами станций из 
наблюдений камерами Бейкера-Нанна. Зональные гармоники были 
взяты у Козаи как известные значения. 



Т а б л и ц а 7 

С п у т н и к и i е q, к м 
п е р и г е й 

П е р и о д 
о б р а щ е н и я 
с п у т н и к а 
в с у т к а х 

С р е д н е е 
ч и с л о н а ­
б л ю д е н и й 
з а с у т к и 

О б щ е е 
ч и с л о 

о б о р о т о в 
с п у т н и к о в 

О б щ е е 
ч и с л о 

н а б л ю ­
д е н и й 

5900101 33° .165 557 12 10 37 4950 
5900102 33 .183 557 15 7 2 226 
5900701 33 .190 515 15 10 27 4011 
6100401 39 .119 640 8 25 34 5496 
6202901 45 .292 950 16 10 21 3161 
6000902 47 .012 1500 14 10 59 8643 
6206801 48 .284 1320 16 к9 8 931 
6302601 50 .061 419 8 П 7 543 
6206001 50 .007 1076 11 10 22 2603 
6101501 67 .008 870 15 5 24 1889 
6101502 67 .008 870 15 5 19 1501 
6400101 70 .002 930 10 5 8 709 
6102801 95 .011 3500 30 20 19 9102 

+120° +180° 

Рис. 40. Ондуляцпп геоида (в м) из фотографических спутниковых наблюдений 
по Гапошкину (1966). Смитсонианский институт «Стандартная Земля 1966» 

(/ = 1 : 298, 255) 

Результаты Гапошкина получили название «Стандартная Земля 
1966». 

Точность наблюдений a priori составляла примерно ±2,5" , 
после уравнивания ±4,8". При дальнейшем уточнении математиче­
ской модели можно надеяться на лучшие результаты. Координаты 
станции были получены с точностью порядка ± 1 0 м. Векторы напра­
влений между станциями определялись независимо из синхронных 

12* 179 



Т а б л и ц а 8 
Гармоники гравитационного поля Земли по Гапошкину 

(«Стандартная Земля, 1966») 
Нормированы с помощью уравнений (31), (32) 

1 т с / т х ю - т 5 / т х ю -

2 2 2,379 -1,351 8 1 -0,075 0,065 
3 1 1,936 0,266 8 2 0,026 0,039 
3 2 0,734 - 0 538 8 3 -0,037 0,004 
3 3 0,561 1,620 8 4 -0,212 -0,012 
4 1 -0,572 -0,469 8 5 -0,053 0,118 
4 2 0,330 0,661 8 6 -0,017 0,318 
4 3 0,851 -0,190 8 7 -0,0087 0,031 
4 4 -0,053 0,230 8 8 -0,248 0,102 
5 1 -0,079 -0,103 9 1 0,117 0,012 
5 2 0,631 -0,232 9 2 -0,0040 0,035 
5 3 -0,520 0,007 10 01 0,105 -0,126 
5 4 -0,265 0,064 10 02 -0,105 -0,042 
5 5 0,156 -0,592 10 03 -0,065 +0,030 
6 1 -0,047 -0,027 10 04 -0,074 -0,111 
6 2 0,069 -0,366 11 01 -0,053 +0,015 
6 3 -0,054 0,031 12 01 -0,163 -0,071 
6 4 -0,044 -0,518 12 02 -0,103 -0,0051 
6 5 -0,313 -0,458 12 12 -0,031 0,0008 

6 -0,040 -0,155 13 12 -0,059 0,050 
7 1 0,197 0,156 13 13 -0,059 0,077 
7 2 0,364 0,163 14 01 -0.015 0,0053 
7 3 0,250 0,018 14 11 0,0002 -0,0001 
7 4 -0,152 -0,102 14 12 0,094 -0,028 
7 5 0,076 0,054 14 14 -0,014 -0,003 
7 6 -0,209 0,063 15 09 -0,0009 -0,018 
7 7 0,055 0,096 15 12 -0,0619 0,0578 

15 13 -0,058 -0,046 
15 14 0,0043 —0,0211 

наблюдений. Невязки обоих методов составляли примерно ± 0 , 7 " т 

что соответствует ± 1 4 м на расстоянии 4000 км. 
Трудно оценить точность полученного геоида. Ошибки ондуля-

ций геоида, определенного из наблюдений спутников, могли бы 
в среднем составлять ± 7 м. Если по разложению потенциала вычис­
лить аномалии силы тяжести на поверхности Земли и сравнить их 
с величинами аномалий, полученных из наземных измерений, то 
точность полученных из наблюдений спутника средних значений 
аномалий для площадок размером 20 X 20° составит ± 6 , 6 мгл. 

9.9.2. Допплеровские наблюдения 

Андерле, Гайер и Ньютон определили координаты станций и 
геоид из допплеровских наблюдений. Здесь также возникла система 
в соответствии с вариантом а (217). 



Использованный Гайером и Ньютоном материал приведен в 
табл. 9. Полученный этими авторами геоид показан на рис. 41. 

Геоид, полученный из допплеровских наблюдений Андерле [1], 
изображен на рис. 42, 

Рис. 41. Одулящш геоида (в м) из допплеровских наблюдений по Гайеру 
и Ньютону (1965, / = 1 : 298,255) 

Т а б л и ц а 9 

С п у т н и к и 1 9 6 1 - а т ) 1 1 9 6 2 - 0 Ц 2 1 9 6 1 - 0 1 1 9 6 Я - 4 9 В 1 9 6 Я - 3 8 С 

1,16166 1,17715 1,14724 1,17145 1,17301 
е 0,01034 0,00705 0,00797 0,00360 0,00411 
1 32,4264° 50,1268° 66,8018° 89,9555е 89,9080° 

Число прохождений при опре­
делении незональных гармо-

214 561 237 348 272 214 561 237 348 272 
Число оборотов спутника при 

определении незональных 
13 20 11 8 9 

Число оборотов сплтника при 
определении зональных гар-

37 33 40 25 
79 Остаточнье ошибки в метрах 72 66 89 79 79 



-160° -120° 60° 0° +60° »120° +180° 

Рис. 42. Ондуляции геоида (в м) из допплеровских наблюдений по Андерли 
(1966, 1 = 1: 298,255) 

9.9.3. Совместное уравнивание спутниковых наблюдений 
и значений аномалии силы тяжести, 
полученных из наземных измерений 

В 1966 г. Каула [18] опубликовал координаты станций и карту 
геоида, полученные из уравнивания наблюдений, выполненных 
камерами Бейкера-Нанна. При этом учитывались высоты геоида, 
определенные из астрономического нивелирования (рис. 43). 

При уравнивании по (224), (225) возникает дополнительное 
условие, заключающееся в том, что полученные из разложения 
гравитационного поля средние значения аномалий в свободном 
воздухе для площадок размером 15 X 15° или 20 X 20° должны 
совпадать с соответствующими средними значениями аномалий 
силы тяжести [ Д ^ ] ^ полученными из наземных измерений. Если 

Рд= | | СОЭ ф Йф (1\ 
я 

является такой площадкой, то имеет место условное уравнение 

V = - Ш Л / 7 ^ - ^ 2 2УГт, (226) 
1 J 4 1=3 т = 0 

У*т = (/ — 1) \с1т ^ ^ Р / т с о з т ^ с о з ф й ф ^ + 

+ Л Р 1т51пт'ко,о$ч<1ц<1% . 
я 

1 = 2, т - 2 / - 3 , 4 . . . , / ? т = 0 , 1 | 7 -



С/т' $1т — коэффициенты разложения по сферическим функциям 
потенциала V — V (истинный потенциал минус нормальный потен­
циал). 

В уравнении (226) и — случайная ошибка, которая слагается 
из ошибки аномалий силы тяжести, полученны\ из наземных изме­
рений (аномалии в свободном воздухе) [Д^1^ и «ошибки модели». 
Из совокупности уравнений ошибок типа (226) можно составить 
соответствующие уравнения вида (224), (225), даже если число урав­
нении (226) меньше, чем число коэффициентов С / т , 5 / т . Применяя 
описанный выше прием сложения, после объединения с частной 
системой, полученной из спутниковых наблюдений, получим основ 
ную систему для уравнивания. 

Рис. 43. Ондуляцин геоида (в м) из фотографических спутниковых наблюдений 
и наземных данных по Каула (1966, / = 1 : 298,255) 

В данном случае необходимо преобразовать с помощью уравне­
ния (81, а) или (81, б) аномалии в свободном воздухе Д#р в аномалии 
Ag, что необходимо для использования формул (81). 

9.10. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ 
ЧЕРЕЗ АНОМАЛИИ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 

В предыдущих главах гравитационное поле Земли было предста­
влено через разложение по сферическим функциям, при этом вновь 
определяли глобальное гравитационное поле методами спутниковой 
геодезии, не принимая во внимание, что уже примерно половина 
поверхности Земли покрыта гравиметрическими и маятниковыми 
пунктами. 

Привлекая условие вида (226), можно, помимо этого, учитывать 
аномалии силы тяжести, полученные из наземных измерений. 



Но можно и заранее представить гравитационное иоле через 
аномалии силы тяжести и считать их неизвестными задачи. Матема-
шческое выражение для определения возмущений орбиты в зависи­
мости от аномалий силы тяжести, полученных из наземных измере­
ний, было дано уравнениями (76) — (81). 

Следовательно, если при орбитальном методе гравитационное 
поле Земли представить через аномалии силы тяжести, полученные 
из наземных измерений, вводя средние значения аномалий для пло­
щадок размером 10 X 10°, 15 X 15° или 20 X 20°, то придем к урав­
нениям ошибок, которые подобны выражениям (214). Но здесь неиз­
вестные параметры гравитационного поля SLM, CLM заменены сред­
ними значениями аномалий силы тяжести [\g]q 

з з з з з 
v = - 1 + 2 х 1 у ба, + 2 + 2 х 3 /6а) у + 2 + 2 и 6 / в ° / + 

/ = о / « О ; - о 7 = 0 7 = 0 

+ S x,,6Jlf, + 2 Y, [ A * J , - L tAX + nAY + lAZ. (227) 

Коэффициенты уа в (227) определяют влияние аномалий силы 
тяжести на наблюдаемую величину: на прямое восхождение а и 
склонение б в случае оптических наблюдений, на расстояние s 
в случае лазерных наблюдений или измерений с помощью системы 
Сскор или на смещение часто ш Д/ при допплеровских наблюдениях. 

Коэффициенты уд получаются в результате использования возму­
щений, вычисленных но формулам (76) — (81). Пусть [Ag]q = 
= 10 мгл фиктивная относительная аномалия. Вычислим по (81) 
и (82) три компонента возмущающей силы А х , К2, К3< а также 
путем численного интегрирования (45) возмущения в элементах 
орбиты, вызванные этой относительной аномалией. По этим возму­
щениям, вычисляя частные дифференциалов, но формулам (172), 
(173), (176), (177) находим влияние фиктивной аномалии в 10 мгл 
на результаты наблюдений. Так получается коэффициент yq. 

Другими словами, используя формулы (76) — (81) и интегрируя 
(45) при помощи (83), путем численного интегрирования получаем yq. 

Здесь можно использовать преимущества аналитического интег­
рирования; так как при численном интегрировании очень часто 
нужно вычислять возмущения а , е , . . ., примерно 150 раз за один 
оборот спутника. 

При аналитическом интегрировании могут быть вычислены 
интегрированные возмущения (ба, бе, . . .) по изменениям элемен­
тов орбиты со временем непосредственно из уравнений Лагранжа 
аналитическим путем. В этом случае возмущения надо вычислять 
только для моментов наблюдений. Так, 8а, бе, . . ., следует вычис­
лять только внутри интервала примерно в несколько часов, при 
этом экономится время, необходимое для вычислений. 

Для аналитического интегрирования в (76), (77) делаем подста­
новку в соответствии с теоремой сложения сферических функций 



(79), заменяем интеграл (76) суммой и для Т получаем формулу 

т = %тя. 

Подстановкой (79) представляем долю Тд отдельного элемента 
поверхности Рд в возмущающем потенциале Т выражением вида (55), 
которое можно преобразовать в формулу (56) и представить как 
функцию от элементов орбиты. Дифференцируя по элементам орбиты, 
получим для Тд по формулам (40) и (57) выражение, зависимость 
которого от времени дается через тригонометрические функции, 
аргументы которых изменяются со временем линейно. Тогда можно 
легко интегрировать аналитически, используя формулу (58). 

Итак, в случае представления гравитационного поля Земли сред­
ними аномалиями силы тяжести [ Д ^ уравнения ошибок (227) 
имеют такую же структуру, как уравнения ошибок (214), относя­
щиеся к представлению потенциала в виде разложения по сфериче­
ским функциям. 

Если гравитационное поле представить аномалиями силы тяже­
сти, то получаем возможность определить характеристики этого 
поля и координаты станций по вариантам а и Ь, (217) — (223). Можно 
при этом объединить несколько систем однородных наблюдений, 
применяя теорему сложения нормальных уравнений. 

Если все гравитационное поле представить через неизвестные 
аномалии силы тяжести [ Д ^ , которые можно определить из урав­
нивания спутниковых наблюдений, то эти аномалии образуют ряд 

Они покрывают всю поверхность Земли. Если ввести площадки 
размером 20 X 20°, то будем иметь около 100 неизвестных и это 
представление будет эквивалентно разложению по сферическим 
функциям примерно до девятого порядка. 

Можно рекомендовать вводить a priori как безошибочные исход­
ные величины все средние значения аномалий силы тяжести \Ag]gr 

которые надежно определены из наземных измерений с ошибкой ± 1 
или ± 2 , или ± 3 мгл; так как в настоящее время едва ли можно 
точнее определить эти значения только из спутниковых наблюдений. 
До сих пор смогли определить средние значения аномалий из спут­
никовых наблюдений для площадок размером 20 X 20° с ючностью 
примерно ± 6 , 6 мгл. В этом случае заданные аномалии силы тяжести 
следует представить рядом 

[Д*],; g = l , 2 , . . . , п** . (228) 

[Ag]q; $ = 1 , 2 , . . А; * < * * • . 

Неизвестными задачи будут только значения 

(229) 

(230) 



Известную сумму 
к 

подставляем в (227), прибавляя к свободному члену 

тогда линейным разложением для неизвестных будет выражение 

Если все аномалии силы тяжести будем считать наблюденными 
величинами, случайные ошибки которых ид1 то рекомендуется в (227) 
распространить суммирование по всему интервалу д = 1, 2, . . ., 
п **. При этом условии все аномалии силы тяжести вводятся как 
неизвестные величины. К уравнениям ошибок (227), вытекающим 
из спутниковых наблюдений, следует добавить еще следующие 
уравнения ошибок, полученные по результатам наземных измерений: 

ных из наземных измерений; 1Д#]<у — неизвестные, которые следует 
определить из уравнивания. 

Соединение (227) и (233) можно произвести аналогично тому, 
как это было сделано в вариантах а и 6, только надо следить за тем, 
чтобы наблюдения в обеих системах были однородные. Так как 
вводятся разные математические модели, веса в уравнениях (227) 
и (233) должны быть тщательно определены. 

9.11. НЕКОТОРЫЕ СООБРАЖЕНИЯ ОБ ОРБИТАЛЬНОМ МЕТОДЕ 

Совместное определение координат станций и параметров грави­
тационного поля универсальным орбитальным методом, как это 
было описано выше, является весьма эффективным средством. 

Преимущество метода заключается в том, что координаты стан­
ций можно определять на расстояниях в несколько тысяч километ­
ров, даже если невозможно наблюдать спутник синхронно с сосед­
них станций. Координаты разных станций слабо коррелированы 
друг с другом (коэффициент корреляции = 0,07 при 12 станциях 
наблюдений), так что практически они не зависят друг от друга. 
Если на станции было получено мало наблюдений, то это не влияет 
отрицательно на наблюдения с других станций, в противополож­
ность законам накопления ошибок, действующим при космической 
триангуляции. 

2 Уд № \ я . (232) 



Преимуществом орбитального метода является также то, что 
координаты пунктов могут быть определены в абсолютной системе, 
отнесенной к центру масс Земли. Орбитальный метод спутниковой 
геодезии является практически почти единственным методом для 
получения абсолютных координат. 

При этом имеется возможность определить не только координаты 
пунктов, но и параметры гравитационного поля Земли. Недостатком 
здесь является то, что обе частные системы, координаты и параметры 
гравитационного поля нельзя представить отдельно друг от друга. 

Недостатком является и то, что остаточные ошибки поправок 
за сопротивление атмосферы и за световое давление Солнца пол­
ностью входят в результат, как и остаточные ошибки аналитиче­
ского выражения для гравитационного потенциала. Так как время 
движения ИСЗ по используемым для орбитального метода дугам 
в большинстве случаев составляет от двух до трех недель, то веко­
вые и долгопериодические члены этих поправок могут достигать 
значительных величин; их редко можно определить с удовлетвори­
тельной точностью. Поэтому трудно задать «математическую модель» 
для вычисления элементов орбиты с достаточной точностью, и оста­
точные ошибки a posteriori при орбитальном методе ± 5 " значительно 
выше, чем ошибки a priori (+2,5"). 

Доставляют также трудности резонансные эффекты. Орбиталь­
ный метод является универсальным, его эффективность можно уве­
личить путем вариаций геометрии многочисленных наблюдений 
и путем выбора многих пригодных спутников с разными элементами 
орбиты. 

В универсальном орбитальном методе используют, по крайней 
мере, около десяти станций наблюдений, которые должны быть 
распределены по возможности равномерно на поверхности земного 
шара, если требуется определить параметры гравитационного поля 
Земли и координаты станций как независимые друг от друга вели­
чины. 

Если станции наблюдений расположены на континенте площадью 
2000 X 2000 км, 3000 X 3000 км или 4000 X 4000 км, то трудно 
определить абсолютные положения станций в пространстве и поле 
силы тяжести Земли. Если станции сосредоточены только на одном 
континенте, а не распределены по всей Земле, то элементы орбиты и 
координаты станций наблюдений получаются недостаточно точно, 
так как наблюдения не распределены равномерно вдоль орбит спут­
ников. 

Если станции расположены только на одном континенте, а поле 
силы тяжести уже известно из других источников, например из 
универсального орбитального метода, и если при таких условиях 
надо определить только абсолютные координаты расположенных 
на одном континенте станций, то имеем дело со специальным огра­
ниченным случаем орбитального метода. Располагая результатами 
наблюдений и заданными параметрами гравитационного поля, 
можно определить элементы орбиты и далее получить по ним 



абсолютные координаты станций наблюдений. Если в упомянутом 
ограниченном случае ввести в качестве неизвестных только коорди­
наты станций, считая их независимыми друг от друга величинами, то 
при определении координат и в этом случае возникли бы трудности, 
так как станции наблюдений неравномерно распределены по всей 
Земле. 

В этой задаче можно ввести дополнительные условия, полагая, 
что расположенные только на одном континенте станции наблюдений 
были заранее связаны друг с другом космической триангуляцией. 
В этом случае на станциях заранее уже были проведены синхрон­
ные наблюдения, абсолютное ориентирование сети в горизонталь­
ном и вертикальном направлениях было выполнено по методу Вяй-
сяля, а масштаб сети определен из триангуляции или из наблюдений 
спутника лазерным методом или с помощью системы Секор, или из 
допплеровских наблюдений. Тогда уже известны пространственные 
относительные координаты этой континентальной системы и ее 
нужно только сместить в пространстве в трех ортогональных напра­
влениях, чтобы относительные координаты стали абсолютными. 
Задача, таким образом, имеет еще три неизвестных, а именно посто­
янные для всех станций изменения координат X , У, Z. 

В этом варианте орбитального метода из несинхронных наблюде­
ний спутников, располагая параметрами гравитационного поля Земли 
и относительными координатами континентальной системы станций 
наблюдений, следует определить только три неизвестных, необхо­
димых для преобразования относительных координат в абсолютные. 
Задача упрощается, потому что надо определить только три неизве­
стных и можно ожидать, что таким путем из орбитального метода 
можно получить абсолютные координаты для континентальной 
системы, не прибегая к наблюдениям на станциях, расположенных 
по всей Земле. Конечно, в этом специальном случае орбитального 
метода необходимо иметь многочисленные наблюдения спутников 
с разными орбитами, с разными высотами над Землей, с разными 
наклонами орбиг и эксцентриситетами. 

Другой интересный вариант орбитального метода был предложен 
Жонголовичем. 

Здесь исходят из того, что известны положения станций наблю­
дений в триангуляционной системе, которая имеет относительную 
ориентировку и, таким образом, не отнесена к центру масс Земли 
Путем синхронных наблюдений определяют положение спутника 
в этой системе. Для геоцентрических координат спутника действи­
тельно условие, получаемое из скалярного произведения, 

xss^n Q sin i — ys cos Q sin i -f- zseos i = 0. 

Линеаризация приводит к выражению 

a AQ + Ъ Ai + с Ах + d Ay + е Az + / = 0. 



Здесь Д£2 и Д/ — посюянные изменения соответствующих элементов 
орбиты, а Дг, Дг/, Дг определяют положение центра масс Земли 
в триангуляционной системе. Положение центра масс Земли можно 
определить из уравнивания. 

Представляет интерес включение орбитального метода в косми­
ческую триангуляцию. 

Обычно в космической триангуляции проводятся синхронные 
наблюдения или наблюдения, которые после интерполяции внутри 
полсекундного или меньшего интервала можно превратить в строго 
синхронные. Если при наблюдениях спутников преодолеваются 
очень большие расстояния, то иногда из-за условий видимости труд­
но получить синхронные наблюдения. При этих обстоятельствах 
часто можно получить только такие наблюдения, которые разделены 
промежутком времени в несколько минут. В космической триангуля­
ции такие наблюдения можно применять при условии, что разности 
координат обоих наблюдаемых положений спутника можно опреде­
лить по элементам орбиты с точностью до нескольких метров. При­
чем необходимо очень точно знать истинные элементы орбиты и 
особенно изменения истинных элементов орбиты со временем, т. е. 
надо знать как средние элементы орбиты, так и возмущения, вызван­
ные световым давлением Солнца, сопротивлением атмосферы, коротко-
периодические возмущения, вызванные гравитационным полем 
Земли. Если знать аномалии силы тяжести, полученные из наземных 
измерений, в области обеих подспутниковых точек, то можно опре­
делить изменения элементов орбиты под действием гравитационного 
поля Земли по формулам (45), (80), (80), (81, а, б) путем численного 
интегрирования с интервалом 2 или 4 мин, внутри которого лежат 
рассматриваемые наблюдения. 

9.12. ДУГИ ПРОТЯЖЕННОСТЬЮ 360° 

Рассмотрим метод, в котором используются наблюдения последо­
вательных прохождений спутника над одной станцией. 

Сначала вычислим средние элементы орбиты по формулам вида 
(170), учитывая влияние притяжения Луны. Тогда остаточные 
отклонения будут составлять примерно ± 1 0 — ±20". 

Если на станции наблюдали спутник при двух непосредственно 
следующих друг за другом прохождениях в моменты звездного вре­
мени 0! и 8 2 и если Х{ — соответствующие положения спутника, 
^ — соответствующие расстояния до спутника и а, — наблюдаемые 
векторы, то 

х2 - * 2 а 2 - /?2 (6Х — 92) (х1 — зга^ - 0. (234) 

Если умножить на нормальный вектор аг X а2 = п12, то, принимая 
во внимание (104), получим 

(х2 хг) п12 = [В2 (6Х — 62) — Е] /?2 ( -6 Х ) • и • л 1 2 , 



где и — положение (X, У, 1) станции наблюдения () в системе, 
жестко связанной с Землей (рис. 44). Матрица »5 движения полюса 
здесь не учитывалась. 

Изменение положения спутника за время одного оборота выра­
жается через аномалии силы тяжести следующим образом: 

х2 — х1 = (х2 — х1)0 + 2 и>я I Д^Ь» 

Разность координат (х2 — хг)0 относится к средним элементам 
орбиты, разность координат (х2 — х^) — к (истинным) оскулиру-
ющим элементам орбиты. 

Рис. 44. К наблюдению 
последовательных прохо­
ждений спутника над 
одной и той же стан­

цией <? 

С помощью некоторых преобразований получаем следующее урав­
нение ошибок, в котором v — случайная ошибка, которая может 
быть ошибкой отдельного наблюдения прямого восхождения, cos б • иа 

или склонения v& (Арнольд). 

V = ~ 

- {Rz ( в х - 9 2 ) - Е) Rz ( - 9 ^ и]. (235) 
Координаты спутника вычисляются в (235) по средним элемен­

там орбиты. Если разность моментов Дт между следующими друг 
за другом прохождениями спутника отличается от драконического 
периода не более чем на 5 минут, то разность (х2 — хг)0 не зависит 
практически от ошибок в средних элементах орбиты. Влияние этих 
ошибок на свободный член уравнения (235) составляет менее 15% 
их значения. Если остаточная ошибка средних элементов орбиты 
составляет примерно ±11" , то максимально это изменяет свободный 
член уравнения (235) на величину ±1,6". Если Дт = 1 мин, то сво­
бодный член изменится только на ±0 ,3" . 

Для многих спутников период обращения составляет примерно 2 ч. 
Другими словами, 0 2 — 6 2 ^ 30°. По этой причине элементы 

матриц вращения Rz (9Х — 9 2) отличаются от элементов единичной 
матрицы максимум на sin 30° = 4"- Поэтому ошибки координат 



станции входят в уравнение (235) с коэффициентами х12. Составля­
ющая Z не используется. 

Следовательно, в уравнении (235) в качестве неизвестных вели­
чин, которые должны быть определены из уравнивания, имеются 
только параметры гравитационного поля. Неизвестные элементы 
орбиты Ъ и координаты станции и автоматически исключаются 
самим методом, если средние элементы орбиты не имеют остаточных 
ошибок, больших ±20", и координаты станций X, У известны 
с точностью ± 2 0 — ± 3 0 м. 

Таким образом, при уравнивании встречаются только уравнения 
вида (221), (222), (224), (225), а не уравнения (215), (216). 

Здесь также можно вводить в качестве исходных данных аномалии 
силы тяжести [ Д ^ , уже известные из наземных наблюдений, по­
этому следует определять только неизвестную часть этих аномалий. 

В уравнении (235) положения спутника {х1)0 и (х2)0, появля­
ющиеся в выражении (х2 — х])0, вычисляются по среднимАэлементам 
орбиты. Здесь, собственно, должна стоять разность истинных поло­
жений спутника, измененная на величину влияния аномалий 
силы тяжести. Вместо (хх)0 или (х2)0 должно быть 

х1 = х1(а1, <ои &1У Мг), 
х2 = х2(а2 — 8ау е2 — 8е, . . . ) , 

причем а11 е1, . . . и а 2 , е2, . . . — истинные элементы орбиты, 
а Ьа, бе, . . . — изменения элементов орбиты в результате влияния 
аномалий силы тяжести за время между двумя прохождениями спут­
ника. 

Если Я г . т , ^ . т , сог.т • • • — средние элементы орбиты, то вектор 
ошибок равен 

х2(а2 — 8а, . . .) — х2(а2.т, . . .) — х1(а1, . . .) + х1(а1.пи . . .) = Ах. 
Если 

Да = а1 — С11.т 

и если изменение истинных элементов орбиты выразить через изме­
нение средних элементов, учитывая при этом влияние аномалий силы 
тяжести, 

« 1 + й 2 . т — + 8а —аъ 

то получим 
а2 — 8а — а2 .т — Аа, 

а для вектора ошибок 

и 
Далее, для малых эксцентриситетов получаем 



причем матрица /? г означает вращение орбиты спутника вокруг 
нормального вектора. 

Для вектора ошибок в астрономической системе получаем формулу 

Ах = ^Ау 1 = Нг(-0,)Нх(- ¿0 Д г ( - © ! - 1 7 4 ) X 

где К1Л — компонент ошибки вектора хх в направлении, перпен­
дикулярном к плоскости орбиты, положительный к северному по­
люсу; Кг1 — компонент ошибки в плоскости орбиты, перпендику­
лярный к радиус-вектору и положительный в направлении движе­
ния спутника по орбите; Кзл — компонент ошибки в направлении 
радиуса-вектора, положительный наружу. 

Если <ц, 61» 6 1 — топоцентрические прямое восхождение, скло­
нение и расстояние спутника от станции хг, Д а ц А61У Агг — соот­
ветствующие разности между величинами, полученными по истин­
ным и средним элементам орбиты, то для вектора ошибок в астроно­
мической системе имеем 

Уравнение (235) можно уточнить, если прибавить к (х2 — х1)0 

еще вектор ошибок Ах. 
При практических расчетах компоненты Д<ц, Дб х всегда можно 

получить из наблюдений первого прохождения спутника. При син­
хронных лазерных наблюдениях или измерениях с помощью си­
стемы Секор получим также Де 1 ? в противном случае следует под­
ставить значение Де^ = 0. Если Де х известно из наблюдений и учи­
тывается вектор Ах, то расхождение с драконическим периодом 
Дт может быть более 5 мин. 

Введение вектора Ах всегда улучшает уравнение (235), незави­
симо от того, учитываем Де 2 или нет. 

При дугах протяженностью 360° промежуток времени между 
наблюдениями равен периоду обращения спутника. Промежуток 
времени между двумя последовательными прохождениями с точ­
ностью ± 5 мин равен драконическому периоду, за это время Земля 
поворачивается примерно на 30°. 

Ах = В2 (- йг) Вх{- гг) Вг ( - щ - и,) [Вг (иг - и2) -Е]Х 

X Вг (сох + иг) Вх (гг) Вг (ОЛ Вг (~аг)х 

/сое б х ДаД 



Аналогичным образом можно использовать дуги, временная 
фотяженность которых составляет 24 ч. Тогда рассматриваем 
'акие прохождения спутника, промежуток времени между которыми 
юставляет 24л ± х • 7о, причем | х | < 1 и 7д — драконический 
кзриод. Такие результаты можно получить из наблюдений спутни­

ков, применяющихся в большинстве случаев в геодезии, после 12, 
13 и 14 оборотов вокруг Земли. Время, прошедшее между двумя 
такими прохождениями, должно быть кратным драконическому 
.периоду с точностью не хуже ± 5 мин. Угол, на который за это 
время повернулась Земля, будет отличаться от 360° не более чем 
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Рис. 45. Карта аномалий в свободном воздухе (в мгл). Неподчеркнутые числа — 
аномалии, полученные из наземных, а подчеркнутые — из спутниковых наблю­
дений (360° — дуги по К. Арнольду), определяют средние значения аномалий 
в свободном воздухе, полученные по формуле силы тяжести Кассиниса (1932, 

/ = 1 : 297) 

на 30°. Поэтому будет возможен анализ таких двадцати четырех 
часовых дуг в таком же смысле, как анализ дуг протяженностью 
360°. 

На рис. 45 приведен результат полученный таким образом. 
Всего определили 52 значения \Aglg для площадок размером 20 х 
X 20° (подчеркнутые числа). Средняя квадратическая ошибка этих 
величин составляет для —50° <ср «<50° около ± 5 мгл. Непод­
черкнутые числа — аномалии силы тяжести, известные из наземных 
измерений. Среднее значение остаточной ошибки равно ± 5 , 3 " . 

Всего было использовано около 2000 наблюдений. Были привле­
чены условные уравнения, с помощью которых аномалии силы тя­
жести выразили через сферические функции до восьмого порядка. 

В табл. 10 указаны спутники, последовательные прохождения 
которых использовались при обработке, и параметры их орбит. 

По аномалиям силы тяжести можно определить геоид с помощью 
формулы Стокса (2). 

file:///Aglg


Т а б л и ц а 10 

Ч и с л о д у г 
В ы с о т а п р о т я ж е н ­

С п у т н и к и г € п е р и г е я н о с т ь ю 3 6 0 ° . 
[Mm] Д в о й н ы е [Mm] 

н а б л ю д е н и я 

33° 0,165 0,560 131 
33 0,189 0,520 106 
45 0,242 0,960 47 
67 0,008 0,890 75 
67 0,008 0,890 50 

«Анна-1В» 50 0.007 1,085 53 

9.13. СУТОЧНЫЕ СПУТНИКИ 

Рассмотренные резонансные эффекты зависят от периода обра­
щения спутника и других параметров. Критерием появления резо-
нансов является то, что абсолютное значение знаменателя в правой 
части уравнения (58) очень мало по сравнению с абсолютным зна­
чением числителя. Если этот знаменатель очень мал, то весьма 
велики амплитуды возмущений. Особенно велики резонансные 
эффекты для возмущений в направлении орбитального движения 
спутника, так как упомянутый знаменатель появляется при сред­
них аномалиях в квадрате. 

Большой интерес для использования этих резонансов при опре­
делении отдельных гармоник представляют суточные спутники. 
Эти спутники имеют круговую орбиту, эксцентриситет которой 
едва ли больше, чем е = 0,001. Период обращения спутника очень 
точно совпадает с периодом вращения Земли вокруг своей оси 
(23 н56 т), радиус орбиты такого спутника равен примерно 42 100 км 
(6,61 земных радиусов). Если наклон плоскости орбшы такого 
спутника очень мал, i — 0°, то практически спутник всегда будет 
оставаться над одной и той же точкой экватора, если пренебречь 
возмущениями орбиты, которые относительно малы для такого 
высокого спутника. Поэтому говорят о (гео)стационарных спутни­
ках и о синхронной орбите. При большем наклоне плоскости орбиты 
спутник будет совершать колебательные движения в меридиональ­
ном направлении между широтами ср = + i и ср = —i. 

Такие спутники, наряду с их важным значением при использо­
вании в качестве спутников связи, нашли свое применение и в гео­
дезии. 

Запуск первого спутника «Синком» не был успешным, и в 1963 г. 
на орбиту был выведен «Синком-2» (i ^ 33°, е = 2 • 10"4). Перво­
начально он находился на 55° западной долготы (область устья 
Амазонки). 

За ним последовал в 1964 г. «Синком 3» (i = 0,06°). При старте 
ему была задана долгота X = 180°. 



В 1965 г. на орбиту был выведен спутник «Эрли Берд» (£ = 0,2°) 
первоначально его долгота составляла 30° И 7. 

Теория резонансных эффектов для стационарных спутников 
развивается следующим образом. Если в знаменателе (58) стоит 
д = 0, то амплитуды будут самые большие, так как &1рд{е) и, сле­
довательно , возмущения пропорциональны, в основном ед, причем 
е — очень малый эксцентриситет (56), (30). 

Тогда критическим значением знаменателя будет 

(I — 2р) (от + п) + т (й- — 9*). 

Рис. 46. Изменение со 
временем географиче­
ской долготы восходя­
щего узла (.) и большой 
полуоси (X) стационар­
ного спутника «Синком-2» 
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Для суточного спутника п равно примерно 0", а значения со* 
и £2* очень малы, так как спутник имеет очень высокую орбиту. 
Если (/ — 2р) = ш, то знаменатель приближенно равен 

(1-2р) ( и - е - ) , 

а для возмущения в средней аномалии М знаменатель равен 

Щ-2р){п-Ь)\\ 

п — 0 * ^ 0 . 

Следовательно, критический знаменатель очень мал и поэтому резо­
нансные эффекты будут значительны. 

В средней аномалии у синхронных спутников будут появляться 
особенно сильные возмущения, имеющие характер вековых уско­
рений и зависящие в течение ограниченного интервала от квадрата 
времени. Для других элементов орбиты эти возмущения изменяются 
со временем линейно. 

На рис. 46 показаны (по Козаи) дрейфовые движения большой 
полуоси и изменения географической долготы спутника «Синком 2» 
для точек, в которых спутник пересекает экватор. 

В табл. 11 даны ускорения в долготе, полученные из наблюдений 
трех упомянутых выше стационарных спутников (по Каула). 

13* 195 



Т а б л и ц а И 
Возмущения орбиты суточного спутника 

С п у т н и к 1 9 6 3 - 3 1 А 1 9 6 4 -
- 4 7 А 

1965 -
- 2 8 А 

Название . . . . «Синком 2» «Синком «Эрли 
3» Берд» 

33° 0,1° 0,2 е 

Географическая 
долгота в начале 
периода наблю-

305,1° 244,7° 174,0° 118,0° 81,0° 179,2° 330,7е 

Географическая 
долгота в конце 
периода наблю-

302,4 197,5 161,5 102,2 52,0 178,2 330,7 
Наблюдаемое ус­

корение X 109 -1,962 1,888 0,435 -2,203 0,849 1,476 -1,291 
± 2 8 ± 7 4 ± 4 4 ± 4 4 ± 5 4 ± 6 2 ± 9 

Единица ускорения — радиан/(планетарная единица времени) 2, 
планетарная единица времени = 806,8137 сек. 

По возмущениям стационарного спутника Вагнер получил сле­
дующие гармоники: 

С 2 . 2 = 2,417х10" 6 , 

Б2.2 = -1,438 Х Ю Л 

£ 3 . 3 = 0,324 X Ю Л 

5 3 . 3 - 1 , 1 8 3 х Ю Л 

С 3 . 1 - - 1 , 2 6 8 х Ю - в , 

5 3 . 1 = - - 0 , 2 6 9 Х 1 0 " 6 . 

Два первых коэффициента имеют точность примерно 1%, они 
дают лучшие из полученных до сих пор значений для секториальных 
гармоник второго порядка Они также хорошо совпадают с резуль­
татами, полученными орбитальным методом. Третий и четвертый 
коэффициенты имеют меньшую точность, около 10%, а последние 
^ з - 1 и ^ з - 1 весьма неточны и могут иметь ошибку до 70%. Следова­
тельно, из анализа возмущений орбит стационарных спутников 
получаем хорошую возможность контроля гармоник С 2 . 2 и 5 2 - 2 » 

Недостатком этого метода является то, что при определении немногих 
искомых членов в разложении гравитационного поля надо предва­
рительно исключить влияние многих других гармоник, известных 
только приближенно. 



Трудности возникают и при разделении неизвестных. 
Особый интерес для использования резонансных эффектов при 

определении некоторых тессеральных и секториальных гармоник 
представляют также спутники с периодом обращения в 12 ч. По воз­
мущениям орбит двух советских двенадцатичасовых спутников 
«Космос-41» (1964—49/)) и «Молния» (1965—ЗОА) Вагнер получил 
таким путем надежные значения гармоник С2.2> £2-2* Сз*2» ^з-2? 
С4.4 , 5 4 . 4 . 

9.14. СОВМЕСТНОЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КОСМИЧЕСКИХ И НАЗЕМНЫХ 
ДАННЫХ 

Мы уже рассмотрели вопрос о том, как независимые системы, 
полученные спутниковыми и наземными методами, можно объеди­
нить в одну систему (218)—(223), применяя теорему сложения при 
уравнивании. Рассмотрим теперь методы, которые другими путями 
могут привести к таким же результатам. 

1. Рапп исходил из разложения аномалий в свободном воздухе 
Agp по сферическим функциям (226), которое можно записать в виде 

&gF = G 2 (I — 1) 2 (órneos т% + Simsin т%) Plm (cosф), (236) 
/ m 

где G — среднее значение силы тяжести для Земли. Здесь значения 
силы тяжести Agí?, полученные из наземных измерений, и коэффи­
циенты сферических функций С / т , 5 / т разложения потенциала 
V — U (истинный потенциал минус нормальный) приближенно 
можно рассматривать как случайные переменные. Статистические 
свойства AgF получим из статистического анализа наземных измере­
ний, статистические свойства коэффициентов сферических функций — 
из их ковариантной матрицы. В варианте б, (218)—(223), например 
(223) является уравнением параметров гравитационного поля. 
(Gí + GlY1 — ковариантная матрица. 

Уравнение (236) можно записать в виде 

Avx-\- Bv2 = w, 

где i?! или v2 — случайные величины, полученные из обработки 
наземных или спутниковых наблюдений, которыми являются соот­
ветственно Agp или С / т , 5 / т . Уравнивание выполняется по принципу 

v\ • Рх • v± + v2 • Р2. v2 -> minimum, 

причем Р,— матрицы веса. Уравнивание дает искомые поправки v2 

для гармоник С / / я , SLM. 
Таким образом, Рапп пришел к разложению по сферическим 

функциям до 14 порядка. 
2. Кёнлейн [24] разделил всю земную поверхность на две пере­

крывающиеся области Вх и В2. В области Вх имелись аномалии 
силы тяжести, полученные из наземных измерений, а в области 
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РИС. 47. Ондуляции геоида (в м) по наземным данным и наблюдениям спутни­
ков по Кенлейну (1967, / = 1 : 298, 255) 

Рис. 48. Аномалии (в мгл) в свободном воздухе по наземным данным и по на­
блюдениям спутников по Кенлейну (1967, / = 1 : 298, 255) 



Вх + В2 он мог исходить из аномалий силы тяжести, вычисленных 
в «Стандартной Земле 1966». Из последних он использовал только 
аномалии силы тяжести в области В2. После того как в области 
Bi он получил аномалии из наземных измерений, а в области В2 — 
аномалии из спутниковых наблюдений, у него оказался гравимет­
рический исходный материал, который покрывал всю Землю. С по­
мощью этих данных оказалось возможным получить разложение 
гравитационного поля Земли по сферическим функциям до 15 по­
рядка. Результаты, полученные Кёнлейном, а именно его геоид 
и его аномалии силы тяжести можно видеть на рисунках 47 и 48. 

3. Наземные и спутниковые данные можно объединить еще 
следующим образом. Используя аномалии силы тяжести, получен­
ные из наземных измерений, как известные, получаем разложение 
гравитационного поля по сферическим функциям, считая при этом 
неизвестные аномалии силы тяжести равными нулю. Если таким 
путем вычислять коэффициенты сферических функций путем урав­
нивания аномалий силы тяжести, полученных из наземных изме­
рений, то придем к нормальным уравнениям, которые определяют 
эти сферические функции. Если, применяя теорему сложения, сло­
жить эту систему уравнений с матрицей нормальных уравнений для 
сферических функций, полученных из наблюдений спутников орби­
тальным методом, то получим систему, которая позволяет опреде­
лить параметры гравитационного поля в результате объединения 
наземных и спутниковых данных. 
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10. СВЯЗЬ ТРИАНГУЛЯЦИИ С ГЕОДЕЗИЧЕСКИМИ 
ПОСТРОЕНИЯМИ, ПОЛУЧЕННЫМИ 
ИЗ НАБЛЮДЕНИЙ СПУТНИКОВ 

Станции наблюдений спутников следует привязывать к сети три­
ангуляции, так как & т о открывает большие возможности для срав­
нения. 1аким путем Можно контролировать масштабы и внутреннюю 
точность обеих систем Если спутниковая система покрывает боль­
шие пространства, то о н а может оказаться точнее, чем триангуляция 
в этих областях, так к а к триангуляция состоит из большого числа 
сравнительно маленьких треугольников, что приводит к накопле­
нию случайных и с ^ с т е м а т и ч е с к и х ошибок. Из триангуляции не 
рекомендуется выводи т ь пространственные положения станций на­
блюдений за с п у т н и ^ а м и . э т и положения следует определять, как 
правило, из самих С п у т н и к о в ы х наблюдений. 

Особенно важно ц р и этом, что системы космической триангуля­
ции при наблюдении направлений на спутник привязываются к си­
стеме неподвижных йвезд и что направления в этих системах абсо­
л ю т н о ориентированы в пространстве. Конечно, триангуляции также 
ориентированы благод а р Я азимутальным астрономическим опреде­
лениям, и мнение многих специалистов таково, что незнание составля­
ющих уклонения отвесной линии в исходном пункте триангуляции 
вызывает только неац а ч И тельное перемещение сети в пространстве 
(примерно на 50—100 м ) , в то время как ориентирование по напра­
влению уже задано астрономическими наблюдениями на пунктах 
Лапласа. Однако этц вопросы являются спорными, ясность в них 
могли бы внести м е т о д ы спутниковой геодезии. 

Преимущество с ц С т е м динамической спутниковой геодезии за­
ключается в том, что координаты их пунктов определены относи­
тельно центра масс Земли, т. е. речь идет об абсолютных координатах. 
После сравнения координат общих пунктов системы динамической 
спутниковой геодезц и и триангуляционной сети можно перенести 
последнюю в п р о с т р а н с т в е в т р е х ортогональных друг другу на­
правлениях, так что начало координат этой триангуляционной 
системы совпадает с центром масс Земли. 

В дальнейшем б у д е м исходить из системы динамической спутни­
ковой геодезии, к которой необходимо привязать триангуляцион­
ную сеть, используя данные, полученные в результате редуцирова­
ния сети триангуляции методом проектирования. В этом случае 



по результатам точного астрономического нивелирования известны 
высоты станций наблюдений над референц-эллипсоидом и пункты 
триангуляции спроектированы вдоль нормалей на поверхность 
этого эллипсоида. Таким образом, для всех станций наблюдений 
по данным триангуляции известны геодезические широта cp¡ и дол­
гота К и, кроме того, высота геодида | е над референц-эллипсоидом. 
При уравнивании триангуляции на референц-эллипсоиде получаем 
ковариантную матрицу для координат всех станций наблюдений 
QBy причем в триангуляции вертикальные компоненты £6 слабо 
коррелируют с горизонтальными фе, Я е. 

Дальнейшие исследования следует проводить не в геодезической 
системе, отнесенной к поверхности референц-эллипсоида, а в про­
странственной системе координат X , У, Z, жестко связанной с Зем­
лей. Для преобразования одной системы в другую применяется 
формула 

' X = (p¿ + + hi) cosф £ ' u icos ХВ.Л 
^ = (p/ + £..í + u/)cos<pe\íSin Xe.¿ 1 = uT.h (236, a) 

\Z = [p, (1 - e\) + + ht\ s i n y l j 
где 

Pi 

Ь1 — высота над уровнем моря. Индекс е означает принадлежность 
к референц-эллипсоиду. () £ ковариантная матрица элементов век­
тора Не, выраженных через геодезические координаты, отнесенные 
к поверхности референц-эллипсоида 

-аг бф^.^ 
6<Й = ( й г СОвфе'.е 6Хе./ 

полученная в результате уравнивания триангуляции, при этом 
I — текущий номер и п — число пунктов сети. 

Соответствующие нормальные уравнения будут 

Ьг8ив — I* — О, 

Выполнив преобразования по (148) 

6qt = Ry (90° - (fie) Rz (Кы) Ьит.ь 

от дифференциалов геодезических координат на эллипсоиде bq{ пе­
рейдем к дифференциалам координат X , У, Z пунктов триангуляции 



бит.г в системе, жестко связанной с Землей. Нормальные уравнения 
для координат пунктов триангуляции в системе X , У, Z имеют вид 

Lt-6UT-IT = 0, ит = \ . . . . (236,5) 

Предположим, что одна из станций наблюдений является исход­
ным пунктом триангуляции и что значения бит относятся к разно­
стям координат относительно этого исходного пункта. 

Из наблюдений спутников орбитальным методом получим коор­
динаты и8, жестко связанные с Землей; для тех же самых пунктов 
в системе X, У", Z имеем 

Ь86и8 — 18 = 0. (236, в) 
В случае вектора &и8 речь идет о дифференциале разности коор­
динат, вычисленной относительно некоторого исходного пункта. 
и8 представляет собой векторы-столбцы 

выражающие координаты отдельных станции. 
Разности координат общих пунктов систем и8 и ит обусловлены 

малыми перемещениями сх, су, сг, малыми поворотами v 1 , v 2 , Vз 
триангуляционной сети вокруг осей системы X , У, Ъ, а также раз­
ницей масштабов триангуляции и спутниковых построений (|и) 

us.i = FuT.i + ycyj, F -= (1 + |i) Нг (v3) Ry (v2) Rx (v x). (237) 

Если ввести случайные ошибки v8.i и VT.% величин u8.i и м^.ь 
то уравнение ошибок будет 

v8.t—vT.i= — (us.i — ur.ù + Hiy, (238) 

где (транспонированный) вектор равен 

УТ = v x , v 2 , v 3 , сх, су, cz) (239) 

и, используя (25), (26), (27), найдем 

(щ 0 -wi vt 1 0 0\ 
H i ^ l v t W i 0 —щ 0 1 0 1. (240) 

\Wi - v t иь 0 0 0 1/ 



Для получения вектора у следует выполнять уравнивание (238), 
используя коррелированные наблюдения. 

Системы ив и ит не коррелированы друг с другом. Их ковариант-
ные матрицы и (? т. Ко вариантную матрицу случайных величин 
в левой части (238) найдем по формуле 

# 5 ^ 5 + ( ^ о . г, 
где индекс г принимает номера всех пунктов. т*.8 или т^.т — квад­
раты средних квадратических ошибок единицы веса спуниковой 
или триангуляционной сетей. 

Если 

то в соответствии с выражением (238) для всей сети справедливо 
уравнение вида 

vs+vT= - {и8 — ит) + Ну, ' (241) 

а у вычисляется из следующего уравнения: 
^ ( й ^ Я ) " 1 / / ^ 1 ^ - ^ ) . (242) 

Системы И ит можно определить так, что одна из координат­
ных плоскостей будет являться горизонтальной плоскостью исход­
ного пункта, тогда непосредственно получим углы вращения триан­
гуляционной сети по азимуту и высоте. 



11. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ 
СПУТНИКОВОЙ ГЕОДЕЗИИ 

После того, как в четвертой главе было показано, каким образом 
из возмущений орбит спутников можно определить изменение плот­
ности атмосферы, число Лява к2 для упругого состояния Земли 
и замедление вращения Землл, следует более подробно остановиться 
на геодезических и геофизических интерпретациях результатов 
спутниковой геодезии. 

11.1. СЖАТИЕ ЗЕМЛИ, ЭЛЛИПТИЧНОСТЬ ЭКВАТОРА 
И ГРУШЕВИДНАЯ ФОРМА ЗЕМЛИ 

Координаты пунктов, полученные с помощью геометрического 
метода, представляют большую ценность для геодезии. То же самое 
можно сказать о координатах станций наблюдений, полученных орби­
тальным методом. Об использовании их для улучшения триангуля­
ции говорилось в десятой главе. 

Гармонические коэффициенты и аномалии силы тяжести, полу­
ченные орбитальным методом, позволяют определить геоид и потен­
циал во внешнем пространстве Земли. Некоторые результаты опре­
делений геоида и аномалий силы тяжести, полученные из наблюдений 
спутников, можно видеть на рис. 40—43, 45, 47, 48. 

Определение геоида и аномалий силы тяжести уже само по себе 
является важной научной задачей. 

Аномалии силы тяжести, полученные орбитальным методом, 
также очень важны для определения уклонений отвеса по формуле 
Венинг—Мейнеса (1). Для вычисления по этой формуле вообще 
используют результаты наземных съемок, если таковые имеются. 
Далее, для интегрирования по формуле Венинг-Мейнеса в неизу­
ченных еще гравиметрически наземными методами областях ре­
комендуется использовать аномалии силы тяжести, полученные из 
наблюдений спутников. 

По параметрам, характеризующим гравитационное поле, можно 
сделать выводы об определенных свойствах формы уровенной по­
верхности, о геофизических свойствах земной коры и мантии Земли. 

Прежде всего нужно рассмотреть вторую зональную гармонику 
/ 2 в поле силы тяжести Земли (63), (213, а). Как известно из 



физической геодезии, между / 2 и сжатием общего земного эллип­
соида / существует следующая зависимость: 

А + В 

1 R 

MRE 

RE~RE 

~|/(*-*>)-H*-i—!'J 
(243) 

Е 

m — 
YE 

где С — главный момент инерции Земли относительно оси ее вра­
щения; А и В — два других главных момента инерции, которые 
относятся к двум взаимно перпендикулярным осям в плоскости 
экватора; М — масса Земли и т — отношение центробежной силы 
к силе тяжести на экваторе. 

Самое точное значение сжатия, полученное таким путем, соста­
вляет 

/=1/298,255 ± 0 , 0 0 5 . 

Значение / , определенное по / 2 , свободно от какого-либо пред­
положения о распределении масс в недрах Земли. Это самое точное 
значение для сжатия Земли, которое когда-либо было получено. 

Ошибке величины / соответствует ошибка разности между боль­
шой и малой полуосями общего земного эллипсоида ± 0 , 3 м. 

Интересно рассмотреть секториалъную гармонику второго по-
рядка / 2 . 2 . Из возмущений орбиты стационарного спутника полу­
чаем (235, а) 

/ . - . - ^ - - 1 3 1 6 . 1 0 - . 

Доля секториальной гармоники второго порядка в геопотенциале 
определена по формуле 

- ^ (4т-)V2cos 2 (k — X*) Р 2 . 2 (sin Ф ) , 

Р2.2 (sinxp) = Зсоэ 2 ф. 

Итак, / 2 . 2 — функция двух главных моментов инерции, оси 
которых находятся в плоскости экватора; X* — географическая 
долгота большой полуоси экваториального эллипса. 

По / 2 . 2 можно определить сжатие экватора /* 

/•=-1:91827; 

Х* = 15,4е ± 0 , 3 ° ^ . 

По / 2 . 2 и А,* можно вычислить С2.2 и S2.2 (235, а). Большая 
полуось экваториального эллипса имеет географическую долготу 



примерно западного побережья Африки. Разность между обеими 
полуосями экватора составляет 69,5 ± 0,8 м. 

Это первые надежные данные об отклонении экватора от круго­
вой формы. Выводы по этому вопросу, сделанные ранее из триангу­
ляции и измерений силы тяжести, имели весьма незначительную 
надежность. 

В списке зональных гармоник (213, а) гармоника третьего порядка 

/ 8 = -2,565- Ю Л 

Эта гармоника вызывает в области северного полюса поднятие гео­
ида примерно на +15 м, в средних северных широтах понижение 
приблизительно на —5 м, в средних южных широтах опять под­
нятие геоида около + 5 м, на южном полюсе понижение порядка 
— 15 м. Эта гармоника является причиной грушевидной формы 
Земли. 

Относительно большое значение/о было большой неожиданностью, 
так как этот параметр в геометрической фигуре геоида вызывает 
асимметричную по отношению к экватору структуру. Вращающаяся 
жидкость, находящаяся строго в гидростатическом равновесии, 
таким свойством не обладает. Как известно, земная кора обладает 
значительной твердостью. 

Грушевидную форму Земли можно было бы полностью или ча­
стично объяснить геофизическими свойствами земной коры, ведь 
топография тоже асимметрична по отношению к экватору, однако 
на северном полюсе океан, а на южном — континент, покрытый 
толстым слоем льда. 

На рис. 39 наряду с кривой, выражающей общее влияние зо­
нальных гармоник (сплошная линия), представлена отдельно пунк­
тирной кривой доля / 3 . Отсюда видно ее доминирующее влияние 
среди зональных гармоник. При рассмотрении картографического 
изображения геоида на рисунках 40—43, 47 видно, что поднятия 
и понижения его с амплитудами до 80 м и более встречаются редко 
и доля / 3 с амплитудой порядка 15 м имеет большое значение. 

11.2. СРАВНЕНИЕ ГЕОИДА, ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ИЗ НАБЛЮДЕНИЙ СПУТНИКОВ, С ИЗОСТАТИЧЕСКИМ ГЕОИДОМ 

На рисунках 40—43, 47 изображены некоторые из геоидов, 
полученные по результатам наблюдений спутников. Рисунки сви­
детельствуют о больших волнах на поверхности этой фигуры. Инте­
ресно поднять вопрос, на каких же глубинах в Земле находятся 
неравномерности масс, которые вызывают эти ондуляции геоида. 
Нужно исследовать, находятся ли эти отклонения от гидростатиче­
ского состояния в земной коре или же захватывают области, лежа­
щие глубже, в верхней или нижней мантии Земли, или даже в зем­
ном ядре. 



Из топографии прежде всего очевидно, что внутри земной коры 
появляются отклонения от гидростатического равновесия. Из сей­
смических и гравиметрических наблюдений установлено, что струк­
тура коры при глобальном рассмотрении определяется с помощью 
гипотезы изостазии Эри. Поверхность Мохоровичича имеет перемен­
ную, соответствующую теории изостазии глубину. Изостазия ока­
зывает выравнивающее действие. 

Если предположить в идеальном случае, чго структуру земной 
коры определяют строго с помощью гипотезы изостазии Эри, то 
топографические массы и массы изостатической компенсации вы­
зовут определенные изо статические ондуляции геоида, которые 
точно вычисляются на основании топографии. Они образуют так 

называемый изостатиче-
ский геоид (рис. 49). 

Сравнение геоида на 
рис. 49 с геоидами, полу­
ченными из наблюдений 
спутников (рисунки 40— 
43, 47), показывает, что 
между фактическим и изо-
статическим геоидами ма­
ло сходства. 

Поэтому только изо­
стазия не может быть 
причиной наличия онду­
ляции геоида. 

Напротив, можно утвер­
ждать, что обязательно 

должны появляться аномалии плотности, т. е. отклонения от 
состояния равновесия по Клеро и Дж. Дарвину в мантии Земли. 
Эти аномалии плотности в значительной мере и будут вызывать 
ондуляции геоида. 

11.3. АНОМАЛИИ ОТНОСИТЕЛЬНА ГИДРОСТАТИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ 
В МАНТИИ ЗЕМЛИ 

Различные геофизические наблюдения устанавливают наличие 
напряжений в недрах Земли, поэтому невозможно распределение 
плотностей как при гидростатическом равновесии в соответствии 
с математическими теориями Клеро и Дж. Дарвина. 

Так, в настоящее время полагают, что причину землетрясений 
нужно искать в том, что возникающие в верхней мантии Земли на­
пряжения высвобождаются по достижении критической величины. 
Установлено, что чаще всего землетрясения имеют свой очаг на 
глубине от 50 до 100 км. Отдельные глубинные землетрясения начи­
наются на глубине 700 км. 

В вопросе о возникновении континентов и океанов наряду с дру­
гими теориями вернулись к теории континентального дрейфа, пред­
ложенной ранее Вегенером. 

Рис. 19. Изостатический 1еонд по К. Юнгу. 
Ондуляции (в м) определены в системе Эри из 
разложений но сферическим функциям до седь­

мого порядка 



Тот факт, что край шельфа, проходящего на глубине около 500 м, 
на восточном побережье Северной, Центральной и Южной Америки 
очень хорошо совпадает с краем шельфа западного побережья Аф­
рики — один из важнейших аргументов в пользу предполагаемого 
дрейфа континентов. 

Неожиданное открытие узкого горного хребта, простирающегося 
по дну Атлантического океана между Америкой и Африкой с севера 
на юг, считают дальнейшим обоснованием теории континентального 
дрейфа. Подобные горные хребты, расположенные на океанском дне, 
обнаружены и в других океанах. 

При более точном исследовании этих расположенных на дне 
океана горных хребтов нашли, что вблизи их морское дно имеет 
возраст примерно от 1 до 20 миллионов лет, в то время как морское 
дно вблизи шельфа соседних континентов намного старше, имеет 
возраст около 150 миллионов лет. Магнитные исследования морского 
дна приводят к такому же выводу. 

Эти наблюдения позволяют предположить, что в области моло­
дых горных хребтов на дне океана материал выступает из глубины 
земной мантии отвесно, затем растекается горизонтально по верхней 
границе мантии в обе стороны горного хребта и при этом сдвигает 
перед собой континенты, которые, таким образом, должны удаляться 
друг от друга в течение 150—250 миллионов лет на 1—3 см в год. 
Предполагаемые при этом конвекционные течения в мантии Земли 
вызывают появление аномалий плотности в земных недрах и влияют 
на поле силы тяжести во внешнем пространстве. 

Эги конвекционные течения могут возникать вследствие распре­
деления тепла в недрах Земли. Конвекционные потоки физически 
возможны, если уменьшение температуры происходит в направлении 
от центра Земли к поверхности и связанный с этим поток тепла до­
стигает определенного критического значения. Можно показать, 
чго тепловой поток, возможный в недрах Земли вследствие тепло­
проводности, может достигать этого критического значения. 

Вопрос о том, могут ли появляться конвекционные потоки во 
всей мантии Земли или только в верхней мантии, — спорный. В верх­
ней мантии Земли, на глубине от 50 до 400 км, их существование 
более вероятно, чем в нижней мантии Земли. 

С одной стороны, конвекционные потоки в недрах Земли воз­
можны, если вязкость материала не слишком велика. Дискуссион­
ным является вопрос о верхней границе кинематической вязкости 
нижней мантии Ззмли 10 2 6 см 2 сек - 1 , где конвекционные потоки еще 
возможны. С другой стороны, вязкость должна быть значительной, 
если аномалии плотности, следующие из геодезических и других 
наблюдений, являются перманентным явлением. 

Исходя из изостатического равновесия земной коры, для самых 
верхних слоев верхней мантии Земли установили кинематическую 
вязкость около 3 • 10 2 1 см 2сек~ 1. Отсюда можно было бы сделать 
заключение о значительном увеличении кинематической вязкости 
в направлении к центру Земли. 
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Изостатическое равновесие, возникающее при таянии глетче­
ров ледникового периода, является свидетельством того, что в верх­
них слоях мантии Земли довольно легко могут возникнуть конвек­
ционные потоки регионального распространения. 

Предполагают, что раньше континенты плотно прилегали друг 
к другу, а затем разошлись. Это можно объяснить, не пытаясь сде­
лать убедительной гипотезу конвекционных потоков. Здесь прежде 
всего надо назвать гипотезу о расширении Земли. 

Из анализа различных геодезических и геологических явлений 
можно сделать вывод, что при возникновении Земли, около 3—4 
миллиардов лет назад, радиус Земли был примерно в 0,55 раз 
меньше, чем сейчас, так что коншненты покрывали всю поверх­
ность Земли. 

Происходящее расширение Земли привело к современному рас­
пределению континентов и океанов. 

По Эджейду, радиус Земли увеличивался примерно на 0,6 мм 
в год. 

По Дираку, в процессе эволюции гравитационная постоянная 
должна уменьшаться ежегодно примерно на 1 : 10 1 0, причем воз­
раст Земли принимают равным 10 миллиардам лет. Это приведет 
к увеличению радиуса Земли примерно на 0,05 мм в год. 

Известно, что полученные из этих гипотез о расширении Земли 
скорости дрейфа континентов слишком малы по сравнению с пере­
мещением на 1—3 см в год, вытекающим из других геофизических 
наблюдений. 

В связи с обсуждением вопроса о том, могут ли аномалии поля 
силы тяжести быть интерпретированы через аномалии плотности 
в недрах Земли, нельзя забывать о вертикальном тепловом потоке 
в теле Земли. Это явление за последние годы вызвало большой ин­
терес, так как термические аномалии приводят к аномалиям плот­
ности, которые затем выражаются как аномалии поля силы тяжести 
Земли. 

После того, как примерно на 20% земной поверхности были вы­
полнены измерения теплового потока, неожиданно обнаружили, что 
среднее значение теплового потока для всей Земли, довольно по­
стоянно. Он составляет примерно 1,5 ± 10% (якал • см" 2 • сек" 1 

как в области океанов, так и в области континентов. 
Так как радиоактивность коры считали главным источником 

тепла, то в океанах ожидали меньший тепловой поток, чем на кон­
тинентах, учитывая, что в океанах кора тоньше, чем на континентах. 

Так как тепловой поток в недрах Земли в основном независим 
от географического положения и является примерно постоянным, 
если рассматривать эту проблему глобально, то в океанах источ­
ники тепла следует искать в верхней мантии Земли. Там, по всей 
вероятности, нельзя провести четкую границу между земной корой 
и мантией Земли. Это представляет интерес с точки зрения грави­
метрии, если учесть, что в общем на этой границе имеет место чет­
кий скачок плотности примерно на 0,6 гсм" 3 . 



Конечно, тепловой поток тоже имеет аномалии по отношению 
к среднему значению, однако эти аномалии довольно малы. 

Считая областями с аномальным тепловым потоком такие, в ко­
торых тепловой поток меньше, чем 0,8 ржал см" 2 сек" 1, или больше, 
чем 2,0 ижал • см" 2 • сек" 1, найдем лишь сравнительно небольшие 
такие области. 

Было установлено, что щиты раннего кембрия имеют сравни­
тельно слабый тепловой поток и большую скорость распространения 
сейсмических волн в верхней мантии Земли. Для них характерна 
относительно равномерная радиоактивность. 

Напротив, активные в тектоническом отношении области имеют, 
как правило, сравнительно сильный тепловой поток и малую ско­
рость распространения сейсмических волн в верхней мантии Земли. 
Их радиактивность неравномерна. 

Все эти геофизические явления позволили заключить, что верх­
няя мантия Земли не может полностью находиться в состоянии 
гидростатического равновесия. Поэтому мы вправе ожидать ано­
малии плотности в недрах Земли, аномалии, которые зависят от 
географического положения и глубины, аномалии, действующие 
лишь в малых областях, и аномалии, охватывающие большие об­
ласти. 

Эти отклонения от нормальной фигуры Земли приводят неиз­
бежно к аномалиям во внешнем поле силы тяжести Земли. 

Аномалия в скорости распространения сейсмических волн будет 
сопровождаться аномалией плотности, которая неизбежно вызовет 
аномалию в поле силы тяжести Земли. 

При восходящем конвекционном потоке увеличивается темпера­
тура, вследствие термического расширения происходит уменьшение 
плотности, так что восходящие конвекционные потоки сопрово­
ждаются понижением геоида. 

Для областей, в которых наблюдаются аномально мощные теп­
ловые потоки, можно также ожидать понижения геоида; однако до 
сих пор оказывалось, что в областях с аномальным тепловым по­
током отсутствует статистически значимая связь с соответству­
ющими аномальными структурами в интенсивности силы тяжести. 
Корреляция теплового потока и силы тяжести по эмпирико-стати-
стическому материалу находится под вопросом. Тесная корреля­
ция между этими величинами, найденными из рассмотрения разло­
жений по сферическим функциям низшего порядка, едва ли является 
надежной, так как для теплового потока в настоящее время нельзя 
определить с достаточной точностью коэффициенты сферических 
функций низшего порядка. 

При исследованиях структуры верхней мантии надо привлекать 
и комплексно рассматривать все геофизические наблюдения в этой 
области Земли, включая данные о поле силы тяжести Земли. 

Если эти геофизические исследования использовать для сравне­
ния с полем силы тяжести Земли, то следует исходить не из истин­
ного геоида, как это представлено на рисунках 40—43, 47, так 



как причина части ондуляций истинного геоида известна навер­
няка: изо статическая структура земной коры. 

Надо исключить из ондуляций истинного геоида ондуляций 
изостатического геоида (см. рис. 49) и остаточные ондуляций ис­
пользовать для интерпретации геофизических явлений, как это 
сделал Рун корн (рис. 50). 

Остаточные ондуляций геоида согласно рис. 50 на континентах 
в основном отрицательные, а на океанах — положительные. 

Из геофизических исследований сейсмичности, теплового по­
тока, континентального дрейфа и конвекционных потоков следует, 
что аномалии плотности образуются в мантии Земли, это подтвер­
ждается анализом результатов спутниковой геодезии. 

140° 100° 60° 20° 20° 60° 100° Ы3
 180° 

Рис. 50. Остаточные ондуляций (в м) по С. К. Рункорну. Этп ондуляций обра­
зованы путем вычитания от ондуляций геоида, полученных Гайером и Ньютоном 
(1965) из наблюдений спутников, ондуляций изостатического геоида при условии 

соблюдения изостатической компенсации. 

Если разложить ондуляций изостатического геоида (см. рис. 49) 
по сферическим функциям и сравнить коэффициенты этого разло­
жения с коэффициентами разложения по сферическим функциям 
гравитационного поля Земли (рис. 40 — 43, 47), полученными из 
наблюдений спутников, то найдем, что обе системы слабо коррели-
рованы друг с другом. Эту слабую корреляцию нельзя усилить, 
изменяя глубину компенсации или плотность масс земной коры. 

Можно заключить, что аномалии плотности, вызывающие ано­
малии силы тяжести, слабо коррелированы с топографией. Их можно 
истолковать либо как поверхностные образования на коре, которые 
не коррелированы с топографией, либо как аномалии плотности 
в мантии Земли, которые тоже не коррелированы с топографией. 

Но и в случае поверхностных образований на коре мантия Земли 
не осталась бы в гидростатическом равновесии. Эти образования 



будут вызывать дополнительный потенциал, который деформирует 
уровенные поверхности и тем самым нарушает гидростатическое 
равновесие, в то время как согласно предпосылке, поверхности 
одинаковой плотности не должны изменяться. 

Анализ результатов спутниковой геодезии подтверждает, что 
в мантии Земли должны появляться аномалии плотности, т. е. 
отклонение от распределения плотностей, которое следует из теорий 
Клеро и Дж. Дарвина для гидростатического состояния Земли. 

По второй зональной гармонике, определенной из спутниковых 
наблюдений, и динамическому сжатию Н, определенному из астро­
номических наблюдений, можно с уверенностью заключить, что 
в мантии Земли имеются отклонения плотности от состояния гидро­
статического равновесия по Клеро и Дж. Дарвину. 

Из спутниковых наблюдений с высокой степенью точности опре­
делили 

Отсюда вывели по (243) сжатие / ( / _ 1 = 298,255). 
До появления искусственных спутников Земли считали надежно 

определенной величину сжатия, которую вычисляли из прецесси­
онных постоянных Р и отношения массы Луны к массе Солнца т 0 

Зная величины Р и р , можно вычислить динамическое сжатие 
Земли Н по формулам 

где Т — число тропических лет от 1900 • 0. 
При условии гидростатического равновесия в недрах Земли 

с помощью Н получим сжатие / = / х по следующей формуле: 

С 
А + В 

2 = 1082,639-10"6. 

Р = 5493,847" -0",00367\ 

Рг - 530 977,04" (1 - 2,0839.10-67> 

Р2 = 94 419 319* (1 — 1,69- 10~*Т), 

# = 
с А + В 

2 (244) с 

Так, Ситтер и Спенсер Джонс нашли 

/1* = 297,300 ±0 ,065 . 



Даже если средняя квадратическая ошибка этой величины ха­
рактеризует внутреннюю точность метода, то расхождение между 
значениями У"1 и /1 1 слишком велико, чтобы его можно было объяс­
нить неточностью наблюдений. 

Важно иметь в виду, что отношение 

* 2 МВ\ 2 Я 

можно вычислить теоретически по / и т с высокой точностью при 
условии гидростатического равновесия, примерно до 10~4. При 
этом закон распределения плотности в недрах Земли не должен 
быть известен точнее, чем это дают сейсмические наблюдения. Если 
пренебречь уточнениям по Дж. Дарвину, то здесь надо применить 
следующую формулу 

2 МВ 

При этом можно рассуждать следующим образом. Если исходить 
из полученного по наблюдениям спутников значения, независимого 
от гипотезы, 

мв^ 
2 разделить это значение на — q, то получим для состояния гидро-о 

статического равновесия динамическое сжатие по значениям / , 
«/ 2 и # 

Н 

Зная Н, можно вычислить по (244) значение сжатия / 2 , которое 
согласовано со значением / 2 , полученным из наблюдений спутни­
ков, для состояния гидростатического равновесия 

/ 2 = 1 : 299,6. 

Полученные значения сжатия расходятся. Отсюда следует, что 
нельзя исходить из предпосылки о состоянии гидростатического 
равновесия. 

Чтобы прийти к численной оценке аномалий плотности в мантии 
Земли, исходят в дальнейшем из значения q. 

Из астрономических наблюдений, используя прецессионные по­
стоянные, получают очень точно 

Н == 0,00327260 ± 6,9-10"7, 



а 7 2 надежно определяют из наблюдений спутников; далее получают д 
как отношение обоих эмпирически полученных, независимо от гипо­
тезы о внутреннем строении, значений 

д = 0,49642 ± 1,4-10"4. 

Была введена модель Земли с действительными значениями 
/, </, М , ЕЕ- ЭТОЙ модели Земли соответствует истинное значение С. 

На основании сказанного эта модель Земли не может находиться 
в состоянии гидростатического равновесия. Для состояния гидро­
статического равновесия, используя / , по (244, а) получаем 

Я = 0,4983. 

Расхождение двух значений q равно 
^ - - 0 , 0 0 1 9 ±0,00014, 

что является ощутимой величиной. 
Для идеальной, находящейся в состоянии гидростатического 

равновесия Земли с сжатием / должны изменяться ? и и тем 
самым должно нарушаться гидростатическое равновесие, чтобы 
обеспечивалось распределение плотности, соответствующее при­
нятой модели Земли. При таких изменениях плотности не должен 
изменяться потенциал в точках на поверхности Земли и во внешнем 
пространстве, а также масса М . 

Используя йд, вычисляем соответствующее изменение осевого 
момента инерции С 

^ = Щ- = -0,0038 ± 0,00028. 

Если обозначим расхождение между распределением плотности 
в реальной моделе Земли и распределением плотности для состояния 
гидростатического равновесия, т. е. аномалию плотности, через 0 
то имеют место, следующие условные уравнения: 

Ш в Л , = 0 ' Ш 9 [ т ] о ^ = 0 ' 1Ц*1>*> = *С. (245) 

V V V 
где р — расстояние от оси вращения Земли; —величина, обрат­
ная расстоянию элемента объема <1и от исходного пункта, располо­
женного на поверхности о . 

Если бы аномалии плотности 6 имелись только в земной коре, 
то гипотезу можно было бы о&ьяснить только поверхностными об­
разованиями мощностью около 12 км, что невозможно геофизи­
чески. 

Аномалии плотности должны обязательно иметься и в мантии 
Земли. 

Порядок разности давлений, возникающих в мантии Земли, 
оценивается из исследований максимальной величиной 108 дин/см 2 = 
= 100 бар (Джеффрис 40 бар, Капуто 30 бар). 



Отклонения от состояния гидростатического равновесия часто 
объясняют «ископаемым» сжатием в недрах Земли. Земля в ранние 
геологические эпохи вращалась быстрее и достигла теперешней ско­
рости вследствие тормозящего действия приливов и отливов. 

Уменьшение скорости вращения Земли могло быть также след­
ствием расширения Земли, как это трактуется некоторыми авторами 
на основе теории Дирака об уменьшении со временем гравитацион­
ных постоянных и на основе других теорий. Если проследить за 
гипотезой о расширении Земли, то с точки зрения геофизики трудно 
представить, что «ископаемое» сжатие в верхней мантии Земли могло 
сохраняться более чем 100 ООО лет, в то время как согласно гипотезе 
об изостатическом равновесии на время релаксации блоков верхнего 
слоя верхней мантии Земли отводится только 7000 лет. «Ископаемое» 
сжатие могло появляться раньше и в более глубоких недрах Земли, 
потому что там кинематическая вязкость больше. 

Поэтому предполагают, что при отклонениях от состояния гидро­
статического равновесия речь идет о явлении, возникновение ко­
торого относится к ледниковому периоду. 

Тогда полярные области были покрыты мощными слоями льда, 
которые давили на лежащие под ними слои и, конечно, влияли на 
структуру земной коры и верхней мантии Земли. Надо исследовать, 
достаточно ли было давления полярных шапок, чтобы объяснить 
вытекающие из спутниковых наблюдений отклонения от состояния 
гидростатического равновесия, продолжающиеся еще и в настоящее 
время. 

Полученный из наблюдений спутников вывод (245) об аномалиях 
в мантии Земли имеет значение, по крайней мере, для работ по Про­
екту Верхняя мантия. 

Некоторые авторы считают, что ондуляции в граничном слое 
между ядром и мантией Земли тоже могут являться причиной ано­
малий силы тяжести, определяемых из наблюдений спутников, 
так как скачок плотности достигает там значительной величины, 
около Од = 4 г • см" 3 . 

Представляя вертикальную деформацию границы ядра в виде 
разложения по сферическим функциям tn • Рп (sin ф), полагая, 
что G — среднее значение силы тяжести на поверхности Земли, 
# т = 5,5 г - см" 3 — средняя ПЛОТНОСТЬ всей Земли и rk — радиус 
ядра Земли, можно установить, что поверхностные образования 
на границе ядра вызывают на поверхности Земли (радиус RE) сле­
дующий возмущающий потенциал: 

Если исходить из того, что параметр этого возмущающего 
потенциала Ьп должен быть установлен таким, чтобы коэффициент 
3п при зональной сферической функции га-ого порядка в разложении 
гравитационного поля Земли получался равным 0,1 • 10"в (такое 



значение вполне приемлемо), то мощность поверхностных образова­
ний ^ на границе ядра принимает следующие значения в зависи­
мости от порядка сферической функции и. 

Как видно из таблицы, при сфериче­
ских функциях высшего порядка £л дости­
гает значений, которые нельзя объяснить 
с точки зрения геофизики. 

Сферические функции низшего порядка 
в разложении црля силы тяжести Земли 
могут быть вызваны отчасти аномалиями 
плотности в более глубоких слоях мантии 
Земли и аномалиями на границе ядра. 

Сферические функции высшего порядка 
едва ли могут быть вызваны аномалиями 
плотности в более глубоких слоях. Они имеют свой 
в верхних слоях мантии Земли и в земной коре. 
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2 0,02 
4 0,1 
6 0,5 
8 2, 

10 9, 
12 36, 
14 140, 

источник 

11.4. БОЛЬШАЯ ПОЛУОСЬ ОБЩЕГО ЗЕМНОГО ЭЛЛИПСОИДА 

АоЗерхность Земли 

Геоид 

В гл. 9 было показано, как можно, зная массу Земли и период 
обращения спутника, по третьему закону Кеплера (171) получить 
большую полуось орбиты и, таким образом, масштаб в орбитальном 

методе. Из уравнивания, наряду 
с параметрами гравитационного по­
ля , получались также простран­
ственные координаты станций на­
блюдений. Станции наблюдений (? 
находятся на поверхности Земли. 
Их геоцентрические радиусы — зна­
чения Яд. Если спроектировать эти 
пункты по нормалям на общий 
земной эллипсоид, то на этой по­
верхности будет столько точек ( ) ' , 
сколько имеется станций наблюде­
ний (рис. 51). Тогда геоцентриче­
ские радиусы будут Я^х — Я§ — 
- . Л - N. 

Эти точки, расположенные на общем земном эллипсоиде, поз­
воляют определить его большую полуось после того, как по / 2 

очень точно определено сжатие эллипсоида, которое может рассмат­
риваться как исходная величина. 

Для точек () ' , полученных проектированием на общий земной 
эллипсоид, имеем прямоугольные координаты 

0' 
Общий земной эллипсоид 

Рис. 51. Проекция (точка <?') 
пункта () физической поверхно­
сти на общий земной эллипсоид 

'Х\ / (р + 6 # я ) С 0 8 ф ' С 0 8 Х 

У 1 = 1 ( р + б Д ^ С О З ф ' в Ш X 

\г) \ [ р ( 1 - е ! Н б Я я Ы п ф ' 
| / 1 — - е | , 8 Щ 2 ф ' 



Введем земной эллипсоид, центр которого совпадает с центром 
масс Земли, и который имеет такой же эксцентриситет еЕ, и сжатие / , 
как и общий земной эллипсоид 

= 298,255; e2

E = 2f-f\ 

Его большая полуось R°E. Надо найти поправку 8RE = R E — R°i, 
чтобы перейти к общему земному эллипсоиду. bRE — неизвестное 
з адачи. Для каждого отдельного пункта надо определить радиальные 
отклонения от эллипсоида с большой полуосью ЯЕ по следующим 
формулам: 

RnaOn ^ в ы ч ~ RQ' -^ВЫЧ ~ 

tgq>' ^ Z {— . 
S Y VX*+Y* l - e l -

IIo требуем, чтобы при определении R E сумма квадратов радиаль­
ных остаточных отклонений равнялась бы минимуму. Уравнение 
ошибок будет 

v = # в ы ч — / ? н а б л + b R E , 

причем 8RE — определяемая из уравнивания поправка приближен­
ного значения большой полуоси введенного a pr ior i общего зем­
ного эллипсоида. 

Если положения 12 станций заданы с достаточной точностью 
порядка 10—20 м, то ошибка этого метода по внутренней сходимо­
сти едва ли может превысить ± 5 — ± 1 0 м. 

Проблемой является только проектирование станций наблюде­
ний на общий земной эллипсоид в точки Q' вдоль нормали на вели­
чину высоты над уровнем моря h и на локальные ондуляции геоида 
N (см. рис. 51). 

Высоту над уровнем моря h можно определить из нивелирования 
с ошибкой всегда меньше метра. 

Определение локального значения ондуляции геоида N сложнее. 
Для Л г можно взять значение, которое получается из наблюдений 

спутников как превышение геоида над эллипсоидом. Но это регио­
нальное среднее значение, которое может отличаться от используе­
мого здесь локального значения на 10—20 м. Поэтому лучше для 
зоны радиусом около 1000 км вокруг станции определять локаль­
ные деформации геоида геометрически из астрономического нивели­
рования по методу площадей или гравиметрически по формуле 
Стокса в том случае, если из наземных измерений имеются подроб­
ные данные о поле силы тяжести для близких и далеких зон. Таким 
образом, получим значения N, которые близки локальным значениям, 
Эту часть поверхности геоида, содержащую детальные структуры, 
можно связать с геоидом, полученным из наблюдений спутников, 
по методу наименьших квадратов. 



Представленный метод является сейчас самым точным для опре­
деления большой полуоси общего земного эллипсоида. Лучшее 
значение, полученное таким образом, 

Дд = 6 3 7 8 1 4 2 ± 6 м. 

Имеется еще другой метод определения НЕ, в котором также 
используются наблюдения искусственных небесных тел. Но тогда 
привлекают и наземные измерения силы тяжести. 

При эт<}м используют уравнение из физической геодезии 

+ }т-т£т1+ . . (246) 

где / и т — известные значения (243), уЕ — нормальная сила 
тяжести на экваторе, которую можно получить, вычитая из сфери­
ческой функции нулевого порядка в разложении поля силы тяжести 
Земли постоянную Потсдамской системы, равную примерно 14 мгл. 

Так как произведение кМ определено очень точно из наблюдений 
лунных зондов 

кМ = 3,986009 ± 0,7 • Ю 1 4 м 3 сек ' 2 

и имеются надежные значения уЕ, / и т , можно из уравнения (246) 
вычислить НЕ. Так получили 

ИЕ = 6 378138 м, 

хорошо согласованное со значением, полученным по координатам 
станций. Величина уЕ может быть ошибочной примерно на 3 мгл 
и поэтому является одним из самых главных источников ошибок 
последнего метода. 

Зависимость между собой трех параметров /, уЕ, ЯЕ из уравнения 
(246) выражается следующей таблицей, полученной Р. Раппом. 

978026 м г л 027 028 029 030 

298,24 ЯЕ =6378165,6 м 162,4 159,1 ' 155,9 152,7 
298,25 ЯЕ =6378165,2 » 162,0 158,8 155,5 152,3 
298,26 ~ Я д =6378164,9 » 161,7 158,4 155,2 151,9 

Если сферическая функция нулевого порядка в разложении поля 
силы тяжести Земли изменяется на 8g0, а сжатие — на б/, то сила 
тяжести на экваторе изменится в соответствии с уравнением 

Определение величины В.Е из наблюдений спутников с точностью 
около 1 : 1 000 000, безусловно, является большим достижением 
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