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Основы космической геодезии. Ч. 1. Геометрическая космическая 
геодезия. М. Бур ша. М., изд-во «Недра». 1971, стр. 128. 

l(нига написана как учебное пособие и содержит краткое систе­
матическое изложение не только геометрических методов и проблем 
космической геодезии, но и ее динамических методов, а также опи­
сание принципов обработки наблюдений искусственных спутников 
Земли (ИСЗ). Инструменты и вопросы организаL{ИИ наблюдений в 
ней не затронуты. 

В книге подробно разобраны системы координат, применяемые в 
космической геодезии, и их трансформация, сформулированы геомет­
рические задачи космической геодезии: особое внимание обращено на 
обработку синхронных наблюдений ИСЗ и связь отдельных референ­
цных систем координат. 

В книге изложен перечень проб.'Iем и основы их решения, выведеr 
ны законы l(еплера и их динамические следствия, рассмотрены за­
дачи двух тел, интегралы площадей и энергии. Далее рассматрива­
ется теория определения эдементов орбит близких спутников. В за­
ключение рассматриваются задачи определения центра масс Земли 
и создания всемирной системы координат и параметров общего 
земного эллипсоида. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Книга «Основы космической геодезии» известного чехословац­
Iюго ученого астронома-геодезиста .М. Бурши представляет зна­
чительный интерес для советских геодезистов, тем более что книг 
советских авторов по этому кругу проблем не издавалось. Отдель­
ные вопросы космической геодезии излагались лишь в статьях. 
опубликованных в журналах и ведомственных сборниках. Не из­
давались и учебники по космической геодезии. 

Книга написана как учебное пособие для сотрудников ВТС 
и содержит краткое, но систематическое изложение геометриче­

ских методов и проблем космической геодезии, включая и орби­
тальные задачи. Поэтому первая часть книги «Геометрическая 
космическая геодезия» несколько уже содержания всей книги. 

Издание книги М. Бурши на русском языке пополнит скром 
ный список книг и учебных пособий по этой новой быстро разви· 
г.ающейся области геодезии. 

Особую ценность книге придает то обстоятельство, что автор 
с.:ам активно работает над исследованием проблем космической 
геодезии и опубликовал большое число статей на эту тему в на­
учных журналах. Часть новых исследований автора нашла отра­
жение в этой книге. В ней получили освещение и работы совет­
ских геодезистов. 

Книга содержит описание принципов обработки наблюдений 
искусственных спутников Земли. Инструменты и вопросы органи­
зации наблюдений в ней не затронуты. Но эти вопросы подробно 
освещены в книге И. Меллера «Введение в спутниковую геодезию» 
(русский перевод. М., изд-во «Мир», 1967) и в ряде инструкций, 
изданных Астрономическим советом АН СССР и другими орга­
низациями, ведущими наблюдения ИСЗ, применительно к СССР. 

Автор подробно разбирает системы координат, применяемые в 
космической геодезии, и их трансформацию, затем формулирует 
геометрические задачи космической геодезии, обращая особое вни­
мание на обработку синхронных наблюдений ИСЗ и связь от­
дельных систем координат. 
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Вторую половину своей книги М. Бурша называет «Орбиталь­
ные задачИ>>. При переводе она выде.'lена в г.1авы 8 11 9. Здесь 
пн излагает перечень орбитальных проблем и основы их решения, 
выводит законы Кеплера и их динамические следствия, рассмат­
ривает задачу двух тел, интегралы площадей и энергии. Далее 
рассматривается теория определения элементов орбит близких 
спутников. В заключение рассматриваются задачи определения 
положения центра масс Земли, создания всемирной системы ко­
ординат и определения параметров общего земного эллипсоида. 

Книга будет интересна и полезна не только советским студен­
там-астрономам, геодезистам, гравиметристам и геофизикам, но 
также и преподавателям, научным работникам и сотрудникам 
Геодезических служб и станций наблюдений ИСЗ. 

При переводе некоторые обозначения изменены в соответст­
вии с общепринятыми в СССР, изменена рубрикация, даны под­
писи к рисункам. Главы 1-7 переве.1 Б. Н. Дьяков, 8, 9-А. В. Бут­
кевич. 

Рукопись перевода просмотрена и исправлена автором. 



СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИИ 

а- большая ПОJiуось 
орбиты искусствен­
ного спутника Зсм­
.ш (ИСЗ), 

а- бО.lЫ!IаЯ ПОЛУОСЬ 
общего земного эл­
дипсоида, 

аг - большая полуось 
референц - э.1.1ИП­
соида, 

а, Ь, с- направ.'!яющие ко­
синусы в системе 

Х, у, Z, 

А -геодезический аз и-

м у т, 

А, В, С- направ.1яющпе ко­
синусы в системе 

Х. У, Z, 
В- геодезическая ши­

рота, 

е- эксцентриситет ор­

биты ИСЗ, 

е - эксцентриситет об­
щего земного эл­

,,ипсоида, 

е r- эксцентриситет ре­

ференц - эллипсои­
да (вращения), 

Е- эксцентрическая 
аномалия, 

Ег- (поверхность) ре-
ференц-эллипсоида, 

f -постоянная тяготе­
ния, 

F-сила, 
Н -(геодезическая) вы­

сота над эллипсои­

дом H=Hq +~q. 
Н q- нормальная высота, 
i- наклонность плос-

кости орбиты ИСЗ 
к плоскости эква­

тора, 

К- удвоенная сектори­
альная (площад­
ная) скорость ИСЗ, 

1, т, n- направляющие па­
раметры в системе 

х, у, z, 
L - геодезическая дол­

гота, 

L, М, N- направ.1яющне па­
раметры в снетеме 

Х, У, Z, 
mspn- масса ИСЗ, 

N- радиус кривизны в 
плоскости первого 

вертикала рефе-
ренц-элтшсоида, 

М- средняя анQмалия, 
Mz -масса Земли, 
О- центр масс Земли, 
Or- центр референц-эл­

липсоида, 

r- радиус-вектор в си­

стеме х, у, z, 
R- радиус-вектор в си­

стеме Х, У, Z, 
S- гриничское звезд-

!fое время, 

to- момент прохожде­
ния ИСЗ через пе­
ригей, 

t'- топацентрический 
часовой угол отно­
сительно астроно­

мического меридиа­

на места наблюде­
ний в системе х', 
у', z', или х, у, z, 

t'r - топацентрический 
часовой угол отно­
сительно геодезиче­

ского меридиана 

места наблюдений 
в системе Х', У', Z' 
или Х, У, Z, 

Т- геоцентрический 
гриничский часо-
вой угол, 

Т- период обращения, 
тr- <феференцный» (в 

системе Х, У, Z) 
гриничский часовой 
уго.1 (направления, 
исходящего из 

центра референц­
эллипсоида), 

Т' - топацентрический 
гриничский часовой 
угол в системе х', 
у', z' пли х, у, z, 

f - квазпгеоцентриче-
ский гриничский 

, часовой угол 
Т '- топоцентрический, 

«референцный» гри­
нпчский часовой 
угол (н системе Х', 
У', Z' п.1и Х, У, Z). 

и- аргумент склоне-
ния, 

v - скорость спутника, 

V- IICTIJHHaЯ анома.1ИЯ, 
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Vx, Vy, Vz-- составляющие ско­

рости в системе х, 

у, Z, 
W - ускорение, 

Wx, Wy. Wz -составляющие ус-
корения, 

(х ,· z) -- плоскость основ-
ного ( гриничекого) 
астрономического 

меридиана, 

Х, у, z- геоцентрическая 

система координат 

х', у', z- топоцентр~:ческая 
система l<'оординат 

с направлениямн 

осей x'llx, y'lly, 
z'llz, 

х, у, z- квазигеоцентри­
ческая система ко­

ординат, 

11х0, 11уо, 11zo- nрямоугольные 
пространствеиные 

координаты центра 

референц - эллип­
соида относительно 

центра масс Земли, 
(XZ)- плоскость основно­

го (гриничского) 
геодезического ме­

ридиана, 

Х, У, Z- геодеЗическая «ре­
ференцная» систе­
ма координат, 

Х', У', Z'- топацентрическая 
система координат 

с направлениями 

осей, X'IIX. Y'll У, 
Z'IIZ, 

z- среднее nоложение 

оси вращения Зем­
ли, 

z- астрономическое 

зенитное расстоя-

ние, 

Z- ось вращения ре­
ференц - эллипсои­
да, 

Z- геодезическое зе-
нитное расстояние, 

ds 
- - секториальная cкo­
dt 

рость ИСЗ, 
а: - геоцентрическое 

прямое восхожде­

ние, 

а'- топацентрическое 
прямое восхожде-

ние в системе х', 
у', z' IIЛИ Х, у, Z, 

а- астрономический. 
азимут, 

а - квазигеоцентриче­
ское прямое вос­

хождение, 

у -точка весеннего 

равноденствия, 

6- геоцентрическое 
склонение, 

-~'- «референцное» (в 
системе Х, У, Z) 
склонение (направ­
ления, исходящего 

из центра рефе­
ренц эллиnсои­

да), 
~' - топацентрическое 

склонение в систе­

ме х', у', z' или 
х, у, z, 

б - квазигеоцентриче­
ское ск.1онение, 

6'' - топацентрическое 
«референцное» 
склонение (в си­
стеме Х', У', Z' 
или Х, У, Z),, 

11- геоцентрическое 
расстояние, 

11 т- «референцное» рас­
стояние (считае­
мое от центра ре­

ференц - Э.'!ЛИПСОИ­
да), 

11'- топацентрическое 
расстояние, 

r- квазигеоцентриче­
ское расстояние, 

е0, 1)J0, ro0 - углы Эйлера, опре­
деляющие ориенти­

ровку осей систем 
Х, У, z и Х, .ч. z, 

~q- высота квазигеои­
да (аномалия вы­
соты.-Прим. пер.), 

Л- астрономическая 
долгота, 

QJ - астрономическая 

широта, 

ro- аргумент перигея 

орбиты ИСЗ, 
Q - прямое восхожде­

ние восходящего 

уг,'!а орбиты ИСЗ. 



Часть 1 

ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ КОСМИЧЕСКАЯ ГЕОДЕЗИЯ 

Глава 1 

ПРЕДМЕТ КОСМИЧЕСКОй ГЕОДЕЗИИ2 

Содержание понятия «космическая геодезия» (kosmiceskaja 
geodezija, kosmische Geodasie) до сих пор точно и окончательно 
не установлено. По нашему определению, космическая геодезия­
э1о наука, решающая проблемы и задачи высшей геодезии путем 
1-~азе~tных измерений положений искусственных 'небесных тел 
в близком космическом прос1·ранстве. 

При этом все рассуждения и выводы сохраняют силу, если за 
центральное тело вместо Зем.сш принимать другое тело, для ко­
торого решается задача, например Луну 3• Близким космическим 
пространством будем считать пространство около центрального 
тела от его qоверхности до высоты, равной части или нескольким 
единицам, максимально десяткам радиусов тела. В этом близком 
космическом пространстве необходимо, следовательно, предпола­
гать наличие тел, положение которых относительно центрального 

тела можно измерить 4. 

Такими телами могут быть: 
а) искусственные спуrники Зеl'.lли (ИСЗ); 
б) 1искусственные «статические» световые цели, т. е. искусст­

венные тела, которые являются. не планетами, а обычно перено­
сятся воздушными шарами или ракетами; 

в) естественные спутники (например, Луна по отношению к 
Земле). 

1 В настоящее время автор подготовил и часть 11 Динамическая космиче­
('Кая геодезия. 

2 Также употребляются названия «спутниковая геодезия» (sputnikovaja geo­
dezija, Satellite Geodesy, g{юdesie des satellites, Satellitengeodiisie- принято 
Международной геодезической ассоциацией в 1963 г.) и «небесная геодезия» 
(Gelestial Geodesy принято только на анr лийском языке). 

3 Вместо термина «.1унная геодезия» чаще употребляют термин «селеноде­
зия». Это, разумеется, означает, что для «геодезии» каждого другого небесного 
тела можно образовать самостоятельное название («марсодезия» или «ареодезия» 
и т. д.). Поэтому можно предположить, что в будущем содержание понятия 
«геодезия» расширится и распространится на друrие естественные небесные тела. 
Возможность такого расширения вполне допустима. 

• Близким космическим пространством Каула называет пространство в nре­
делах от 40 к.м (граница воздухоплавания) до 400 тыс. к.м от Земли, включаю­
щее орбиту Луны (При.м. ред.). 
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Глава 2 

КРАТКИй ИСТОРИЧЕСКИй ОЧЕРК 

Хотя и принято считать космическую геодезию новой наукой, 
но все же можно найти работы прошлого века и даже более ран-
1-!Ие, которые имеют к ней отношение в том ее определении, какое 
мы дали выше. · 

Так, еще в 1768 г. вышла работа И. А. Эйлера «Versucl1 die 
Лgur der Erden durch beobachtungen des Mond·s zu bestimmeп» 
(Abhandlungen der Churfiirstlich-baieriscen Akademie der Wis­
senschaften, V. Bd.), в которой теоретически решена задача 
определения формы земного меридиана по одновременным наблю­
дениям Луны на станциях, расположенных в плоскости опреде­
"тяемого меридиана. 

В одном из вариантов решения требуется измерить топацент­
рические зенитные расстояния Луны в момент прохождения ее 
через плоскость исследуемого меридиана. Географическая широта 
станции (точнее говоря, ее геодезическая широта, отнесенная к 
нормали данного меридианного эллипса с центром в центре масс 

Земли 1), так же как и высота над уровнем моря, предполагается 
известной. В этом случае остается одно неизвестное - эксцентри­
ситет меридианного эллиnса 2• 

Очевидно, что решение эйлеровой задачи будет тем точнее, чем· 
больше параллакс наблюдаемого тела, т. е. чем ближе к Земле 
оно находится. В этом смысле Эйлер сформулировал и заключе­
ние своей работы: 

«Наконец, вполне очевидно, что этот метод определен·ия формы 
Земли большей частью не дает надежных результатов и поэтому 
уступает методу, который применяла Парижская академия (т. е. 
методу градусных измерений.- Прилt. автора), потому что рас­
стояние до Луны по сравнению с диаметром Земли очень велико. 
Если бы Луна была значительно ближе к Земле шш вблизи Зем­
ли находилось бы другое небесное тело, которое можно было бы 
наблюдать из разных точек исследуемого меридиана, то описан­
ный здесь метод определения формы Зем"ти был бы значительно 
надежнее и, очевидно, намного удобнее, чем метод градусных из­
мерений с помощью триангуляции» 3• 

Эйлерова теория не получила применения в практике высшей 
геодезии именно из-за слишком малого параллакса Луны. В ос­
новном по той же причине лунный метод в последующие годы не 
был внедрен в практические геодезические измерения. Речь идет 
:~режде всего именно о лунном параллактическом (геометриче­
ском) и динамическом методах. В параллактическом методе оп-

1 Влияние уклонений отвесной линии и высоты квазиrеоида здесь не учи­
тывается. 

2 Эйлераву теорию см. в § 25. 
8 В ориrина.~е оно приведено на немецком языке (Прим. ред.). 
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~·еделяется геоцентрическое положение станции, расположенной 
fi<l земной поверхности, по измерениям топацентрических положе­
J!IIЙ (топоцентрических прямого восхождения и склонения) Луны 
11 по ее известны11-1 геоцентрическим экваториальным координатам, 
1'оторые получают из уравнения орбиты Луны. С тем же успехом 
;-.tожно использовать покрытия звезд Луной и затмения Солнца 1. 
В динамическом методе используется зависимость наблюдаемых 

возыущений элементов орбиты Луны от уклонений формы реаль­
пой Зем.гrи от идеального шара. 

Названными <<.~унными методами» занимались, например: 
Р. S. Laplace, F. R. Helmert (Die math. u. phys. Theorien der 
J:бheren Geodasie, 1884), \V. D. Lambert (The Figure of the Earth 
and the Para!Jax of tl1e Мооп, Astгonomical Journal, 38 ( 1928), 
22), Н. Battermann (Bestimmung der Moпdlange, des Mondhald­
messers нпd der Sonnenparallaxe анs Beobachtungen von Stern­
i!tdeckungen ( 1902)), Ti1. BanachiE\.Yicz (Polnische Sonпenfiпster­
лisexpedition, 1927) aj. и в последние десятилетия главным 
образом А. А. Л·lихайлов, В. Марковиц и Д. О'Киф. 

В. Марковиц в США 11 А. Михайлов в Пулковекай обсерва­
тории сконструировали д.гrя наблюдений Луны специальные «лун­
ные фотографические камеры», которые стали широко использо­
ваться учеными разных стран, особенно в период Международ­
ного геофизического года и Международного геофизического со­
трудничества. 

Однако упомянутое большое расстояние до Луны, относитель­
но большие ошибки геоцентрических координат Луны и до сих 
нор малоточное картографирование неровностей лунного рельефа 
делают лунные методы практически малопригодными для решения 

задач высшей геодезии. 
Практическое решение этих задач сделало возможным созда­

ние современных искусственных космических тел, которые нахо­

;:;,ятся значительно ближе к Земле. чем Луна, и прежде всего ИСЗ. 
Действительно, то, что ИСЗ ближе к Земле, означает благоприят­
ное для геометрических задач увеличение параллакса и выгодное 

для динамических задач увеличение влияния аномалий гравита­
шюнного поля Земли. Конечно, с точки зрения точности решения 
динамических задач, ИСЗ не должны находиться слишком близ­
ко к Земле, чтобы их орбиты не были очень сильно деформиро­
г,аны вследствие ·тормозящего действия атмосферы, которое пока 
нельзя достаточно точно количественно учесть. Высота ( спутни­
ков) 1000-1500 к.н является как будто бы нижней границей для 
динамических задач. 

Первые геодезические работы с использованием искусственных 

1 Эти методы мы здесь описывать не будем, та:< как пос.1е появления ИСЗ 
они отошли на зад1шй план и, кrюмс того, были многократно и полно описаны, 
например, А. Berroth. \V. Ноfmапп: I\osmische Geodiisie, 1960 (русск. перевод, М., 
ИЛ, 1963); I. I. Nlue!Icr: Iпtroductioп to Satelliie Geodesy, !964 (русск. перевод, 
М., изд-во «Мир)), 1967). 



небесных тел относятся еще к «доспутниковому» периоду. Так, 
в Финляндии И. Вяйсяля еще в 1946 г. (по первым опытам) 
осуществил подъем на высоту 25 к.м источника света с помощью 
аэростата. По одновременным измерениям топацентрических •ко­
ординат этой вспомогательной «космической» цели (в эквато­
риальной астрономической системе Iюординат) на двух станциях 
было получено расстояние по прямой между ними. Эти станции 
(Турку и Хельсинки) удалены на 150 к.м, причем дос'Гигнутая 
точность равна +2" (V. VaisiШi, L. Oterma: Anwendung der 
astronomischen Triangulationsmethode, 1960). 

Выдающаяся эпоха интенсивного развития космической геоде­
зии фактически наступила после создания искусственных спутни­
ков Земли, т. е. 4 октября 1957 г., когда на круговую орбиту 
был выведен советский спутник 1. С этого времени стали интен­
сивно развиваться теоретические исследования в этой области и 
их практическое применение. Действительно, если иметь в виду 
тела, свободно движущиеся в гравитационном поле Земли и не 
получающие никакого добавочного ускорения (здесь мы отвлека­
емся от влияния атмосферы и притяжения Луны, Солнца и дру­
гих небесных тел), то можно в по.rшом объеме решать не только 
задачи геометр и чес к о г о, но и д и н а м и чес к о г о харак­

тера, которые, вообще, в расширенном понимании нельзя решать 
по наблюnениям Луны. 

В настоящее время развитие науки идет в быстром и все бо­
лее ускоряющемся темпе. В стадии реализации и.1и, по крайней 
мере, подготовки находятся несколько проектов так называемой 
«космической триангуляции» в континентальном или даже во все­
мирном масштабе. Был запущен целый ряд спутников, пригод-

. ных для решения геодезических задач геометрического и динами­
ческого характера; некоторые из этих ИСЗ предназначены исклю­
чительно для геодезической программы. В недалеком будущем 
планируется запуск более далеких геодезических спутников Земли. 

В настоящее время уже теоретически обоснованы лунные спут­
никовые программы, практическое претворение в жизнь которых 

началось 3 апреля 1966 г., когда в СССР был запущен первый 
искусственный спутник Луны- станция «Луна 10». 
Мы отказываемся здесь от описания современного состояния 

Iюсмической геодезии, так как при ее быстром развитии в на­
стоящее время такое описание скоро потеряло бы актуальность. 
Пока же речь будет идти о теории космической геодезии (конеч­
но, о ее геометрических задачах- см. их классификацию в гла­
ве 6); ее современное состояние поясняет содержание главы 3. 
Некоторые практические примененпя теории описаны в заключе­
ниях соответствующих разделов. 



Глава 3 

РАЗДЕЛЕНИЕ КУРСА КОСМИЧЕСКОй ГЕОДЕЗИИ 

Проблемы и задачи геодезии, решаемые по наблюдениям спут-
ников, можно разделить по характеру на две основные группы 1: 

1) преимущественно геометрического характера, 
2) преимущественно динамического характера. 
В з а д а ч а х п е р в о й г р у п п ы по наблюдениям положений 

ИСЗ в конечном счете вычисляют величины, полностью или ча­
стично определяющие положение станций наблюдений ш:ш их 
частные производвые (т. е. их проекции на оси координат.- При.м. 
пер.). Результаты вычислений можно далее использовать при вы­
воде параметров геодезической референцной системы и при ре­
шении практических задач высшей геодезии в масштабе континен­
тов или всей планеты. 

В з а д а ч а х в т о р о й г р у п п ы используется зависимость 
элементов орбиты ИСЗ от некоторых параметров гравитацион­
ного поля Земли, которые являются функциями величин, опреде­
.1яющих форму тела Земли (полярное сжатие, экваториальное 
сжатие, несимметричность полушарий и т. д.). 

Если бы Земля была идеальным шаром, полностью однород­
ным, или имела бы такое распределение масс, при котором плот­
ность являлась бы функцией только расстояния от ее центра, если 
бы ИСЗ не попадал в зоны нарушения слоистости атмосферы и 
не существовало бы влияния Луны, Солнца и других более уда­
ленных небесных тел, то орбита спутника была бы плоской и в 
системе, не вращающейся с Землей, неизменной. При этом полу­
чалось бы, что земной шар при своем вращении как будто оста­
ется внутри (в фокусе.- Прим. пер.) эллиптического или круго­
вого кольца, образуемого орбитой ИСЗ с постоянными элемента­
ми а, е, i, Q, ro (большая полуось, эксцентриситет, наклонность 
орбиты к экватору, прямое восхождение восходящего узла, аргу-
мент перигея). , · 

Однако в действительности тело Земли по форме и плотности 
весьма сложно и в первом приближении может быть представле­
но, например, эллипсоидом вращения с определенным полярным 

сжатием. Это полярное сжатие, т. е. как бы «избыток вещества» 
на экваторе; кроме того, отступление экватора от идеальной ок­
ружности, несимметричность полушарий и вообще все аномалии в 
распределении плотности в теле Земли, особенно в ее коре, и яв­
ляются причинами того, что элементы орбиты спутника меняются 

1 Границу между этими двумя груnnами нельзя, конечно, провести четко; 
rуществуют задачи, относящиеся по характеру и к геометрической, и к динами­
ческой группам. Поэтому можно говорить как о геометрико·динамических, так и 
динамико-геометрических задачах. Например, орбитальные задачи (см. главу 9) 
отнесены к группе задач геометрического характера. хотя и эдесь фигурируют 
эдементы орбит ИСЗ, определение которых представляет уже задачу динамиче­
ского характера. 
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со временем. Изменяются, следоват~.'IЬIIО, как форма орбиты НСЗ, 
так и ее положение в пространстве. Наиболее характерными явля­
ются изменения во времени положения линии узлов и оси (э.'lлип-

d~! dw 
тической) орбиты, т. е. величпны - и -. Чпсденные значе-

dt dt 
ния изменений эдементов, по которым затем вычис.1яют пара­
метры фигуры Земли, можно опредедить из набдюдений спутни­
ков в достаточно ддитедьном интерваде времени. 

Напомним, что пменно в ЧССР впервые в мире бы.'Iо опреде­
.1ено подярное сжатие Зе1шш с помощью динамического спутнико­
вого метода. Проф. Е. Бухар, который исподьзовал наб.'Iюдения 
за движением динии уз.'lов советского спутника 1957~, запущен­
ного 3 ноября 1957 г., решил эту задачу к концу 1957 г. и 
опубдикова.'l резу.'Iьтаты вычис.1ений в 1958 г. (.\1otioп of the 
Nodal Liпe о~ the secoпd Russiaп Eaгth Satellite ( 1957 ~), N atuгe 
No 4629; Die Bestiшmuпg der Erdabplattaпg aus der Beweguпg 
Уоп Sputпik 11, Wiss. Zft. Тесhп. Hochschule Dresden, 8 (1958/59), 2; 
VJi,v zplosteni Zeme па pohyb umelych dru~ic, Rise hvezd 6/58; 
The Motioп of the Orbltal Node of Sputпik 2 (1957 ~) and the 
OЬlateness of the Earth, Studia geoph. et geod. 2 ( 1928), 306). 

Глава 4 

СИСТЕМЫ КООРДИНАТ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ 

ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ПОЛОЖЕНИЯ ТЕЛ В БЛИЗКОМ КОСМИЧЕСКОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ 

Системы координат, которые будем исподьзовать в дадьней­
шем, разделим в зависимости от местоположения начала коорди­

нат на: 

а) геоцентрические; 
в) референцные (геодезические); 
с) топоцентрические 1 . 

§ 1. ГЕОЦЕНТРИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 

Геоцентрической системой координат является любая система 
с началом координат в центре тяжести (центр масс) Земли 
(рис. 1). Мы будем использовать как прямоугольную пространет­
венную геоцентрическую систему координат х, у, z, так и эквато­
риа.ТJьную геоцентрическую систему Т (или а), б, ~. 

Определим оси координат: 

t Направления соответствующих осей координат геоцентрических и референц­
ных систем в общем не совпадают. Направления осей координат топецентриче­
ских с;1стем в одном варианте совпадают с направлениями осей геоцентрической 
системы, а в другом варианте- с направлениями осей референцной системы. 
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о с ь z совпадает со средним положением оси вращения Земли 
и имеет положительное направление на север; 

о с ь х пара.1лельна плоскости начального (гриничского) аст­
рономического меридиана и положительна в гриничеком полуша­

рии 1; 

о с ь у направлена по­

ложительным концом на 

восток. 

Подчеркнем, что плос­
кость xoz не является 

плоскостью геоцентриче­

ского гриничекого мери­

диана и не проходит через 

Гринич. По,rюжение гео­
центрического гринич­

екого меридиана с доста­

точной (для решения гео­
дезических задач) точ­
ностью неизвестно и его 

использование в качестве 

геодезической плоскости 
вь1звало бы нежелатель- х 
ные осложнения. 

z 

!1 

Рис. 1. Геоцентрическая система координат 

В экваториальной си­
стеме координат: T=S-a- геоцентрический гриничский часовой 
угол, S- гриничское звездное время, а, б, ~-геоцентрические 
прямое восхождение, склонение и расстояние. 

Из рис. l, на котором 0'1' -направление па точку весеннего 
равноденствия, вытекают следующие соотношения для положе­

ния (спутника): 

Xn = ~n COS бп COS Т n ) 
Yn =- ~ncosбnsiпTn 

Zn = ~nsiп бп 
(1) 

(2) 

1 Ось х можно было бы направить в точку весеннего равноденствия, как это 
делается в сферической астрономии и небесной механике. Но тогда все неподвиж­
нне наземные точки имели бы изменяющиеся во времени координаты. С точки 
зрения решения геодезических задач такая система координат была бы менее 
удобна. 
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а также 

sinTn=- Уп 
IVx~+Y~I 1 

1 
} ' 

COS Tn = Xn 
1 l1/~+1lnl J 

sin б == Zn 1 

n 1 Vx~+Y~+z~l ~~· 
cos б = [ V х~ + 1ln 1 

n IJI~+Y~+~I 

(3) 

(4) 

§ 2. РЕФЕРЕНЦНЫЕ 1 (ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ) СИСТЕМЫ 

Референцной будем называть систему координат с началом в 
центре Or г е о д е з и чес к о г о ре ф ер е н ц- эллипс о и д а 
Er (рис. 2). 

1 

' 

1 
1 

r \ 

)( 

' ' 1 

,, ... ' ......... -
' 

z 

Рис. 2. Рефереициан система координат 

Будем использовать прежде всего прямоугольную пространет­
венную референцную систему координат Х, У, Z и классическую 
геодезическую систему В, L, Н (геодезическая широта и геодези­
ческая долгота относительно поверхности Er и высота над поверх­
ностью Er). 

Определим оси координат. Пусть ось Z совпадает с осью вра­
щения референц-эллипсоида Er и направлена к Северному по­
люсу; ось Х параллельна плоскости исходного (гриничского) гео­
дезического меридиана и ее положительное направление такое 

же, как и оси х; ось У направлена на восток. 

2 Связанные с референц-эллиnсоидом (При.м. ред.). 
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В общем случае [ 1], [2]: 
Z=Fz; X=l=x; Y=Fy. 

Кроме указанных двух систем, будем в некоторых задачах 
использовать системы так называемых эк в а т о р и а ль н ы х р е­

ф ер е н ц н ы х Iшординат Tr, {У, L\'·, определяемых аналогично Т, 
б, ~. но по отношению к плоскости (ХУ) экватора геодезического 
референц-эллипсоида и плоскости (XZ) исходного геодезического 
меридиана. Аналогично равенствам ( 1) и (2) имеют силу равен­
ства: 

х n = ~~ cos о~ cos 1"'n ] 
у n ~--= - ~~ cos о~ sin т~ ' 
zn = ~~sin о~ 

(5) 

(6 

а также 

(7) 

sinб~ = Zn 

j 1/ х~ + У~+ z~ 
(8) 

r / Vx~+Y~ / 
COS бп = 

/ V х~ + У~+ z~ / J 

Отметим, что экваториальные координаты Tr, 6', ~r не приме­
няют в классической небесной механике и сферической астроно­
мии, так как для всех естественных небесных тел разности Т -ТТ, 
б-бr, ~-J1r пренебрегаемо малы. Только для Луны в старых ре­
ференцных системах они могли бы иметь заметную величину. Од­
нако у близких ИСЗ эти разности должны быть учтены, особенно 
при решении глобальных геодезических задач высокой точности. 

Между координатами Х, У, Z и В, L, Н существуют известные 
соотношения (3], которые мы будем в дальнейшем применять в 
основном для точки Mi на физической поверхности Земли, и, 
только в виде исключения и со сравнительно малой точностью, 
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для ИСЗ- Spn (например, при вычислении положения так на­
зываемой подспутниковой точки и высоты ИСЗ над поверхностью 
Земли): 

Х; = (N1 + Н1) cos В1 cos L1 ) 

У;= (N1 + H1)cosB1sinL1 , 

Zt = [N1(1- е~)+ Н1] sinB1 

(9) 

N а, 
где 1 = - радиус кривизны первого вертикала в 

Vt- e~sin2Bi 
основании нормали, проведеиной из точки Bi, Li. Hi на эллипсоид 
Е. 2 б • J,.; а,., е, -длина ольшои полуоси и квадрат эксцентрисите-

та Er. 
Обратные соотношения для выражения Bi, Li, Hi как функций 

Xi, Yi, Zi требуют исключения геодезической долготы, для кото­
рой имеем точные формулы: 

tg Li =--= Y 1:Xi ] 
у. у. 

sinL1 = 1 - 1 

1 ух;: v; 1 ~ (11,+ н~:"" в,r· 
cos L1 = 1 

1 у Х7 + У.7 (N; +Н;) cosB; 

(10) 

Геодезическую широту можно выразить, например, так:.• 

~ ~+~-N~ l - = tg В1 ---·--....:..._ 
Xt (N; +Н;) cos L; 

t (11) 

1 
} 

t в _ Z; (N; + Н;) cos L; _ ---o-:=====Z=1 ~(N~1_+:._H_ ,;:.!._) ___ _ g ;- 2 -- ' -

Х; [(N;+H;)-N;e,J 1 vx~+Y7 I[(N;+H;)-N;e;J 

или 

tgB. = Z; (1- N; е;)-1 = 
1 1 J/X7+ У7 1 N;+Ht 

Z; [1 2 (1 ' Ht )-1]-1 (12) 
= 1 У Х7 + У~ 1 - е, --r- !i; . 

Если иметь в виду, что данная задача (т. е. выражение Bi че­
рез Xi, Yi, Zi) в дальнейшем встречается только для случая, когда 
точка i располагается на физической поверхности Земли, то всег-

н. 1 10~2 да будет выполняться неравенство -' < - · и в уравнении 
Ni 8 

( 12) можно произвести разложение в ряд 

[ 1- е; ( 1- z: )-1 ]-1 = 1 + е~ ( 1 + Z; )-1 + 

+ е;(1 + :: )-2 + е~(1 + Z; )-з + ... , (13) 
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[ 1 -е; ( 1 -+- :: )-!г! =-. 1 + е~+ е;+ е; + 

2Hi 2fHi\2 2(Hi)a 4Hi '!(f/.)2 -е, /i; + er ~ Ni) - t'r Ni - 2er Ni +- Зеr ~: -

fi Hi ... - Зег-+ •• 
Ni 

(14) 

Ecmr допустить ошибку определяемой широты, равную 0",001, 

то 
2 (!!...!:_ \ 3 4 (!!.i...) 2 б ( н . \ МОЖНО ПренебреЧЬ Ч,ТJеНаМИ er ) , er , er - 1 ). 

Ni Ni Ni 
11 меньшими. 

Прежде чем надставлять выражение ( 14) в ( 12), учтем соот­
ношение 

после чего получим 

(15) 

где 

( 2 4) Н· 2 ( Н· )2 
q = - er + 2er - 1 + er '-1 

Ni Ni 

или, с учетом формулы для Ni, 

q = - er + er - - er SiП i --+ er - ) . ( 
2 2 4 1 4 • 2 В ) Hi 2 ( Hi \2 

2 а, а, / 
(16) 

Пусть неизвестные веJrичины Hi и Bi, стоящие в правой ча­
сти формулы ( 16), требуется знать с такой точностью, чтобы вы­
числяемая широта Bi получалась с ошибкой до 0",001. Это зна­
чит, что в высоте над эллипсоидом можно допустить ошибку до 

t О м, а в широте (в выражении +е; sin2 В i)- даже в несколько 
градусов. Из первого уравнения (9) найдем, например, 

Hi = J у Х1 + У7 1 sec В i - N i = 1 V х; + v11 sec В i -

(17) 

причем аргумент Bi (при В=45°) нужно знать с точностью до 
0",3. Если ограничиться территорией ЧССР, где практически 
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Н <2 км, то можно использовать уравнение ( 15) без члена, co­
Ht 

держащего - , т. е. 
а, 

х~ +У~+ z~ (1 + е;·)2 
Х~+ у~ t t 

z~ (1 + е;·) 2 
sin2 В t ~ --......;_-'-----'----

Х~+ Y~+Z~(1 + е;")2 

(18) 

(19) 

С учетом формул (17)-(19) (при Н <2 к.м) в уравнении (16) 
можно пренебречь членами Hi е: и е~ ( Ht ) 2 и поправку q при-

а, а, 

вести к виду 

~р· [ z2t. (1 + е,'")2 ]-'/• 
q=-_!_!:_+e~ 1-е~ 2 , 

а, Pt 
(20) 

где 

Отношение Ht можно точнее получить из уравнения, еле-
а, 

дующего из (9), 

Х~ +У~+ Z~ = (Nl + Hz)2 cos2 Bt + [Nl(1- е~)+ Hi] 2 sin2.B i = 
= (Nt + Hz}2 - 2Ht(Nt + Hz)e~sin2 Bl + NMsin2 Bt. (21) 

Из выражения (21) найдем 

N t + Н t = N ie~ sin2 В i + V Х~ + У~ + Z~ - N~e: sin2 В i cos2 В t 

N 2 • 2 В л г { 1 N~ 4 • 2 В 2 В = ie, SШ i + '-Ч - -. е, SШ i COS i , 

/\~ 

где 

tJ.~ = V х~ + У~ + z~ . 
и далее, после замены Ni и разложения в ряд с точностью до 
J0-6, получим 

Ht /\~- а, 1 2 • 2 1 4 . - = --=---+- е,sш Bt + -e,sш4 Bi-
a, а, 2 8 

1 а, 4 • 2В 2 В - - -е, stn t cos ;· 
2 /\~ 

(22) 
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Если для функций широты использовать приближенно выра­
жения (18, 19), то (22) можно переписать так: 

-= +--е, 1-+е, + Ht А~ -а, z7 [ 1 2 ( '")2 
а, а, р~ 2 

+-е, --- -1 4 { z~ 4а,(Х~+ У~) )1 
8 \ р~ р~ 

(23) 

Эту формулу можно далее упростить и приспоеобить для чис­
ловых расчетов. 

Практически все же выгоднее применять простой метод по­
следовательных приближений и сначала вычислить приближен­
ное значение В0 по формуле [ 4, 5, 6] 

Zt (1:+ е;') 
tgBot = . , (24) 

1 fx~+ У~ 1 

пренебрегая величиной q в [15], а затем для окончательного зна-
чения 

(25) 
найти поправку 

M~i = -е~ cos2 Boi Pt - Not 
р" а, 

е2 
~--' siп B0t cos Во (р1 - Not)· (26) 

а, 

При этом NOi выбирается из геодезических таблиц по аргу­
менту Boi· 
Для эллипсоида Красовского поправка бВ0 '' имеет вид: 

бВ~i = - 0",2165 (Pi- N0д sin Boi cos B0i, 

а для эллипсоида Хейфорда 

бВ~t = -0",2174(pi-N0дsiпB01 cosBot· 
Здесь (pi-Noi) выр'ажается в к.м.. 

Получив величины Bi и Li. высоту Hi легко рассчитать по фор­
мулам (9): 

Н1 = X1secB1secL1 - N1 1 
Н1 = Y1 secBt cosec L1-N1 • 

Ht = Z1 cosec Bt- Ni (1- ~) 

Напомним, что при известной нормальной высоте Hq,i 
получить и высоту квазигеоида ~q. i над эллипсоидом Er 

~q.t=Ht-Hq,t· 

(27) 

можно 

(28) 
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Пр и м е ч а н и е. Вопросами перехода от координат Х, У, Z 
к координатам В, L, Н занимались, например, К. Rinner [48], 
К. Лапинг [ 4], [6], А. Буткевич [5] и др. Поправка [26] 
(в несколько ином виде) была табулирована в [5]. 

§ 3. ТОПОЦЕНТРИЧЕСКИЕ СИСТЕМЬI 

Тоноцентрнческой называется система координат с началом 
в любой точке Mi (станции наблюдений) на поверхности Земли. 

Будем использовать (рис. 3) как прямоугольную пространет­
венную топацентрическую систему х', у', z' с направлениями осей 

у 

Рис. 3. Топацентрическая система координат 

x'llx, y'lly, z' =z, так и систему Х', У', Z' с направлениями осей 
X'IIX, Y'll У, Z'IIZ и, кроме того, соответствующие им экватори­
альные топацентрические системы. Координаты в экваториаль­
ных системах обозначим через Т', (а'), б', IJ.' (соответственно в 

r г r r 
системе х, у, z) и Т', (а'), б' , IJ.' =IJ.' (соответственно в систе-
ме Х, У, Z). 

Для станции наблюдений М1 и спутника Spn аналогично фор­
мулам ( 1)- (8) будем иметь: 

x;n "., IJ.;n cos б:п cos т:п J 
Y;n = -IJ.;n cos б;п sin т;п ' 
z;п =-= IJ.;n sin б;п 

(29) 

(30) 
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а также 
, 

. Т' Yin 
SIП in = 

1 
,z ,2 

Vxin+ Yin 
(31) 

(32} 

!1 

, , ,r ,r 
Х in = !::.in COS бin COS Т in 

, ,. ,r ,r 
Уiп = - !::.iп cos бiп sin Тiп • (33) 

, , ,Г 

Ziп = !::.iп sin бiп 

(34} 

а также 

,т 

sinTin=-

(36) 

При использовании аппаратуры с азимутальной установкой 
может встретиться необходимость применять горизонтную си-
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стему координат а 1 (астрономический азимут, считаемый от точки 
севера в направлении на восток 2) и z (астрономическое зенитное 
расстояние). Тогда в выражения (29) и (33) нужно ввести топо-

, 'r 
центрические часовые углы ftп.· tin. отсчитываемые от местных 
меридианов, - астрономического с долготой Лi и геодезического 
(; долготой Li. Счет долгот ведется от гриничекого астрономиче­
ского меридиана на восток, т. е. 

т;п = t;п- 'Л1 ; 

В системе (29) получаем 

x;n = ~;n ( cos Лt cos'б;n cos t;n + sin Л1 cos б;п sin t;n 1. (37) 

У;п = ~;n (sin 'А; cos б;п cos t;n- cos 'А; cos б;п sin t;п) f 
Из выражений (37), используя известные соотношения сфери­

ческой астрономии (формулы сферического треугольника, образа-

Рис. 4. Астрономический параллактиче­
ский треуrоаьник 

Рис. 5. Геодезический параллактиче-• 
ский треуrоаьник 

ванн9го северным полюсом мира Р*, астрономическим зенитом 

Z*, ~ проекцией Sp~ спутника Spn на небесную сферу) для на­
блюдателя, находящегося в точке мiз (рис. 4): 

cos б;,п c~s t:n = cos :i ~s Z:n ~ sin ср 1 sin i;n cos ~n 1 
COS бtnSIП tin = - SIП Ztn SIП CXtn ' 

sin б;п = sin IJ'i cos ~n + cos IJ'i sin Z;n cos ain 

(38) 

1 Черточка сверху nоставлена для того, чтобы отJiичать астрономи'!еский 
азимут от геоцентрического nрямого восхождения а. 

2 В сферической астрономии азимут измеряется, как nравидо, от точки юга 
по направлению к западу; здесь мы nридерживаемся ориентировки, nринятой в 
геодезии. 

3 В советской литературе этот треугольник называется nараллактическим 
(Прим. пер.). 
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будем иметь 

''[ ( - --) Х;п = 11;п cos ~~ cos !i cos Z;n- sin IPi sinzin cos a,in- 1 
- sin А; sin z1n sin а.1 п] 1 

y;n = 11;n [si~ ~ ( c~s ~ cos Z;n- sin <р1 sin Z;n cos ёi;п) + } · 
+ cos А; SlП zin SlП a,in] 1 

z;п = 11;п (sin <р 1 cos i;n. + cos <р 1 sin z1п cos ёi1п) J 

(39) 

Аналогично в системе (33) получим 

Х iп = 111п cos Li cos 6 1п cos t;п + sin L1 cos б;пsin tiп ' ( 40) 
, , ( ,r ,r ,r ,r ) ) 

, , ,г ,г ,r ,г) 

Уiп = 11iп (sin Li cos 61п cos tin- cos L1 cos б;п sin t;п _ 

и затем, обозначая геодезическое зенитное расстояние через Z, 
геодезический азимут через А 1 и используя соотношения в сфе­
рическом треугольнике (рис. 5), образованном геодезическим ре­
ференцным полюсом Р,, геодезическим зенитом Zr и проекцией 

спутника S р ~: 
,r ,r - - -

1 
cos бinCOS tin = cos В; cos lin- sin В; sin lin ccs Ain 

,г ,r - -
cos 61n sin t1n = - sin Z in sin A1n ' 

~ - - -
sin 61n = sin В1 cos l 1n + cos В1 sin lincos Ain 

(41) 

будем иметь 

Х~п = 11;п [cos L1(cos В1 cos z-;п- sinBisin Z1п cos А~п)- 1 

у;~= 11;п [sin Li (со:~~~::i;~~~п s:~nA~;~in Z1п cos А;п) + 1· 
+ cosL1 sinZ1nsinA1n1 

z;п = 11;n (sin в i cos l in + cos В; sin zin cos Аiп> J 

(42) 

Из формул (39) и (42) можно было бы вывести обратные со­
отношения, т. е. выразить а;п, Zin, (Ain, Zin) как функции ве.'IИЧИН 
л;п, У~п, z;п (X;n, Y;n, z;п)- Однако эти соотношения лучше по­
лучить непосредственно из сферического треугольника Р* Z* sp;, 
(см. рис. 4) 

ctg ~n = sin <р 1 ctg t;~- cos <р 1 tg б;n,cosec ~;n} , (43) 

cos Ztn = sin IPi sin 6in + cos IPi cos б;пСОS tin 

1 Черта сверху- знак отличия геодезического азимута от направляющего 
косинуса А (см. дальше). 
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и из треугольню<а P,.Z,.Sp~ .(см. рис. 5) 

ctg Ain = sin В; ctg t;:- cos В; tg б;: cosec t;:). (44) 
_ ,г ,r ,r 

cos Z iп = sin В; sin 8;п + cos Bi cos 8;п cos f;п 

Если в уравнениях (43) и (44) заменить t;n на т;п + lч, t;~ 
,г 

на Tin +Li и подставить в них выражения (30)-(32) и (34)-
(36), то они примут вид 

- x;n siл Л; - Y;n cos Л; 1 
tgain = ' ' ' . 

(х;п cos Л;+ У;п sin Л;) sin <р;- Z;n cos qJ; , 

, , , ,-1 

cos Zin = [(х;п cos лi + Yin sin Л;) cos IP; + Z;n sin c:pi] 11;п 

(45) 

и 

- х;п sin L;- v;n cos L; J tgA. =-------"-'------'.:.:..__ ___ _ 

ln ( х;п cos L; + У;п sin L;) sin В;- z;n cos В; . 

cosZ;п = [(X;пcosL; + Y;пsinLJcosBi + z;пsinBilt::.;;;- 1 

(46) 

Вместо топацентрических координат мы часто будем пользо­
ваться системой направляющих косинусов (или параметров) от--- , ь' , ( , ' резка MiSPn· Обозначим их через а ;п, ;п, С;п в системе х, у, 

z') и А;п, в;п, с;п (в системе Х', У', Z') и из (45) и (46) выве­
дем следующие формулы: 

- а;п sin Л;- ь;п cos Л; J 
tgain = ' ' ' 

{ ain cos Л; + Ь in sin Л;) sin qJ; + cin cos <р; 

cos z;п = (а;п cos Л;+ ь;п sin Л1) cos с:р; + с;п sin с:р; 

(47) 

11 

- А;п sin L; -- в;п cos L; j 
tgAin = 

(А;п cos L; + в;п sin L;) sin В;- с;п cos В; . 

cos Liп = (А;~ cos Li + в;п sin L;) cos Bi + с;п sin Bi 

(48) 

Уравнения (48) были получены ранее и другим способом в 
[7], а основы общей теории трехмерной геодезии изложены в [8]. 
Этой теории посвящен целый ряд работ, критический обзор кото­
рых дан в [7]. 
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Глава 5 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТ, ПРИМЕНЯЕМЫХ 

ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ КОСМИЧЕСКОй ГЕОДЕЗИИ 

Преобразования координат относите.'!Ьно отде.rrьных систем 
(§ 1, §. 2, § 3) частично уже описаны. ДJ1я перехода от системы 
§ 1 к системе § 2, от системы § 1 I< системе § 3 и от системы § 2 
~~ системе § 3 в основном достаточно провести преобразования 
j[ИШЬ в некоторых комбинациях. Оста.rrьные комбинации преобра­
зований вытекают из форму.11 г.rrавы 4. 

§ 4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ РЕФЕРЕНЦНЬIХ КООРДИНАТ 
В ГЕОЦЕНТРИЧЕСКИЕ И НАОБОРОТ 

1. Прямоугольные пространствеиные системы 

Пусть координаты центра референц-э.rr.rrипсоида в геоцентриче­
ской системе суть Дх0 , дуn и дz0 (рис. 6). и, с.rrедовательно, имеют 
место с.rrедующие соотношенищ 

х 

х = дх0 --1- Х cos (Х, х) +У cos (У, х) ·+ Z cos (Z, х) ] 
y=дy0 -t-Xcos(X, y)+Ycos(Y, y)-t-Zcos(Z, у) . 
z=дz0 +Xcos(X, z)-t-Ycos(Y, z)-t-Zcos(Z, z) 

Рис. 6. Примоуrольные пространствеи­
ные системы 

Рис. 7. Угол прецессии ООо 

(49) 

r, 

Поско.rrьку обе системы- и исходная Х, У, Z, и преобразован­
ная - ортогональны, то можно написать шесть известных ус.rrовий 
ортогона.rrьности с помощью указанных девяти направляющих ко­

синусов: 

cos2 (X, x)+cos2 (Y, x)+cos2 (Z, х)= 1 J 
cos2 (X, у)+ cos2 (Y, у)+ cos2 (Z, у)= 1 , 
cos2 (Х, z) + cos2 (У, z) + cos2 (Z, z) = 1 

(50) 
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cos(X, x)cos(X, у)+ cos(Y, x)cos(Y, у)+ cos(Z, x)cos(Z, у)= Oj 
cos (Х, х) cos (Х, z) + cos (У, х) cos (У, z) + cos (Z, х) cos (Z, z) = О . (51) 
cos {Х, у) cos (Х, z) + cos (У, у) cos (У, z) + cos(Z, у) cos (Z, z) = О 

Вследствие наличия равенств (50) и (51) в формулах (49) 
лишь три угла из девяти являются независимыми, а потому шесть 

оставшихся углов можно выразить через известные три. Для этой 
цели больше всего подходят так называемые углы типа эйлеро­
вых. 

Рис. 8. Уrо.п иутации го Рис. 9. Уrо.п чистоrо вращении 'Фа 

Обозначим их ffio, е0, 'Фо и опредеJJИМ так 1: 

а) +ffio- угол поворота исходной системы Х, У, Z вокруг 
оси Z против часовой стрелки (если смотреть из положительного 
конца оси Z) (угол прецессии.- Прим. пер.). После этого пово­
рота получаем систему Х1 , Yt, Zt (рис. 7). 

в) +§.!>-угол поворота системы Xt, Yt, Z1 вокруг оси Х1 (по­
ложительное наflравление определяется так же, как у угла +<оо) 
(угол нутации.- Прим. пер.). После такого поворота получаем 
систему Х2, У2, Z2 (рис. 8). 

с) +Фа- угол поворота системы Х2, У2, Z2 вокруг оси У2 
(угол чистого вращения.- Прим. пер.). После этого поворота по­
лучаем систему Xзllx, Yзlly, Zзllz (рис. 9). 

Отдельные повороты систем для сокращения математических 
Е~Iкладок можно характеризовать ортогональными афинными тен­
зорами поворота, которые применительно к углам <оо, еа, t\Jo обо­
значим Q, Е, чr. Они в матричной форме имеют вид 

1 В этой части вывода временно прнмем, что Or совпадает с О, тогда эле­
менты Ахо, Ayn, Azo не будут участвовать в математических выкладках. 
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!1 = 1- ~~== ~:0:: ~)' (52) 

Е = jo0
1 со~ во sin°в0 ) , 

- SIП В0 COS Во 
(53) 

!cos 'Фо О - sin 'Фо ) 
Ч'= о 1 о . 

sin 'Фо О cos 'Фо 
(54) 

Общий поворот (рис. 10) можно выразить с помощью скаляр· 
наго произведения чr EQ: 

Рис. 10. сЭйлеровы• углы и общий JJоворот Рис. 11. Смещении начала координат 

1 
cos 'Фо О 

'l'EQ = О 1 
sin 'Фо О 

-sin-ф0 ) 
о х 

cos 'Фо 

Х !- si~0~ ro~os во cos5~ ~~s в0 sin°в0 ) = 
sin ffio sin Во - cos ro0 sш е0 cos в0 

1 cos ro0 cos 'Фо ~ sin ro0 sin в0 sin 'Фо 
= - SIП ffi0 COS В0 Х 

cos ro0 sin 'Фо + sin ro0 sin в0 сос; 'Фо 

sin ro0 cos 'Фо + cos ro0 sin в0 sin 'Фо 
Х cos ro0 cos В0 

sin ro0 siп 'Фо - cos ro0 siп в0 cos 'Фо 

- cos. в0 sin 'Фо ). 
SIПBo • 

cos в0 cos 'Фо 
(55) 
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Последний тензор должен удоВJlетворять условиям (50) и (51), 
т. е. 

( cos ffi0 cos 'Фо- sin ffi0 sin F0 sin 'l'o)2 + 
+ (sin ш0 cos 'lj:0 + cos ffi0 sin е0 sin 'Фо)2 + ( -cos е0 sin 'Ф0)2 '- l 

(- sin (1)0 cose0 )2 .. ;_ (cos ffi0 cos ё0)2 + sin2 1'0 ~'-= 1 
( cos ы0 sin 'to + sin ffi0 sin Е0 cos '1jJ0) 2 i-

+ (sin ffi0 sin 'lj:0 - cos ы0 sin е0 cos '1jJ0)2 + ( cos е0 cos 'Ф0)2 -- l 
- sin (1)0 cos е0 (cos ffio cos tj;0 - sin ffi 0 sin е0 sin 'Фо) -+ 
+ cos ы0 cos е0 (sin ffi0 cos 'Фо + cos ffi 0 sin е0 sin 'Фо)­

- sin е0 cos е0 sin 'lj:0 = О 
( cos ffi0 cos 'Фо -- sin ffi0 sin е0 sin 'Фо) ( cos ffi0 sin 'Фо + 

+sin ffi0 sin Е0 cos 'Ф0) + (sin ffi0 cos ~'о+ cosffi0 sin e0sin 'Фо) Х 
Х (sin ffi0 sin 'Фо ~ cos ffi0 sin е0 cos '1jJ0)- cos2 е0 sin 'Фо cos 'Фо = О 

- sin ffi0 cos е0 ( cos ffi0 sin 'Фо + sin ffi0 sin е0 cos '1jJ0) + 
+ .cos ffi0 cos е0 (sin ffi0 sin 'Фо- cos ffi0 sin е0 cos 'Фо) + 

+ sin е0 cos ё0 cos 'Фо =О 

(56) 

Имея в виду, что в современных референцпых системах вели­
чины ffio, е0 и 'Фо очень малы и, вероятно, не превышают несколь­

ких дуговых секунд, в уравнениях (52)-(54) с ошибкой, не пре­
вышающей l cJt, можно пренебречь их квадратами и произведе­
ниями и конечную матрицу упростить так; 

(57) 

Если обозначить; r- радиус-вектор произвольной точки М в 
системе координат х, у, z; R- радиус-вектор той же точки в си-

стеме Х, У, Z; !1ro- вектор OOr, то преобразование координат из 
t•истемы Х, У, Z в систему х, у, z будет оnределяться соотноше­
нием (векторным. -При.м. ред.) (рис. ll) 

r = М0 + 'I'EQ. R. (58) 

Скалярные уравнения, эквиваJiентные (58), будут аналогичны 
уравнениям ( 49) 

х = 11х0 + Х + ffi0Y- 'ljJ0Z ) 
у = !1у0 + У - ffi 0X + e0Z . 
z = !1z0 + Z + 'ljJ0X - е0 У 

(59) 

Обратное соотношение, характеризующее переход от системы 
х, у, z к системе Х, У, Z, будет, очевидно, таким: 

(60) 

30 



н, следовательно, его скалярные составляющие 

Х = Х - ~Хо - (J)oY + 'ФоZ ] 
У= у- ~Уо + (J)oX-EoZ · 
Z = z- ~Z0 - 'ФоХ + Е0У 

будут иметь вид: 

(61) 

В задачах геометрической космической геодезии часто бывает 
необходимо преобразовывать направляющие косинусы направле­
ний на спутник с различных станций наблюдений ИСЗ М;, М~< из 
снетемы Х, У, Z (т. е. от Aiтi, Вiт,, Сiп) в систему х, у, z (т. е. к 
an,, bil<, c;k) и наоборот. Формулы для таких преобразований по­
лучаются прямо из выражений (59) и (61), ес.'!и последние напи­
сать для разностей 

и 

xk- xi = ~xik• Yk- Yi = ~Yik• zk- zi = ~zik 
~xik• ~Yik• ~zik: 

~xik = ~Xik + (j}o~Yik -'Фo~_zik] 
~Yik = ~yik- (J)o~Xik + Eo~Zik , 

~zik = ~Zlk + 'Фo~Xik- eoЛYik 

~Х ik = ~xik- (j}o~Yik + 'Фo~zik )' 
~:ik = ~Yik -t- (J)o~Xik- Eo~Zik • 

~Zik = ~zik- 'Фo~xik + eo~Yik 

(62) 

(63) 

С учетом того, что расстояние Sih=MiMтi пнвариантно отно­
сительно системы координат, из форму.'! (62) следует 

а из формул (63) 

aik: Aik + (j}oBik ~ 'ФoCik l 
bik- Bik ~ (J)oAik • EoCik j' 
cik = cik --t- 'ФoAik- EoBik 

Aik = aik -- @obik + 'ФoCik J 

Bik = Ьik + (J)oaik- EoCik J · 
Cik = Cik- '1\Joaik -j- Eobik 

(64) 

(65) 

Напомним, что уравнения (64) и (65) не являются независи­
мыми, так как с учетом припятой точности (т. е. при отбрасыва­
нии квадратов и произведений углов Эйлера) имеют место равен­
ства 

aTk + ь7k + CTk = Атk + в;k -1- c~k = 1. 

11. Экваториальные сферические системы 

При решении задач космической геодезии часто бывает необ­
ходимо знать соотношения между геоцентрическими (Т, б, ~) и 
референцными (Р, бr, ~r) экваториальными координатами спут­
ника. При выводе этих соотношений будем исходить из основных 

31 



ур·авнений (6) для референцной системы координат. Дифференци­
руя их, получаем 

dтr 2 Tr dY п , 2 тr У п dX n = - COS n -- -;- COS n- n 
. Хп Х2 

n 

dб~ == cos2 б~ --::---;=::;:d=Z=n =;:=- - z п cos2 б~ X.....:..::.nd_X...:.n:...+_:__Y....::n:...d_Y.::.n 
1/ х2 ...!_ у2 (Х~ + Y~)•f. 
~ n •1 n 

1 
t . (66) 

1 
1 

Если принять dT~ =Tr.-T~, dб~=бп-б~, d!!.~ =!!. 11-L1~ и 
заменить в (66) dХп=Хп-Хп, dУ?1=Уп-Уп и dl11 =Zп-Zп выра­
жениями, вытекающими и.з (59), т. е. 

то получим 

dXn = дх0 + ffioYn- Фoln) 
dYn~!!.Yo~ffioXn+eoZn · 
dZn- !!.z0 -f ф0Х 11 е0У n 

т n =т~+ ffio- (ео t'OS т~- Фо sin Т~) tg б~- ( Ахо sin т~+ 
А~ 

+ Ауо cos Т~) sec б~ 
А~ 

.1: ,~:r + . тr тr Ахо . ,~:r ",г 
Un = un е0 SIП n + ф0 COS n - - SIП un COS l n + 

А~ 

+ Ау0 • .~:r . Tr , Az0 .~:r -- SIП Un SIП n -r- - COS Un 

А~ А~ 

дп = д~+ дх0 cos б~ cos Т~- !!у cos б~ sin Т~ -t- М0 sin б~ 

(67) 

} . (68) 

Обратные соотношения для перехода от Т n, бп, дп к Т~. б~ , 
д~ с учетом малости элементов !!.хо, дуо, !!.zo, во, 'Фо и ffio вытекают 
непосредственно из выражений (68) 
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Т~= Т п- ffi0 + (в0 cos Т п- Фо sin Т п) tg бп + ( Ахо sin Т п + . ) 
An 

+ Ауо cos Т п) sec бп 
An 

б~= бп- e0sin Tn- ф0 СОS Т n + Ахо sinбn cos Т n­
An 

1 t. (69) 



В том же плане напишем зависимости между топоцентриче-

скими экваториальными координатами Т ;n, б~ (формулы 30) 
,r ,r 

и Tin, бtn (формулы 34), см. рис. 3. 
Их вывод полностью аналогичен выводу уравнений (66)­

(69), причем элементы сдвига ~Хо. 11уо, ~zo, конечно, здесь не фи­
гурируют, так как точка Mi является общим началом обеих си­
стем координат как х', у', z', так и Х', У', Z'. Поэтому имеем 

т;п =т;: + ffio- (ео cos т;:- 'i'o sin т;:) tg б;: 1 
, ,r ,r ,r 

бiп = бtп т е0 sin Tin + 'Фо cos Т1п • 
' ,r 

~in = ~in 

(70) 

и аналогично этому 

т:; = ~;n - ffio. + (~о cos т;п- ;о sin т;п) tg б;nl 
бin = бin- 8о SIП Tin- 'i'o COS Tin · 

,r , 
~ln = ~in 

(71) 

В заключение отметим, что при решении некоторых задач гео­
метрической космической геодезии с невысокой точностью можно 
полагать ео='Фо=U>о=О. При этом общие преобразования сведутся 
к просtым смещениям системы по осям координат 

х=Х+-~х0 ) 
У= У+ ~Уо • 
z=Z+~z0 

и будут иметь место такие приближенные равенства: 

au, = Aik) 
bik = Btk • 
cik = clk 

(72) 

(73) 

Т =Т~- ( ~Хо SiO Т~+ ~Уо COS Тп) sec{j~ 
• r r 

• '-' ~· • .,- - A+n ~Уо • !11.' • Т' Ato !11.' ~' {
74} 

Vn~uп---SIПunCOSJn -SIПunSIП п+-cosun 1 
~~ ~~ ~~ J 

( ~х ~у, . ) rп = Тп + 1 - 0 sinTn + - 0 cosTn sесбп 
\ ~n ~n 

б~ = бп + ~хо sin б" cos Т n- дУо sin бп sin Т n- t\to cos бп 
~n t\n t\n 

1· (75) 

т;п ~т;: 1. 
' ,r 

бtn = бin 
(76) 

с r ' оотношения между величинами ~п. ~n и ~ln. ~~~. конечно, 
остаются неизменными. 
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'§ 5. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ТОПОЦЕНТРИЧЕСКИХ КООРДИНАТ 
В ГЕОЦЕНТРИЧЕСКИЕ .И НАОБОРОТ. ТЕОРИЯ ПАРАЛЛАКСА 

БЛИЗКИХ КОСМИЧЕСКИХ ТЕЛ 

Пусть точка Mi (рис. 12) -станция наблюдений ИСЗ на по­
верхности Земли, Ri- ее радиус-вектор в референцной системе 

координат, Spn- положение спутника и rn (r;п)- его геоцентри­
ческий (топоцентрический) радиус-вектор в системе х, у, z 

2 l' 

Рис. 12. Свва• основных векторов 

(х', у', z'). Тогда, используя выражения (58), напишем основное 
векторное уравнение t 

Гп = r;п + /)"ro + 'YEQRi· (77) 

Скалярные уравнения, эквивалентные (77), с учетом формул 
( 1), (29) и (59) имеют вид: 

/)"n cos бп cos Tn = /)";n cos .б~п cos т;п + ~Хо + Х; + ФоУ,- 'Фoll 

- /)"ncos бnsin Тп =- !)";п cos б;п sin T;п+J)"y0+Y;-ro0X,+e0Z, (78) 

~пsin бп = J)";nsin б;п + J)"z0 + Z; + 'Ф0Х 1 - Во У1 

К:оординаты Xi, Yi, Zi вычисляются по известным геодезиче­
ским координатам Bi, Li, Hi =Н q, i + ~q. i согласно формулам (9). 
Топоцентрические координаты спутника ·~ 't, т;п, б;п определя­
ются из наблюдений в точке М.i (или же и на другой станции на­
блюдений, положение которой в геодезической системе координат 

1 Если бы топоцентрическое положение спутника было дано в системе Х', У', 
Z' (33), (34), то аналогично получилось бы rп =М о+ 'I'EQ (Ri +R;n ). Для крат· 
кости это выражение в дальнейшем раскрывать не будем, так как соотношения , ,r , ,r 
между Т ln• Tin и ~ in• 11 1n определяются формулами (70), (71). 
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известно, если измерять лишь направления на спутник, а не рас­

стояние L\ttn). 
Если даны элементы сдвига и ориентирования L\x0, L\y0, L\z0, 

во, Фо и roo геодезического референц-эллипсоида Er и положение 
точки Mi (Bi, Li, Hi) в системе этого эллипсоида, то из формул 
(78) можно выразить геоцентрические координаты Т n, бn, ~n как 

функции величин Т ;n, б;п. ~;n, L\xo, ~уо, ~zo, во, 'Фо и roo, напри­
мер, используя выражения (2). Аналогично можно было бы вы-
разить топацентрические величины т;п, б;п, ~;n как функции от 
Т п. бn, ~n. Bi, /Ji, Hi, ~Хо, L\yo, L\zo, во, Фо и roo. 

Конечно, параметры ~Хо, ~уо, ~zo, во, 'Фо и roo, определяющие 
положение референц-эJ1липсоида в теле Земли, с нужной сте­
пенью точности до сих пор не известны (обычно, как правило, 
предполагают е0=0, '\jJ()=O, ro0 =0). Поэтому преобразование коор­
динат т:. б~. ~: в т;п. в;п, ~;n по формулам (78) точно осу­
ществить невозможно. Появляется, таким образом, необходимость 
ввести понятие о к в а з и г е о ц е н т р и ч е с к их координатах 

спутника Spn, Xn, ffn, Zn. 

х" = xi + х;п; Уп = v, + u;п; zп = zi + z;п. (79) 

Они близки к геоцентрическим координатам и равенства 
Хп=Хп, ffn=Yn, Zn=Zn выполнялись бы . при условиях L\xo=O, 
дуо=О, ~Zo=O, во=О, 'Фо=О и roo=O. Они также близки к рефе­
ренцным координатам Xn, У n, Zn спутника (в равной мере к ним 
подойдет название- к ваз и ре ф е ре н ц н ы е координаты), и ра­
венства Xn =Xn, ffn =У n, in =Zn действительны лишь в случае, 
когда ео=О, фо=О, roo=O. Квазигеоцентрической системе коорди­
нат все же недостает геометрического определения; выражения 

(79) имеют поэтому лишь характер обозначений (символов). 
Уравнения (78), с учетом (79) и (67) при n = i можно пере­

писать так: 

где согласно (67) 

L\"cosбncosTn = Xn +dX, 1 
-L\пcosбnsinTп=Yn+dYi • 

~nsinбп = Zn + dZ1 

dX, = ~Х0 + W0Yi- 'Фoll) 
dYi = ~Уо- WoXi + eoz, . 
dZ1 = ~Z0 + ФоХi- в0Уi 

(80) 

(81) 

В соответствии с формулами (79) введем также к в а з и г е о-
центрические экваториальные координаты Tn 
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(~n), бn и к в аз и г е о цен тричес к о е рас с т о я н и е 3n 
спутника: 

tgT11 =- 1!..11 

1 х11 -
t б = z11 ! . (82) 
g 11 1-f~+?n 1 

311 = 1-f ~ +у~+~ 1 J 

Величины, входящие в формулы (82), не имеют геометриче­
ской интерпретации (определения), так, например, Li: не явля­
ется расстоянием спутника Spn ни от Or, ни от центра масс О. 
Однако их можно точно вычислить, имея топацентрические коор-

динаты спутника Т~ (cx;n), t~;n, измеренные в момент 81~, и геоде­
зические координаты Bi, Li, Н q, i, ~q, i, определяющие положение 
топаЦентра Mi в геодезической референцной системе. Неточиости 
в их определении вызываются только ошибками исходных величин 

т;11 (а;п), 6;11, Bi, Li, Н q, i, ~q, i, т. е., по сути дела, ошибками из­
мерительного характера. 

l(вазигеоцентрические координаты Т, б, К по своим величи­
нам близки к геоцентрическим, так что можно использовать диф-· 
ференциальные формулы ' 

Xn = ~n + d~i; У11 = !11 + d~ n; Z11 = ~ + dZ~ 1· (83} 
Т11 =Т11 +dТ11; б11 =б11 +dб11; ~11 =~.n+d~11 

Из формул (82), (80) и (81) легко получить выражения диф­
ференциалов, стоящих в правых частях равенств (83), 

dT 11 = ( ~ dX 1 - ~11 d У 1) cos2 f 11 

- i - - 1 
dб = 11 (-х dX· -у dY1) + dl· (84) 

. n 1 {с~ +~)3 j 11 t n 1-f ~+"у~) 1 t • 

-
бК = Х11 dX + J!!!.... dY + .!!!.__ dl · n ~ l - l --- t 

!!11 l!n An 

Если подставить выражения (81) в (84), то получим [9] 

dT 11 = - -=-: SIП Т 11 + -::::- cos Т 11 - ro0 ---- cos Т 11 -
- [ ( l!xo · ~ !!У о --· ) ( Xt --

An l!n l!n 

~ -=-SiП Т" +- (е0 COS Т 11 - 'Фо sin Т 11) sec 6 11 , 
Yt - ) Zt - -- ] -
!!11 l!n 

(85) 
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-- 11Хо • - ~ 11у0 • - • ~ 11z0 -
dбn = --=-- SIП б" COS Т n + --:::::- SШ б" SIП Т n + --- COS бп-

11" 11" 110 

- СО о -=- sin б n siП Т n + --:::!:--- SiП б n COS Т n + Ео --:::;- SiП б" SiП Т n-( Xt -- - У· - -) ( Zt - --

11" 11n , 11n 

--=- COS б" + 'Фо -=- COS б" + --- SIП б" COS Т" , Yt -- ) ( Xt -- Zt . ~ - ) 

11n 11" 11n 
(86) 

dA" = ~х0 cos -б" cos Т"- ~Уо cos б" sin Т n + ~z0 sin б"+ 
+cooCOS бп (Xi sin т"+ Ytcosf")-'Фo(Zicos б"соs 1\- Xjsin б")-

-ео(У1 sin ~ + Z1cos 6-"sin Т~). (87) 

Ура1внениями (80) и (83)~(87) заодно исчерnы·вается точная 
теория па·раллакса ·сnутников. В литературе nриводятся и тра-

диционные формулы для разностей (Tn-T;,J и ·соответС'11венно 
( an-ct ;") и ( бn-б;" ) ; но осе же нужно пр,инять во ·внимание, 
что ИСЗ находятся очень близко к Земле ('в сотнях или несколь­
ких тысячах кил·оме'Гров над ее поверХ'Ностью), и о малых па­
раллактических углах не может быть и речи, так как они д:ости­
гают десятков гра~дусов. Поэтому использование прямых формул 

для (Тn-Т;п) и (бn-б;п) не дает никаких 1Преимуществ. Эти 
чюрмулы пригодны лишь для весьма удаленных тел, например 

Солнца, для которых можно применять соответствующие разло­
жения в ряды. 

Точные обратные соотношения, т. е. формулы для перехода от 

геоцентрических координат Т n, бn, An :к топоцентричес·ким т;", 
б;п, ~;n, мы выводить не 1будем, та!к ка!к 'В них нет необходи­
мости. На IП'рактике, например, для вычисления эфемерид обычно 
применяют прибл!ИженнЬllе формулы. В этом случае впо111не до­
статочно уравнения (80) брать без членов dXi, dYi, dli, т. е. 
писать 

~;n cos б;" cos т;"~ ~n cos б" cos т n­
-:-(N1 + Ht)cosB1cosL1 = xn -Х1 

---, ~;" cos б;п sin т;п ~ - ~n cos б" sin т n -

- (N1 + HL)cosB1 sinL1 = Уп- У 1 
~;n sin б;п ~ ~n sin б"- [N1 (1 -е~) + 

+ HJsinB1 =z"-Z1 

1 

1 
Отсюда можно ·выразить 

паты 

J 
искомые топацентрические 

tgт ' ~ Уп-Уi 
in-- . 

Хп-Хi 

t .< ~ --:--;-:;===;:;=:zп~=Z:;i====;::;::::;:::=; g u." -, 
1 Jl (хп- Xi)2 + (Уп- Yt) 2 

д;п ~ 1 Jl(x"- Х1)2 + (Уп- Yt)2 + (z" -lt}2 1 J 

(88) 

коорди-

(89) 
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Аналогичные формулы получаются и для перехода от ·rопо­
центрических координат к геоцентрическим, если 'Пренебречь па­
раметрами Ахо, !lyo, !lzo, ео, 'Фо и roo: 

Отсюда 

!lп cos Вп cos Т п ~ !l;п cos в;п cos т;п + 
+ (N1+ H1)cosB1cosL, = x;n + Х, 

- !ln cos Bn sin т n ~- !l;n C'OS в;п sin т;п + 
+ (N1 + H;)cosB1 sinL, = y;n + У1 ,. 

!lп sin бп = !l;п sin в;п + [N1 (1 - е;) + 
+ Hi] sinBi = z;~ + Z1 J 

tg т n ~ - u;n +у l 
x;n + Xt 

(90) 

l 

В .заключение еще раз напомним, что величины dT n (форму­
ла 85) и dбn (формула 86) для близк}Jх спутников в сущест­
вующих рефере-нцных системах могут достигать несколыких ду-

говых ·секунд, а •величина dAn (формула 87)- сотен метров. 

§ 6. ПРЕОБРЛЗОВАНИЕ ТОПОЦЕНТРИЧ~СКИХ КООРДИНАТ 
В РЕФЕРЕНЦНЬIЕ И НАОБОРОТ 

Из рис. 13 вытекают соотношения между радиусом-вектором 
Rn ооутника Spn, радиусом-вектором Ri точки Mi (оба •вектора 
рассматрНIВаются rв референцной ·системе Х, У, Z) и топацентри-

ческим радиусом-вектором R ;n •ооутника (в ·системе Х', У', Z') 

Rп = Ri + R;п = R, ('l'EQГ 1 r;п, (92) 

где (Ч'ЕQ)-1 - матрица, обратная к матрице (57). Скалярные 
уравнения, эКIВи:в-алентньrе (92), можно написать с обозначениями, 
припятыми •В ·Формулах (79), (5), (29), в таком виде: 

(93) 
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Референцные экваториальные координаты и референцное рас­
стояние опутНIИка можно аналогиqно формулам (83) ·выраз·ить 
так: 

х 

rп=1\+ it'n 1· 
б~= CSn + dб~ 
i\~ = xn + dl{~ 

Рис. 13. Преобразоааиие топоцеитрн'lеских 
координат а рефереи~ые 

(94) 

Для велиtnfн dT~. dб~. ·di\~ можно вывести формулы, подоб­
ные (84): 

l ( -x~dX;n- YndY;n) + 

~ . (95) 

dl\~ = ~ dX;n + ~~ dY;n + ~ dz;п 
An An An 

Далее, с учетом (61) напишем 

dX;n = - Ф0У;п + 'PoZ;n 1 
' , 1 

dYin = ФoXin- EoZin • 

dZ;n = - 'PoX;n + toY;n 

(96) 
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и после преобразований 

d!~ = - ffio cos5n (x;n sin т n + v;n cos т п) + 
+ Фо (z;п cos Вп cos Т п- х;п sin в:) + 
+ Ео (Y;n sin s-n + z;п cos бп sin т n). 

(97) 

(98) 

(99) 

Заметим, чrо поправки, выражаемые )'!ра1Внениями (97) ;- (99), 
превращаются в нули при е0 =фо=rо0 =0, неза·висимо от величин 
элементов сщвигов Llxo, Llyo и Llzo. 

Очевидно, используя формулы (68), можно получить конт­
рольные формулы для !ВЫражений (85)-(87) и (97)-(99) (ве­
личины порядка квадратов элементов сдвигов Llx0, Llyo, Llz0 здесь 
отброшены, как и в главах о ·преобразованиях координат): 

dfn -dT~ = Tn...::.... f~ = ro0 -(е0 COS fn '- ф0 sin Т п) tg бп-
- ~- 1 -

- (Llxo sin т n + Llyo cos т п> s; sec бп 

Jбn -dб~ = бп-б~ = в0 sinTn + ф0 соs fn-

- ~ sinбncosTn-~ sinбnsin Тп- _ 0 cos бп [ 
I!J.x - --- I!J.y - ~ Az - ] 

6.n 6.n 6.n 
~ -г r - , __ 

dlln- dlln = Lln- dn = Llx0 COS бп COS Т n-

и, конечно, 

- Lly0 cos б: sin Т n + Llz0 sinc\ 

dXi- dХ;п = dХп 

dYi -dУ;п = dY п 

dli-dZ;n = d 'п 

(100) 

(101) 



Глава 6 

ЗАДАЧИ КОСМИЧЕСКОИ ГЕОДЕЗИИ 

ПРЕИМУЩЕСТВЕННО ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО ХАРАКТЕРА 

§ 7. КЛАССИФИКАЦИЯ ЗАДАЧ 

Разделим эти задачи на две основные группы в за,висимости 
от того, нужно или нет для их решения знать точные элементы 

орбиты С'Путника: 
1) орбитальны е за д а ч и, ·в которых предполагает:ся 

знание элементов орбиты (геоцентрического положения) извест­
ного опутника; 

2) задачи, в которых не требуется знание элементов ·орбиты 
ИСЗ (задачи космичес'IЮЙ геодезии об ·относительном положении) 
(или космическая триангуляция.- Прим. ред.) 1• 

Определение элементов орбит ·спутников с точностью, необхо­
димой для решения орбитальных задач, возможно только для до­
ста'ЮЧно тяжелых 'СIПутников, обращающихся tВНе плотных слоев 
атмосферы. Кроме того, желательно, чтобы •в определении эле­
ментов орбит принимало участие как можно ·больше станций, 
размещенных, по tВозможности, по всей Земле, та~ как редукции 
к наблюдаемым топоцентриче~ским величинам 'ПРИ переходе к гео­
центрическим величинам ,по формулам (78), (80) вычисляются 
недостаточно точно. Можно рассчитать только квазигеоцентриче­
ские величины (см. формулы 79, 82), но их уклонения от точных 
геоцентричеС'ких величин будут неодинаковыми для разных стан­
ций наблюдений на поверхности Земли и для различных референц­
ных геодезических систем. Влияние ошибок ·Систематического ха­
ра·ктера д.'IЯ определенного топацентра и принятой референцной 
сиетемы можно ослабить лишь путем наблюдения положений од­
них и тех же ооутников из нескольких с·танций, целесообразно 
ра,сположенных на земной по·верхности. 

До ·сих пор лишь в некоторых случаях элементы орбиты спут­
ника можно было вычислять с такой точностью, чтобы напра·вле­
ние геоцентрического •вектора, определенное по ним, ,получалось 

с ошибкой до 10" [10]. Конечно, направление топацентрического 
вектора .спутника 'Сравнительно легко определяе11ся с реальной 
точностью приблиЗительно на порядок 1выше. 

Вследствие этого таК'ое разделение задач можно считать удоб­
ным. При этом группе спутниковых за д а ч о б о т н о с и т е ль­
ном положении соотве11ствуют IJ3!Ce геодезические за­

д а ч и, которые решают·ся только по топацентрическим величинам 

1 Проф. И. Д. Жонголович называет задачи 1 и 2 задачами с использова­
нием «активных» и «пассивных» спутников. Но за рубежом «активными» назы­
вают такие ИСЗ, которые дают в строго онределенные моменты вснышки или 
радиоимпульсы (ANNA, GEOS), а «пассивными»- те, которые их не дают 
(ЕСНО, PAGEOS). (При.м. ред.). 
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и не зависят от геоцентрических. В гру;ппу орбит а льны х за­
дач входят «все остальные» задачи, ·в которых, как правило, учи­

тывается nо л о ж е н и е цен т р а м а с с Земли. Тогда число 
неизвестных (определяемых) величин в задачах этой грУ'lJIПЫ 
уменьшится до м~нимума, а точность их ·вычисления ·повысится 

д:о максимально ·возможного уровня. 

Глава 7 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ КОСМИЧЕСКОй ГЕОДЕЗИИ, 

В КОТОРЫХ НЕ ТРЕБУЕТСЯ ЗНАНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ 

ОРБИТЫ ИСЗ 
(ЗАДАЧИ КОСМИЧЕСКОИ ГЕОДЕЗИИ 
ОБ ОТНОСИТЕЛЬНОМ ПОЛОЖЕНИИ) 

§ 8. СУЩНОСТЬ РЕШЕНИЯ И ПЕРЕЧИСЛЕИНЕ ЗАДАЧ 

В этих задачах спутник играет роль ·вспомогательной визирной 
цели, которую. синХ!ронно (или квазисинхронно) на'блюдают пр 
крайней мере из дiВУХ (геодеЗ/Ических) станций .наблюдений ИСЗ 
на физической поверхности. Земли. Определяемыми неиз·вестными 
при ·этом я:вляюrея величины, частично или полностью характери­

зующие ·взаимное расположение этих станций. Они могут бЬI!Гь 
исходными для решения задач об оnределении параметров рефе­
ренцной геодезичес·кой системы при условии, что 'Положения стан­
ций на-блюдений ИСЗ иЗIВестны с д:остаточной точностью. Кроме 
того, может быть определено rи положение ·спутника. 

Рассмотрим такие зада'ЧИ: 

Группа 1 

1. Определение напра·вления (направляющих косинусов, ази­
мута и зенитного расстояния) линии, соединяющей станции на­
блюдеН'Ий ИСЗ. 

2. Определение относительного 'Положения (разностей -коорди­
нат) .станций наблюдений ИСЗ. 

3. Оnределение геодезических координат и высоты квазигеоида 
для станций наблюдений ИСЗ (в определенной референцной си­
стеме с известными элементамrи ориентирования). 

Гру,ппа 11 

1. Определение на[lра:вления оси вращения геодезического эл­
липсоида и направления нормали к плоскости основного (гринич­
ского) геодезического меридиана. 

2. Соединение различных геодезических референцных систем 
(определение разностей координат центров референц-эллипсоидов, 
к которым относятся эти 'СистемЫI). 
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Задачи 1 группы касаются положения станций наблюдений 
ИСЗ, задачи 11 группы -'параметров и элементов ориентирова­
ния геодезической референцной системы. 

РазJFИчный характер задач обеих групп требует и различных 
программ наблюдений и разных схем расположения (геодезиче· 
ских) ста·нций наблюдений ИСЗ. При этом в 1 группе речь и~ет 
о задачах, значительно более простых, чем задачи 11 группы. По 
сути дела, это та же хорошо известная пространствеиная триан­

гуляция (называемая при использованИ!и космических целей также 
«·спутниковой», «а-строномической» или «Звездной» триангули· 
цией). 

§ 9. ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ В ЗАДАЧАХ КОСМИЧЕСКОй ГЕОДЕЗИИ 
ОБ ОТНОСИТЕЛЬНОМ ПОЛОЖЕНИИ 

За основу для решения задач, в которЫIХ знание элементов 
орбиты спутника не является обязательным условием, можно 
взять соотношение [ll], {12] между топацентрическими положения­
ми спутника для двух станций Mi и м~~. на земной поверхности 

Риt. 14. Основное соотношение космической rеодезии 

(рис. 14). Обозначим через rtn и r11.n топоцентрические 'радиусы­
векторы спут1шка Sp11 соответственно для станций наблюдений 
ИСЗ Mi и м~~. и через r1 и r~~.- радиусы-векторы станций по от­
ношению к центру Or принятого референц-эллипсоида (все векто· 
ры рассматриваются в геоцентрической системе х, у, z) 1• 

Затем получим элементарное соотношение 

(102) 

t Радиусы-векторы обозначены в соответствии с осями координат систем, 
к КОТЩ>ЫМ они относятся: r- в системе х, у, z; r'- в системе х', у', z'; R- в Х, 
У, Z; R'- в Х', У', Z'. 



Так ка.к rin=r;n и rkn=r:Ш, то с учетом (58) равенство (102) 
можно привести к виду 

r~n- r;n + 'I'EQ (Rk- Rд =О. (103) 
Это и есть указанное основное ура,внение. Оно дает зависи­

мость между топацентрическими координатами спутника, геодези­

ческими координатами и геодезическими (эллипсоидальными) вы­
сотами станций, на которых измеряется положение спутника, с од­
ной стороны, и элементами взаимной ориентиретки топоцептри­
ческой и референцной ·систем, - с другой. Эта зависимость 
лучше :видна из ·скалярных ура,внений, Э!{\ВИ'валентных векторному 
уравнению (103), которые на1пишем с учетом ра,венств (29), (9) и 
(57), так: 

1 , 1 ' , , ) 

AknCOS бknCOS Тkп- !J.in cos бtn cos Ttn+(Nk+Hk)cosBkcosLk-
- (N; + Hj) cos В; cos L1 + бХ1k (Во. 'Ф0 , ro0) =О 

- !J.;n cos б~п sin т;п + !J.;n cos в;п sin т;п + 
+ (N k +Н k) cos;вk sin Lk- (N; + Hi) cos В; sin L; + 

+ бУ;k (Во, 'Фо. ffio) = О 

!J.~sinб~-!J.;nsinб;n+ [Nk(1-e;) +Hk] sinBk-

- [N;(1-~) +Н;] sinB; + бl;k(Во, \'0 , ro0) =О 

Выражения для поправок будут иметь 'ВИд 

бXtk (Во, 'Фо. ffio) = !J.x;k- !J.Xtk ) 
б У tk (во, 'Фо. ffio) = !J.yik - !J.Y ik • 
бZ tk (ео, 'Фо, ffio) = !J.ztk- !J.Zik 

а с учетом вы,ражения (58) 
бXik (Во, 'Фо. ffio) = roo!J.Yik- 'Фo!J.Z;k ) . 
бУ;k (Во, 'Ф0 , ro0) = - ro0!J.X1k + e0!J.Z;k 
бZu,(Во, 'Фо, ffio) = 'Фo!J.X;k- Eo!J.Yik 

(104) 

(105) 

(106) 

Понятно, что выражения (104) не за·висят ни от положения 
.станции, ни от положения спутника относительно центра ма·сс 

Земли, т. е. ot составляющих вектора !J.ro. 
В том случае, когда 'влияние углов Ео, 'Фо. roo учитывать не 

!Нужно, т. е. 111ри бXik ( ео, 'Фо. ,roo) =0, бYik (ео, 'Фо, roo) =О и 
~Zik(t0, 'Фо, roo) =0, осноВ'ное уравнение (103) упрощается та·к: 

r' -r' +Rk-R1 =0 kn in 

или ·с обозначениями, приняты ми 'В формулах (29), (9), 

x;n+Xt=x;n+Xk=Xn 1 
Y;n + У i = Y~n + У k = У n • 

z;n + Zt = z;n + Zk = Zn 

(107) 

причем Xn, У n, Zn суть прямоугольные прос11ранственные коорди­
наты спутника Spn в геодезической референцной ·системе. 
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§ 10. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРАВЛЕНИЯ ЛИНИЯ, СОЕДИНЯЮЩИХ 
СТАНЦИИ НАБЛЮДЕНИЯ ИСЗ, ПО СИНХРОННЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ 

ТОПОЦЕНТРИЧЕСКИХ ЭКВАТОРИАЛЬНЫХ КООРДИНАТ СПУТНИJС<\ 

1. Сущность решения 

Эта задача является простейшей и вместе ·С тем основной ча~ 
стью пр·иведенного комплекса З·адач (§ 8). Практически она бЫ!Ла 
впер·вые решена в Финляндии [13] (см. «Краткий исторический 
очерк», глава 2). Идея и тео­
рия ее элементарны: каждая 

пара направлений на спутник, 
одновременно измеренных на 

двух станциях наблюдений 
ИСЗ Mi и Mk (рис. 15), опре­
деляет положение плоСJКости, 

проходящей через обе станциFr 
и спутник Spn; каждая пара 
таких непараллельных плоско­

стей Mi Mk Spn и MiMkSPn+l 
определяет искомое направле­

ние линии мiмk. 
/18 

Если r'ikn- вектор нор-

в 

t:' 

мали к плоскости MiMkSpn. 
1 Рис. 15. Опредепеиие наоравпения хор,~~;ы 

а r ikCn+l> - вектор нормали 

к плоскости MiMkSPn+l• тu вектор r'ik можно выразить вектор­
ным произведением 

(108) 

причем, аналогично этому, 

(109) 

11. Определение направляющих косинусов (параметров) 

Имея в виду, что в данной задаче речь идет -толь·ко о н а­
пр а .в л е н и я х, можно перейти к единичным •векторам, состав­
ляющие которых, ·как из·вестно, ра·вны направляющим косинусам 

относительно •соответствующих осей координат. Направляющие 
косинусы (направляющие параметрЫ!) будем последовательно обо­
значать а', Ь', с' (l', т', n') в системе х', у', z' и А', В', С' (L' 1, 

t Буквой L обозначается также геодезическая долгота, а буквой N -радиус 
кривизны первого вертикала. Двойные индексы у направляющих косинусоЕ 
исключают всякие недоразумения. 
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М', N') в системе Х', У', Z' с добавлением такого же индекса, 
который имеется у 1соответСТIВующего вектора. 

Пусть измеряемыми величинами (в моменты Sn и Sn+l гри­
ничекого з•вездного времени, ·соответствующие положениям спут­

ни:к;а Spn· и SPn+l) будут топацентрические экваториальные коор­
динаты (см. главу 4) ·спутника т;п, б;п и Т~, б;п. Из фор­
мул (109) слацуют очеВ'Идные соотношения (в которых ~n есть 
}ГОЛ между направлениями M."Spn и MkSpn; ~n+l- угол между 
M."SPn+l и MkSPnн; ~n, n+l- угол между нормалями к плоско­
стям MiMkSPn и M."MkSPn+l; предполагается, что ~n +О, ~n+l =1= 
=/=0 И ~n(n+l)=/=0): 

--=-- (110) 

r;k <n+l) 

/ r;_. (n+l) / 

1' j' k' 
, Ь' • al (n+l) l (п+1> с, <п+ ) -

а~ (n+l) ь; (11+1) с; <п+1) 
----

sinPn+l 

При этом с учетом формул (29) и равенств 

, , 
' "tп Ь' Ytn 

a,n = -- ' in = -- и т. д.; 
л' rл' 
0 in •0 in 

l , - 1 ь;п c;n ь' , ь' , Jl, • , • Jl' + 
tkn - , , = in Ckn- kn Сtп = - COS Ufn SIП Ttn SIП UktJ 

bkn C~tn 

+ cos б~ sin т~ sin б;п 

'
а' с' 1 , '" 111 , , , , 

mlkn=-,, =a"ncln-ainckn= 
akn ck!l ' (112) 

= - cos в;п cos т;п sin б;п + cos б~ cos т~ sin б;,. 

\ а' Ь' 1 ' n' = tп tп = а' Ь' - а' Ь' = 
tkn а' Ь' tп 1tn kп tп 

kn kn 

= - cos б;п cos б~ sin (т;п- т;п) 
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ltk(n+l) = 1 , = bl(n+t)Ck(n+l)-
1 1 ь; (n+l) с; (n+l) 1 1 1 

bk (n+l) Ck (n+l) 

- Ь~ <п+t> с; <n+o =- соsб; <n+t> sinT; <n+t> sinб; <n+t> + 
+ cos б~ (n+t) sin т~ (n+t) sin б; (n+t) 

, la;<n+l)c;(n+t)l ·, ' 
mlk (n+O = - а' с' = ak (n+l) cl (n+O -

k(n+t) k(n+t> 

·-а; (n+l) с~ (n+t) = - cos б; (n+t) cos т; (n+l) sin б~ !n+l) + 
+ cos б; (n+l) cos т~ (n+l) sin б; (n+t) 

(113) 

и· 

, Ь' 1 1 al(n+l) l(n+t) 1 1 

nik <n+t> = а' Ь' = al <n+l) bk <n+t> -
k(n+t) k(n+t) 

-а~ (n+t) ь; (n+t) = - cos б; (n+t) cos б~ (n+J) х 
xsin (т; (n+t)- т; (n+l)> 

sin ~n = 1 Vt'~kn + m'~kn + n'~kn 1 1 
sin ~n+t = / V l'~k (n+t) + m'~k !n+l) + n'~k (n+t) \ • 

·дналогич·но из формул (108) следует, что 

(114) 

, i' j' k' 
_!.!!___ = z;kn m;kn п;kn -
J r;k 1 sin ~n sin ~n+l sin ~n (n+t) , , , 

ltk (n+J) mlk'(n+l) nlk (n+l) 

1 (l.' ., 1 1 J'+ 1 k') (115) = . А ' А ' А 'k l ..,.... m.k n.k ' 
SIП t'n SIП t'n+t SIП t'n (n+t) t ' t t 

) 

} . (116) 

От направляющих па·раметров (1'16) и (113) перейдем к на­
пра,вляющим косинусам: 
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, i t' 1 а = . . . ik 

b
:k Stn ~n SiП ~n~l Stn ~n (n+l) , 

1 ik = . R • R • R m.k 1 
stn t'n stn t'n+t SШ t'n (n+l) t 

, 1 , 
cik = sin ~n sin ~n+t sin ~n <n+l > nik 

(117) 

• 1 z' j a.kn =-- lkn 
1 sin ~n 
, 1 , 

btkn = -.-~~.-mikn ~, 
SШ t'n J 

, 1 • 
с =---n 

lkn sin ~ ikn 

(118) 

a;k <n+l> - z;k <п+t> ] sin~n+t 

ь;k <n+l> = sin ~n+l m;k (n+l) 

r· c;k <n+t> = 
1 , 

sin ~n+l nik <n+l) 

{119) 

111. Определение топоцентрических экваториальных координат, 
азимута и зенитного расстояния хорды 

Вследствие ·взаимозависимости направляющих параметров 
(направляющих 'косинусов), входящих в формулы (116) и (117), 

в некоторых ·задачах становится 

более удобным определять на­
правление линии мiмk двумя 
другими н е з а в и с и м ы м и ве­

личинами. Ими могут быть, на­
пример, топацентрические эква-

ториальные координаты т;k и б~k 
направления на м.~. наблюдае­
мого из точки Mi (рис. 16). Они 

Z'iiZ (30) ~------~~~~----~~~~ определяются уравнениями , 

Рис. 16. Топоцеитрические акваториаJrьиые 
координаты 
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применеиными к наземной цели 
(при n=k): , 1 , Y·k 

: :;: """1'::":1&=-;:;k z:::::;k==::::;=-;- ~ 
1 V x'~k + y'~k / J 

(120) 



или 

l 
~. 

1 

1 1 

' cik nik 
tg бtk = "'""r==::==~:=т-

1-f a';k + Ь'~k 1 1 Vt'~k + m'zk 1 
Из формул (121) получим обратные соотношения 

(121) 

1 1 
1 lik 11.' 1 

a.k = 
1 
v 

1 
= COSutkCOSTtk 

t 1,2 + m'2 + n'2 ik ik ik 
, m~k , , 

btk = l t l = - cos бtk siп T1k ( . v' l'zk + m'rk + n'~k ( 
(122) 

1 

с' = nik . 11.' 
lk \ · = SIП utk 

V l' 2 +т'~ +п'~ 1 l k tk tk J 

По •величинам ( 122) можно ·вЫ'Числить а•стро~омический ази-

мут a.ik и астрономическое зенитное расстояние Zik направления 

MiMk. Для этого можно использовать уравнения (47) 'При n=k 
и при известных астрономических координатах (/Ji, Лi ·станции Mi: 

t - _ a;k sin Л1 - ь;k cos Л1 1 
g ~k - ( 1 , • 1'). ) • 1 -

aik COS Л1 + bik SIП "'i SIП <J>1 - Cik COS <J>i 

t . 
1 

= ( z;" cos Л1 + m;k sin Л1 ) sin q>1 - n;k cos <J>t 

cos Zif, = (a;k cos л.l + ь;k siп Лt) cos ер,+ c;k siп <i't 

(123) 

Однако •вычисляемые на•правляющие ·косинусы ( 117), (122) 
или направляющие параметры (lloб), (115), та.к же как и топо­
центрические экваториальные координаты (121), азимут и зенит­
ное ра·ссто.яние (123) на1пра•вления линии MiMtь соединяющей 
станции наблюдений ИСЗ, не относятся к г е о д е з и ческой ре­
ф ер е н ц н ой ·С и ·с т е м е и, оследО'вательно, не могут быть исполь­
зованы непосредственно 1в этой ·системе (например, ·как контроль­
ные 1величины •в классических астрономических сетях). Сначала 
их нужно трансформировать из системы х', у', z' в систему Х', У', Z'. 

Для перевоДа напра·вляющих косинусов A~:~t, Bi~t, Ci~t в aik. bi~t• 
C~:~t были IВЬI!ведены формулы (65). Чтобы перейти от направляю-
щих параметров l;k, т;k, п;k к L;k, м;k, N;k, имеем вполне ана­
логичные подобные им ра1венс1'ва: 

L;k = t;k- ro0m;k + 1\'on;k 1 
м;k = m;k + ffiol;k- Bon;k · 

N;k = n;k - 'Фol;k + eom;k 

(124) 
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Преобразование экваториальных координат т;k, бik (121) 
,r ,т 

в Ttk. бik осущес11Вляют 1по формулам (71) 1при n=k. Если .пред­
положить, что геодезиче~ие координаты Bi, Li ·станции Mi из­
вестны, то с !Пр'И'влечением топацентрических э~ваториальных коор­

динат в референцной системе можно вычислить геодезический 
азимут Ailr. и геодезическое зенитное расстояние Zur. ·согласно фор­
мулам (44) 

ctg A1k = sin В1 ctg (T'~k + L1)- cos В1 tg б'~k cosec (T'~k + L1) } • (l2S) 

cos z1k = sin Bi sin б'~" +сос; В i cos б'~k cos (T'~k + L;) 

Можно также использовать ура·внения ( 48), конечно, уже имея 
преобразованные напра·вляющие параметры (124), 

- _ L;ksinLi-м;kcosL1 1 
tg Aik - ( , , . ) . , 1 

LikcosLi+MiksшLi stnB,-NikcosBt 1 

cosLik = [(L;kc:L1 + м;ksi~L1)cosB1 +N;k sinB1] х 1· (126) 

1 у L'Fk + M'Fk + N'ik / 

Геодезические величины (12·6) 'могут быть использованы непо­
средственно ·в астрономо-геодезических ·сетях. 

§ 11. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАЗНОСТЕН (atk-Atk) И (i;k-Ztk) 

Если направляющие параметры или топоцентричес·кие эквато­

риальные координаты ЛИНИИ MiMir. заранее Не ПереВОДЯТ ИЗ еи­
стемы ( х', у', z'), 'в которой они были измерены, 'В •систему 
(Х', У', Z') и сразу 'Вычисляют значения а•строномических ·коорди-
нат CXilr., Zilr. (123), то нужно сначала провести дополнительные пре­
образования: 

Atk = ~tk + ~Aik -_atk) _ aik + !!_aik 1· 
Ztk = Zik + (Zik- Zik) = Zik + dzik 

(127) 

Необходимые формулы перехода ·вЫiведем из выражений (43) 
при n=k: 
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. 1 da1k = (cos ер 1 ctg t;k + sin ер 1 tg б;k cosec t;k) depi + 
sш2 a.ik 

+ c,osec2 t;k (cos ер 1 tg б;k cos t;k- sin ер1) dt;k­

- cosec t;k sec2 б;k cos ep 1dб;k 
- sin zik~k = ( cos ер, sin б;k- sin ept cos б;k cos t;k) depi -

- cos ер 1 cos б;k sin t;k dt;k + 
+ (sin ер 1 cos б;k- cos ер 1 sin б;k cos t;k) dб~k 

1 
• (128) 



Отсюда с использованием известных формул ,сферическогu 
треугольника, образованного астрономическим полюсом Р *, астро-
номическим зенитом Z* и пересечением линИiи MiMk со ,сферой 
для наблюдателя, находящегося в точке Mi (рис. 17, где q'ik есть 
nараллактический угол), будем иметь 

tg б;" = tg ер 1 cos t;"- sec ер 1 sin t;" ctg а1" 1 
cos ср1 sin б;"- sin ер 1 cos в;" cos t;" = sin ~" cos а1" 

sin t;" cos в;" = - sin z ik siп а.," 
sin ер1 cos в;"- cos ер 1 sin в;" cos t;" = cos q;" sin ~" 

(129) 

tg t, sin ср1 cos "ii1"- cos ср1 ctgZtk 
с tll= -

sina1" 

Рис. 17. Свнзь топацентрических акваториапьвых 
и rоризонтных координат 

и после ·В'Ведения дифференциалов 

da.," = А,"- а.,". dz-;fl = ~" - ~". dep, =в,- ер,, 
dб;" =:б'~~е'- в;". dt;" = dT;"- dЛ;~е = (Т'/"- т;,.) + (L1 - Лt) 

получим 

а111 - А111 = sin ~~~ ctg i;fl (ер 1 - В1) + (sin ер,­
- cos ер1 cos ~~~ ctg i;") [(т;"- T'bl + (Л1 - Lt)] -

- cos ер, sec в;" sin a.ik cosec z," (в;"- B'bl ( 130) 

i;" - z 111 = - cos <Х," (ер, - В,)- cos ер, siп <Х," [(т;"-Т'/")+ 
+ (Л1 - L,)] - cos q;" (б;"- B'ik) 

Уравнения (130) приведем далее к виду, сходному по струк­
туре с классическим уравнением Лапласа и известной формулой 
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для разности астрономического и геодезическюго зенитных рас­

стояний: 

atk - Atk = (Лt- Lt) sin Ч't + 
(ср 1 - Bt)sin a.lk- ('Л.i- Lt) cos CJJt cos i.X;k + ( . + SIПЧJt-

tg Ztk 
- cos Ч'i cos aik ctg i-;k) ( т;k- Т'~k) --

- cos Ч't sec в;k cosec ~k sin aik ( в;k- б'rk) 

~k- Ztk =- (<р 1 - В1) cos ri;k- (Л 1 - LJ cos Ч't sina1k-

- cos <р 1 sin a1k (т;k- T'~k)- cos q;k ( в;k- б'~k) 1 

. (131) 

Еще раз напомним. что астрономические координаты (/Ji, Лi и 
геодез·ические координаты Bi, Li относятся к разным (непарал­
лельным) экваториальным плоскостям и разным (непараллель­
ным) плоскостям начальных меридианов. Поэтому разности 
Ч'i---'Bi и Лi-Li нельзя выразить обычными формулами, т. е. через 
соста1вляющие астрономо-геодезического уклонения отвесной ли­

нии ~i, 'I'Ji( эдесь (/Ji-Bi::;l=~i; Л.i-Li::;l='I'Ji sec <ре). 
Здесь будут действи11елъны более общие формулы, выведен­

ные А. А. Изотовым [2] и М. С. Молоденеким [8]. Для нашего 
случая получим эти разности как функции углов в0, 'Фо, ro0 • По­
скольку имеют место равенс11ва 

Ч't-Bt=~t+бBi(вo, Фо, Фо)=~~-бЧJt(Во, Фо, Фо) }• (132) 

лl- Lt = '11t sec Ч't + бLi (во, Фо. Фо) = '111 sec Ч't- бЛ.l (во, Ч'о· Фо) 
то задача •сводится к определению поправок 

бВ 1 (в0 , ф0 , Фо) =- б<р 1 (В0 , ф0 , Фо)) 

бLl (во, Фо, Фо) = - бЛI (во, Фо, Фо) f (133) 

с переходом от .взаимно непараллельных ·систем х, у, z и Х, У, Z 
(см. рис. 1 О) к си·стемам с .соотве'Гственно параллельным.и осями 
XliX, yll У, ziiZ. 

При этом для перевода широты и долготы из •системы Х, У, Z 
в систему х, у, z ·служат .поправ·ки + бВi (во, '\fJo, ro0) и 
+ бLi (во, 'Фо, ro0), а из ·системы х, у, z в ·систему Х, У, Z- :поправ­
ки -бВi(Во, 'Фо, roo) и -бLi(Bo, 'Фо, юо). 

Формулы (131) с учеmм выражений (132) принимают :вид 

- А t + St sin i.X;k -1]1 cos ri1k + aik- tk = '111 g Ч't -
tg Ztk 

+ (sin Ч'г cos Ч't cos aik ctg Ztk) [бLl (во, Фо, Фо)+(т;k-Т'~k)]-

.)2 

- cos ЧJ 1 sec в;k cosec z1k sin a1k ( в~k - б'~ k) + 
+ sin aik ctg ~kбВ l (ео, Фо, Фо) 

Zzk- zik =- ~~ cos aik- '11t sin ~k- cos Ч't sinalk х 
х [ бLi (во, Фо. Фо) + (т;k- T'~k)] - cos q;k ( в;k- б'ik) -

. (134 



1 т'r) ( 1 'r ) Разности (Ttk- ik и б;k -бtk получаются непосредственно 
из формул (70) mри n=k 

т;k- T'~k = ro0- (во cos т;k- Фо siп т;k) tg б;k J. (l 3б) 
J:' 1/IГ • т' т' Uik- u ik = Во sш ik + Фо cos ik 

Формулы для поправок бВi(Во, Фо, roo) и бLi(Bo, фо, roo) выве­
дем путем полного дифференц·ирования формул (9). В согла,сии 
с ·выражениями (61) и (59) и с учетом малости уrл·ов во, Фо, roo 
будем иметь 

бХ,(в0 , Фо. Фо) = WoYt-ФoZt = rooYl -ФoZt ) 
бУ;(Ео, ф0 , ro0) =- ro0x, + B0Z1 =- ro0X, + Bolt , 
бZ,(Ео, Фо, ffio) = ФoXt-BoYt = ФoXt-BoYt 
бХ1 (Во. ф0 , ro0) = ro0 (N1 + Ht) cos 8 1 sin L1 -

- Фо [N1 (1- е~)+ Н1] sinB1 

бУ1 (в0 , ф0 , ro0) = -ro0 (N1 + Ht)cosB1cosL1 + 
+в0 [N1 (l-e~) +H1]sinB1 

бl1(в0 , ф0 , ro0) = Фо (N1 + H1)cosB1 cos L1 -

-Во(N1 + H1)cosB1sinL1 

и можем наnисать формулы 

бХ1 (Ео, ф0 , ro0) = ( дХ) бВ1 (в0 , ф0 , ro0) + 
дВ t 

+ ( дХ ) бL1 (в0, ф0 , ro0) + ( дХ ) бН 1 (ео, Фо. Ф0) 
дL t дН 1 

бУ, (в0 , ф0 , ro0) = ( дУ ) бВ1 (в0 , ф0 , ro0) + 
дВ 1 

+ ( дУ) бL1 (в0 , Фо. roo) + ( дУ) бНt(Ео, Фо, Фо) 
\ дL 1 дН 1 

бZ,(в0 , ф0 , ro0) = 1- бВ1 (в0 , Фо, ro0) + ( дZ) 
\ дВ t 

+ ( :~ )1 бL, (Во, 'i'o. ro0) + ( :~) 1 бН, (Во, Фо. ro0) 

(136) 

(137) 

. (138) 

Они являются так называемЫJми дифференциальными форму­
лами 1 рода для метода ,пр·оектирования (14]. Здесь бНi(Во, фо, ro0) 
означает :поправку к эллипсоидальной высоте 1при переходе от си­
стемы Х, У, Z 'К системе 'Х, у_, z. · 

Ча'С'ГНЫе производные ( дХ ) , • • . , ( дZ ) .'Ierкo вычисля-
\ дВ ; дН i 

ются на основе формул (9): 
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дХ) ( dN ) . (- = - cosB1cosL1-(N1 -t- H,)sшB1 cosL1 = 
дВ t дВ t 

= -(М1 + H,)sinB1cosL1 

( дN) = a~sinB1 cosB1 
дВ l (1-e~sin2 Bt)'f• 

(Е...) = -(N1 + H,)cosB1 sinLi 
дL t 

( дХ.) =cosB1cosL1 
дН 1 

( дУ) = ( дN) cosBisinL1 - (N1 + Ht)sinB1 sinL1 = 
дВ t дВ t 

= -(М1 + H1)sinB1sinL1 

( дУ) = (N1 + H1)cosB1cosL1 
дL 1 

( дУ) = cosBisinL1 
дН i 

( дZ) = ( дN ) (1- е2) sinB1 + [N1 (l-e2) +Н1] cosB1 = 
дВ 1 дВ 1 ' ' 

= (М1 + H,)cosB1 

(-~) =0 
дL 1 

( дZ) = sinB1 
дН t 

) 

Подставим эти выражения 18 (138) и получ-им [14]: 

бХ1 (е0 , -ф0 , ro0)=-(M1 +H,)sinB1 cosLiбB1 (вo, \j)0 , ro0)-) 

- (N1 + H1)cosB1 sinL,бL1 (e0 , -ф0 , roo) + 
+ cos fiJ 1 cos L1бН 1 (е0 , 'Фо. ro0) 

бУ1 (е0 , '\j)0, ro0) =- (М1 + H,)sinB1 sinL1 бB1 (e0 , -ф0 , ro0) + 
+ (N1 + H1)cosBicosL1бLi(e0 , '!'0, roo) + 

+ cos В 1 sin L1бН 1 (ео, \1'0; ro0) 

бZ1 (е0 , \j)0, ro0)=(M1 +H,)cosBiбB1 (e0 , 1jJ0, ro0)+ 
+ sinB1бH1 (во, '!'о. ro0) 

а отсюда [14] 

. (139) 

' (140) 

бВ1 (е0 , \j)0 , ro0)=- 1 (sinB1 cosL1бXe(So, 1jJ0 , ro0)+ 
Mt+Ht 

+ sinB1 sinL1бY ,(ео, \1'0 , ro0)-cosB1бZ1 (e0, \1'0, ro0)]; (141) 

бL1 (Во, -ф0 , ro0) = - 1 [sin L1бХ1 (е0 , ф0 , roo)-
(Nt +Н,) cos Bt 

-cosL1бY1 (e0 , '\'о, roo)]; (142) 
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бН1 (г0 , '!'о. со0) = ~111 (г0 , \1'0 , со0) = cosB1 cosL1бX1 (гo, \1'0 , со0) + 
+cosB1 sinL1бY1 (г0 , \1'0 , co0)+sinB1бZ1 (г0 , Фо. со0), (143) 

здесь Mi- радиус кривизны эллИJпсоида Er 'В плоскости мери­

диана (м,= а, ( 1- ~) ) , б~~~- соответствующая поправ-
(1- е~ sin2 В1 )''• 

ка к высоте квазигеоида над эллипсоидом Er в результате осу­
ществляемого перехода. ЗаметИJм, что формулы (141)-(143) 
можно iВывести из выражений (10), (15) и (24). Если ~взять ФУ'НIК­
цию 

то с учетом формул (9) nолучим 

бL1 (в0 , ф0 , со0) = cos2 L1 [- 1 tg L1бХ1 (в0 , \1'0 , соо) + 
(Nt + Ht) cos Bi cos Lt 

1 + (N +Н) В L бУ, (в0 , Фо. соо), 
1 1 cos 1 cos 1 

(144) 

откуда 'Сразу следует выражение (142). 
Однако 'подобный вывод n<mpa·в:m бВi(Во, 'Фо, соо) затрудните­

лен, ооэтому мы от этого пути откажемся. Конечно, его ·можно 
было бы •С вЬI!Годой использовать в том ,случае, когда поверхность 
эллипсоида Er можно tnринять за поверхность шара. Положим 

в формуле (15) е~ =0 и ·Сразу же напишем 

cosB, [бZ1 {ео, ф0 , co0)-tgB1 cosL1бXt(Bo, Фо. coo)­
N, 

-tgB1 sinL1бY1 (eo, '!'0, со0)]. (145) 

В пределах припятой точности, ра·вной порядку сжатия рефе­
ренц-эллипсоида, формула (145) сов'падает с формулой (141). 

Если по:Щставим выражения (136) в (141) и (142), то получим, 
Н, Ht 4 

на·конец, пренебрегая членами -, - , е, 'И меньшими [15], 
N1 М1 

бВ1 (-г0 , ф0 , со0) =- в0 (1 + e~cos2B1) sinLi + l 
+ \1'0 (1 +е~ cos 2В1) cos L1 

бL1 (во, ф0 , соо) = - соо +Во (1 -е~) tg В1 cos L1 + J~ · 
+'1'0 (1-e~)tgB1 sinL1 

(146) 

Подобные формулы были другим путем выведены также в [2] 
и [8]. 
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Теперь с учетом формул (135) и (146) выражения (134) 
можно nереписать так: 

-;x1k _ Atk = ТJt tg в,+ Si sinAtk -7JI cosA1~r + (sin Bl­
tg Z1 ~r 

- cos В 1 cosA1~r ctg Z1~r) /во [(1- е~) tg В1 cosL1 - tg б;k cos т;~r)] + 
+ 'i'o [(1--: е~) tg В1 sin L1 + tg б;k sin т;~r]l-

- cos В 1 sec б;k cosec l1 ~r sin A1~r ( в0 sin т;k + 1\'0 cos т;k) + 
+ sin .4 1~r ctg Z1~r (1\'0 cosL1 -в0 sinL,) (1 +е~ cos 2BJ, (147) 

Zt~r - Z1~r = - 61 cos A1~r - ТJ 1 sin A1 ~r - cos В 1 sin A1~r Х 

х /в0 [(1-- e~)tgB 1 cosL1 - tgб;~rcosт;k] + 
+ 'i'o l(1- е~) tg В1 sinL1 + tg б;11 sin т;k] \­

- cos q;k (Во sin т;k + 'i'o cos т;k) -
- 2 

- cos A1~r ('1'0 cos L1 -в0 sinL1)(1 + er cos 2В1). (148) 
Заметим, что положение геодезичес~оrо зенита мало зависит 

от ориентировки референцной системы. Для референцной шаровой 
системы эта зависимость будет нулевой, а ~ системе эллипсоида 
вращения она будет сказывать·ся только на членах, зависящих от 
его сжатия. Действительно, находим 

cos В; sin A,k tg б;k cos т;k -sinB/sin Alk cosL,- ) 

1 

t' 
+ cos q;k cos т;k + cos .A,k cos L, = о J 

- cos q;k sin т;k + cos A;k sin L1 = О 

(US в i sin ~k tg ь;k sin т;k + sin в l sin Alk sin L, + 
{149) 

а, следо~ательно, подста·вляя ( 149) в формулу ( 148), получим 

'i;k- Z 1 ~r = -s1 cosA1~r- ТJ 1 sin A1~r + 
+ cosB1 sinA;k (в0е~ tgB1 cos L1 + '\'0е~ tg В1 sin L1-

- . 2 
- cos A1k ('\'0 cos L1 - в0 sin L1) е, cos 2В1 , (150) 

Z,~r-Z1~r = -61 cosA 1~r-ТJ 1 sinA1~r + 
+ в0е~ (sin В1 cos L1 sin A1k + cos 2В1 sin L1 cos A;~r) + 
+ '\'0е~ (sin В1 sin L1 sin A1k- cos 2В1 cos L1 cos A1~r). (151) 

Вспомним, что при во=О ,фо=О и Фо=О классическое уравне­
ние Лапласа и известная формула разности астрономического и 
геодезического зенитных расстояний имеют вид 

- -А _ tg В + Sl sin ~k -7)1 cos A;k 1 
a.,k - 1 k - ТJ 1 1 . ~-----'-'"----'-'---=-

tgZ,k 

f. (152} 
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Обобщенное ура•внение Лапласа (134) или (147), так же как 
и формула (150) или (151) раэности астрономического и геодези-· 
ческого зенитных расстояний, относятся ·к •П р я м о м у н а пр а в-

л е н и ю л и н и и MiM11, соединяющей ·станции наблюдений ИСЗ, 
причем !Прямая видимость между ними не требуется, и ра•сстоя­
ние между ними может достигать нескольких тысяч километров, 

лишь бы оно было соизм'еримым •С 1высотой спутника. Если бы 
было нужно геодезический азимут Aik перевести ·в азимут, соот­
ветствующий геодезичес·кой линии на эллипсоиде Er, то следовало 
бы попользовать известные формулы высшей геодезии. 

Теорию § 10 можН'о распространить на случай, когда при из­
мерении напра·влений на спутник используется аппаратура ·с ази­
мутальной ориентиров-кой (например, 1при использовании стацио­
нар•ных спутнико~, т. е. KOI1_ta .синхронно ~змеряют горизо~таль-
ные координаты CXin. Z,n, CXkn, Zkn и CXi, n+l. Zi, n+l, СХ/1, n+l• 
z11, n+l· Для этого в фор·мулах (110) и (111) достаточно заменить 
направляющие косинусы их выражениями из формул (39): 

1 - - - ) 

aln = (cos Zin cos <JJi- sin Zin sin <JJi cos СХ;п) cos Л/-
- sin i,n sin aln sin лl 

ь;п / (COS ~ COS <jJ;- sin ~n SiП <JJt COS СХ;п) SiП Л/ + 
+ sin z1n sin a:1n cos Л1 , - . . - -

Ctn = COS Zin SIП <JJt + SlП Zin COS <JJt COS СХ;п 
а~= (coszkncos <JJk -sin'Z;,n sin <pkcos a:kn)cos Лk­

- sin l;n sin a:kn sin Лk 
b~n = (cos zkn cos <pk- sin ~n sin <JJk cos a:kn) sin Лk + 

+ sin zkп sin аkп cos лk 

[· (153) 

C~n = COS 'Z;,n sin <JJk + sin Zkn COS <JJk COS a:kn J 

а; <n+l) = (cosz1 <n+l> cos <JJi- sinz1 <n+l> sin <p1cosa1 <n+l>) х ) 

х cos лi....:..... sin zl <n+l) sin ai <n+l) sin л, 
ь; (n+l) = (coszl <n+l) cos <JJt - sin zi <n+l) х 

х sin <JJi cos al <n+l )) sin лl + sin zi <n+l) sin a:j <n+l) cos лl 
с; (n+l) = coszl <n+l) sin <JJi + sin zi <n+l) cos <JJi cos a:j (n+l) 

а~ (n+l) =(coszk (n+l) cos <JJk- sinzk (n+l> sin<pk cosak (n+l)) х ~. (154) 

х sin лk - sin zk <n+ 1) sin a;k <n+l) sin лk 
ь~ (n+ 1) = ( cos zk <n+l) cos <JJk - sin zk (n+-1) sin <pk х 
х cos ak (n+l )) sin лk + sin zk <n+l) sin ak <n+l) cos лk 

с~ <n+l) = cos zk <n+l) sin <JJk + sin zk <n+l) cos <JJk cos ak <n+l) 
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Чтобы •вычислять по формулам (153) и (154), нужно, конечно, 
знать астрономические кюординаты обеих станций наблюдений 
И СЗ Q)i, A.i и <p1r., A.~r.. 

Теория определения направления линии, соединяющей назем­
ные станции, по топоцентрическим экваториальным координатам 

спутника уже имеет широкое практичеокое применение .. Оно опи­
сано в десятках работ, например [36-38], (40-45]. 

§ 12. ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ ПРИ УРАВНИВАНИИ СИНХРОННЫХ 
ИЗМЕРЕНИИ НАПРАВЛЕНИИ НА ИСЗ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ УРАВНЕННОГО 

НАПРАВЛЕНИЯ ЛИНИИ, СО'ЕДИНЯЮЩЕИ СТАНЦИИ НАБЛЮДЕНИИ ИСЗ 

В предыдущей главе были расс•мотрены только два положения 
ИСЗ Spn и Spn+l· При числе положений, 'большем двух, получим 
иgбыточные измерения и решение можно будет проводить мето­
дом ура,в·нивания 

Ура·внения поправок можно вывести разными способами. Про­
стым способом является, например, тот, 'В котором исходят из ус­
л·овия ·КОмrПланарности едJиничных топацентрических радиусов­

векторов спутника (см. рис. 15) 
1 1 1 

rin rkn rik --.--.--=0 
1 r;n 1 lr;n 1 1 r;k 1 ' 

(155) 

т. е. 
1 1 

rikn rik --.--=0. 
1 r;kn 1 1 r;k [ 

(156) 

Ура~нения (155) и (156) эквивалентны условию нуле·вой дJJины 
кратчаишего 'расстояния между скрещивающимися прямыми 

MiSPn и M~r.SPn (их непересечение вызывается ошибками измеряе-

мых эле·ментов Т ;n. б;п, T~n. б~, .КОТ·орые именно и являются 
уравниваемыми элементами) 

x;k y;k z;k 

1 
a;n ь~ 

1 =0; ~n =1= О. (157) d=-- cln 
sin ~n т 

a;n b~n c~n 

Окалярное ·пр·оиз·ведение (156) м·ожно наnисать ·В таком ~иде: 

1 1 + ь~ ь~ + 1 1 О 
alkn alk lkn lk clkn clk = • (158} 

а условие (157), например, так: 
, 1 +bl 1 +, , О 

alkn xik ikn Yik cl·kn zik = · (159) 

58 



Уравнение (159) петрудно получить и из формулы (1'58), если 
ввести в него длину отрез·ка sii~=MiM/r.. 

В формуле (158) ·вместо н.аправляющих косинусов можно •под­
ста·вить на:пра·вляющие .параметры, тогда основное условие (156) 
можно заrписать так: 

(160) 

Величины l;fln, т;kn, п;kn IВЬI!числяют rпо формулам (112) с .ис· 
пользованием измеренных элементов т;п, в;п. T~n. б~, а· вели­
чины a;k, ь;k, c;k неизвестны, т. е. подлежат уравниванию и, ко­
нечно, ·не Я'Вляются независимыми, так как всегда удовлетв·оря· 

ЮТ У•СЛОВИЮ 

,2 + Ь'2 + ,:~ 1 а tk tk с ik = . (161) 

Имея в виду эту зависимость, лучше перейти к д.вум новым 
независимым неизвестным, например, 

т. е. 

1 aik 
-,-=и, 

C;k 
ь;k 
-,-=V, 
cik 

(l!n и + т;kп v + п;kn = О. 

(162) 

Для искомых направляющих .косинусов с учетом условия (161) 
можно на1писать ·следующие ·выражения: 

a;k = и(и2 + v2 + lГ''•, 
ь;k = v(u2 + v2 + 1Г''•' 
c;k = (и2 + v2 + 1Г''•. 

Конечно, здесь оказывается целесообразным использование 

(см. рис. 16) топоцентрических координат T 1iko в;k (направления 
на точки M~r.) в системе станции (топоцентра) Mi, для которых 
имеем формулы (121) и (122), удовлетворяющие условию (161). 
Основное условие (160) .приведем •К виду 

z;kn cos в;k cos т;k- т;kn cos в;k sin т;k + п;kn sin в;k = о. ( 163) 

1( 'ВЫражеНИЮ (163) ·МОЖНО rбыло rбы rприЙТИ И другим путеМ, 
например, исключая (неиз'меряемые) топацентрические расстояния 

.6;n и .6~ из уравнений (104), т. е. из ура·внений 

.6~n а~- .6;n a;n + x;k = О ] 

.6~п Ь~~ ~ .6;п ь;п + Y;k = О · 

.6~n С~п·- .6;n C;n + z;k = 0 

(164) 

59 



Вычисления по формуле (164), однако, более трудоемки. 
Теперь нужно ура,внение (163) привести к линейному виду от-

носительно неизвестных т;k и б;k· Это возможно после введения 
приближенных значений неизвестных 

т~~ = т;k- dТ;k ) 
б;~ = б;k - dб;k ' 

достаточно близких к уравненным значениям т;k, б;k, чтобы 
' 1 

в разложении (163) 1по степеням Tik и бiк можно было пренебре· 
гать вторыми и ·высшими дифференциала•ми. Составим уравнение 
поправок вида 

- ( l;kn cos б;; sin т;~ + т;kn cos б;; cos т;: ) dТ;k-
- ( l;kn sin б;: cos т~:- т;kn sin б;; sin т;: -

- п;kn cos б;:) dб;k + ln = Vn. (165) 

Здесь овобод•НЫЙ член ln равен 
о о о о о 

ln = l;kn cos б;k cos т;k - т;kn cos б;k sin т;k + п;kn sin б;k . ( 166) 
' 1 . 

Выражение (166) после умножения на величину -. -' иэ 
• stn ~n 

ln 
уравнения (114), т. е. /V .. ,• ,., 1, получает геометриче-

likп + mikn + nikn 
ский смысл, а именно: это косинус угла, образованного принятым 

приближенным направлением (Ti~o. бi;0), с направлением «наблю­
дённой» нормали ·к плоскости MiMkSpn. Приближенные значения 
неоизвестны!Х ·можно ·вычислить, например, по (приближенным или 
точным) геодезическим ·IЮОрдинатам Bi, Li, вk. Lk и ·высотам над 
эллипооидом Hi, Hk ·станций Mi, Mk, .т. е. ·с обозначениями, 1при­
нятыми ·в фор•мулах (120), так: 

,о v:k 
Tik =- arctg - 1,-

xik 

, z.k 
бik = arctg 1 

1 ~ х;~ + y;k 

(167) 

У·ра,внение поправок (165) составляют для каждого наблю­
денного ·положения спутника Spn, неизвестные dT;k и dб;k ·вычис­
ляют обычным ооособом при условии [pпVn'Vn]=min (где Рп- вес 
соответствующего «наблюдения» нормали к п-ой плоскости, т. е. 
MiMkSPп). 
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Пра·ктические применения в настоящее время позволяют сде­
лать ·вывод, что точность ·в ± 1" та1кого определения направле­
ffИЯ отрезка MiMk в пространстве при использовании фотограм­
метрических камер и фотографических ·телескопов ·вполне реальна 
[39]. При этом рас·стояния между станциями наблюдений ИСЗ 
могут достигать тысяч километров. 

§ 13. ПРИНЦИП ОБРА_БОТКИ СЕТИ КОСМИЧЕСКОй ТРИАНГУЛЯЦИИ. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОТНОСИТЕЛЬНЫХ ПОЛОЖЕНИй 

(РАЗНОСТЕй КООРДИНАТ) СТАНЦИЯ НАБЛЮДЕНИЯ ИСЗ 

Если кроме станций Mi и Mk имеется третья станция наблюде­
ний ИСЗ М1, то при достаточном числе синхронных измерений 
напра•влений на ИСЗ (всегда независим·о, 1110 двум станциям, т. е. 

Рис. 18. Синхронные наб.пюдения ИСЗ 

Mi-Mk, Mi-Ml, Mk-Ml) •можно ·СIП'Особом, описанным в § 12, 
ВЫЧИСо~'IИТЬ ВеЛИЧИНЫ т:k, б;k, т;,, б;t, т;z, б~l· Далее IПО фор­
МуЛаМ (122) можно определить значение наnра·вляющих косину­
сов a;k, ь;k, c;k, a:z. ь;t. c;z, a;t. ь;,, c;z, а затем и углов плос­
кого треугольника мiмkмl (рис. 18). 

COS ~ikl = - a;k a~l- ь;k b~l - c;k C~t ] 
cos ~Uk = a;k a;l + ь;k ь;l + c;k с;, . 
COS ~kll с= a;l a~l + ь;l b~l т C;z C~z 

(168) 

Имея :в !ВИду, что плоские углы, выраженные формулами (168), 
я·вляются инвариантными по отношению к системам координат, 

они в этом .смысле 'Соответ-ствуют величинам, вычисляемым клас­

сическими меrодами геодезии, т. е. в геодезической референцной 
системе Х, У, Z (в предположении, что ошибки всех используе­
мых измерений равны нулю) 

cos ~lkl = - A;kA~z- в;kв~,- c;kc~, ] 
cos ~uk = A;kA;z + в;kв;z + c;kc;, · 
cos ~kli = A;,A~z + в;,в~~ + c;zc~, 

(169) 
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Конечно, абсолютное тождес11во ·вел:ичин, выражаемых ура,вне­
ниями (1-69) и (168), имело 'бы место толыю в тrом случае, когда 
все используемые измерения как классические, так и спутниковой 
'I'риангуляции, бы111и бы абсолютно точными. 

Указанным 'Способом можно измерить на,пра·вления 'В сети спут­
никовой триангуляции, образованной ·плоскими треугольниками 
и в общем случае представленной неправильными многогранни­
ками с плоскими гранями. 

Уравнивание такой С'вобо,щной сети 'С rочки зрения составления 
ура·внений поправок элементарно ·(поэтому здесь мы его не будем 
приводить), так как при этом возникают только условия компла­
нарности 

1 A;k в;k c;k 
А;, в;, с;, =0. 

А;, в~, с;, 

Конечно, в результате измерений и обработки такой сети спут­
никовой триангуляции нельзя определить вза·имное положение 
пунктов. Необходимо еще иметь 'ПО крайней мере один базис, т. е. 
длину хотя бы одной линии, соединяющей станции наблюдений 
ИСЗ. Эта длина (обозначим ее St2) может быть определена, на­
пример, геодезическими IЮОрДИIНатами Bt, Lt, в'Ь L2 и высотами. 
над эллипсоидом Ht, Н2 д'вух станций наблюдений ИСЗ Mt, М2: 

s1s = 1 V- L\X~2 + L\Y~2 + ~Z~2 1 

L\~=~+~~~~~-~+~~~~~ 
~~=~+~~~~~-~+~~~~~ 
~Z12 = [N2 (1- е~)+ Hs] sin В2- [N1 (1- ;,) + Н1] sinB1 

l t. (170) 

J 
После ура'внивания вычисляют длины s;m всех ·сторон М;Мт , , . 

сети. По ним и по напра·вляющим косинусам aim• bim• cim ,опре­
деленным по синхронно измеренным ·на1правления:м на ИСЗ со 
станций М; и Mm, после ура·внивания находят, наконец, разности 
координат 

При большем числе базисов в процессе уравнивания ·сети воз­
никают условия базисов, 1110 и тогда уравнивание полностью ана­
логично ура·вниванию классической триангуляции. 

Необходим·ость наличия базиса в космической триангуляции, 
К!онечно, отпала бы, ecJI'И ~бы ~роме наi!Iра,влений ·на ИСЗ ('величин 
Т', б') одновременно измерялись и топацентрические расстояния 
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!i'. Разности коордиrнат двух ·станций М; и Mm, на :кюторых одно­
временно измерялись бы величины T;n, б}п. !i}n и ' T~n. б:nр. li~p 
(с обозначением положения спутника через Spn), выразились 
бы так: 

!ixiт = х/т = f1/п cos Вjп cos Тjп- A:nn cos в:nn cos т:пп] 

Ау1т = Y~т=-~in~Os~jпsin:/n ~ !i~c~s б~sinT:nn · (171) 

f!.zjт = Zjт = f!.jп Stn бjn- f1тп SIП Bmn 

Если в ·измеряемой сети косМ'ической триангуляции имеется 
весколыко станций наблюдений ИСЗ с известными геодезическими 
координатами, то уравнивание усложняется (особенно, если син­
хронные измерения nроиз·водились более чем с д·вух станций). 

Эrо ·вызы·вается тем, ч11о положения этих ·~исходных» ·станций 
на,блюдений ИСЗ даны в референЦJной системе Х, У, Z, тогда 
как напра.вления на спутник иа'Меряются 1в системе х, у, z (х', у', 
z'). Следовательно, ·в эrой задаче нужно ·П:ринимать ·во ·внимание 
несовrпадение направлений осей ·в системах Х, У, Z, и х, у, z, т. е. 
влияние углов Эйлера во, 'Фо, соо ('см. формулы (52)-(54). 

Анал·огично формулам (159), в референцной системе будем 
иметь 

причем 

Ajmn = a;mn- СО0Ь},м + 'i'oCJnm 1 
В,/тп = Ь/тп + Фoafmn- 8oCJтn • 

С/тп = с/тп- сооа}тп + ВоЬ/тп 
(173) 

ПредnолоЖ'и'м, что мы желаем полностью обработать весь 
материал uаблiQдений ·В измеряемой сети не по этапам, т. е. не 'ПО 
отдельным синхронным на'блюдениям, относящимся к каждой 
паре станций ИСЗ; тогда могут возникнуть три случая: 

1. Рассматриваемые ·станции наблюдений ИСЗ М; и Mm не 
являются геодезически'Ми ПУIН'Ктами, т. е. геодезические К!оорди­

наты В;, L;, Н;, Вт. Lm, Нт не данЫI, и, ·следовательно, неиз·вест­
ны референцные (геодезические) !КООрдинаты Х;, У;, Z;, Хт. Ут. 
Zm. Эти референцные ·координаты, или, чrо то же с~мое, ·по­
правки dX;, dY;, dZ6, dXm, dY т, dZm 1к nриближенным их значе-

ниям ~~. У7. Z~. Хт. ~. Z~. т. е. 

dXi=Xi-x;; dYi=Yi-Y;; dZ1=Zi-Zl }• .( 174) 

dХт = Хт - Х~; dY т = У т- У~; dZт = Zm- Z~ 
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были бы неизвестными веJшчинами в уравнениях поправок 

А/тпdХт + В/тпdУ~ + CjтdZ~ -A/тпdXJ-BfтndYj-~ 
-CjтndZ1 +Ljтn=Vjтп , (175) 

L, А' (х· х·) + в' (у• у•) +с· (z• z•) jтn = jтn т - j jmn т - j jтn т - j 

вытекающих из формул (172) с учетом (173). 
2. Станция М; я·вляе'I'СЯ геодезическим пунктом, тогда в ·соот­

ветствующем у;равнении IПО'Правок, под:обном ( 175), 

AfтndXт + В/тпdУ т+ CfrnndZт + L/тn = V/тп (176) 

неизвестными будут являться dXm, dY т, dlm, а свободный член 
будет ра·вен 

Iiтп = Аiтп (Х~- Х1) + В/тп (У~- Yi) + Сjтп (Z~- Zi). (177) 

3. Станция Мт является геодез:ическим пунктом. Аналогично 
формуле (76), будем иметь 

-AjтndXi-BiтпdYj- с;тп dZj + Ljmn = ~тп 1· (178) 

Ljm n = Ajmn (Хт - х;) + В/тп (У т- v;) + Сiтп (Zm - z;) 
Мы не будем рассматри.вать различные ·варианты, которые м·о­

гут •встретиться ·при ура•внивании ·спутниковой триангуляции. Речь 
идет именно о 1Пространственной (с измеренными направлениями 
или расстояниями либо напра1влениями и расстояниями) сети, 
а теория ее обрабо'ttи является предметом высшей геодезии;­
этому вопросу посвящены, например, работы [16], {17], [18]. Прак­
тическое пр-именение этой теории описано, например, •в [36], 
[41], (49]. 

§ 14. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОЛОЖЕНИЯ СПУТНИКА В РЕФЕРЕНЦНОИ 
(ГЕОДЕЗИЧЕСКОИ) СИСТЕМЕ КООРД.ИНАТ 

1. Решение задачи при измерении направлений 
1.· Уравнивание по способу условных измерений 

Сначала ра·ссмотрим случай, когда на двух геод:езических 
станциях Mi, Mk наблюдений ИСЗ в момент гриничекого звезд­
ного ·времени Sn ·синхронно измерены 1 топоцентричес~ие э~вато-
риальные координаты С/Путника Spn. т. е. т;п. б;п. Т~п. б~п.Пусть 
положение сrанций задано •в референцной системе -геодеЗически­
ми ·координатами Bi, Li, Hi и B~u Lk, Hk, от которых 1110 форму-

1 Мы имеем в виду абсолютно синхронные измерения или точное приведе­
ние квазисинхронных измерений на один и тот же момент време1.1и. 
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.'1а'М. (9) можно перейти к •референцным координатам xi. Yi, zi. 
Х11., Yk, z~~. и затем получить разности !1Xik. !1Yik, !1Zih.· 

Поскольку величины т;п, <'>;п. т;k, <'>~k. !1Xilt· !1Yil,, !1Zih. отно­
сятся к разным системам, то сначала нужно выпо.Тiнить преобразо-

вания. Для перехода от !1Xik, !1Yik. -!1Zik к 1'1Xik=X;k, Ayik=y;k , 
A.zik=Z;k применим формулы (62). Затем для системы (х, у, z) 
или (х', у', z') можно составить условие комплана.рности д·вух 

векторов MiSPn и M~~.Spn типа (160), тогда усл-овное уравнение 
будет иметь вид 

+ l;kn x;k + т;kn y;k + n;kn z;k = f [T;n + v , ; 
Tin 

б;п + V , ; T~n + V , ; <'>~п + V , l = О. 
6in Tkn 6kn 

(179) 

С учетом условия ( 179) составим уравнения поправок 1 

V• =-1 -.~J.: V• =-1 -.~'А l 
т. , ' б. 1 

rn Рт• дТ1 т Ря• дб. l 

lin дfn u:n ;; ~ ' 
Vтk'n = -Рт• . дТk' 'J..; V6• = --. -- '}" J 

kn n ik Р 6~n дб~п 

(180) 

где· Pi- веса соответствующих величин, Л- кореллата. 

Коэффициенты в ·выражениях ( 180) с учетом (112) будут 
рав-ны 

дf 1 , 1 1 , , 1 

--,-=- cos <'>tnCOS T1пsin 6knXik + COS бtпSin Tiпsin bknYik + 
дTin 

+ cos <'>;п cos б~п cos ( Т~п- т;п) z;k + = ( sin б;п sin т;п siп б~п + cos б;п cos <'>~пsin Т~п) x;k + 
дбiп 

+ (sin б;п cos т;п sin б~п + cos б;п cos <'>~п cos Т~п) y;k + 
+ sin б;п cos б~п sin (Т~п- т;п) z;k 

1 
~· (181) 

(182) 

1 Здесь, например, vт: есть поправка в часовой угол т;п, р0 , -вес скло-

нения /) ;n и т. д. 
3 М. Бурша 

ln in 
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По уравненным величинам f;п = T;n + Vт' , б;п = б;п + Va: • 
т Jn 

T~n = T~n + Vт' , :б~п =б~п + Vв' вычислим, применяя формулы 
kn kn 

( 122), уравненные значения направляющих косинусов a;n, ь;п. 
ё;", а~п. b~n. С~п- Затем 1П1реобразуем их IB референцную систему, 
т. е. по ·формулам (65) найдем .д;п. :в;т с;,., Жп. В~п. ё~п: 

~iп = !!п - (J)~fn + Ф~~;п 1 
Bin = b/n + rooain - EoCin 
c;n = ё;п- Фоа;п + ЕоЬ;п 
А~п = а~п - rо0Ь~п + Ф~~п 
B~n = b~n + ro.;ll~n - E~~n 
C~n = C~n - 'l:.;li~n + Eob~n } 

(183) 

Уравненное положение ·спутника Spn 1в референцной геодези­
ческой системе будет, на:конец, определяться следующими выра-

жениями: 

х,. = Х1 + ~;пА.;п = xk + ~~пА~J 
Yn = Yi + ~;пв;п = Yk + ~~nB~n · 

Zп = Z1 + ~;пс;п = Zk + ~~пС~п 
(184) 

Топоцентрические- расстояния ~;n,· ~~п. ·входящие в уравне• 
ни я ( 184), легко ·вычисляются из плоского треугольника 
.МiMkSPn (см. рис. 14), в котором известны длина 

-- IV 2 2 2 stk = M1Mk = ~Xik + ~yik + ~Z1k (185) 

и направляющие косинусы 'В-сех сторон в референцной 

(Х', У', Z') или (Х, У, Z): .д;п, в;п. c;n. А~п •. B~n. C~n. 
системе 

А _ AXik . В _ AYik . С _ AZik ik---, ik- --, ik- --. 
Sik Sik Sjk 

(186) 

2. Уравнивание по способу посредственных измерений 

Если положение спутника определяется по синхронным изме­
рениям направлений на трех станциях, то •возникают три услов­
ных ура·внения тиiПа ( 179); при четырех станциях таких ура·в.не­
ний будет пять, и тогда, так же как и при большем числе стан­
ций, выгоднее решать задачу уравнивания по способу · посредст­
венных измерений. 

Неизвестными здесь будут Я'вляться уравниваемые референц­

ные координаты Xn, У n. Zn спутника или поправки dXn=Xп-X~, 
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dYn=Yп-Y~. dZn=Zп-~ к ИХ припятым 
ниям Х ~. У~. Z~- В референцной системе 
можно написать -в таком ·виде 

приближенным значе­

уравнения попра~ок 

,т ( ,r ,r 0 

v ,т = аг iп- т iп- т iп ) ; 
Т. 
tп 

,т ( ,r ,r0 } ,т ( ,т ,т0 } 
v ,r = аг kп - т kп - т kп ; v ,r = dбkп- бkп - бkп 
Тiп б iп } 

. (187) 

,r d11'' dT'' d11 'r (18 ) Величины dTiп' uiп' kп' ukп' входящие в уравнения 7 , 
рассчитаем П'О изме·ренным значениЯ'м Т~п. б;п. Т~п. б~п. исполь­
зуя формулы (70). Величины dr;:. dб~:. dт~: , dб~: .получим 
из отношений, -состЗ'вленных по типу формул (34): 

,ro У0 - у. ) 
tgTiп = -- оп t 

Хп- Xi 
,ro . z: -Zi 

tg бiп = 
1 v(x:-xi)2 +(У:- Yi)2 

,ro Уо- Yk 
tgTkп =-_оп __ 

Хп-Хk 

} . (188) 

Тогда 
,r ( ,ro ,ro ) 

dTiп =- sin Тiп dХп + cos Тiп dУп -----
,о ,r0 

!J.in COS бin 
,r ( • ,ro ,ro . ,r0 ,r0 

dбin =- Slnбiп cosTin dXn- sшбin sin Тiп dYп-
,r. ' 1 

- COS бin dZn} --
А;: 

(189) 
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После введения соответс11вующих весов р т'' , Р,:' , Рт'' , Рв'' 
· in in kn kn 

решим систему ура1внений (187) с учетом формул (185) под усло-
вием I[Рт·' v~,,] + [ Р•/ v~,r ]=min. Подробное описание теории урав­

нивания положений спутника методами усл·овных и посред·ствен­
ных измерений с учетом нетождественности геодезической. рефе­
ренцной ·системы с системой х, у, z дано ·в '[19]. 

В не~оторых задачах, где не требуется максимально достижи­
мая точность, можно ограничиться приближенным решением, при 
котором влияние углов е0 , 'Фа, roo пренебрегают. Тогда теория § 14 
сущесТJвенно упрощается и превращается 'В теорИю щюстранст­

венной засечки, ·общеизtвестную по ·курсу ·высшей геодезии и по­
тому здесь :не приводимую. Все формулы § 14 при этом оста­
ются в силе, нужно только положить 

е0 = О, 'Фо = О И ro0 = О. 

11. Решение задачи при комбинированных измерениях 
направлений и расстояний и при измерении только расстояний 

Если, кроме топацентрических экваториальных координат 

спутника Т~п. б;п, измеряются еще и топацентрические расстоя­
ния 11;n (-в тот же момент времени), то для определения поло­
ЖеJIИЯ спутника Spn оказывается достаточно измерений, праве­
денных на одной геодезической станции наблюдений ИСЗ i\•k 

, ,r ,r 
Хп = Х 1 + 11;п cos б;k cos Т;п 

, ,т ,r 
У п = У1 - 11;п ~os бtп sin Т;п (190) 

' ,т zn = zi + l1;пsin б;п 
При синхронных измерениях урав-нения вида (190) можно со­

ставить и для :второй ·станции наблюдений ИСЗ; тогда ·возникают 
три избыточных измерения, и задачу нужно ·решать методом 
ура1внивания. 

В том случае, ·когда синхронно измеряются только топацентри­
ческие расстоянИя, нужны ка•к минимум три геодезические стан­
ции наблюдений ИСЗ; при числе станций, б-ольшем трех, состав­
ляют ура·внения погрешностей типа 

(191) 

,о 

где 11 in определяется формулой ( 189) и, следовательно, 

d11;п = [(х:- Х1)dХп +(У~- У1) dУп + (z:- Zi) dlп]-+ = 
Ain 

= А;пdХп + в;пdУп + с;пdlп. (192) 
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Достоинством этого метода я-вляется то, что измеренные топо­

центрические расстояния !!' инва·риантны 1по отношению к ·систе­
мам координат, а потому полностью отпадает необходимость 
в преоб:разовании координат. 

111. Применеине изложенных способов для создания сети 
космической триангуляции 

Рассмотренные способы можно использовать и при обработке 
сети космической триангуляции, проблемам которой был посвя­
щен § 13. 

Рис. 19. Примаи и обратпаи космиче­
ские засечки 

Рис. 20. l(осмическаи трипатерации 

Пусть синхронные измерения топацентрических экваториаль­
ных 1юординат Т', б' праизводятся на нескольких станциях Mi, 
Mk, М1, ... , из ·которых хотя бы две являются заданными геоде­
зичеекими rпункта·ми (Mi и Mk на рис. 19), и дано, по ·крайней 
мере, два положения спутника Spn, Spn+l· Тогда, решая ·системы. 
ура·внений, аналогичньrе системам (180) или (187), можно вычис­
лить уравненные референцные координаты спутника Xn, У n, Zn 
и Xn+l· У n+l· Zn+I· Затем можно решить «обратную» задачу, т. е. 
по данным двум точкам Spn, Spn+l ·в космичес~ом пространстве 
(«космическому базису» SpnSPn+!) определить положение назем­
ной станции М1 и т. д. 

В том случае, когда синхронно измеряют только топоцентри-. 
ческие расстояния 6.', нужны, 'ПО крайней мере, три ·станции, 
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совмещенные с геодезическими пунктами (Mi, Mj, M1t на рис. 20) t. 
Сначала из решения системы ура•внений типа (191) находят три 
положения спутника Spn, SPn+t, Spn+2, а затем переходят (опять­
таки методом линейной засечки) ·к определению поJ1ожений других 
наземных станций Mz. Мы предполагаем, конечно, что измерения 
топоцент.рических расстояний ·проводятся с и н х р о н н о н а .в с е х 
п у н к т а х к а ·к н а и с ход н ы х, т а к и н а о п р е д е­

л Я е М ЫIХ. 

Задачи обработки пространствеиной сети по измеренным на­
пра,влениям, ра·сстояниям или по комбинированным измерениям 
ОТIЮсятся к области клаосичесК'ОЙ геодезии, а потому мы их рас­
сматривать не будем. 

§ 15. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ КООРДИНАТ И ВЫСОТ 
КВАЗИГЕОИДА ДЛЯ СТАНЦИИ НАБЛЮДЕНИИ ИСЗ ПО СИНХРОННЫМ 

ИЗМЕРЕНИЯМ ПОЛОЖЕНИИ СПУТНИКА 

Чтобы эта задача вообще имела смысл, должны быть заданы 
2 

параметры ar, er и элементы ~хо, ~Уо, ~zo, ео, 'I)Jo, roo, определяю-
щие референцную геодезическую систему Х, У, Z, ·в которой необ­
ходимо определять геодезические •координаты спутника. Вместо 
элементов сдвига ~хо, .~уо, ,~zo: ·определяющих положение ц~;нтра · 
референц-эллипсоида, могут быть, конечно, даны геодезические 
координаты (Во, L0), нормальная высота Н q, 0 и высота квази­
геоида ~q. о (хотя 1бы для одной) геодезичес1юй станции наблю­
дений ИСЗ М0• Тогда 'по формулам (9) можно 'ВЫЧИСJlИТЬ рефе­
ренцные координаты Хо, Уо, Zo. Роль точки Мо лучше всего выпол­
няет исходный пункт триангуляции, где ориентирован припятый 
референц-эллипсоид, который служит основой' координат системы 
..Х, У, Z (например, ПуJiково в системе координат 1942 г.); однако 
практически за точку М0 приходится принимать в большинстве 
случаев любой пункт сети классической триангуляции. 

При решении данной задачи 'воспользуемся формулами § 13 
для определения 1разностей координат ~Xoi, ~Yoi, ~Zoi в системе 
(х, у, z) точек М0 (исходного геодезического пункта) и Mi ('стан­
ции наблюдений ИСЗ, геодезические ·координаты которой нужно 
определить и для которой предполагаем известной нормальную 
высоту н q, i) 2• 

1 Именно таким способом Флот США производит измерения в спутниковой 
сети, основанные на использовании эффекта Допплера [50], и Геодезическая 
Служба Армии США, применяя систему SECOR (последовате.11ьное суммирова­
ние расстояний) [46]. 

2 Необходимость в знании высоты Н q• i полностью отпала бы, если бы нужно 
было определять только геодезические координаты без высоты квазиrеоида для 
станции М; наблюдений ИСЗ. 
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Выразим референцные координаты точки Mi через •величины 
~Xoi, ~Yoi, ~Zoi, Хо, Уо, Zo, Ео, 'Фо, roo •с учетом формул (63) 

Х 1 = Хо + ~Хо1 - Юо~Уоi + Фo~Zoi) 
Yi =У о+ ~Yoi + roo~Xoi- Eo~Zoi · 
Z i = Zo + ~Zoi - Фо~Хоi + Eo~Yoi 

(193) 

Непосредственно из уравнений (193) можно вЫiчислить геоде­
зические координаты Bi, Li, применяя формулы (10) и (15) или 
(25). Высота над эллипсоидом Hi iПолучается из формулы (27), 
а высота квазигеоида ~q. i- и~ формулы (28). Таким способом по 
материалам наблюдений ·спутника вычисляют геодезические 
координаты 1И 'ВЫсоту ~вазигеоида в различных референцньrх си­
стемах в зависимости от того, какие исходные величины Во, Lo, 

2 
~q. о, пара·метры ат, е, и элементы ориентирования ео, 1\Jo, roo пр·и 
этом используются. 

Вычисленные таким образом геодезические координаты Bi, Li 
можно использовать при составлении условных уравнений широты 
и долготы в процессе ураввиваний классических астрономо-геоде­
зических сетей. Однако эrо целесообразно толыю тогда, когда ·рас­
стояние Sik настолько велико, ·что ошибка передачи геодезиче­
ских координат в классической триангуляции больше, чем ошибки 
величин Bi, Li, определяемых по наблюдениям спутника. В на­
стоящее ·время речь, видимо, будет идти о •рас-стояниях ·В несколько 
тысяч километров и о трtиангуляции, обрабатываемой методом раз­
вертывания. Именно деформация сети 'В ·результате развертывания 
ее на поверхность референц-эллипсоида может значительно пони­
зить точность кла,ссической триангуляции в целом. Согласно [21] 
ошибка бS \По линии разверты·вания для ·ряда одинаковых тре­
угольников длиной s 

s 
1 бS 1 == 1 & sin s- 8 ds = -1 R&m (~)2 , (194) J R 2 R 

о 

где tt- составляющая уклонения отвеса •по направлению цепочки 
в текущей точке, удаленной от исходного 1пун~а на расстояние s; 
'ltm- ее ·среднее интегральное значение; R- средний радиус 
кривизны поверхности референц-эллипсоида. 

В этом смысле было бы целесообразно определять геодезиче­
ские координаты и высоту над элл•ипсоидом конечной точюи цепи 
по синхронным измерениям на'Правлений на спутНИ'К на этой 
точке и на исходном пункте, о'ГКуда начинают производить раз­

вертывание. Хотя в аплошных ·сетях эта проблема значительно 
усложняется, основные пол·ожения ее ·все же остаются в силе. 

Предложение о соста·влении условий долготы и широты 
впервые было изложено в [20]. 

Отметим, что при неучете влияния углов типа эйлеровых за­
дача решае'Гся опять-таки лишь 1приближенно. В этом случае 

71 



можн-о ожидать ошибок в геодез'Ических координатах, ра.вных 
примерно значениям самих эйлеровых углов. Напомним, что Э'ГИ 
углы, по-видимому, не превышают 10", и, как правило, в совре­
менных системах они достигают величины порядка 1". 

§ 16. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРАВЛЕНИЯ ОСИ ВРАЩЕНИЯ 
ГЕОДЕЗИЧЕСКОГО РЕФЕРЕНЦ-ЭЛЛИПСОИДА И НАПРАВЛЕНИЯ 

НОРМАЛИ К ПЛОСКОСТИ ОСНОВНОГО ГЕОДЕЗИЧЕСКОГО МЕРИДИАНА 

Эта задача впервые сформулирована в 1962 г. [22]; позднее ей 
были •поовящены работы [12], {15], [23], [24] и др. Речь идет об 
отыскании по наблюдениям ·спутников угл·ов Эйлера во, 'Фо, roo, 
.определяемых у·равнениями (52)-(54); по ним затем можно вы­
числить угол ·между на:пра•влением малой оси референц-эллипсои­
да и наi:I·равлением ·средней оси вращения З.емли 

Bz=IJ/e6-t-Ф6 1 (195) 

И угол между ПЛОСКОСТЯМИ ОСНОВНОГО (Гр·ИН'ИЧСIЮГО) 
ского ·и основного (гриничского) астрономического 

в~ = 1 V в6 + ro6 j . 

геодезиче­

меридиана 

(196) 

Предположим, ч-го станции Mi, M~t наблюдений ИСЗ, на ·ко­
торых производят синхронные измерения топоцент.рических эква­

тор.иальных коордJинат Т', В' I, являются геодезическими,. пунк­
тами, т. е. Ч'ГО даны их геодези·ческие ·координаты Bi, Li, Hi и B~t, 
L~t, H1t. Следовательно, можно вычислить значения направляющих 

К'ОСИНусов 'ПрЯМОЙ MiMk (дЛИНОЙ Sik), ·с ОДНОЙ •СТОрОНЫ, В рефе­
реНЦНОЙ геодезичес:коой системе Х, У, Z, т. е. 

A1k = [(Nk + Hk) cosBk cosLk -(Ni +Н д cos В1 cos Li] - 1- )' 
Sjk 

B1k = [(Nk + Hk) cos Bk sinLk -(N1 + Н1) cos В1 sin Li1 - 1- ~ (197) 
5ik 

C,k = {[Nk(l- е;)+ Hk] sinB,k- [N1.{1- е;)+ Hi] sinBi - 1 } 1 
Sjk 1 

и, с другой стороны (по на•блюдениям опутников, организованным 
так, ·как описано в § 12), •в ·СИстеме х, у, z ил·и х', у', z', т. е. aik = 
= a~k• b1k=ь;k, Ci~t=C~k (см. формулы 117). Затем из получен­
ных величин (197) можно образовать 1разности (ai~t-Aik), 
(bi~t-Bik) и (cik-Cik). Бели предположить, что все используе­
мые измерения, и спутниковые, и классической триангуляции, до­
статочно точны, то эти разности будут зависеть тальк~ от элемен­
тов ориентир·ования, как это следует из уравнений (64). 

1 Отметим, что эта задача неразрешима при измерении топоuентричР.•·ких 
расстоsщий !J.', которые инвариантны по отношению к системам координа..т. 
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Соответствующие уравнения nоправок будут иметь такой 
вид [15]: 

(J)~ в;k- 'i'oc;k + (A;k- a;k) = Vaik 1· 
- rooA;k + 80C;k -t- (B;k- ь;k) = Vьik 

'i'o A;k- вов;k + ( c;k- c;k) = Vcik 

(198) 

Абсолютные (свободные.- Прим. пер.) члены в выражениях 
( 198), однюю, не явля!О'Гся неза·висимыми, а поэтому от наtправ­
ляющих косинусов A;k, в;k, c;k или a;k, ь;k, c;k лучше переЙТIИ 

T ,r Jl.'' 
к топацентрическим экваториальным 1юординатам ik' uik или 

т;k. 6;k (формулы 121), т. е. 

1 ] 

!" (199) 
, ь:k 

Т ik = - arctg -'-, ; 
aik 

Исnользуя формулы nреобразований (135), nолучим уравн~ния, 
эквивалентные (198): 

, , , ' ( ,r , ) 
Фо- Eocos Tik tg 6ik + '1'0 sin Tik tg 6ik + Tik- Tik = Vт· 

ik 
(200) 

nод условием 

дом уравнивания 

во, t\Jo, roo. 

[Рт· v~·] + [ p;,·V~·] =min. Затем обычным мето­
из уравнений (200) получают искомые углы 

Число пар геодезических станций наблюдений ИСЗ должно 
быть, конечно, достаточно велико (теоретичесК'И, минимально две 
nары), и они должны быть целесообразно размещены. Выгодным 
является такое расположение, какое схематически показано на 

рис. 21. Точ·ка Мо совмещена с исходным пунктом, в котором 
ориентирован эллипсоид Ет являющийся основой исследуемой ре­
ференцной системы (1в системе 1942 года- Пулково). 

Такой выбор обоснован тем, что геодезическ;ие 1величины 8 0, L0 , 

Ho=Hq, о+~ч. о. а следовательно, и Хо, У о, Zo, исходного пункта аб­
солютно точны по отношению к референцной системе Х, У, Z, так 
как не содержит ошибок передачи геодезических координат. 

Спутниковые измерения нужно проводить синхронно на двух 
станциях М0 и Mk, где Mk -это пункт геодезической сети, доста-
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точно удаленный от М0 (определенный в той же системе Х, У, Z 
методами классической триангуляции) и имеющий известные гео­
дезические координаты Bk, Lk, Hk=Hq·, k+~·J, k· Желательно, чтобы 

пункт Mk был и пунктом основ­
ного профиля астрономо-грави­
метричесiшго нивелирования. 

Тогда разности координат 
(Xk-Xo), (Yk- Уо), (Z,t-Zo) 
в референцной системе, а следо­
вательно, и направляющие коси· 

нусы Aok, Bok, Cok были бы из­
вестны с максимально достижи­

мой для классического метода 
точностью. Далее можно было бы 
узнать экваториальные коорди­

наты пункта Mk на вспомогатель­
ной небесной сфере с центром в 

точке М0, т. е. Т 0;, б~;. 
Рис. 21. Выгодное расположение nуиктов В СИСТеМе Х, у, Z ИЛИ СООТВеТ-

СТВеННО х', у', z', были бы по на­
блюде·ниям спутников получены искомые на.правляющие коси-

нусы a~k• b~k. c~k и топоцентр·ические экваториальные коорди­
наты T~k• б~k· Уравнения !ПОПравок имели бы такой же •вид •... как 
уравнения (200), конечно, при i=O. Можно. предположить, что 
в таком ·способе .средняя К'Вадратиче<;!{ая ошибка свободного 'Члена 
в уравнениях (200) может быть снижена, по крайней мере, до 
± 1". Поэтому 111ри достаточном количестве пунктов Mk, т. е. nap 
Mo-Mk, средняя квадратическая ошибка определения углов во, 
'Фо, wo, оче·в·идно, такж-е не .превысит ± 1". 

§ 17. СОЕДИНЕНИЕ ОТДЕЛЬНЫХ, ГЕОДЕЗИЧЕСКИ 
НЕ СВЯЗАННЫХ РЕФЕРЕНЦНЫХ СИСТЕМ 

Предnоложим, что задачи предыдущих ·параграфов уже ·ре­
шены, и •выведем фор.мулы для элементов сдв:ига в случае преоб­
разования двух геодезически не связанных референцных систем 
1 и 11 (рис. 22). Каждая из этих систем !ПОЛНостью определяется 
восемью параметрами: 

Система 1: ai, е21 11х~. 11у~. 11z~. в~. 'Ф~. ro~. 
с 11 211 л 11 л 11 л 11 11 11 rooll 1 истема 11: а , е , LlXo , LlYo , uZo , во , 'Фо , 

Из этих параметров (нижний индекс r мы· здесь опус-каем) 
а priori заданы ai, ап, е21 , е211 , определяющие форму и ра;Jмерьт 
соответс'I'Вующих рефере.нц-эллипеоидов Е1 и Е11 (рис. 23). 

1 В нескодько упрощенной формулировке (в~1 = Е~; 'Ф~1 = 'Ф~; w~1 = wM эта 
задача была поставлена и теоретически решена в [25]. 
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Для краткости вывода •предпол-ожим, что ·в обеих системах 
u 1 1 1 11 II 

уже ·определены углы тнпа эилеровых, т. е. во, 'Фо. ro0 и во , 'Фо , 
11 

roo , по специальным геодезическим программам наблюдений 

спутников, например способом, изложенным в § 16. Неиз·вестными 

Рис. 22. Связь изолированных референцных 
систем (космическая связь материков) 

1 

останутся, следовательн-о, только координаты центров 

01(11х~. 11у~. 11z~) и 0 11 (11х~ I, 11у~1 ' 11z~1) эллипсоидов El и вп 
(см. рис. 23) в геоцентрической системе х, у, z ·и на этой основе 
достаточно уэнать только разности: 

1 li 1 Ii А 1 11 А 1 А li А 1 11 А 1 11 11Хо = 11хо -11хо , u.yo = tJ.Yo - tJ.Yo , tJ.Zo = tJ.Zo -11z0 • 

/ 

z 

.... -:"..,.L---- -
' -- ' 

Рис. 23. Расположение двух референцных систем 
координат 

Предпол-ожим, что система 11 должна быть трансформирована 
в систему 1. Тогда ·в системе 1 необходимо иметь минимум две гео· 
дезические станции наблюдений ИСЗ Mi(B~. Ц, н:, Х~. У}, z:) 
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и Mk (Bl, Ц, нl. xl. Yl. Zl). в системе 11 ДО.'IЖНа быть дана, 
• • М (Brr Lrr нrr xrr yrr zн по ·краинеи мере, одна такая ·станция 1 1 , t , t , t , t , 1 ). 

Далее предnоложим, что были вьrполнены синхронные измерения 
направ_лений на спутник на станциях Mi, Mz и Mk, М1, т. е: что 
имеется достаточное количество синхронно измеренных величин 

типа т;п, б;п и Т~п. б~(§ 12) и вычислены направляющие косинусы 
a;l, b;t, с;,, а~/, b~t• C~t (см. формулы 117). 

Сна·чала •вычислим •по данным в .системе 1 геодезическим коор­
динатам инвариантную длину баЗ'иса Sik=MiMn и направляю­

щие косинусы А fk. B}k, cJk. Затем переведем направляющие ко­
синусы линий мiмl 'И MkMI, определенные 'ПО наблюдениям спут­
ника, в систему 1 по формулам (65): 

1 • 1 • l , J Аа = au- roo bu + 'l'o cil 
I ' I ' I ' . Bil = bil + rooail- 80 cil • 
I ' I ' I ' Са = са -'l'o au + Ео bu 

(201) 

I ' 1 ' I ' 
Akt = akt - roo bkl + 'l'o cki J 

I ' I ' I ' Bkt = bkt + roo akt- Ео Ckt · 
l ' 1 ·' I ' Ckt = Ckt - 'l'o akt + Ео bkt 

(202) 

Имея значения A}k, B}k, Clk и •величины (201) и (202), вы­
числим инвариантные 1плоские углы. В соответствии с уравнениями 
(169) будем иметь 

cos pllk = AltA~k + в:,в:k + c:~c:k l. 
cos Р ikt = - A~kAl, - в:kвlt - c:kcl, f 

(203) 

Далее при помощи известной длины базиса s,k и углов ~ (203) 
получим длины сторон sil и Skz ·и ·соответствующие разноrти коор­

динат 

X l xr Al . yr yr вr . t- i = Su а, t- i = Su il• (204) 

Выражения (204) уже определяют •рефере·нцные координаты 
I I ( Xl пункта М1 ·в системе 1, т. е. х,, Yt. z, (так ка·к величины i , 

У}, Z} и Xl, Yl, Zl известны), а следовательно, и геодеЗ!ические 
коор'Динаты В} , Ц , Н} согласно формулам (10), (15), (27). 

Однако ·в данной задаче требуется определить элементы сдви­

гов ~x~rr. ~у~ 0 , ~z~н,необходимые для •преобразования КО9рди­
нат из системы 11 в систему 1 обычного пункта (не я·вляющегося 
станцией наблюдений ИСЗ). Исходными данными для решения 

II XI yii yl zii zt здесь будут являться разности Xt - ,, 1 - t. t - ,, вычис-
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денные по формулам (204) и по данным геодезическим коорди-
п Lп нн О • ната~f В 1 , 1 , 1 • ни за·висят, с однои стороны, от элементов 

сдвига L\x~ н, L\y~ н, L\z~ 11 , а, с другой стороны, от разностей 

.,1 II 1 .,11. 
с.о = Ео-с.о, , 1,1 11 , 1,1 , 1, 11 • 

'1'0 ='l'o-'1'0• 
1 11 _ ro' roll 

roo- о- О· (205) 

Сохраняя •принятую точность (т. е. отбра·сывая квадраты эле-
111 111 

ментов сдвига и их 1Произ·ведения, например L\xo , Ео и т. д.), с 
учетом формул (204) получаем 

лх' 11 хн х' s А' 1 IIyi + ,,,I IIzi 
L1 о = t - i - il il - roo 1 .Уо t 

" 1 н ун у' в' , нх' , нz' uyo = 1- ;-Su it+roo t-EO l 

лzi IJ - zii z' s с' ,,,I IIXI + .,1 IIyi 
L1 о - Jl - 1 - и и- '!'О 1 с.о 1 

Подобные выражения получаются и nри i=k. 

(206) 

Выражения (206) .полностью решают поставленную зада•чу. 
Доба,вим толь·ко, что если она решена, то можно преобразовывать 

координаты обычного пункта Mj(B}1, L~1 , HJ') из системы 11 ·в 
систему 1 уже без наблюдений спутника на этом .пункте. Для этой 
же цели можно использовать дифференциальные ·формулы способа 
проектирования [14], обобщенные на •случай непараллельности 
осей, и формулы (146), в ·которых достаточно оста•вить только 
главные члены. В этом случае 'Получаем (L\ai II=a11-a1, 
L\e2' 11 = e21I - е2'): 

) 

в} = в~'_ ( а в ) л.х:А п _ ( а в ) L\y~ 11 _ ( а в ) L\z~ н_ 
ах н. i av 11. i az 11. 1 

- ( дВ )\ . L\a' 11 ( дВ ) Ле2' 11 + 
да п. j де2 н, i 

+ ~ 11 sin L}1 - Ф~ н cos L}1 

L~ _ L~' ( дL ) л 1 11 ( дL ) л 1 н ( дL ) л 1 11 1 1 - 1 - - L1Xo - - L1Yo - - L1Uo -
ах н. i дУ 11, i да н. i t (207) 
' дL ) 1 11 1 11 1 11 11 l о - ; -,- Ле2 + ·roo - (ео cos L- + 1 
\ ае2 11, i 1 

+ ф~ II sin L}1) tg в}' 
н~ _ н~' ! ан ) лх' 11 ( ан ) л , п 1 - 1 - 1- L1 о - - L1Yo -\ ах н. 1 av н. 1 

_ ( ан ) L\z~ н_ ( ан) Ла' 11 _ ( ан \ ле2' н 
дZ н. i да н, 1 де2 )н, i 

Выражения для коэффициентов ( дВ ) , о • • , ( ан ) выведе-
\ ах де2 
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ны, например, в [14] и обычно используются в высшей геодезии 
в таком виде 

дВ " дВ р" . . ) 
_ =--P-sinBcosL; -=-- sшBsшL; 1 
дХ М дУ М 

дВ " -=-P-cosB· 
дZ М ' 

дВ е2 дВ " --=р" -sinBcos В;-= Р Х 
да а де2 2 (1 -е2) 

х (2 - е2 sin2 В) sin В cos В 
дL р" . дL р" - = --secBsшL· - = -secBcosL ~. 
дХ N ' дУ N ! (208) 

дL = О· дL = О· дL = 0 
дZ ' да ' де2 

дН в L дН в . L дН . в -- = COS COS ; -- = COS SIП ; -- = S!П 
дХ дУ дZ 

J 

дН =-Vl-e2 sin2 B · дН = м х 
да ' де2 2 (1-е2) 

х (1- е2 sin2 B)sin2 В 

При решении поставленной задачи мы предполагали, что в си­
стеме 1 даны, по крайней мере, две станции наблюдений ИСЗ, а 
в системе 11- хотя бы одна станция. Если же имеется целая сеть 
станций в системе 1 или 11 или в системе 1 и 11, то решатьзадачу 
нужно методом уравнивания. В каждом сложившемся конкретном 
случае речь идет, конечно, о вычислении только трех неизвестных 

( l I l II 11 Il ) 
при условии, что углы ео, 'Фо. wo и to , 'Фо , wo , известны , т. е. 

~х~ п, ~У~ н, ~z~ н. 
Далее мы полагали, что измерялись направления на спутник. 

Однако, кроме того, синхронно могли быть измерены также и то­
поцентрические расстояния или только топацентрические расстоя­

ния. 

В первом случае достаточно одной станции наблюдений ИСЗ 
(М.i) в системе 1 и одной (Mj) в системе 11. По измерениям п-го 
полож~ния спутника мы имели бы в этом случае величины т;п, 

, , 1 , , 11 
бin• ~in, Tzn, бzп. ~lnИ составили бы (для краткости положив ео = 

l li 1 Il I 
Во, 'Фо ,= 'Фо. roo =Фо, так как учет поправок не отличается от при-
менения формул (206)) выражения 

111 11 1 1 , , , , 1 

~Хо = Xz - xi- ~inCOS бinCOS Tin + ~ln cos бznCOSTznJ 
А • п ун у• л, ~~ · т' , ~~ · т· (209) ~Уо = 1 - i + ~in COS Uin SIП in- ~ln COS uzn SIП ln • 

1 II , Il , I , ' • ' ' • 11' ~Zo = Zt -Zi т ~inSIПбzп-~znSIПuzn 

1 Для вывода этих коэффициентов можно использовать формулы (10), (15), 
дL дL 

(23). Выражения для дХ , дУ непосредственно следуют из формул (-10). Однако 

в [14] дан более простой вывод. 
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Во втором случае в системе 1 должны быть даны, по крайней 
мере, три станции наблюдений ИСЗ (Mi, Mj Mk на рис. 20), а в 
системе 11- одна (М1 на рис. 20). Если число на блюдеиных поло­
жений спутника больше трех, то для определения положения точ­
ки· М1 составляют уравнения поправок типа. (191). 

Задача значительно упрощается, если достаточно получить 
приближенные решения, в которых можно пренебречь влиянием yг­
JJOB е0, '\Jo, w0• Тогда речь будет идти только об элементах сдвига 
центров эллипсоидов, составляющих основу трансформируемых 
систем. Соответствующие формулы легко получить, приняв е0 =0; 
'\'о= О; ffio =О. 

Такое же решение приходится применять и· в том случае, ког­
да требуется решить задачу с максимальной точностью, а взаимное 
ориентирование осей трансформируемых систем неизвестно. 

Глава 8 

ОСНОВЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТ БЛИЗКИХ 

СПУТНИКОВ 

Прежде чем рассматривать каждую орбитальную задачу в от­
дельности и оперировать с орбитой (положением) ИСЗ, приведем, 
хотя бы в общих чертах, основы теории определения орбит близ­
ких спутников. 

Изложение теории сократим до минимума, имея в виду только 
близкие ИСЗ, однако заодно укажем и на некоторые трудности, 
вытекающие именно из нетождественности применяемых референц­
ных систем и геоцентрической системы. 

Обратимся сначала к небесной механике и теоретической аст­
рономии и изложим здесь только самые необходимые с точки зре­
ния потребностей геометрической космической геодезии положе­
ния. При этом будем учитывать специфику близких спутников, ко­
торая, собственно, и является основой решения задач косми~еской 
геодезии, а именно: 

1) возможность определения расстояния между ИСЗ и стан­
цией наблюдения (например, не прямо, а по синхронным измере­
ниям направлений на двух пунктах спутниковой геодезической 
сети); 

2) возможность измерения ряда положений спутника в срав­
нительно небольших интервалах времени. 

В силу этих особенностей близких ИСЗ можно будет временно 
обойтись (лишь в этой части) без теории возмущения орбит. По­
следняя требует изложения основных положений теории потенциа­
ла, которое и будет дано во второй части книги («Динамическая 
космическая геодезия»). 
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§ 18. ЗАКОНЫ КЕПЛЕРА И ИХ ДИНАМИЧЕСКИЕ СЛЕДСТВИЯ 

Если бы спутник двигался в гравитационном поле, имеющем 

свойства поля материальной точки или однородного шара, то его 
движение точно бы оqисывалось законами Кеплера. Приведем эти 
законы в той последовательности, в какой они были (для планет 
солнечной системы) открыты (1-й и 2-й законы в 1609 г., а 3-й за­
кон- в 1616 г.) 1: 

1. Движение спутника происходит в плоскости, проходящей че­
рез центр масс центрального тела так, что площадь, описываемая 

радиусом-вектором спутника (проведенным из центра масс цент­
рального те.11а), пропорциональна времени. 

2. Орбита спутника есть эллипс (в общем случае, коническое 
сечение), в одном из фокусов которого располагается центр масс 

центрального тела. 

3. Отношение квадратов периодов обращения спутников равно 
отщ>шению кубов больших полуосей их орбит. 

Реальное силовое поле всегда, конечно, отличается от идеаль­
ного. В случае ИСЗ значительные нарушения: законов Кеплера 
вызваны именно отклонениями формы реальной Земли от идеально­
го шара, неправильностями в определении гравитационных элемен­

тов поля Земли (масс, плотностей и т. д.- при.м. ред.), тормозя­
щим действием атмосферы и, кстати, влиянием других тел. Тем не 
менее идеальная орбита, соответствующая только законам Кепле- · 
ра, является удобным исходным пунктом для изучения истИнной 
(возмущенной) орбиты; подробнее об этом будет сказано во вто­
рой части книги. Предполагая, что при измерениях положений ИСЗ 
определяются не только координаты х, у, z спутника, но и их про-

dх dy dz 
из водные по времени -, -, - , т. е. составляющие скорости 

dt dt dt 
(для спутников это практически возможно, см. § 20, 11), всегда 
можно получить мгнов~нные элементы орбиты (см. §· 20, 111). 

1. Динамические следствия 1-го закона Кеплера 

Из первой части 1-го закона Кеплера, утверждающей, что ор­
бита (спутника) лежит в плоскости, проходящей через центр масс, 
следует, что вектор ускорения W, под действием которого и проис­
ходит движение, направлен к центру масс О. Только тогда при 
любом направлении вектора скорости v (которая сообщена спут­
нику) плоскость орбиты будет центральной; это ясно из простого 
кинематического рассуждения. Составляющие ускорения Wx= 

1 Здесь мы их наnишем для ИСЗ. 
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--·· d2x W __ d2y d2z , " и Wz =- должны удовлетворять условию 
dtZ "' dt2 dt2 

(рис. 24) 
d2y 

Wy ~=...!L 
Wx = d2x х 

dt2 

7: 

' ' /.а­
/ 

/ 

Рис. 24. К выводу закона ПJJощадеА 

' ' 

и аналогично в плоскостях (yz) и (xz) 

d2z dZx 

Wz dt2 z . 
-=--=-. 
w у ..!!!.JL у 

Wx dt2 Jl 
-=--=-

z 
dt2 

(210) 

(211) 

Из уравнения (210) и (211) вытекает далее содержание второй 
части 1-ro закона l(еплера, т. е. прямая пропорциональная зави­
с;имость между площадью сектора и временем. Напишем ее в та­
ком виде: 

(212) 
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или 

.!!:___ (у dx _ Х dy ', = О 

1
1 

dt dt dt J 

:t ( z :: -у ~~) =о . (213) 

.!!:___ ( х _.!!!.__ - z _!!_х_)\ = о 1 
dt \ dt dt ) 

Интегрируя выражения (213), получаем 

х dy - У dx = cl )/ 
z & & 

dz dy Y--;u -zdt = С2 ~, (214) 

dx dz / z--х-=Сз 
dt dt ) 

где С1, С2, Сз- постоянные инте­
грирования. Имея в виду, что кри­
волинейные интегралы 

f (xdy- ydx); 
сху 

J (ydz- zdy); 
Cyz 

Рис. 25. Эллнптнqескне координаты ИС3 J (zdx- xdz) 
cxz 

определяют (согласно теореме Остроградского- Грина) удвоен­
ную площадь выделенных замкнутых контуров Сху, Cyz, Cxz в пло­
скостях (ху), (yz) и (xz), можно написать 

dSxy dS - ) 
cl = 2 ---zu- = 2 dГ cos(n, z) 1 

dSyz dS -
с2 = 2 ---zu- = 2 dtcos(n, х) j. 
С 2 dSx2 2 dS (- ) 

з = ---;у- = dt cos n, у 

(215) 

В формулах (215) dS (рис. 25) обозначает элементарный сек­
тор орбиты спутника, описываемый радиусом-вектором за элемент 
времени dt; dSxy. dSyz, dSxz- его проекции на плоскости (ху), 
(yz), (xz); n- нормаль к плоскости орбиты спутника. Отношение 

дифференциалов (производная.- прим. ред-) dS есть так назы-
dt 

ваемая с е к т о р и а л ь н а я, или п л о щ а д н а я, с к о р о с т ь. 

Из формул (215) следует, что эта величина для данного спут­
ника (при неизменном положении плоскости орбиты в соответствии 
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с 1-м законом Кеплера) постоянна. Удвоенную секториальную ско­
рость обозначим 

2 dS =К. 
dt 

Интегрируя выражение (218), получаем 
1 

S=~Kt+Kl· 
2 

(216) 

(217) 

Эта формула является математическим выражением 1-го зако­
на Кеплера; в ней К1 - постоянная интегрирования. 

11. Динамические следствия 2-го закона Кеплера 

При изучении движения по эллипсу удобно по-1ьзоваться систе­
мой плоских прямоугольных координат х, у с началом в фокусе О 
(центре масс центрального 
тела) или системой полярных 
координат ~. Е, определяемых 
так, как показано на рис. 26. 
Между этими системами имеют 
место следующие соотноше­

ния: 

х = a(cosE- е), (218) 

у= bsinE. (219) 

Рис. 26. Орбита ИС3 в пространстве 

Угол Е -это так называе­
мая эк сцентричес к а я 

а н о м ал и я спутника. На 
рис. 26 С- центр эллипса, 
Р- точка орбиты, наименее 
удаленная от фокуса О (пе­
ригей спутника). Формула 
(218) вытекает непосредствен­
но из рис. 26. Формула (219) получается из общего уравнения 
эллипса в системе х, у 

(х + ае)2 (1- е2) + if = а2 (1- е2) (220) 
после подстановки в него выражения (218). 

Выразим в полярных координатах составляющие ускорения 
d2x d2/i W х = IJi2 , W ij = lfi2 , а затем по ним и полное значение уско-

рения 1 w 1 =-{ w~ + w~ 1 . Дифференцирование выражений (218) 

и (219) дает 
dX · Е dE (221) т= -аsш dt' 

dy dE 
Тt = bcosE Тt. (222) 
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Эти величины согласно 1-му закону Кеплера должны удовлет­
ворять условию, аналогичному (214). В плоской системе коорди­
нат (х, у) с учетом формулы (216) будем иметь 

(223) 

Подставим в (223) выражения (218), (219), (221) и (222) и 
dE 

выведем формулу для -, при помощи которой упростим затем 
dt 

уравнения (221) и (222). Тогда найдем 

abcosE(cosE-e) dE +absin2 E dE =К (224) 
dt dt 

и отсюда 

-= 
dE К 

dt аЬ ( 1 - е cos Е) 
(225) 

С учетом соотношения (225) уравнеtшя (221) и (222) можно 
написать в виде 

ix KsinE 
dГ =- b(l-ecosE) ' (226) 

iy KcosE 
dt = а (1-e<;os Е) • (227) 

Дифференцируя выражения (226) и (227), получим формулы 
для составляющих ускорения 

d2к К cos Е ( 1 - е cos Е) - е sin2 Е dE 
dt2 =-т· (l-ecosE)2 • dГ = 

_ К (e-cosE) dE 

- Ь · (l-ecosE)2 • """"d/' (228) 

d2y К sinE(I-ecosE)+esinEcosE dE 
dt2 =-а • (l-ecosE)2 • dt = 

К sinE dE 
=---;; (1- е cos Е)2 • & (229) 

и далее с учетом (225) 

d2x к2 (е- cos Е) 
dt2 = аЬ2 ( 1 - е cos ti)3 ' 

(230) 

d2y K2 sinE 
dt2 = - Q"iij (1 -е cos E)s (231) 
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Квадрат полного ускорения будет тогда равен 

W2 = ~. 1 [a2 (e-cosE)2 + b2 sin2 E] = 
а4Ь4 (1 -е cos Е) В 

К4 1 (232) 

Отсюда получим 

К2 
W=-. (233) 

аЬ2 ( 1 -е cos Е)2 

В выражение (233) введем еще геоцентрическое расстояние 
-спутника, для которого имеем с учетом соотношений (218) и (219) 
формулу 

или 

!1 = a(l- ecosE). 

В результате уравнение (233) примет вид 

W= аК2. 
Ь2.!\2 

(234) 

(235) 

(236) 

Величины, входящие в уравнение (236), должны быть функция· 
ми толь к о по л о ж е н и я спутника в данном силовом поле и не 

должны зависеть от параметров орбиты. С этой целью Преобра· 
зуем прежде всего постоянную К, так как именно она зависит (на­
равне с а и Ь) от конкретного движения. Это можно сделать, на­
пример, интегрируя уравнение (225), 

т. е. 

~ \ dt = J(l- е cosE)dE, (237) 
аЬ ~ 

..!5._ t + С = Е - е sin Е, 
аЬ 

(238) 

где С- постоянная инrегрирования, определяемая из условия 

Следовательно, 

Е = О -+ t = /0• (239) 

- к 
С=--/0, 

аЬ 
(240) 

.где t0 - момент прохождения спутником через перигей Р. 
Уравнение (238) с учетом форму"1ы (240) принимает такой вид: 

E-esinE = ~(t-/0). (241) 
аЬ 
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Теперь рассмотрим положение спутника ровно через один обо­
рот (от перигея.- Прим. ред.) и обозначим его период обраще­
ния через Т. Применяя для этого случая уравнение (241), нахо­
дим, что 

к к 2л =- (10 +Т- t0) = -Т. 
аЬ аЬ 

(242) 

Отсюда следует 
К 2n 
-=-
аЬ Т 

(243) 

и затем 

2n 
К= аЬ-. (244) 

т 

Подставляя (244) в (236) и в (241), по.11учаем выражения 
аз 1 

W = 4л2-. -, (245) 
тs ~~~ 

E-esinE= 2n (t-t0)=M. 
т 

(246) 

Уравнение (246) есть так называемое у р а в н е н и е К е п л е­
р а, выражающее зависимость между эк сцен т р и ческой 
а н о м а л и ей Е и моментом времени t. Буквой М обозначена так 
называемая с р е д н я я а н о м а л и я. 

111. Динамические следствия 3-ro закона Кеплера 

Из 3-го закона Кеплера следует, что для всех спутников д а н­
н о г о центрального тела 

аз 
- = const. (24 7) 
тs 

С учетом формулы (247) выражение (245) перепишем в таком 
виде: 

W 1 J.1 
=const~= -, 

~~ ~~ 
(248): 

где J.l.- постоянная, характеризующая гравитационное поле цент­
раJ1Ьного тела. 

IV. Закон тяготения Ньютона 

Динамические следствия законов Кеплера выражаются, сле­
довательно, зависимостью (248) ускорения от расстояния 11. до 
центра масс, уже известной нам по закону тяготения Ньютона. 
И, действительно, этот закон можно вывести из формулы (250), 
если учесть 2-й и 3-й динамические законы Ньютона. Обозначим 
массу центрального тела (для ИСЗ) через Mz, постоянную, харак­
теризующую гравитационное поле Земли, через J.l.z и аналогично 
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этому величины, соответствующие данному спутнику, через msp 
и /lsp. Сила, с которой спутник Sp (находящийся на расстоянии~) 
притягивается к центру масс центрального тела (Земли), равна 
согласно 2-му закону Ньютона 

- fJ. 
1 F 1 = m8 _z • (249) 

. Р А2 

Аналогично этому сила, с которой спутник притягивает цент­
ральное тело, будет равна 

f.Ls 
1 F \ = Mz А: . (250) 

Согласно 3-му закону Ньютона действие равно противодейст­
вию, а поэтому величины (модули.- Прим. пер.) обеих сил (249) 
и (250) должны быть равны. Следовательно, 

1.1. f.LsP 
m8 А~ = Mz-xt (251) 

р 

и 

1.1. f.Ls 
_z = _Р = const = f, (252) 
Mz ms 

р 

где f- гравитационная постоянная. 
Непосредственно из формулы (252) вытекают выражения для 

постоянной /l 

f..Lz = fM 111 , (253} 

J!s = fms • (254) 
р р 

Подставляя их в уравнение (249) или (250), получаем формулу 
закона тяготения Ньютона 

Mzms 
IFI = f А2 р 

§ 19. ЗАДАЧА ДВУХ ТЕЛ 

(255)' 

1. Уравнения движения и уравнение орбиты в ее nJiоскости 

В идеальном случае, когда за гравитационное поле централь­
ного тела (Mz, Jlz, далее просто М, J.t) принимают гравитационное 
поле материальной точки и никаких возмущений ускорений не су­
ществует, имеет место так называемая за д а ч а двух т е л и 

1 Иногда силам притяжения приписывают знак минус, а силам отталкива-
. Mms 

f!ИЯ- знак плюс. Тогда формула (255) будет иметь вид IFI =-f z А2 q 
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уравнения движения, с учетом формулы (248) 
ваются в таком виде: 

и рис. 25, записы-

d2x J.1 - J.1 l 
dt2 =~cos(w, х) = -Тзх 

d2y J.1 - J.1 1 
dit- = t;?:cos(w, у)= -АЗ у 1 
d~ J.1 - J.1 -=-cos(w z)=--z 
dt2 ,12 ' ,13 } 

(256) 

/lолюс ниро 

Рис. 27. Основные точки и 9.Лементы 
орбиты 

Рис. 28. По.лнрные координаты 
исз 

d2x 1.1. l 
dt2--+: Тзх =О 

d2y J.1 1 
dt2 + Аз у = о J . 

d2z +Lz= О 1 
dt2 ,13 J 

или 

(257) 

Систему дифференциальных уравнений (257} образуют три 
уравнения второго порядка с переменными коэффициентами, так 
что общие интегралы будут содержать шесть постоянных интегри­
рования. 

Решение системы (257) проведем в несколько этапов, и так, 
чтобы постоянными интегрирования были элементы орби1"Ы, приня­
тые в классической небесной механике (рис. 27 и 28): Q- прямое. 
восхождение восходящего узла, i - наклонение плоскости орбиты 
к плоскости (астрономического} экватора (ху), (u- а·ргумент пе­
ригея Р, а - большая полуось, е- эксцентриситет, t0 - момент 
прохождения через перигей. 

Сначала проведем «плоское» решение траектории, т. е. в плос­
кости орбиты, определяемой элементами Q, i. Здесь удобно поль-
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зоваться прямоугольными (х, у) и полярными (~,и) координатами 
(ри.с. 29). Угол и есть так называемый ар г у м е н т с к л о н е н и я 
(широты). Между и и аргументом перигея (u существует следую­
щее соотношение 

и -ro = v, (258) 

где v- так называемая и с т и н н а я а н о м а л и я (рис. 29, 30). 

ь 
Sp 

с 

Рис. 29. Сввзь аргумента nepttreв и истин­
ной аномалии 

Рис. 30. Положение спутника в 11ро· 
странстае 

Полярные координаты ~. и и прямоугольные координаты х, у 
являются взаимозависимыми функциями; из рис. 29 очевидны ра-
венства 

= 
х = ~ cos и; у = ~ sin и. 

Дифференцируя выражения (259), получаем 

dx = dA cos и - ~ sin и du J 
dt dt dt . 
dy dA . du 
dt = dГsши + ~cosиdt 

Вторые производвые будут равны 

d2x d2A dA . du ( du ) 2 
- = - COS ll-2- SIП и--~ COS и - -
dt2 dt2 dt dt dt 

. d2u 
-~SIП и­

dt2 

d2y d2A . dA du . ( du \ 2 

- = -sJnи+2-cosи--~sшa -)· + 
dt2 dt2 dt dt \ dt 

d2u -t- ~cosи-
dt2 

(259) 

(260) 

} . (261) 
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Теперь подставим значения J2~_l) и (259) в уравнения движе­

ния в плоских координатах х, у, т. е. в уравнения, аналогич­

ные (257): 

d2x +Lx= о] 
dt2 f13 

d2y J.L = 
dt" + ---ка у = о 

(262) 

После умножения первого уравнения (262) на cos. и, второго­
па sin и и последующего их сложения получим с учетом (259) 

d2f1 -!J. ( du \2 + L =О. (263) 
'dt2 dt ) f12 

Выражение (263) является уравнением орбиты в ее плоскости, 
выраженным в полярных координатах !J., и. Прежде чем решать. 

du 
это уравнение, исключим из него производную - (214). Ана.11о­

аt 

гично формулам (214) и (223) в плоских Iюординатах будем иметь. 

х dy -у dx =К (264) 
dt dt 

и после подстановки сюда выражений .(259) и (260) 

л (dA. +л du) л· (dA л· du) К дСОSи -SШи uCOSи- -дS!Пи -СОSи-usши- = 
& ~ & & 

(265) 
или 

!J.2 du = К. (266) 
dt 

С учетом формулы (266) дифференциальное уравнение (263) 
перепишем в .виде 

d2f1 К2 J.L ---+-=0 (267) 
dt2 f13 f12 ' 

а после подстановки 

т. е. 

1 
-;:=у, (268) 

dA = _ 112 dy = _ 112 dy . du = _К dy (269) 
dt dt du dt du' 

d2f1 = - К d2y • du = - K2lf d2y (270) 
dt2 du2 dt du2 ' 

когда мы двукратно применим соотношение (266), - в виде 
d2y J.L 
du2 +у= К2 • (271) 
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Мы получили неоднородное дифференциальное уравнение вто­
рого порядка с постоянными коэффициентами. Прежде всего нуж­
но решить соответствующее ему однородное уравнение, т. е. ис­

ходное неоднородное уравнение без правой части 

d2y 1 у- о (272) 
du2 т - . 

Оно имеет характеристическое уравнение 

r 2 + 1 = о (273) 

с комплексными корнями r12=+i. Общий интеграл однородного 
уравнения (274) будет, следовательно, таким: 

Уо =А cos и+ В sin и. (274)1 

Если мы выразим постоянные интегрирования А, В через новые 
постоянные С, w 

А= Ccosw, В= Csinw, (275) 
то получим 

у0 =С cos (и- w). (276) 

Теперь вернемся к неоднородному уравнению (271). Поскольку 
правая его часть есть константа, частный интеграл его будет равен 

<р(и) = ; ' 

а общий интеграл 

У = Уо + <р (и) = С cos (и- w) + ~. 
' I(Z 

В соответствии с nодстановкой (268) далее получим 

К2 

~= ----~~------
Ccos(u-oo) +--.!:._ 

К2 

К2 
1 +С- cos(u-oo) 

~ 

(277) 

(278) 

(279) 

Траектория, определяемая уравнением (279), должна быть 
согласно 2-му закону Кеплера эллипсом (в общем случае, кони­
ческим сечением), т. е. для вектора, проведеиного из фокуса, дол­
жно быть справедливо отношение (известное уравнение кониче­
ского сечения в полярных координатах) 

~ =а (1 -е2) • (280) 
1 +ecosv 

t Обычный вид общего интеграла однородного уравнения (272) таков: 

Уо = еаи (А cos ~и+ В sin ~и), (274)' 
е~ли корни характеристического уравнения равны a+~i. В рассматриваемом 
нами случае а=О, ~= 1. 
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Приравнивая (279) и (280), получаем выражения, из которых 
определяется смысл постоянных интегрирования С и (о): 

(281 

(282J 

U-ffi = V. (283) 

Из выражения (282) получим формулу для удвоенной секто­
риальной скорости (216) 

к= 2~ = vrit -v а(1- е2) • (284) 
dt 

Теперь видно, что секториальная скорость зависит только от 
размеров и формы орбиты (не считая константы J.L, постоянной для 
рассматриваемого центрального тt>ла (Земли) и равной произве­
дению постоянной тяготения на массу тела) и не зависит от ее 
ориентировки. 

Из выражения (281) следует формула для постоянной интег-
рирования С как функции элементов орбиты 1 

С=..Е:.__= е 
К2 а (1- е2) 

(285) 

Уравнение (283) определяет постоянную интегрирования ffi как 
аргумент перигея и подтверждает исходное выражение (258) (см. 
рис. 28, 29). 

Сопоставляя выражения (284) и (244), получаем зависимость. 
между периодом Т и большой полуосью а 

V!LVa(l- е2) = аь-2; , (286) 

т. е. при Ь=а у 1-е2 

a·J. = _I_ JI!L 
2л 

(287) 

или 

т- 2л: .,. 
- --=-й . 

Y~t 
(288) 

11. Положение спутника в пространстве 

Теперь приступим к выражению геоцентрического положения 
х, у, z спутника Spn на орбите, параметры которой будем предпо­
лагать известными. 
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Из рис. 31 очевидны следующие равенства: 

x=L\cos(L\, х)) 
у= L\ cos(L\, у) , 
z = L\cos(L\, z) 

(289) 

а по теореме косинуса стороны для обозначенных на рис. 31 сфе­
рических треугольников можно написать 

z. 

Рис. 31. Направляющие косинусы нормали к плос• 
кости орбиты 

co((L\, х) = cos и cos (Q- S) + sin и sin (Q- S) cos (180°- i) ) . 
cos (L\, у)= соsи sin (Q- S) + sin иcos(Q- S)cosi 
cos (L\, z) = cos и cos 90° + sin и sin 90° cos (90°- i) 

Уравнения (289) с учетом выражений (290) примут вид 

х = L\ (cos и cos(Q- S)- sin и sin(~~- S) cos i] ) 
у= L\ -(cos иsin(Q- S) + sin и cos(Q- S)cos i} . 
z = L\ sin и sin i 

(290) 

(291} 

Чтобы вычислить положение спутника по формулам (291) на 
данный момент времени t, нужно знать соотношение между экс· 
центриситетом е и истинной аномалией v. За исходные можно 
взять уравнения (218) и (219), написанные для плоских коорди­
нат х, у спутника. 

Из рис. 26 видно, что 

х = L\ cos v; у= L\ sin v. (292) 
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и, следовательно (с учетом того, что b=aV1-e2), имеют место 
равенства 

а ( cos Е -е) = А cos v } (293) 
aV 1- е2 sinE = Asinv · 

С учетом формулы (280) для А можно переписать уравне­
ния {293) в таком виде: 

1 -е2 1 cosE -е= cosv 
1-j-ecosv 

V 1 - е2 sin Е = 1 - е2 sin v . 
1-j-ecosv 

(294) 

Далее используем только первое уравнение из (294) и преобра­
зуем его так: 

и затем так: 

cosE-e 
cosv =----

1-ecosE 

1 -е2 
cosE = ----cosv +е. 

1 +е cosv 

(295) 

(296) 

Уравнения (295) и (296) решают задачу перехода от Е к v и. 
наоборот. Однако их можно привести к еще более удобному для 
практических вычислений виду. 

Прибавив и отняв от единицы выражение (295), бдем иметь 

и отсюда 

1 +cosv= (1-e)(l-j-cosE) 1 
(1- е cos Е) 

1 _ cos V = _,_(1_+-'------'e)'--'(,_l __ co_s_E.:.....) 
(1 -ecosE) 

Е 
2 (1 -е) cos2-

2cos2~ = 2 
2 1 -ecosE 

Е 
2 (1 +е) sin2-

2sin2 ..!!._ = 2 
2 1-ecosE 

(297) 

(298) 

(299) 

Разделим уравнение (299) на (298) и извлечем из частного 
квадратный корень, тогда получим, наконец, наиболее часто ис­
пользуемые соотношения (Л а кайля. - П ри.м. ред.) : 

t ..!!.... = -. f 1 +е tg ~ 
g 2 V 1 -е 2 

(300) 
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и 

Е ГТ=-ё v tg-=v -tg-. 
2 1 +е 2 

(301) 

111. Интегралы площадей 
При определении орбит по измерениям полш*ений и состав­

ляющих скорости спутника важную роль играют интегралы (214), 

z 

Рис. 32. Опреде.пение топоцентрическоrо радиуса 
и соаав.пкющих скорости ИСЗ 

называемые и н т е гр а л а м и п л о щ а д ей. Учитывая равенст­
ва (215), (216), и (284), напишем 

dy dx ;- -./ - 1 
dt dt 
х--у-= lr 1.1. v a(l- е2) cos(n, z) 1 

у~ - z dy = V 1.1. V а ( 1 - е2) cos (n, х) t. (302) 
dt dt ( 

z dx - х ~ = V 1.1. V а ( 1 - е2) cos ( n, у) 1 
& & J 

Направляющие косинусы нормали n к плоскости орбиты выра­
зим из соответствующих прямоугольных сферических треугольни­
ков по формуле косинуса стороны, как это следует из рис. 32, 

cos (n, z) = cos i 1 
cos (n, х) = sin (~~- S) sin i . (303) 

cos (п, у)= - cos (Q- S) sin i 
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В заключение О!'Метим, что интеграл п.1ощади в полярных 
координатах выражается уравнением· (266). 

IV. Интеграл энергии 

Важную роль при определении орбит также играет соотноше­
ние между кинетической и потенциальной энергией спутника, на­
зываемое и н т е гр а л о м э н е р г и и, или и н т е г р а л о м 

ж и в ой с и л ы. Оно заключается в том, что сумма кинетической 
2 

энергии~ (для спутника с массой единица) и потенциальной 
2 

энергии (потенциала) - __;:_ спутника на расстоянии ~ от центра 
L\ 

масс центрального тела есть величина постоянная. Выведем это 
соотношение из уравнений движения (257). 

Если каждое уравнение из (257) в отде.тrьности умножить соот-

ветственно на 2 dx 2 dy 2 .!!!_ и затем сложить их, то полу-dt'' dt ' dt 
чится 

2 d2x . dx ...!-- 2 d2y . dy + 2 d2z . ~ + 
dt2 dt 1 dt2 dt dt2 dt 

+- x-+y-+z-. = 2~ ( dx dy dz ) О 
дз dt dt dt 

(304) 

или 

_:!_ [(~)z + (~)2 + ( dz )2] + ~ ~ = О, (305) 
dt dt dt dt Д2 dt 

так как 

dA _ d ( 2 + 2 t 2)'/. l ( dx + dy 1 dz) --- х у- z =- х- у--г-z- . 
dt dt L\ dt ' dt ' dt 

(306) 

Интегрируя выражение ( 305), получим 

5 !!_ [( dx ) 2 + ( dy ) 2 + ( dz) 2
] dt , 2 r _. . ~ dt = h 

dt dt dt dt . т !.1. .J .1,2 dt 
(307) 

или 

(~\2 +(dy)2 + (~)2 -~ = h 
dt ! dt dt L\ ' 

(308) 

где h- постоянная интегрирования. 
Уравнение (308) и есть интеграл энергии. Сумма 1шадратов 

состаВJlЯющих скорости ( dx ) , ( dy ) , (~). равна квадрату 
\ dt dt ' dt 

полной скорости v2 , так что можно написать 

v2- 2~ = h.. (309) 
L\ 
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Таким образом, сумма удвоенной кинетической энергии и по­
тенциальной энергии равна постоянной интегрирования h. 

Константу h нужно, конечно, выразить как функцию элементов 
орбиты. Для этого пучше всего записать интеграл энергии (308) 
в ппоских координатах х, у и в полярных координатах ~. и, при­
чем необходимо отметить, что константа h инвариантна по отно­
шению к переходам от одной системы координат к другой, так как 
скорость v и геоцентрическое расстояние ~ являются инвариант~ 
ми по отношению к таким пере~одам. В системе координат х, у 
интеграл энергии имеет вид 

( :; у+ ( :~ у- ~ = h, (310) 

а в полярной системе ~. и с учетом (260) 

(.E!.)s + ~2 (du)z -~ = h. 
dt dt А 

(311) 

Для производной ( ~; ) из интеграла площадей (266) в по­
пярных координатах ~. и с учетом формулы (284) по"1учаем такое 
выражение: 

du К Vii" Va(l -е2) 
dt = А2 = А2 • (312) 

dA 
Производизя - вычисляется с помощью формулы (280) 

dt 

dA = ae(l-eZ) sinv~. (313) 
dt (l+ecosv)2 dt 

Подставим теперь выражения (312) и (313) в интеграл энер­
гии (311). При этом примем во внимание, что константа h одна 
и та же для всех положений спутника, в том числе и для положе­
ния его в перигее, где v=O, а ~=а(1-е). Для положения в пе­
ригее справедливы выражения 

( ~~ )V=O =О, (314) 

( аи) vii"vт=ёi (315) 
dt v=O = a'l• (1- e)l 

Следовательно, интеграл (311) для этого же положения равен 

а2(1-е)2[ vii"vt=ei" ]2- 2J.L =h 
a•f. (1-e)Z а (1-е) 

4 М. Бурша 

h = J.L 1 +е 
а (1- е) 

_....;2J.L:....__ = - ..!:.. . 
a(l-e) а 

(316) 
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Интеграл энергии (308) имеет, следовате;-.:ьно, окончательный 
точный вид 

( : у + (~~у + (: у- fL ( = - +) = о. (317} 

Припомним еще, что в формуле (317) сумма первых трех чле­

нов (: ) 2 + ( ::) 2 + (: / =v2 может быть выражена в про­
извольной системе координат. Так, например, в геоцентрической 
экваториальной системе (1) имеют место формулы: 

dx R тdА л·R тdа л R·тdт - = COSuCOS --LlSIПuCOS --L.lCOSuSIП -
dt dt dt dt 

dy R · т df1 л • R • Т dб л R т dT - = -COSuSlП - + LlSIПuSIП -- LlCOSuCOS -
dt dt dt dt 

dz . d!!. dб - =sшб- + !!.cosб­
dt dt dt 

и, следовательно: 

1 

j 
(318) 

v2 = ( ~~ ) 2 + 1::.2(: у+ /).2соs2б (~~у. (319) 

Для топоuентрнческой экваториальной системы (29) аналогич­
но этому получаем 

v2 = ( d!!.;n )2 + t::.•? (dб;n )2 + t::.'? соs2б~ ( dT;n )2 (320) 
dt т dt &n &n dt ' 

здесь Mi- топоцентр, а Spn- положение ИСЗ. 
Подобные выражения имеют место и в геодезической рефернц­

ной системе Х, У, Z или Х1 , У1 , Z1• 

V. Обзор основных формуJI дJiя решения задачи двух тeJI 

Мы рассмотрели все необходимые форму.Jiы, встречающиеся 
при решении задачи двух тел. Изложим еще вкратце последова­
тельность вычисления геоцентрических координат спутника х, у, z 
(для произвольнога момента времени t) по известным элементам 
орбиты спутника Q, i, w, а, е, to. 

1. По данному моменту времени t вычисляем среднюю анома­
лию М по формуле (246) 

М= ~ (t-/0). 

Если период Т неизвестен, то испо.!Jьзуем формулы (246) и 
(288), т. е. 

98 



2. Из уравнения Кеплера (246) находим эксцентрическую ано­
малию Е как функцию средней аномалии М. Нужно, следователп­
но, решить уравнение Кеплера (246) 

E-esinE=M. 

3. Вычисляем истинную аномалию v согласно формуле (300), 
т. е. 

t v _ 1 1+et Е g-- -- g-. 
2 1-е 2 

4. Находим аргумент склонения по формуле (283) 

и= (J) + v. 

5. Рассчитываем геоцентрическое расстояние по формуле (280) 

~ = a(l-e2) • 
1 +ecosv 

6. Вычисляем прямоугольные пространствеиные геоцентриче-
ские координаты (спутника) по формулам (291): 

х = ~ (cos ucos(Q- S) -sinusin(Q -S)cosi], 
у=~ [cos usin(Q -S)- sinucos(Q-S)cosi], 
z = ~sinusini. 

В связи с этим нужно подчеркнуть, что координаты, получен­
ные по формулам (291), будут действительно геоцентрическими 
только в случае, если используемые при их вычислении элементы 

орбиты Q, i, ro, а, е, t0 тоже имеют точно геоцентрический ха­
рактер. 

Однако практически, даже ес.11и бы все наблюдения были безо­
шибочны, будем иметь совокупность лишь к ваз и г е о ц е н т р и-

ч е с к и х величин Q, [, 00, ii, е, to, независимо от ошибок собст­
венно измерений положений ИСЗ. Конечно, по этим величинам мы 
сможем найти только квазигеоцентрические координаты ИСЗ 

Х, у, Z. 

Vl. Применеине иэJiоженной теории ДJIЯ вычисJiения эфемерид ИСЗ 

Прежде чем составлять эфемериды для наблюдений спутника, 

нужно провести преобразование координат Х, у, z в z и а . Точ­
ное решение этой задачи описано в главах 4 и 5. Д.11я эфемерид, 
однако, достаточно приближенного решения. Выразим (прибли-

женно) топацентрические координаты спутника х1 ' у1 ' zr для дан-
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ной станции наблюдений ИСЗ через ее геодезl'lческие координаты 
В, L и высоту Н 

? = х- (N +Н) cos В cos L 1 
у'= y-(N + Н)cosBsinL • 

z' = z- [N(l- е~)+ Н] sinB 

(321)}, 

Отсюда согласно формулам (45) получаем приближенные го­
ризонтальные координаты' 

- x'sinL-ficosL 
tga; =- - -

(х' cos L +у' sinL) sin В -z' cos В 

.:::::: (? cos L+ у' sin L) cos В+ z' sin В) 
cos z = ~-~;:;:;:::;:::::::::;::;=:::;;~----' 

1 V х'2 + У"'2 + zr2 1 

(322) 

Если же ставится задача найти еще и астрономические коор­
динаты подспутниковой точки (т. е. точки на земной поверхно­
сти, над которой спутник находится в зените) 2, то нужно допол­
нительно вычислять геоцентрические экваториальные координаты 

спутника: 

tgT = _..fL, (323) 
х 

tg в = lv z 1 . (324) 
х2+у2 

Весьма приближенно (для шаровой Земли) можем считать, 

что q,~6; r~-т. 
В случае надобности на основе содержания глав 4 и 5 можно. 

получить и точное решение, но пока в этом нет необходимости. 
Однако можно ожидать, что необходимость в точных эфемеридах: 
появится в связи с совершенствованием методики измерений по­
ложений спутника подвижными камерами [как бы «замораживаю­
щими» (т. е. «останавливающими».- Прим.. пер.) движение 
ИСЗ] и аппаратурой с фотоэлектрической регистрацией. 

§ 20. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МГНОВЕННЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТ БЛИЗКИХ СПУТНИКОВ 

1. Точная формулировка проблемы 

В этой главе мы в максимальной мере сузим общую пробле­
му и остановимся только на ее специфических чертах примени­
тельно к близким ИСЗ. 

1 В этой задаче можно не различать геодезические координаты В, L и астро­
номические q>, Л.; вместо высоты над эллипсоидом Н достаточно брать иормаль~­
ную (и приближенную) высоту. 

2 Согласно строгой формулировке, эта точка должна совпадать с основанием 
нормали, опущенной из ИСЗ на поверхность референu-эллипсоида; для прибли­
женного решения такая формулировка не требуется. 
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В противоположность классической небесной механике осо­
бенностью и в то же время существенным преимуществом здесь 
является то, что из измерений можно полностью определить то­
поцентрический радиус-вектор спутника, т. е. не только направ­
ление на спутник, но и его топоцентрическое расстояние. 

При этом такая возможность имеется не только, когда топо­
центрические расстояния измеряются прямым способом (напри­
мер, системами SECOR [45], Допплер [50]), но и в случае, когда 
синхронно ( квазисинхронно) из м ер я ют с я т о л ь к о н а п р а в­
л е н и я н а И С 3 н а г е о д е з и чес к их с т а н ц и я х наблю­
дений ИС3, т. е. на точках с известными геодезическими коорди­
натами и высотами над эллипсоидом. 

Топоцентрические расстояния вычисляются при этом (с по­
мощью уравнивания) из плеского треугольника, образуемого. дву­
мя станциями наблюдений ИС3 и спутником. В этом треуголь­
нике известны длина линий, соединяющей станции наблюдений 
(вычисляемая по их данным геодезическим координатам), и все 
углы (решение этой задачи см. в § 14). 

Другой особенностью и преимуществом здесь является то, что 
можно измерить н ее кол ько по л о же н и й И С 3 в сравни­
тельно м а л ы х и н т ер в а л ах врем е н и, т. е. можно вычис-

dТ' dб' dA' 
лить дифференциальные отношения -- , -- , - и, следо-

dt dt dt 
dx dy dz 

вательно, составляющие скорости dt , dt , dt · 
Исходя из указанных особенностей, будем рассматривать 

только такие случаи. Остальные варианты, пусть даже и инте­
ресные с теоретической точки зрения (например, определение ор­
биты без знания топоцентрических расстояний или составляющих 
скорости), разбирать не будем. 

Можно предполагать, что в большинстве стран организация 
наблюдений с целью регистрации прохождений ИС3 и определения 
их орбит удовлетворяет указанным требованиям. Она выполнима 
и при существующем состоянии технического оборудования 
в ЧССР. 

11. Обработка квааисинхронных наблюдений И СЗ. 
Определение топоцентрическоrо радиуса-вектора ИСЗ 

и составляющих скорости 

Предположим, что в близкие моменты времени 

tl, t,, . . . , tn (325) 

(SI, s2 ... , Sn гриничекого звездного времени) на геодезической 
станции наблюдений Mi (рис. 33) .определены топоцентрические 
экваториальные координаты ИС3 

( , ') (' ')' (' ') Тн, бп ; Ti2, бi2 _; • . . ; Ttn, бtn (326) 
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в положениях 

(327) 

Пусть на другой геодезической станции Ml проведены квази­
синхронные наблюдения ИСЗ в моменты времени, несколько отли­
чающиеся от предыдущих, т. е. в моменты 

tl' ' t2, ' . . ' tn,' 
l 

(SI', s2 •• . , Sn•), 

и получены 

(Т~~·, б~l'); (Т~2·, б;2,); . ' 
( 1 ") Tkn', бkn . (328) 

Далее редуцируем квазисин­
хронные наблюдения к одинако­
вым моментам времени, напрff· 

11 мер к моментам t1, t2, ... , tn н:t· 
А-------....:;:::"""""',...--.;:. блюдений на станции Mi. Этu 

можно осуществить так: с по­

мощью последнего ряда ваблю-
Рис. 33. Сущность орбита.JJЬНОЙ задачи дений составим эмпирические 

функции 

т~ = т~ (t); б~ = б~ (t) (329) 

и по ним для аргументов 

вычислим значения 

, (Т~. б~). (330) 

По длине Sik линии, соединяющей геодезические станции Mi, 
м~ определяемой формулой 

s~k = .1X~k + .1Y~k + L\Z~k = [(Nk + Hk) cosBk cos Lk­
-(Ni + H1)cosB1cosL1}2 + [(Nk + Hk)cosBksinLk-

-(N1 + H1)cosB1 sinL1)}2 + \[Nk (1-е~) + Hk] sinBk-
- [Ni (1- ~) + Hi] sinBi} 2 (331) 

1 Можно было бы рассмотреть едучай с б6льши\1( числом станций (>2), од· 
нако, учитывая форму и размеры территории ЧССР и высоты существующих 
ИСЗ, равные сотням и тысячам километров, число станций, равное двум, приин­
маем за оптимальное. 
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и по рядам наблюдений (326) и (330) уравняем положения спут­
ника, полученные в моменты (325), согласно теории; упомянутой 
в § 14. Тогда получим такие топацентрические расстояния: 

~;1 , ~;2, . , ~;n (332) 
и 

(333) 
При вычислении ~ ·нужно, конечно, з~ать и учитывать влияние 

углов Эйлера во, '1\Jo, roo, так как направления MiSp , MkSPn (на­
правляющие косинусы ain, bin, Cin; akn• bkn• Ckn) определены в 
СИСТеме Х, у, Z, ТОГДа как направление MiMk (напраВЛЯЮЩИе КО· 
синусы Aik= - 1-, Bik = --1 -, C1k = -- дано в референцной !!Х ·k !!У "k l!Zik ) 

~k ~~ ~ ' 
системе. 

"' Плоские углы ~nik, ~tkn, ~kni (см. рис. 34) инвариантны по от­
ношению к различным системам координат, однако направления, 

вычисляемые по ним, должны получаться всегда в одной, хотя 
бы и произвольной, системе. Без знания углов во, фо, roo можно 
точно вычислить только угол ~kni, для которого имеет место фор­
мула 

R 1 1 + bl bl + 1 1 cos t'knl = ain akn in kn cln ckn. (334) 

Углы ~nik, ~ikn выразим так: 

~nlk = !пik + d~nlk 1· 
~lkn == ~lkn + d~jkn 

(335) 

Приближенные значения ~nik. ~ikn определяются формулами 

cos ~пik = A;k а;п + Bik ь;п + Cik с;п 1 (336} 
- 1 1 ' ' cos ~ ikn = - Alk akn -в ik bkn- Crk Ckn 

а поправки к ним получаютСЯ пу;:-ем дИфференцирования выра­
жений (336) 

d~nik = -cosec~nlk [(a,k -Aik)a;n + (btk -Bik)ь;n + l 
+ (С lk - С ik) с;п] )l (337) 

d~tkn = cosec ~ikn [(a,k- Atk) а~+ (btk- B,k) b~n + . 
+ (clk- clk)c~n] 

Привлекая формулы (64), далее получаем 

d~nik = - cosec ~nlk [ro0 (Bika;n- Аikь;п)- 'Фо (C;ka;n- ) 

-A;kc;п)+вo(Cikь;n-Blkc;п)] /· (338) 
d~_ikn = cosec ~lkn [ro0 (B1k а~ -A1kb~)- 'Фо(С,kа~-

- Aikc~п) + в0 (C;kb~n -B;kc~)] 
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Если не вводить поправки (например, в случае, когда углы 
ео, 'Фо, roo неизвестны), то можно вычислить только приближенные 
расстояния s;n. iS.;k 

Л' sin 'i3tkn 
L.l· -s 
т - lk sin ~knl 

л· sin !fпtk Ll•-- s ,.,. - lk sin ~knl ' (339) 

которые отличаются от точных расстояний 

(340) 

на поправки 

l d~;n = Stk cosec ~kni ctg ~ikn [ ro0 (B;k а~-Atk Ь~п)­
-Фo(Cika~ -Alkc~) +Во (Cik ь;ц -В;kС;п) 

d~~ = -sik cosec ~knl ctg Pnik [roo (Blk a;n -Aik ь;п)­
-«ро (Clk a;n -Alkc;п) +Во (Clk ь;п -BtkC;п)] 

~. (341) 

J 

Далее предположим, что для каждого ряда моментов времени 
(327) имеем комбинации величин 

( 
, , , ) ( , , ') ( , 1 , ) 

Тн, <'>н, ~ll; Т;2, <'>t2o ~l2; .. . ; Ttn. <'>tno ~tn 

и 

целиком опр·еделяющие топацентрические радиусы-векторы спут­

ника. Из них по формулам (29) вычисляем: 

х;,. 
, , 

xt2 • • xin. 

y;l' у;2. 
1 . ' Ytn • 

1 z;2 • , 
zll' . ' zin' 

х~!' 
, , 

xk2 • . ' xkn • 

у~,. у~2' . ' Y~n' 
z;,' z;2' . ' z~n . 

Теперь применим точную теорию Параллакеа близких ИСЗ 
[9] и вычислим (двумя способами: 1 относительно топацентра Mi 
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и относительно пункта Мя и 2 однозначно путем уравнивания) 
квазиrеоцентрические положения Sp1, Sp2, ... . , Spn 

x1 =x;,+X1 =x~,+Xk. 
х2 = х;2 + х l = х;2 + xk 

хп = х;п + х, = х;п + xk 
У1 = у;, + r, = у;, + У k 1 
У2 = у;2 + у l = у;2 + у k } ' 

zl = z;, + z, = z;, + zk 
•Z2 = Z;2 + Zi = Z~2 + Zk 

Zn=Z;n+Zt=Z;n+Zk 

1 

по которым определим эмипирич~ские функции 

-х = x<t>; -у= u(t); ; = z(t). 

(342) 

(343) 

Теперь выберем определенный момент времени t (S гринич­
екого звездного времени) (например, средний момент всего ин­
тервала наблюдений tn-t1) и вычислим для него по формулам 
(343) квазигеоцентрические координаты 

(344) 

и составляющие скорости 

( :) t::t ' ( ~;) t=4 ' ( ~; ) t~ • (345) 

R связи с этим напомним, что всегда справедливы равенства 

dx _ dX . dy dy • dг di 
dt - dt ' dt = dt" • dt = dt" ' (346) 

а так как положение станций наблюдения не изменяется, то, сле­
довательно, 

dX dY dZ 
-=О· -=0· -=0. 
dt • dt • dt 

(347) 

В дальнейшем величины (344) и (345) для краткости будем обоз-
начать через 

dx dy dг 
Х, у, z И dt' dt ' dt • 
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111. Опреде.'lение эJiементов орбиты спутника по его поJtожению 
и составJiяющим скорости 

Здесь мы имеем задачу с 6-ю исходными величинами: положе­
ние спутника задано координатами х, у, z и известны три состав-

dх dy dz 1 
ляющие его скорости - , - , - . Из этих шести исходных 

dt dt dt 
данных можно вывести шесть элементов орбиты Q, i, ш, а, е, fo. 
Как следует из § 19 (о задаче двух тел), это решение вполне од­
нозначно. 

Можно наметить такую последовательность действий: 
1. ВычислИть интегралы площадей 

х dy- у dx = vitv а(1-е2) cosi = cl 
dt dt 

) 

у!!_ -z dy = Vitv a(1-e2)sin (Q -S)sini = с2 (214) 
dt dt . 

z dx -х!!_ = Vit V a(1-e2)cos (Q-S)sini = С3 
dt dt . 

Вычислить величины i, (Q-S) и величину а(1-е2 ), напри-
мер, так: 

lv с2+с21 1 tg i = 2 3 ; tg (Q- S) = - ~ 
С1 С8 • 

a(l-e2) =-1 (С~ +С~ +С~)= ю 
J1 J1 

2. Найти геоцентрическое расстояние 

L\ = 1 V Х2 + У2 + Z2 1. 
3. Вычислить интеграл энергии 

(~;у +(:;у+(:~)~=~(~ --!;-)=v2. 
Отсюда определить большую полуось орбиты 

а= 
1 А 

2 v2 ---
!1 J1 

4. Вычислить эксцентриситет орбиты по известному 
большой полуоси и выражению (348) для a(l-e2) 

е2 = 1 - - 1- ( cr +С~ + С~) . 
Jta 

(348) 

(6) 

(317) 

(349) 

значению 

1 В этой главе мы не будем рассматривать вЛияние углов эйлерова типа: 
Во, 'Фо, ООо, чтобы не нарушать основных положений небесной механики. Сделаем 
это в главе 9. 
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5. Вычислить аргумент склонения и из уравнений 

х =д [cosucos(Q -S)-siпusiп(Q-S) cosi) ) 
у=/!}. [cosusiп(Q-S) + siпucos(Q-S)cosiJ . 
z =" /!}. siпusiпi 

Достаточно было бы и одного из этих уравнений; 
кстати, применять и их комбинации, например: 

t z cosec i gu = . 
xcos (S2- S) + ysin (Q- S) 

(291) 

можно, 

(350) 

6. Вычислить истинную аномалию v. Если орбита спутника не 
круговая (e=FO), то .нужно использовать формулу 

из которой следует 

/}.=а(1-е2), 
1+ecosv 

а(1- е2) -А 
cosv = о 

е А 

Кроме того, можно, дифференцируя выражение 

а(1-е2) -А 
е cos v = -=----'---

А 

получить формулу 

(280) 

(351) 

(352) 

• dv а (1- е2) dA (353) -esmv- =- . -
dt А2 dt 

du dv 
и отсюда с учетом формулы (312) и равенства - =- найти· 

dt dt 
выражение 

· V а ( 1 - е2) dA 
е SIП V = ~___:_-~ . -dt , 

vi! 
(354) 

после разделения выражения (354) на (352) и с учетом фор­
мулы (306), т. е. равенства 

dA 1(dx dy dz) 
--;и-=-;; xdt+Ydt+zdt' 

получить искомую истинную аномалию по формуле 

(х dx +У dy +z~) Jf а(1-е2) 
t dt dt dt gv= . 

Vi! [а(1-е2) -А] 
(355) 

7. Вычослить эксцентрическую аномалию Е по формуле 

tg~ = 1/ 1 е tg~. (301) 
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8. На.йти среднюю аномалию М из уравнения Кеплера 

М= E-esinE. (246) 

9. Определить время t0 прохождения ИСЗ через перигей с по­
мощью правой части уравнения (246) 

т t0 = t- -М. (356) 
2л; 

Если период Т неизвестен, то следует использовать выражение 
(288) и найти 

·J. 
i 0 =t--a-M. 

yji" 
(357) 

На этом решение задачи заканчивается. Если периодически 
(например, при каждом прохождении спутника) повторять опре­
деления значений Q, i, ro, а, е, t0, относящихся к разным момен­
там времени, то МОЖ'НО составить эмпирические функции 

Q = Q(t); 
i=i(t); 

(J) = (J) (t); 

а= a(t) ) 
e=e(t) . 
i 0 =i0 (t) 

(358) 

Изменение элементов орбиты во времени происходит особенно 
вследствие уклонений формы реальной Земли от идеального шара 
и аномальноrти ее масс. Эти возмущения будут рассмотрены во 
второй части книги. 

Ряды (358) определяют действительную орбиту спутника. От­
дельные значения элементов (например, для момента ti, Qi, ii, 
щ, ai, ei, toi), хотя и определяют кеплеров эллипс, но характери­
зуют д ей с т в и т е ль н о е по л о ж е н и е х, у, z и д ей с т в и-

л dx dy dг как 
те ьные составляющие скоростиdt, dt' dt 
и в случае действительной орбиты, мы предполагаем, что ошиб­
ки наблюдений равны нулю и все редукции на геоцентр можно 
точно вычислить). 

При решении орбитальных задач космической геодезии, ко­
нечно, необходимо, чтобы топацентрические наблюдения, для ко­
торых по элементам вычисляются геоцентрические положения х, 

у, z, выполнялись внутри интервала времени, для которого обра­
зованы ряды (358) 1• 

di 
t Теория так называемых возмущений элементов орбит dt , dt , -;jj'" • 

da de dt0 dt, "di, -;и-относится к динамической космической геодезии. 
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IV. Изменения элементов орбиты, вызываемые несовпадением 
используемой геодезической (референцной) системы координат 

и геоцентрической системы 

Ни в предыдущем разделе, ни в § 19 о задаче двух тел мы не 
учитывали параметров ~хо, ~уо, ~zo, во. '1\Jo, ro0, определяющих си­
стему х, у, z, в которой задано положение станций наблюдений 
ИСЗ по отношению к системе х, у, z. Мы так поступали для то­
го, чтобы не наруШать основных положений небесной механики, 

Однако элементы орбиты, вычисленные таким образом, не яв· 
ляются действительно геоцентрическими, даже если все измерения 
были бы абсолютно точными. Мы получаем всего лишь прибли-

женные ЗНаЧеНИЯ Q, i,' ro, а, е, to, КОТОрЫе назовем К ВаЗ И Г е О· 
цен тричес к и м и. Они будут отличаться от точных геоцент­
рических элементов на некоторые поправки: 

6Q = Q-Q; 

6i=i-Т; 

6ro = (1)- ro; 

6а=а-а 1 
6е=е-е , 

6t0 = to-t0 

(359) 

являющиеся аналитическими функциями параметров ~Хо. ~Уо. 
AZo, во, '1\Jo, roo и координат используемых станций наблюде­
ний исз. 

Это, следовательно, означает, что для точного решения орби­
тальных задач космической геодезии нужно знать геоцентриче­
ские положения станций наблюдений ИСЗ. А они, разумеется, и 
являются предметом вычисления в орбитальных геодезических за­
дачах. Напомним, что определение геоцентрических координат 
точек земной поверхности- это главная проблема высшей гео­
дезии в настоящее время. В нее входит проблема определения па­
раметров соответствующей математической поверх•ности. 

Получается как бы «замкнутый круг» в проблемах орбиталь­
ных задач космической геодезии и положение выглядит как будто 
безнадеЖным. Конечно, в известной мере выходом из этого поло­
жения является возможность определения элементов орбит с по­
мощью ряда геодезических станций наблюдений 
И С 3, покрывающих как можно большую часть земной поверх­
ности. Чем большая часть поверхности Земли будет покрыта 
с е т ь ю г е о д е з и ч е с к их с т а 'Н ц и й н а б л ю д е н и й И С 3. 
тем большую степень приближения вычисляемых элементов ор­
бит ИСЗ к геоцентрическим можно ожидать. 

Формулы поправок (359), о существовании которых впервые 
было указано в [27], здесь мы выводить не будем, так как объем 
рассуждений при этом значительно бы увеличился. Сошлемся на 
работы {28], {29], а здесь приведем только результаты вывода. 
Впрочем, этот вывод почти не требует особого математического 
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аппарата, он только очень длинный; по ~ути дела, в нем речь 
идет о полных дифференциалах функций, однозначно определяю­
щих элементы орбиты, как это видно из обзора содержания раз­
дела 111, § 20. Все формулы имеют одинаковую структуру, поэ­
тому можно их написать в общем виде 

где N обозначает соответствующий элемент ( g, ~' ro, а, е, t0). 

Выражения для функций AN, BN, CN, DN, EN, F N можно най­
ти в работах [28], (29], однако там применена совершенно другая 
символика. Здесь же мы существенно упростим задачу. Прежде 
всего предположим, что составляющие скорости ИСЗ Vx. Vy, vz 

вообще не зависят от элементов Llxo, Llyo, Llzo, во, 'I)Jo, roo. Это соот­
ветствует только с луч а ю, когда т о п о ц е н т р и ч е с к и е 

расстоя•ния ИСЗ измеряются прямым способом 
(именно этот случай анализируется в работе [28]). 

Если же топоцентрические расстояния непосредственно не из­
меряются, а вычисляю т с я по синхронным измерениям на­

правлений, то приходится определять поправки к вычисленным 
составляющим скорости 

как указано в {29]. Они являются функциями эйлеровых углов. 
Дальнейшее упрощение заключается в том, чтобы выразить 

поправку fJN. Вместо формул (360) напишем (при бvх=О, 6Vy= 
=0, бvz=O) 

где с учетом (59): 

бх = Llx0 + в0У1 - -ф0Z1 -~ 
бу = ду0 - ro0Xi + в0Zi • 
бz = Llz0 + 'ФоХi -в0Уi . 

(362) 

(363) 

Здесь Xi, Yi, Zi обозначают референцные координаты геодези­
ческой станции Mi наблюдений ИСЗ, на которой выполнялись 
измерения. 

После этого достаточно написать только первые полные диф­
ференциалы переменных функций, определяющих элементы орби­
ты по известным величинам х, у, z. 

На основании [28], поправки, определяемые по формулам 
(362), можно выразить так: 
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l\g =- {бxvzsin (Q-S)-бyvzcos (Q-S) + 
~ - 1 + бz [Vx sin (Q- S) + Vy cos (Q- S)]} :::----;-:::; 

Ksшz 

61 = \бx[vzcos (Q-S)cosT -vysini] +бy[vxsini + 
Vz sin (Q-S) cosi]- бz [vx cos (Q-S) cosl-+ 

. - - 1 + vysin(Q- S)cosi]) К 

2il2 - - -
ба=-::- (хбх + убу + zбz) и т. д. 

f13 

~. (364) 

Символы Q, r, а, К, 1 обозначают здесь «квазигеоцентри­
ческие» элементы орбит и другие вспомогательные величины. Они 
вычисляются по классическим формулам, в совокупности приве­
денным в разделе 111, § 20, по значениям х, у, z и Vx, Vy, Vz, т. е. 
без учета влияния параметров ~хо, ~уо, ~zo, во, '\jJo, roo. 

Глава 9 

ОРБИТАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ (ЗАДАЧИ КОСМИЧЕСКОЯ 

ГЕОДЕЗИИ ПРЕИМУЩЕСТВЕННО ГЕОМЕТР,.ftЧЕСКОГО 

ХАРАКТЕРА, В КОТОРЫХ ТРЕБУЕТСЯ ЗНАНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ 

ОРБИТЫ СПУТНИКА) 

§ 21. СУЩНОСТЬ РЕШЕНИЯ И ПЕРЕЧЕНЬ ГЛАВНЫХ ЗАДАЧ 

Основное соотношение, в котором содержится суть решения, 
следует из рис. 34. Если rп- геоцентрический радиус-вектор спут­
ника Spn, ri- геоцентрический радиус станции наблюдений ИСЗ 

и rin- совпадающий с r ;n топацентрический радиус-вектор спут­
ника, то имеет место следующее (векторное- при.м. ред.) урав­
нение в геоцентрической системе х, у, z 

(365) 

Скалярные уравнения, эквивалентные уравнению (365), могут 
быть написаны в таком виде: 

xl = ~n cos бп cos т n- ~;n cos б;п cos т;п 1 
Yt

1

=- ~nCOS бп sin Tn + ~;n cos б;п sin т;п . 

z1 = ~n sin бп- ~;n sin б;п 

(366) 
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Если известны с достаточной точностью геоцентрические эле­
менты орбиты спутника, наблюдавшегося в момент Sn гринич­
екого звездного времени на станции Mi 1, то можно по ним обыч­
ными методами небесной механики [26] вычислить геоцентриче-

z ские экваториальные координаты 

Т, б и геоцентрическое расстоя­
ние f!, а следоватеJlЬНО, и гео­
центрические координаты с~ ан­

ции наблюдений ИСЗ (см. фор­
мулы 209). При этом геодезиче­
ские или астрономические коор­

динаты станции знать необяза­
тельно. 

Этот принцип лежит в основе 
решения целого ряда орбиталь­
ных задач, из которых рассмот­

рим следующие: 

у 1) определение положения 
центра данного референц-эллип­
соида по отношецию к центру 

масс Земли; 
2) образование всемирной гео­

дезической системы с началом в 
Рис. 34. Ускорение и ero проекции центре масс Земли; . 

3) получение геодезических 
координат и высот квазигеоида для станций наблюдений ИСЗ в 
определенной референцной системе; 

4) вывод параметров общего земного эллипсоида. 

§ 22. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОЛОЖЕНИЯ ЦЕНТРА РЕФЕРЕНЦ­
ЭЛЛИПСОИДА ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРА МАСС ЗЕМЛИ 

Рассмотрим геодезическую станцию наблюдений ИСЗ Мi(Ви 
Li, Hi) при тех условиях, которые указаны в § 17. Далее пред­
положим, что по синхронным измерениям направлений на ИСЗ 
уже вычислены элементы ориентирования ео, 'ljJ0, (J)o используемой 
геодезической системы, согласно § 16 2• Исходя из формул (209), 

1 Предполагается, что определяются величины Т ;n• o;n и !1;4 • Что ка­

сается !1;11 то эту величину необязательно измерять прямым способом, она всег­
да может быть вычислена по синхронным измерениям Т', 6' на двух станциях 
(основной М t и вспомогательной М;), если известны их геодезические положе­
ния в произвольной (но, конечно, в одной и той же) системе. 

2 Углы llo, 'Фо. ООо здесь необязательно nредполагать известными, как это 
сделано в [22]; тогда число неизвестных возрастает с 3 до б. Однако точность 
вычисленного геоцентрического направления OSpn существенно меньше точно­
сти измеренного топоцентрическоrо направления MtSPno а поэтому можно с пол­
ным правом сделать вывод, что общая точность при таком способе решения 
снижается. 
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можно с учетом выражений (1), (9), (29), (59) и (136) написать 

L\x0 =Хп-х;п-Х;-бХ;(В0, -ф0 , ro0 ) J 
L\yo = Уп- ~;n- У i- б У; (Во, 'Фо• ffio) • 

L\z0 =Zn-Zln-Zi-бZ;(в0, 'IJ0, ro0) 

(367) 

В соответствии с припятыми предположениями все· величины,. 
стоящие в правых частях уравнений (367), известны. Следова­
тельно, уравнения (367) полностью решают задачу; единствен­
ными неизвестными в этих уравнениях являются координаты 

центра референц-эллипсоида. К:онечно, предположение о знании­
д ей с т в и т е ль н о г е о цен тричес к их элементов орбиты 
является до известной степени проблематичным,. как это сл~щует 
из раздела IV, § 20. 

Можно существенно ослабить влияние поправок бо, бi, 6ан ба,. 
бе, бt. (см. раздел IV, § 20), если вести обработку не с «пол­
ными» геоцентрическими положениями (293), а только с плоско­
стями OoSpn '[30], [31]. В этом случае величины L\xo, L\yo, L\Zo· 
должны удовлетворять условию [31] 

где 

[L\xo + бХ;{Во, 1Р0 , ro0) + Хп] cos(n, х) + [~Уо + бУ;(80 , ф0 , ro0) + 
+ Упl cos (n, у)+ [~z0 + бZ t (Во, 'IJ0, roo) + Z:I cos (n, z) = О, (368) 

cos(it, х) = siп(Q-S) sini J 
cos(~ у)= -cos(Q-S)sini 

cos (n, z) = cos i 

(369} 

суть направляющие косинусы нормали ii в системе (х, у, z) [см. 
рис. 33, формулы (303) ]. 

В формулах (368) символы xn, ffn, zп обозначают квазигео­
центрические координаты (79); а бХi (во, -фо, roo)., бУi (во, 'Фо, roo), 
бZi(Eo, -ф0, ro0)- поправки (136) к координатам геодезической 
станции Mi наблюдений ИСЗ. Если будет использовано доста­
точно большое число надлежащим образом ориентиро-ванных пло­
скостей орбит, то можно предполагать, что из соответствующих 
систем уравнений типа (368) будут найдены элементы сдвига 
~Хо, L\yo, L\zo. Однако эта проблема требует дополнительного ана­
лиза. 

Практическое применение теории определеuия величин L\xo,. 
L\y0, L\z0 в несколько иной формулировке уже реализовано (по 
предварительным результатам) при анализе почти 50 000 наблю­
дений спутников для следующих шести р·еференцных геодезиче­
ских систем [39]: 

l. Североамериканская система (эллипсоид Кларка 1866 г. 
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а,=6 378 206 .м, а,.= 1 : 294,98, исходный пункт «Миде -Рэнц»: 
8 0 =39°13'26", L 0 =261°27'32"). 

2. Европейская систем а (эллипсоид Хей форда, ar = 6 378 388 .м, 
ar= 1: 297, исходный пункт «Потсдам»: 8 0 =52°22'55", L0 = 
= 13°04'02"). 

3. Австралийская система (эллипсоид с параметрами ar= 
= 6 378 165 .м, ar= 1 : 298,30, исходный пункт «Маурица»: Во= 
=-32°51'14", L0 = 138°30'34"). 

4. Японская система (эллипсоид Бессел я, ar= 6 377 397 .м, ar= 
= 1:299,15, исходный пункт «Токио»: 8 0 =35°39'16", L0= 
= 139°44'41"). 

5. Аргентинская система (эллипсоид Хейфорда, исходный 
пункт с координатами: 8 0 =35°58'17", L0 =297°49'48"). 

6. Система Гавайс.ких островов (эллипсоид Кларка 1866 г., ис­
ходный пункт «Диамонд Хэд»: 8 0 =21°15'46", L0 =202°11'08"). 

Задачу, рассмотренную в этом разделе, можно, конечно, сфор­
мулировать как определение положения центра масс Земли отно­
сительно центра референц-эллипсоида. Сущность теории от этого 
це изменится. 

Ясно, что результаты ее решения можно использовать для 
трансформации несвязанных референцных геодезических систем 
(см. § 17). Если удалось способом, описанным выше, определить 
величины дхб, дуб, дzб и дх61 , ду61 , дz61 в системах 1 и 11, кото­
рые должны быть трансформированы, то можно вычислить , .. раз-

rн А rн rн 
ности дх 0 , L1Yo , Llzo , на которых основана трансформа-
ция (207). 

Впервые эта задача была теоретически решена в [25]. Преиму­
ществом здесь является то, что для проведения трансформации 
не нужны синхронные наблюдения. Конечно, точность такого спо­
соба по сравнению со способом, приведеиным в § 17, значительно 
ниже. 

§ 23. СОЗДАНИЕ ВСЕМИРНОИ ГЕОДЕЗИЧЕСКОИ СИСТЕМЫ 
С НАЧАЛОМ В ЦЕНТРЕ МАСС ЗЕМЛИ 

В этой задаче будем предполагать, что предыдущая задача 
уже решена, т. е. что в нашем ·распоряжении имеются совокуп­

ности всех восьми параметров, определяющих геодезическую ре­

ференцную систему (размеры и форму эллипсоида и его положе­
ние в теле Земли): 

Е ! ( l 2! А l А l А l l l !) , а, , ·е г , L1Xo , L1Yo , L1Zo , Во , '\'о , roo , . 
EN ( N 2N А N А N AzN N ,1,N (J)N) . . . , , а, , е , , L1Xo , L1Yo , L.1 о , Во , '!'О , о , 

которые следует трансформировать в геодезическую систему 

Е~ (а0 , е20 , дхg =О; дуg =О; дzg =О; вg =О; 'i'g =О; ro8 = О) 
с предварительно выбранными параметрами а0, е2" • 
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Эта задача уже описана в {25] и, по сути дела, заключается 
в применении так называемых дифференциальных формул для 
метода проектирования 1[14], конечно, в общем виде при непарал­
лельных осях. Произвольпая точка (XN, YN, ZN) в N-ной рефе­
ренцной системе получает с учетом формул (136) поправки 

Х- XN = !1х~ + ro~ У- 1\J~ Z 1 
У- yN = f1y~ - (J)~ Х + 8~ l • 

z- zN = !1z~ + '\'~ Х-~У 
(370) 

Координаты Х, У, Z, которые получаются из формул (370), 
можно перевести в координаты В, L, Н, применяя формулы (10), 
(15) и (27). 

Аналогично формулам (370) можно написать выражения для 
В- BN, L- LN и Н- HN. Конечно, нужно опять использовать 
дифференциальные формулы для метода проектирования [14], 
учитывая поправки (136), т. е. уравнения (205). Основой полу­
ченной таким образом геодезической системы еще не является 
общий земной эллипсоид, удачно представлflющий тело Земли в 
целом. Теорию вывода такого эллипсоида орбитальными мето­
дами см. в § 25. 

§ 24. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ КООРДИНАТ И ВЫСОТ 
КВАЗИГЕОИДА ДJIЯ СТАНЦИ,Я НАБJIЮДЕНИЯ СПУТНИКОВ 

В КОНКРЕТНОЯ РЕФЕРЕНЦНОЯ СИСТЕМЕ 

(ОРБИТАJIЬНЫЯ СПУТНИКОВЫЯ МЕТОД) 

Имея опять в виду §§ 21 и 22, предположим, что известны все 
восемь параметров, определяющих референцную и геодезическую 

систему Er ( ar, е~. !1хо, !1уо, !1zo, ео, 'Фо, roo), в которой по спутни­
кам определяется положение ПУ'Нкта Mi (Bi, Li, Hi)· 

Предположим также, что для каждого измеренного положе­
ния спутника Spn имеются совокупности топацентрических вели­
чин· т;п, б;п, 11;n (об определении N см. сноску на стр. 112). Ре­
ференцные координаты пункта Mi с учетом формул (78), (29) и 
( 136) можно выразить так: 

х l = Xn- 11хо -·бХ i (во, Фо, Фо)- 11;n cos б;п cos т;п 1 
yi = Yn- 11уо- ~yi (Ео, 1\Jo, Фо) + ~~n ~os ~;n sin т;п • (371) 

Z l = Zn- f1zo- бZ i ( Е0 , 1\'0, ro0) - 11in SIП бin 

Искомые геодезические координаты Bi, Li вычисляем по най­
денным величинам Xi, Yi, Zi по формулам (10) и (15), а высоту 
над эллипсоидом Hi- по формуле (27). Если предполагать из­
вестной нормальную высоту Hq, i рассматриваемой станции Mi 
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наблюдений ИСЗ, то по формуле (28) можно рассчитать и отно­
сительную высоту ~q. i над E,.l. 

После подстановки в формулы (371) значений параметров 
f.,.xo, дуо, дzо, во, '1\Jo, roo получим референцные координаты в соот­
ветствующей референцной системе, конечно, пока относительно 
центра эллипсоида и направлений осей Х, У, Z. От параметров 

ат. е;, определяющих размеры и форму эллипсоида, выражения 
(371) вообще не зависят. 

Эти два параметра применяются только при вычислении Bi, 
Li, Hi по формулам ( 1 О), (75), (27). После подстановки в эти 

уравнения значений параметров а7, е; получаем геодезические 
величины Bi, Li, Hi, относящиеся к референц-эллипсоиду соответ­
.ствующей формы и размеров. Впервые эта задача решена в [20]. 

§ 25. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ОБЩЕГО ЗЕМНОГО ЭЛЛИПСОИДА 

Основу решения данной задачи мы найдем еще в классическом 
труде Эйлера [32]. В этой работе (в одном варианте решения) 
Эйлер определяет эксцентриситет меридианного эллипса по из-

z 

мерениям топоцентрических 

(( зенитных расстояний Zi( Лу­
ны (рис. 35) в моменты ее 
прохождений через плос, 
кость данного мериднана. 

Измерения должны прово­
диться на станции Mi, рас· 
положенной на этом мери­
диане. 

Географическая широта 
(\Ji станции Mi (точнее гово­
ря, ее геодезическая широта 

h~...;__l........ __________ ,..;;..x относительно нормали n к 
определяемому меридианно­

му эллипсу Е с цен·тром в 
Рис. 35. Вывод параметров общего земного 3ЛЛ11П- центре масс Земли 0 2)' так 

сопда же Ка'К и ее высота Hi над 
уровнем моря (точнее, вы­

.сота над эллипсоидом Е), предполагаются известными. 
Определяемой величиной является единственное неизвестное 

е- эксцентриситет эллипса Е. Для его вывода можно использо­
вать очевидную зависимость (см. рис. 35) между координатами 
·станций (xi, zi) и Луны (х (, z ( ): 

х ( = xi + д; ( cos ( IJ>i-zi( ) ) 
z ( = zl + д; ( sin ( IJ>i- zj() 

1 ~q,i- аномалия- высоты (Прим. пер.). 

(372) 

2 Влияние уклонений отвеса и высоты квазигеоида в этом выводе не учи-
1'Ывается. 
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(где ~;с обозначает неизвестное топацентрическое расстояние 
Луны) или лучше 

- 2( -2; 
tg (ер i - z. ( ) = . 

, t х( -xl 
(373) 

Далее подставим в (373) известные выражения согласно фор­
мулам (9) 

а 
где Ni= (а- большая полуось Е), и геоцент-

у 1 - е2 sin2 IPl 
рические прямоугольные пространствеиные координаты Луны 
(372) выразим через геоцентрическое склонение б ( и геоцентри-
ческое расстояние ~ ( или через экваториальный горизонтальный 

параллакс n ( Луны (sin л ( = : (): 

х ( = ~ ( cos б ( = а cosec n ( cos б ( ) • (375) 

( = ~ ( sin б ( = а cosec n ( sin б ( 

С учетом формул (374) и (375) получим 

_ cosec n ( sin с'\ ( - (N1 (1- е2) + Н1] sin <р,/а 
tg(ep,-z.()= . (376) 

t cosec n ( cos с'\ ( - (N1 + Ht) cos IPtfa 

При известных значениях лунного параллакса, геоцентриче­
ского склонения на момент прохождения через исследуемый ме­
ридиан и приближенном значении большой полуоси единствен­
ным неизвестным в уравнении (376) остается квадрат эксцентри­
ситета е2• Для надежного его определения недостаточно, конечно. 
наблюдения одного прохождения Луны. 

Эйлер предусматривал одновременные наблюдения таких про­
хождений на нескольких удаленных одна от другой станциях с 
известными астрономическими широтами, расположенных на ис­

следуемом меридиане. При достаточно большом числе станций 
(>3) можно не считать известным геоцентрическое положение 
Луны (в единицах полуоси а). Из уравнений типа (376), состав-
ленных для каждой станции, можно исключить параллакс и гео­
центрическое склонение Луны или же оставить эти величины ('на­
равне с е2) как неизвестные (определяемые). 

Из уравнения (376) видно, что неточиости в значениях ер и z 
тем больше влияют на результат, чем меньше будет параллакс, 
т. е. чем дальше будет находиться наблюдаемое небесное тело. 
В этом смысле Эйлер сформулировал и заключение своей работы 
(см. гл. 2). 
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Метод Эйлера можно обобщить и на случай, когда на произ­
вольных станциях Mi измеряют топацентрические экваториаль-

ные координаты т;п. б;п спутника Spn в известных его положе­
ниях Xn, Yn, Zn [см. формулы (1), (291)]. 

Заметим, что выведенный общий земной эллипсоид E(ii, е 2) 
будет расположен и ориентирова'н так, что его центр совместится 
с центром масс Земли, т. е. 1\Хо=О, 1\уо=О, L\z0=0; далее, что его 
малая ось совпадет со средним положением оси вращения Зем­
ли и плоскость основного меридиана будет параллельна плоско­
сти гриничекого астрономического меридиана (т. е. во=О, 'Фо=О, 
roo=O). 

Затем можно выразить измеренные топацентрические величины 
как функции параметров ii, е 2 и геоцентрических координат спут­
ника [см. формулы (1), (291)], например с использованием фор­
мул (130), так: 

z,,- (Nl + ~- &, ё2) sinffi 
tgб;n == ] 

------'-'--~~ 

{ (хп- (iit + ili> cos Bt cos Lt] 2 + !Уп- (Nt + Ht> соsв, sin ~]2 } ''• 

t т' _ Уп- (Ni + Bt) cos Bt sinLi . (377) g in-- _ _ 

Xn- (Nt + Hi) cosBi cosLl 

1\;n == /[xn- (Ni +Н,) COS В1 COS L1] 2 + [Yn- (Ni + Йi) Х 
- - - - -- - '/ 

xcosBisinLtl2 +[zп-(N1 +H1 -Nie2)sinBtl2J • 

В уравнениях (377), кроме параметров ii, е 2, неизвестными яв­
ляются величины Bi, Li, Hi. Предположим, что известны астроно­
мические координаты (\)i, Ai и нормальная высота Н q, i станции Mi, 
Тогда эти неизвестные величины, относяЩиеся к выводимому эл­
липсоиду Е, можно выразить .ЕРИ_ помощи соответствующих _со-

ставляющих уклонения отвеса ~i. 'f)i и высоты квазигеоида ~q. i 
над эллипсоидом Е, т. е. 

(378) 

Параметры ii, е 2 можно теперь найти из решения системы. 
уравнений (377), составленных для необходимого числа стан-

ций Mi под условием [~~] =min (для вывода полуоси а), или 

(s2] + [1)2] == min, или [s2] + [1)2] + [~~] == min. (379} 

Конечно, уравнения для ~ ~. ~q, составленные по типу уравне­
ний (377), содержат отдельные конкретные значения геоцентри­
ческих координат, спутни~а Xn, Yn, Zn и топоцентриче­

ческих величин Т iu., б in, din, аналогично упрощенному случаю 
метода Эйлера [32]. 
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Поэтому было бы лучше сначала вычислить геоцентрические 
nоложения всех станций Xi, yi, Zi по формулам (209), затем вы­
разить величины Bi, Li, Il i, в зависимости от Xi, Yi· Zi, по форму­
J1ам (10), (15), (27) и, наконец, составить уравнения для~ Т), ~q 
и условия минимума. Однако, как указано в работах f33], [34], в 
этом случае получаются уравнения, по своей форме похожие на 
классические уравнения, только исходная информация в них 
другая. 

Совершенно иной способ составления уравнений для ~q изло­
жен в работе {35], являющейся вообще первой работой, посвя­
щенной определению параметров эллипсоида из наблюдений 
спутников. Первое практическое решение этой задачи некоторым 
комбинированным способом описано в [39]. 
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