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1. О С Н О В Н Ы Е П О Н Я Т И Я О Г Е О Д Е З И И 

1.1. ПРЕДМЕТ ГЕОДЕЗИИ 

Геодезия — наука об измерениях, средствах измерений и ма­
тематической обработке результатов этих измерений, выполняемых для 
решения различных научных, производственных и оборонных задач: для 
определения формы, размеров и гравитационного поля Земли и планет 
Солнечной системы, для определения координат точек на поверхности Земли 
и в околоземном пространстве, для создания планов, карт, профилей и ма­
тематических моделей местности, для выполнения инженерно-геодезичес­
ких работ при изысканиях, проектировании, строительстве и эксплуатации 
инженерных сооружений. 

Геодезия имеет широкое применение в различных областях науки, 
производства и в военном деле. Топографические карты используют при 
планировании и размещении производительных сил государства, при раз­
ведке и эксплуатации природных ресурсов, в архитектуре и градострои­
тельстве, при мелиорации земель, землеустройстве, лесоустройстве, зе­
мельном и городском кадастре. Геодезия используется при строительстве 
зданий, мостов, тоннелей, метрополитенов, шахт, гидротехнических 
сооружений, железных и автомобильных дорог, трубопроводов, аэро­
дромов, линий электропередач, при определении деформаций зданий и 
инженерных сооружений, при строительстве плотин, при решении задач 
оборонного характера. 

Геодезия (греч. землеразделение) является одной из древнейших наук 
о Земле, имеет многовековую историю. В процессе своего развития содер­
жание предмета обогатилось, расширилось, и в связи с этим возникло не­
сколько научных и научно-технических дисциплин. 

Высшая геодезия, используя результаты высокоточных геодезических, 
астрономических, гравиметрических и спутниковых измерений, изучает 



форму, размеры и гравитационное поле Земли и планет Солнечной систе­
мы, з^нрмзется созданием государственных опорных геодезических се­
тей, изучением геодинамических явлений, решением различных геодези­
ческих задач на поверхности эллипсоида и в пространстве. 

Космическая геодезия — наука, изучающая использование результатов 
наблюдений искусственных и естественных спутников Земли для решения 
научных и научно-технических задач геодезии. Наблюдения выполняют как с 
поверхности планеты, так и непосредственно на спутниках. 

Топография рассматривает измерения, выполняемые для создания пла­
нов и карт сравнительно небольших участков земной поверхности. 

Фотограмметрия изучает формы, размеры, положение, динамику и 
другие качественные и количественные характеристики объектов по их 
фотографическим изображениям. Фотограмметрические методы приме­
няют в различных областях науки и техники; в топографии и геодезии, 
астрономии, архитектуре, строительстве, географии, океанологии, меди­
цине, криминалистике, космических исследованиях и др. Такое широкое 
применение объясняется объективностью, достоверностью ц быстротой 
получения информации обо всем объекте или отдельных его частях, воз­
можностью бесконтактных исследований явлений и процессов, высокой 
точностью и производительностью. 

Инженерная геодезия изучает геодезические работы при изысканиях, 
проектировании, строительстве, реконструкции, монтаже и эксплуата­
ции различных инженерных сооружений и технологического оборудова­
ния, при разведке и добыче природных богатств страны и ее недр, при 
создании уникальных объектов и т. п. 

1.2. ОСНОВНЫЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ В ГЕОДЕЗИИ 

1. Система геодезических координат позволяет однозначно определять 
положение точки в пространстве тремя величинами: геодезической широ­
той В, геодезической долготой/, и геодезической высотой Н (рис. 1.1). Если 
точка расположена на поверхности эллипсоида, то Н = 0 и ее положение 
определяют величины В иЬ. 



Геодезической широтой В называют угол между нормалью к поверхнос­
ти эллипсоида в данной точке и плоскостью геодезического экватора, т. е. 
плоскостью, проходящей через центр эллипсоида перпендикулярно к его 
малой оси. Геодезической долготой L называют двугранный угол между плос­
костью начального геодезического меридиана и плоскостью геодезического 
меридиана, проходящего через данную точку. Плоскость геодезического ме­
ридиана проходит через малую ось эллипсоида. 

Геодезической высотой Н называют расстояние от данной точки до 
поверхности эллипсоида по нормали к ней. Геодезические координаты 
вычисляют по результатам геодезических измерений. 

Рис. 1.1. Система геодезических и прямоугольных координат 

Кроме геодезических имеются астрономические координаты <р и Л, 
определяемые из астрономических наблюдений. 

Астрономической широтой (р называют угол между отвесной линией, 
проходящей через данную точку, и плоскостью небесного экватора. Аст­
рономической долготой А. называют двугранный угол между плоскостью 
начального меридиана и плоскостью астрономического меридиана данной 



точки. Плоскость астрономического меридиана проходит через отвесную ли­
нию данной точки параллельно оси вращения Земли. 

Широты В и ср отсчитываются от экватора к полюсам, изменяются от 0° до 
90° й считаются положительными для Северного полушария (имеют обозна­
чение с. ш.) и отрицательными для Южного полушария (ю. ш.) Долготы/, и Я 
отсчитываются от начального меридиана к востоку и западу и измеряются От 
0° до 180°. Восточные долготы (в, д.) считаются положительными, а западные 
(з. д.)—отрицательными. 

Астрономические и геодезические координаты отличаются вследствие 
несовпадения отвесных линий и нормалей к поверхности эллипсоида. Это 
отличие зависит от величины уклонения отвесных линий, среднее квад-
ратическое значение которых для равнинных районов составляет около 
5", в горных 10-15", отдельные значения превышают 40". 

При мелкомасштабном картографировании различиями между геоде­
зическими и астрономическими координатами часто пренебрегают, и в 
этих случаях широты и долготы можно считать координатами общей си­
стемы географических координат. 

На поверхности эллипсоида координатными линиями служат мери­
дианы и параллели. В системе прямоугольных координат для эллипсоида 
вращения известно уравнение: 

х2 у2 z2 

а а о 

При Z = co/ist вместо (1.1) получим уравнение окружности: 

z2a2 

х2+/ = а2- —J- = г2 = const, (1.2) 
о 

где г — радиус окружности, получаемый при пересечении поверхности 
эллипсоида с плоскостью Z = const. Эта окружность называется паралле­
лью. При Z = 0 параллель имеет наибольший радиус г = а и называется 
экватором. С учетом (1.2) вместо (1.1) получим формулу: 



г2 z 2 

- Т + Т Г - 1 . ( W ) 

которая является уравнением эллипса, получаемого при пересечении 
поверхности эллипсоида плоскостью, содержащей ось вращения. Осью 
вращения эллипсы делятся пополам, каждая половина такого эллипса 
называется меридианом. 

Система геодезических координат едина для всей поверхности эллип­
соида, удобна для составления карт и имеет широкое применение. 

2. Система прямоугольных пространственных координатXYZ. В этой 
системе (рис. 1.1) за начало координат принят центр О эллипсоида, ось 
OZ совпадает с малой осью эллипсоида, ось ОХ находится на пересече­
нии плоскостей геодезического экватора и начального меридиана, ось 
OY дополняет систему до правой — в правой системе координат враще­
ние оси ОХ к О У происходит против часовой стрелки, если смотреть по 
направлению ZO. Положение точки А в этой системе определяется ко­
ординатами х = ОА",у- A A" , Z = А'А. 

Связь между прямоугольными пространственными (х, у, z) и геодези­
ческими (В, L , Н) системами выражается формулами (см. рис. l . l ) : 

JC = (N+ Н) cos В cos L, 
y = ( j V + / / ) c o s S s i n L , (1.4) 

z=[N(\-e2)+H]smB9 

где радиус кривизны первого вертикала 

а 
( L 5 ) 

а — большая полуось эллипсоида вращения, е - - первый 
а 

эксцентриситет меридианного эллипса, Ъ — малая полуось, Н — геодези­
ческая высота. 



Для определения геодезических координат В, L , Я по прямоугольным*, у, 
z используют формулы 

8 7 ' 

1+-
1 2 Я 

N 

(1-6) 

sin 2? 
в 2). 

Значения tg 5 и Н находят методом приближений. 
3. Преобразование систем координат. 
В настоящее время в геодезии широко используют спутниковые тех­

нологии. В системе GPS (США) используют геоцентрическую систему 
координат WGS-84, в России — систему координат Пулково-42 (до 
1.07.2002 г.) и СК-95 (с 1.07.2002 г.). Кроме того, используют местные 
системы координат, переход от которых,к государственной системе вы­
полнить трудно или даже невозможно. 

Связь между прямоугольными и геодезическими системами выражает­
ся формулами (1.4)~(1.6). Если в этих формулах а и е — параметры рефе-
ренц-эллипсоида (РЭ), т. е. принятого на территории данного государ­
ства или группы стран, то имеем референцную систему координат, если 
общего земного эллипсоида (ОЗЭ), то получаем общеземную систему ко­
ординат. В обеих системах начало координат находится в центре эллип­
соида, ось х — на пересечении плоскостей начального меридиана и эква­
тора, ось z — совпадает с малой полуосью эллипсоида, а ось у дополняет 
систему до правой. 

Для перехода от референцной системы координат хгу^т к общеземной 
хуг на рис. 1.2 имеем 

х = jcr 4- Ах, 
у=уГ + Ьу, 
z =z + Az. 



Рис. 1.2. Системы координат 

Ввиду непараллельности соответствующих осей координат необходимо 
выполнить поворот системыХрУ^на углы Эйлера а, (3, у. Соединив поступа­
тельно о г с о и проведя сферу единичного радиуса с центром в точке о, 
получим прямоугольные и прямосторонние сферические треугольники xyz 

Рис. 1.3. Преобразование систем координат 



Для определения направляющих косинусов на рис. 1.3 в сферических тре­
угольниках хх^,ХЛ„ XJZr,XTYJ, YJY„JZXY,X£J, ZYJn дуге ZZ r =упо форму­
ле косинусов имеем 

я, , = cos (X, Хг) = cos a cos Р + sm а sm Р cos у, 
а]2 *= cos (X, Yr) = sm а cos Р - cos а sm Р sm у, 
ап = cos (X, Z r) = sm p sm y, 
a2l = cos (Y, Xv) = cos a sm p - sm a cos p cos y, 
a22 - cos (Y, YT) = sm a sm P + cos a cos P cos y, 
д 2 3 = cos (У, Z r) = - cos P sm y, 
a3, = cos (Z, XT) = - sm a sm y, 
д 3 2 = cos (Z, Yr) - cos a sm y, 
a 3 3 = cos (Z, Z r) = cos y. 
Значения 

(x) 
M 

У = п м Ут + 

z 
V J 

w 
Az 

где матрицы поворота П и масштаба М 

П = ^21 °72 а23 

aZV a 3 2 a 3 3 

, М = О 

о 

о 
му 

о 

о 
о 

м2 

При малых значениях угла у (обычно не превышает 1-1,5") матрица 

П = 
1 

со, 

со„ 

-со , 
1 

в которой со х=sm (Р - а) , со у=у sm а, со г=у cos а, при этом учитывалось a = 0. 
Для обратного перехода имеем 

У 1 2 
a = arctg—,$ = a + (ux>4= <*}<*>у + со: 



4. Плоские прямоугольные координаты.*Часть поверхности эллипсоида 
по определенному закону изображают на плоскости. Положение точек на 
этой плоскости определяют прямоугольными координатами х,у. В СНГ часть 
поверхности эллипсоида, ограниченную меридианами через 6° и 3° (коорди­
натную зону), изображают на плоскости с помощью конформной проекции 
Гаусса-Крюгера. 

Система координат в проекции Гаусса-Крюгера определяется следу­
ющими условиями: 

1) изображение на плоскости равноугольное, т. е. углы при переходе с 
поверхности эллипсоида на плоскость проекции не искажаются; 

2) осевой меридиан, т. е. средний меридиан зоны, и экватор на плоско­
сти изображаются прямыми линиями, принимаемыми за оси абсцисс и ор­
динат. Началом координат служит изображение точки пересечения осевого 
меридиана с экватором; 

3) масштаб вдоль среднего (осевого) меридиана постоянный и принят 
равным единице. Масштаб в других точках одинаков по всем направле­
ниям и определяется по формуле: 

2 4 6 у у у 
W = 1 + 2 F + 2 4 F + 7 2 0 F -

Максимальное значение последнего слагаемого для шестиградусной 
зоны равно 2,9 • 10"11, поэтому во многих случаях его можно не учиты­
вать. 

В каждой зоне образуется самостоятельная система координат. За­
падной границей первой зоны является гринвичский меридиан, счет зон 
ведется к востоку от Гринвича. Долгота L 0 N осевого меридиана шести­
градусной зоны 

1 0 Л = 6 ° Л Г ~ 3 ° , 

где N— номер координатной зоны. 
Координатные зоны совпадают с колоннами листов масштаба 1:1000000. 

Номер зоны на 30 единиц отличается от номера колонны. На территории 



СНГ широты В > 35°, поэтому для шестиградусной зоныу<у т а х cos В = 334 
cos 35° - 274 км. Этому значению соответствует ттах=I +y2/2R2 = 1,00092 и 
относительное искажение длимы: 

AD Dm-D 
= — = т - 1 = 92/100000•« 1/1100. 

D D 
При топографических съемках в масштабе 1:5000 и крупнее требова­

ния к точности изображения предметов местности повышаются, относи­
тельная погрешность в измеренном на карте расстоянии не должна пре­
вышать 1:2000. Поэтому при выполнении крупномасштабных съемок 
применяются трехградусные зоны, осевыми меридианами которых слу­
жат осевые и граничные меридианы шестиградусных зон (рис. 1.4). Осе­
вые меридианы первой трехградусной и первой шестиградусной зон совпа­
дают; Долгота осевого меридиана и номер п трехградусной зоны связаны 
формулой 

Zo,n = 3 V 

Рис. 1.4. Взаимное положение шести- и трехградусных зон 



Максимальное искажение длин в пределах трехградусной зоны в 
4 раза меньше максимального искажения в шестиградусной зоне. Для удоб­
ства практического использования проекции Гаусса-Крюгера немецкий уче­
ный Баумгардт в 1919 году предложил ко всем ординатам трехградусных зон 
прибавлять 500000 м, а перед ординатой ставить номер зоны. Эти предложе­
ния были приняты и для шестиградусных зон. С учетом этого условно прини­
мают 

у = (1000000 500000+р)м , (1.8) 

например, если точка находится в 8-й координатной зоне и имеет ордина­

тур =-55451,54м,то у =8444548,46. 

Предусмотрены перекрытия координатных зон на 1°—до широты 28°, на 
2°—для широт 28-76° и 3°—для широт более 76°. 

В отдельных случаях, например, при геодезическом обслуживании 
строительства промышленных объектов и различных инженерных соору­
жений, в качестве осевого может быть выбран средний меридиан участка 
работ. В этом случае искажения, свойственные данной проекции, явля­
ются минимальными. 

Кроме проекции Гаусса-Крюгера в некоторых странах используют 
проекцию Universal Transverse Mercator (UTM), в которой воображае­
мый цилиндр касается эллипсоида не по осевому меридиану, как это вы­
полнено в проекции Гаусса-Крюгера, а вдоль секущих линий, отстоящих 
от центрального меридиана на 180000 м (рис. 1.5). В этой проекции масш­
таб по центральному меридиану равен 0,9996. 

5 . Преобразование систем плоских прямоугольных координат. Часто воз­
никает задача преобразования координатных систем на плоскости, когда из­
вестны координаты одних и тех же пунктов в двух системах. В этом случае, 
имеем 

х( = xQ + т х\ cos а - ту\sm а = х0 + Рх\- gv',, 
yi =yQ + тх{ sm а + /я/,, cos а =у0 + Qx\ + / у . , 

где Р — т cos QL^Q — m sm а . 



Центральный 
меридиан 

Рис. 1.5. Проекция UTM 

Для п точек получаем 
xx=x0 + Px\-Qy\, 

Ух = Уо+ Qx't + Ру\, 
х2=х0 + Рх'г- Qy'2, 

Уг = Уо + Qx'i + РУ'2>, 0 - 8 ) 

Уп=Уо + Ях'п + Ру'п' 

Вычитая из левой и правой частей каждого выражения для xt значение 
хх, а д л я ^ значение >>,, находим 

Д х ' 1 2 Р - Д / 1 2 2 - ^ = 1 ) ^ , 
Ау\2Р + Ax\2Q- Ауп = vyi9 

bx\nP-Ay\nQ-AxXn = vx^ 
Ay\nP + Ax\nQ-Ayln = vyn_. 
Переходя к нормальным уравнениям, имеем 
[Axa + Ау,2]Р - [AxfAx + АуАу] = О, 
[Ах'2 + Ay'2]Q + [АхАуг - Ах'Ау] = О, 

откуда 



р _ [Ах'Ах+ Ayf Ау] [АхАу'-Ах'Ау] п 

Подставляя полученные значения Р и Q из (1.9) в (1.8), получаем 

[x-Px'.+Qy'l Ь-Qx'-Py'] 

Значения tg а = —;/и = ^ Р 2 + Q 2 . 

Пример. В табл. 1.1 для 6 пунктов приведены значения х', у' в первой 
их,у второй системах координат. В этой же таблице вычислены значения 
Дх',, = x'f - х\, Ау'и = у) - у\, Axu = xt - xl9 Ayu = yt - >v Вычисления по 
формулам (1.9)-(1.11) приводят к значениям Р = 0,99732762, 
С = 0 , 0 7 4 1 1 4 0 3 , а = 4 ° 1 4 5 ^ 
значенадэтихвеличинР^ 
X0 = Y0 = 0,00. Следовательно, приведенные для решения поставленной задачи 
формулы являются практически строгими. 

Таблица 1.1 
Номер 
пункта 

Первая система Вторая система Номер 
пункта у' X У 

1 2 3 4 5 
1 910047,28 498990,17 870633,06 565104,18 
2 916995,11 494952,72 877861,56 561592,45 
3 924003,61 500988,12 884404,02 568131,15 
4 920660,11 509242,14 880457,71 5761115,31 
5 910993,58 507005,37 870982,79 573168,09 
6 916682,33 502252,75 877008,58 . 568849,79 

Окончание табл. 1.1 
Первая система Вторая система 
Ax'i/. Ay'w Ах Ау 

6 7 8 9 
0,00 0,00 0,00 0,00 

6947,83 -4037,45 7228,5 -3511,73 
13956,33 1997,95 13770,96 3026,97 
10612,83 10251,97 9824,65 11011,13 
946,30 8015,20 349,73 8063,91 

6635,05 3262,58 6375,52 3745,61 



6. Переход от геоцентрических координат к плоским координатам в про­
екции Гаусса-Крюгера 

По формулам (1.6) переходят от геоцентрических координат X, У, Z к 
геодезическим координатам В, L , / / н а эллипсоиде с большой полуосью а и 
эксцентриситетом е или сжатием ее, е2 = 2 а - а 2 (для ПЗ - 90 

1 
а = 6 378 136 м , а = 29^57839303 ' - ^ а м ^ и к а н с к о и с и с т е м ы координат 

1 

WGSa-631S 1 3 7 м , а = 298,257223563 ^Затемо1феделяютх,.упоформу­

лам [5], [2] 
х - х + а212 + а 4 Z4 + а 6 Z6 + аь f + 

y = bxi+ ь3Р + ь515 + v 7 + ..., 

где для проекции Гаусса - Крюгера 

1 
а 2 = ~ N sin В cos В, 

а4 = ^ ATsm 5 cos3 5,(5 - tg 2 5 + 9 л 2 + 4 т Д 

а 6 = ^ W s m £ c o s 5 £ ( 6 1 - 5 8 t g 2 £ + t g 4 £ + 270TV2 - ЗЗОт]2 tg 2 Д), 

я 8 = Л sm Б cos7 В (1385 - 3111 tg 2 В + 543 tg 4 5 - tg 6 5), 

6, = N cos 5, 

Z>3 = ~ TV cos3 5 (1 - tg 2 В + т]2), 

*5 = По A r° o s 5 * ( 5 ~ 1 8 t g 2 B + t g A B + 1 4 t i 2 " 5 8 7 , 2 t g 2 5 ) ' 

^ 7 = 5 Й 0 ^ C O s 7 3 ( 6 1 ~ 4 7 9 ^ * + 1 7 9 t g 4 * ~ t g 6 B ) -



Для параметров эллипсоида Красовского 

х = 6367558,4975 + ( ( ( ( а 2 8 / 2 -а^ ) / 2 + а 2 4 ) / 2 + 0,5)/ 2tf - a 0 )s in5cos5J 

.V = ((( V * + 1̂5 V2 + 1̂3 ) ' 2 + 1)W cos В у 

где 

АГ = [(0,605 sin 2 В + 107,155) 'sin2 5 + 21 346,142] sm2 В + 6 378 245, 
д 0 = (0,7032 cos2 5 - 135,3277) cos2 5 + 32 140,4046, 
а 2 4 = [(0,0000076 cos2 В + 0,0025269) cos2 В + 0,25] cos2 5 - 0,0416667, 
<*26 = [(0,00562 cos2 B-+ 0,16358) cos2 В - 0,08333] cos2 В + 0,00139, 
« 2 8 = [(0,125 cos2 В - 0,104) cos2 В + 0,014] cos2 В, 
Ьп = (0,00112309 cos2 В + 0,33333333) cos2 5 - 0,16666667, 
bls = [(0,004043 cos2 В + 0,196743) cos2 В - 0,166667] cos2 В + 0,008333, 
bxl = [(0,1429 cos2 В - 0,1667) cos2 В + 0,0361] cos2 В - 0,0002. 
Здесь величины В и / выражены в радианах. 

1.3. ОРИЕНТИРОВАНИЕ линий 

Ориентирование линий—определение направления линии относительно 
исходного направления. Исходными направлениями в геодезии являются: 
астрономический или геодезический меридианы; линии, параллельные осе­
вому меридиану (оси абсцисс в плоской прямоугольной системе координат 
в проекции Гаусса-Крюгера), магнитный меридиан. Угол между исходным 
направлением и линией местности, отсчитываемый по ходу часовой стрел­
ки, называют истинным азимутом А, если исходным направлением является 
астрономический или геодезический меридиан; дирекционным углом а , если 
за исходное направление принимают осевой меридиан и магнитный азимут 
А м , если исходным является магнитный меридиан (рис. 1.6). Магнитный ме­
ридиан совпадает с горизонтальной проекцией силовой линии магнитного 
поля, плоскость магнитного меридиана совпадает с вертикальной плоско­
стью, проходящей через концы магнитной стрелки. А, а , иАм изменяются по 
ходу часовой стрелки от 0 до 360°. 



X 

Рис. 1.6. Дирекционный угол и азимуты 

Связь между этими углами выражается формулой 
А = а + у, 

А = А м + 8, (1.10) 
где у—гауссово сближение меридианов, 5—склонение магнитной стрелки, 
которое называют восточным, положительным, если магнитная стрелка (маг­
нитный меридиан) расположена восточнее геодезического меридиана. На 
рис. 1.6 приведены положительные значенияу и 8. 

Кроме гауссова сближения меридианов (угол между меридианом дан­
ной точки и осевым меридианом в проекции Гаусса-Крюгера) имеется сбли­
жение меридианов, проходящих через данную и другую точку местности. 

Сближение меридианов в проекции Гаусса-Крюгера определяют по фор­
муле [3], [5] 

tg Y= ДО2 + 0,0045)cos25 + /]0,00674/ 3eos 4£ + tg /}sinJ9, 

которая позволяет определять гауссово сближение меридианов до 0,00 Г ' 
при / < 9°. Для приближенного определенияу с точностью до 1 'используют 
формулу 

Y = / s i n Д « 0 , 5 3 9 ^ 



В этих формулах l-L-LQ — разность долгот меридиана, проходящего 
через данную точку, и осевого меридиана. Знак у определяется знаком /, 
т. е. для точек, расположенных к востоку от осевого меридиана, сближение 
меридианов имеет знак плюс, а к западу—минус. Для приближенного опре­
деления сближения меридианов используют формулу 

y = (\2-Xx)sin(pm, 

где Хх и Л 2 — долготы точек Mj и М 2 , <рт — средняя широта точек Мх и 
М 2 . При (рт = 0° на экваторе у = 0 , т.е. на экваторе все меридианы параллельны 
между собой. При срт = 90° на полюсах у = Й 2 , - hl9 т. е. углы между меридиа­
нами на полюсе равны разности их долгот. 

Наряду с азимутами для ориентирования линий применяют румбы. 
Румбом называют острый угол между ближайшим концом меридиана (се­
верным или южным) и данным направлением. Перед численным значени­
ем румба указывают его направление относительно сторон света: СВ, 
ЮВ, ЮЗ, СЗ. Связь между азимутами или дирекционными углами и румба­
ми приведена в табл. 1.2. 

Таблица 1.2 

№ четверти Азимут или дирек-
цнонный угол Румб 

I 0-90° СВ : г, = А (а) 
II 90-180° Ю В : г 2 = 1 8 0 ° - А (а) 
Ш 180-270° ЮЗ : Гз = А (а) - 180° 
IV 270-360° СЗ : и = 360° - А (а) 

Следует заметить, что магнитное поле Земли изучено недостаточно, 
поэтому значение 8 определяют при топографической съемке по показани­
ям магнитной стрелки буссоли (специальный компас, применяемый в геоде­
зии), когда край буссоли, параллельный линии С-Ю, приложен к западной или 
восточной рамке планшета, которые являются изображениями истинных ме-



ридианов. Кроме того, имеются буссоли, которые прикрепляют к теодолиту, 
при этом нулевой диаметр горизонтального круга теодолита должен быть 
параллелен линии С-Ю буссоли. В этом случае буссоль используют для ори­
ентирования теодолита по магнитному меридиану. Если при этом измерен 
магнитный азимут линии, дирекционный угол которой известен, то имеется 
возможность определить склонение магнитной стрелки, используя формулу 

5 = a + Y - A M , (1.11) 

которая получается из сравнений формул (1.10). 
Кроме склонения магнитная стрелка позволяет определять наклонение, т. 

е. угол ее наклона относительно горизонтальной плоскости, лри этом накло­
няется северный конец стрелки. Для уравновешивания магнитной стрелки на 
ее южный конец прикрепляют небольшой грузик. 

1.4. В ы с о т ы ТОЧЕК МЕСТНОСТИ. 
ВЛИЯНИЕ КРИВИЗНЫ ЗЕМЛИ НА ВЫСОТЫ ЕЕ ТОЧЕК 

Высота точки—расстояние по отвесной линии от данной точки М до по­
верхности отсчета» Ортометрические высоты Hg определяют относительно 
поверхности геоида, нормальные высоты H Y — относительно поверхности 
квазигеоида, геодезические высоты Н—относительно поверхности референц-
эллипсоида по нормали к ней, относительные высоты Н ' — относительно 
условной уровенной поверхности (рис. 1.7). В СНГ все высоты пунктов государ­
ственной нивелирной сети определяют в системе нормальных высот методом 
геометрического нивелирования с использованием материалов гра­
виметрической съемки по направлениям нивелирных ходов. 

Аномалии высот £, определяющие положение квазигеоида относительно 
референц-эллипсоида, находят методами астрономического и астрономо-
гравиметрического нивелирования. Геодезическая высота (см. рис. 1.7) 

Н = Ну+С- (1Л2) 



Относительные высоты Н' применяют при выполнении работ на неболь­
ших участках. 

Численное значение высоты называют отметкой. В СНГ счет высот ведет­
ся от нуля Кронштадтского^утштока (абсолютная Балтийская система высот 
1977 г.), т. е. относительно нанесенной на медной пластине горизонтальной 
линии (пластина замурована в гранитном устое моста). Нуль Кронштадтско­
го футштока на 10 мм выше среднего уровня Балтийского моря. Эти высоты 
обычно называют абсолютными. 

Разность высот двух точек называют превышением. При замене участка 
уровенной поверхности касательной плоскостью высоты А, определяемые 
относительно горизонтальной плоскости, отличаются от их значений Н отно­
сительно уровенной поверхности. На рис. 1.8. 

Н=А secP + МоМо'=A sec Р - (R sec Р - К) 

Раскладывая sec Р в ряд и ограничиваясь первыми двумя членами ряда 

secP = / + ^ = / + 
2 2R 2 получим 



(1.13) 

При Л = 1 км = 1 ООО ООО м м , £ - 20 km,R- 6371 км последнее слагаемое 
равно 4,9 мм. При выполнении работ невысокой точности этой величиной 

s2 

можно пренебречь. Второе слагаемое Ыг = — является значимым даже при 

небольших значениях 5: 

S, км ... 0,1 0,5 1,0 2,0 5,0 10,0 20,0 
АЛ, мм ... 0,8 19,6 78,5 314,0 1962,0 7848,0 31392,0 

Следовательно, величины ДА при определении высот Н или превыше­
ний h нужно учитывать даже при небольших расстояниях S. 

Следует обратить внимание на то, что в геодезии для определения по­
ложения точек используют две независимые системы координат: систему 



плоских прямоугольных координат в проекции Гаусса-Крюгера (или в какой-
либо другой проекции) и систему высот относительно поверхности квазиге­
оида. Начала координат этих двух систем не совпадают: начальный пункт геоде­
зической сети находится в центре круглого зала Пулковской обсерватории, в 
зональной системе плоских координат—в пересечении изображений эква­
тора и осевого меридиана, а начало системы высот совмещено с нулем Крон­
штадтского футштока. 

Для небольших участков местности (в пределах 1 км 2) при работах невы­
сокой точности можно использовать единую пространственную прямоуголь­
ную систему координат. 

1.5. СИСТЕМА ПЛОСКИХ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТ В ГЕОДЕЗИИ 

В математике используют левую прямоугольную систему координат, в 
которой углы отсчитывают от положительного направления оси х (абсцисс) 
влево, против хода часовой стрелки, в этом же направлении нумеруют чет­
верти. 

В геодезии применяют правую систему прямоугольных координат, за 
ось х (абсцисс) принимают осевой меридиан (или средний меридиан участка 
работ), его направление на север является положительным, положительное' 
направление оси у (ординат) совпадает с направлением на восток. Четверти 
нумеруют по ходу часовой стрелки, углы отсчитывают от положительного 
направления оси х по движению часовой стрелки (рис. 1.9). Знаки координат 
и тригонометрических функций в различных четвертях приведены в табл. 1.3. 

Таблица 1.3 

Номер 
четверти X У sin а cos а tga ctga 

I + + + + + + 
II - + + - - -
III - - - - + + 
IV + - - - -



РИС. 1.9. Система плоских прямоугольных координат в геодезии 

В условной системе координат направление оси х может не совпадать с 
направлением меридиана, а принимать другое, более целесообразное на-
п р а в л е н и е . 

1.6. ЕДИНИЦЫ МЕР, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ В ГЕОДЕЗИИ 

При выполнении геодезических работ используют меры длины, площади, 
веса, температуры, времени и т.п. При измерении углов используют градус, 
получаемый путем деления прямого угла на 90 равных частей, 1° = 60', 1' = 
60". Углы выражают также в радиальной мере, равной отношению дуги ок­
ружности к ее радиусу. Радиан — центральный угол, опирающийся на дугу 
окружности, равную радиусу. Так как угол 360° соответствует длине окруж­
ности 2 л; то один радиан равен 360°/2я=57°17'44,81 "=3437,7468 '=206264,81" 
= 57,295780°. При переводе градусной меры в радианную и обратно исполь­
зуют выражение 

180° _ п 
% а 9 



где а—радианная, п°—градусная мера одного и того же угла, 7Г= 3,141592654. 
Например, в угловой мере угол п° = 135°11 '17,25 ", для его определения в 
радианной мере имеем 

пп 135°1 П7Д5"-ЗД41592654 „ ^ Л у 1 ™ „ а = = =2,35947789 радиана. 
180° 180° 

Кроме того, для измерения углов используют децимальную систему мер, 
в которой прямой угол делят на 100 равных частей, получившаяся часть назы­
вается градом (lg). Один град содержит 100 градовых минут (lg= 100е), одна 
градовая минута имеет 100 градовых секунд ( 1 с = 100сс). 

Единицей измерения длины является метр, его длина равна одной де­
сятимиллионной части половины Парижского меридиана (от полюса до 
экватора). В Международном бюро мер и весов во Франции хранится 
«архивный метр», изготовленный из платины жезл соответствующей дли­
ны. В 1889 г. из сплава 90 % платины и 10 % иридия был изготовлен 
31 жезл, являющиеся копиями «архивного метра», 28 жезлов переданы госу­
дарствам, присоединившимся к метрической системе мер. В Россию пере­
даны два таких жезла (эталона): № 28 — хранится во Всесоюзном инсти­
туте метрологии им. Д.И. Менделеева (ВНИИМ) в С.-Петербурге и № 11 
— в Российской Академии наук. 

В 1960 г. Международная конференция по мерам и весам установила дли­
ну метра, равную 1 650 763,73 длинам волн излучения в вакууме оранжевой 
линии спектра изотопа криптона с атомным весом 86. В СССР эту длину 
метра приняли 1 января 1963 г. при переходе к Международной системе еди­
ниц СИ Интерференционная установка, созданная во ВНИИМ, позволяет 
сравнивать жезл с эталонной длиной световой волны в 100 раз точнее, чем с 
платино-иридиевым прототипом метра. 

Единицей измерения площади является квадратный метр. 

10 000 м 2 = 1 гектару (га); 100 га = 1 км 2 . 

Единицей массы является международный килограмм, единицей изме­
рения температуры — градус по шкале Цельсия, единицей измерения време-



ни—секунда, единицей измерения давления — 1 атмосфера, равная 760 мм 
ртст, при температуре 0°С или 1013,25 гектопаскаля(гПа),или 1013,25 милли­
бара (мбар). За единицу измерения частоты периодических колебаний при­
нят герц; 1 мегагерц = 106 герца. 

До перехода на метрическую систему в нашей стране основной едини­
цей длины был сажень, 1 сажень = 84 дюймам, 1 дюйм — 25,4 мм. 



2 . О С Н О В Ы М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Й О Б Р А Б О Т К И 
Р Е З У Л Ь Т А Т О В Г Е О Д Е З И Ч Е С К И Х И З М Е Р Е Н И Й 

А . Т Е О Р И Я О Ш И Б О К И З М Е Р Е Н И Й 

2.1. ТЕОРИЯ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ. ВИДЫ ОШИБОК 

Все используемые в геодезии величины получают из измерений или из 
вычислений функций измеренных величин. Сравнение какой-либо вели­
чины с принятой единицей называют измерением, а полученное при этом 
численное значение — результатом измерения, В процессе измерения уча­
ствуют объект измерения, измерительный прибор, оператор (наблюдатель) 
и среда, в которой выполняют измерения. Из-за несовершенства измери­
тельных приборов, оператора, изменения среды и измеряемого объекта 
во времени результаты измерений содержат ошибки. Ошибки подразде­
ляют на грубые, систематические и случайные. 

Грубые ошибки возникают вследствие неисправности прибора, не­
брежности наблюдателя или аномального влияния внешней среды. Конт­
роль работ позволяет выявить и устранить грубые ошибки из результатов 
измерений. 

Систематические ошибки являются результатом действия одного или 
группы факторов и могут быть выражены функциональной зависимостью 
между факторами и результатом измерения. Необходимо найти эту функ­
циональную зависимость и с ее помощью определить и исключить основ­
ную часть систематической ошибки из результата измерения, чтобы оста­
точная ошибка была пренебрегаемо малой. 

Случайные ошибки неизвестны для конкретного результата измерения, 
зависят от точности прибора, квалификации оператора, неучтенного вли­
яния внешней среды; их закономерность проявляется в массе. Случайные 
ошибки не могут быть устранены из результата конкретного измерения, 
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ч 

их влияние можно только ослабить путем повышения количества и качества 
измерений и соответствующей математической обработкой результатов из­
мерений. Случайные ошибки имеют следующие свойства: 

1) по абсолютной величине они не превосходят определенного пре­
дела; 

2) положительные и отрицательные их значения равновозможны; 
3) малые по абсолютной величине случайные ошибки встречаются 

чаще, чем большие; 
4) среднее арифметическое значение случайных ошибок при неогра­

ниченном увеличении числа измерений стремится к нулю (свойство ком­
пенсации случайных ошибок), т. е. 

Д , + Д 2 + . . . + Д я л . [А] л hm —* - = hm — = 0. 

Эти свойства случайных ошибок возникают из принятых в теории 
ошибок постулатов: 1) ошибки Д,- подчиняются нормальному закону рас-

л 
пределения; 2) математическое ожидание М(Д,) = Д,/?, = 0 (р, — веро-

ятность появления случайной ошибки Д,), что возможно при отсутствии 
систематических ошибок. 

Если на оси абсцисс отложить величины случайных ошибок Д, а по 
оси ординат — их число (ф(Д) — плотность нормального распределения 
ошибки), то получим кривую ошибок, или кривую Гаусса (рис. 2.1). Урав­
нение кривой имеет вид: 

h -л2д2 

4iM=y=~J^e (2-1) 

где h = 1/ Gy/l — мера точности; а — среднее квадратическое отклоне­
ние. Если формула (2.1) получена по результатам измерений, то h = 

, где т — средняя квадратическая ошибка. Принимая А/т = t , 
вместо (2.1) получим 



1 - / 2 / 2 

m-Jbt 

У 

« л 

у V 

(2.2) 

Рис. 2.1. Кривая ошибок (кривая Гаусса) 

Пример, Построить кривую нормального распределения, если Л = О, 
/я, 2m, Ът\ т = 1,00". 

Решение. Подставляя в формулу (2.2) т = 1,00", получаем 

у = 0,3989е~' 2 / 2 = 0 3 9 8 9 е " л 2 / 2 т 2 . 

Приведенным значениям А и т соответствуют: 
t = Ыт 0 1 2 3 
-Г 2/2 = - Д 2 / 2 ш 2 0 -0,5 -2,0 -4,5 
у 0,399 0,242 0,054 0,0044 
Построенная по значениям А иу кривая (см. рис. 2.1) имеет следующие 

свойства: 
— лежит выше оси абсцисс, так как не имеет значений у < 0; 
— симметрична относительно оси оу; 
— при А = 0 величина у принимает максимальное значение; 
— имеет точки перегиба при Д = / и и А = - / и 
— касательные к кривой в точках перегиба пересекаются с осью абс­

цисс в точках 2т и -2т. 



22. КРИТЕРИИ ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ 

Средняя квадратическая ошибка т — величина, определяемая по форму­
ле Гаусса 

где истинные ошибки Д,, = xi, - X(i = 1 , 2 , л ) ; xi, - результат измерения 
величины, истинное значение которой равно X. 

Средняя ошибка Ь — среднее арифметическое из абсолютных значе­
ний случайных ошибок, т. е. 

Вероятная или срединная ошибка г находится в середине ряда, в кото­
ром все ошибки располагают по убыванию или возрастанию их абсолют­
ных значений. 

Средняя квадратическая ошибка более предпочтительна, чем средняя 
и вероятная, так как на ее величину большее влияние оказывают боль­
шие по абсолютной величине ошибки и она более устойчива, т.е. довольно 
надежно определяется при небольшом п числе ошибок. Среднюю квадра-
тическую ошибку самой средней квадратической ошибки определяют по 

(2.3) 

_ | Д | | + | А 2 | + . . . + 1 Д я | _ [ | Д | ] (2.4) 
п п 

формуле 

(2.5) 

Предельное значение ошибки 

пред <3т. (2.6) 

При ограниченном числе измерений на практике считают 

^ т м ^ т и . Д , , <2,0 т. (2.7) 



Средняя квадратическая ошибка т связана со средней ошибкой # и веро­
ятной ошибкой г приближенными формулами 

т * 1,25*, w « 1,48 г. (2.8) 

Все приведенные выше ошибки называют абсолютными. Кроме аб­
солютных имеются относительные ошибки / о т н , которыми называют от­
ношение абсолютной ошибки к среднему значению измеряемой величины. 
Относительные ошибки выражают дробью, числитель которой равен еди­
нице, а знаменатель — отношению среднего значения измеряемой величи­
ны к абсолютной ошибке. В зависимости от используемой абсолютной 
ошибки относительные ошибки называют: средней квадратической от­
носительной, средней относительной, вероятной относительной, предель­
ной относительной. 

Например, длина линии s = 285,00 м измерена со средней квадрати­
ческой ошибкой ms = 0,15 м. Средняя квадратическая относительная ошиб-

ms 1 1 1 
и/*™ - — = s i m $ = 285,00/0,15 = 1^00-Знаменатель относительной 

ошибки Целесообразно округлять с сохранением двух первых значащих 
цифр. 

Если ряд равноточных измерений одной и той же величины имеет слу­
чайные А, и систематические 5, ошибки, то суммарные ошибки будут равны 

а,. = Д, + 5, 

Возведя левые и правые части этого равенства в квадрат, после сум­
мирования и деления на п получим 

[ а 2 ] _ [ А 2 ] | [ 8 2 ] | 2 [ Д 8 ] 
п п п п 

При большом числе п измерений последнее слагаемое на основании 
четвертого свойства случайных ошибок будет близким к нулю. С учетом 
этого 



т2

а = /и2д + т\, 

где т д — средняя квадратическая случайная ошибка; тъ — средняя квад­
ратическая систематическая ошибка. Если тъ< (1/3) /п д , то 

Следовательно, систематическую ошибку, не превышающую (1/3) т&, 
можно не учитывать. При этом значение та будет получено с искажением 
не более 5 %. Если /и& < (1/5) /п д , то искажение та вследствие сокращения 
на величину ть уменьшится до 2 %. 

2.3 . ИССЛЕДОВАНИЕ РЯДОВ ОШИБОК НА НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

Исследование рядов ошибок рассмотрим на примере, взяв за основу 
работу В.Д. Большакова «Теория ошибок измерений» (в кн. «Справоч­
ник геодезиста». — М : Недра, 1985). 

В табл. 2.1 приведены угловые невязки 40 треугольников триангуля-
щ ш 2-го класса. Невязки расположены в порядке возрастания их абсолют­
ных величин (для определения вероятной ошибки г). Необходимо выяснить, 
подчиняется ли этот ряд невязок, являющихся истинными ошибками суммы 
углов в каждом треугольнике, нормальному распределению. 

Вычислим эмпирические значения: 

3) вероятной ошибки г = (|А 2 0| + |А2 1|)/2 = (0,64 + 0,68)/2 = 0,66; коэф­
фициент кх = т/г = 1,50; 

1 ) а = М(А) 
[А] ^ "0,41 

-0,010; 
п 40 



4) средней ошибкиt>= ] Г | Д, | /40 = 31,59/40 = 0,79 и ^ = т / # = 1 , 2 5 . 
i 

В табл. 2.2 запишем статистический ряд распределения, разделив не­
вязки с интервалом через 0,5 т = 0,5 • 0,99" = 0,50" на 12 частей. В графе 
4 приведено фактическое число ошибок mi9 входящих в данный интервал 
— определяется по табл. 2.1. В графе 6 даны вероятности р 0 , = [ДФ(г)]/2 
попадания ошибки в интервал от / м до tx (значения tt приведены в правой 
части графы 3). Интеграл вероятности равен 

= 0,79788 ( | e" / 2 / 2 t / / + | e~ / 2 / 2 J / - f . . .+ J V ' 2 * ) - (2-9) 

Интегрирование целесообразно выполнять численным методом, ис­
пользуя формулу парабол (Симпсона) 

Таблица 2.1 

Поряд 
ковый 
номер 

Невязка 
А, угл. с 

Поряд­
ковый 
номер 

Невязка 
Д, угл. с 

1 

Поряд­
ковый 
номер 

Невязка 
А, угл. с 

Поряд­
ковый 
номер 

Невязка 
А, угл. с 

1 0,00 11 +0,27 21 +0,68 31 +1,38 
2 0,00 12 -0,28 22 ' -0,74 32 -1,44 
3 -0,01 13 -0,29 23 +0,94 33 -1,50 
4 +0,04 14 +0,33 24 -0,99 34 +1,55 
5 +0,06 15 -0,38 25 -1,Ю5 35 +1,56 
6 -0,07 16 +0,45 26 + 1,11 36 -1,58 
7 +0,11 17 +0,51 27 +1,17 37 +1,60 
8 -0,13 18 -0,60 28 -1,24 38 +1,67 
9 -0,15 19 -0,63 29 +1,29 39 -1,74 
10 +0,23 20 +0,64 30 -1,33 40 -1,85 

ZA,= -0,41 

2 -3984 К у ш т и н 3 3 



_ а-Ь 
6 (Уа + 4 У С

+ Л ) . 
а 

г д е ^ , ординаты кривой для значений абсцисс, равных а, (а + Ь)12 и 6 
соответственно. Используя эту формулу, для интервала tiA - ti получим 

Например, для третьего интервала (см. табл. 2.2) по формуле (2.10) 
имеем / м = t2 = 1,0; = t3 = 1,5; r c / = ( f M + f,.)/2 = (/ 2 + г3)/2 = 1,25. 

С учетом этих значений 

АФ(13) = 0,13298 • 0,5 ( e - l 2 / 2 + 4 е Ч 2 5 2 / 2 + е Ч 5 2 / 2 ) = 0,06649 (0,60653 + 

4 • 0,45783 + 0,32465) = 0,18368; 
ру = ДФ(*3)/2 = 0,09184. 
Результаты вычислений р{, выполненных с использованием формулы 

(2.10), приведены в графе 6. Ввиду того, что распределение симметрично, 
Pi достаточно вычислять только для положительных интервалов. 

В графе 7 получено теоретическре число пр{ = 40 pt ошибок, одина­
ковое для соответствующих положительных и отрицательных интерва­
лов. В графе 8 приведены разности т{ - npt между фактическим и тео­
ретическим количеством ошибок, а в графе 9 — значения (/и,. - np^lnpt. 

Для оценки степени согласованности теоретического и статистичес­
кого распределения на практике применяют так называемые критерии 
согласия. К. Пирсон в качестве меры расхождения между р, и Qt предло­
жил формулу 

r»-i 

= 0,13298 ( Г , - t M ) ( * ~ ' ' V 2 + 4 е ^ (2.10) 

(2.11) 



2. ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ РЕЗУЛЬТАТОВ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ 
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По этой формуле х 2 - 4,08. Распределение %2 зависит от числа степеней 
свободы г, которое равно числу разрядов/: без числа связей, накладываемых 
на частоты. Для нормального закона этих связей три: 

к 

2) ] £ * i G i = а = М (А) = [Д]/л; 
/=1 

3) D(x) = о2 = т2. 
В рассматриваемом примере а = -0,010, т. е. близка к нулю, поэтому 

число связей будет равно двум, а число степеней свободы г = 12-2 =10. 
По г и %2 определяют вероятность р, используя формулу 

Р = ^ ] ( Х 2 ) ^ е Л > Х \ 2 , 

2 2 Г ( - ) х 2 

где Г(г/2) — гамма-функция; Г(л) = (л - 1)! = 1 • 2 • 3 • ... • (п - 1). Если р 
меньше 0,1, то гипотеза отбрасывается как неправдоподобная. 

При г = 10 получим 2 5 Г (5) = 32 • 1 • 2 • 3 • 4 = 32 • 24 = 768. 
Принимая х2 = х и учитывая, что 

jxneaxdx= - хп €f"- - \х"-] e^dx, 
а а 

для рассматриваемого случая 

Р= т Ы * 4 * * ' 2 ^ = * 7 ^ 8 ] [ е ~ Х / 2 (** + &с3 + 48*2 + 192* + 384)]. 
х 4,08 

Подставляя вместо х пределы (подстановка верхнего предела дает 
ноль), в итоге находим р = 0,9437 > 0,1. Кроме того, значение р можно 
вычислить, используя таблицы работы [2, с. 58] и табл. 2.7. 



Выполненные исследования показывают, что рассмотренный ряд оши­
бок подчиняется нормальному распределению, так как: 

1) а = М(А) = [А]/п = -0,010 » 0; 
2) в ряде нет ошибки, превышающей 3/п; 
3) коэффициенты к} и к2 практически равны их теоретическим значе­

ниям; 
4) согласно критерию Пирсона вероятностьр = 0,944 значительно больше 

критического значения, равного 0,1. 
На рис. 2.2 построена гистограмма и выравнивающая кривая. На оси 

абсцисс отложены значения t = A//w, а на оси ординат — значения у = <р(Д) 

= (Лл/я ) е ~ / 2 / 2 , где h = 1/m -Jl — мера точности. Если т * 0,99", то h = 1/ 

0,99^2 = 0,7142, а у = (0,7142/7я ) e " f 2 / 2 = 0 ,4030e '^ 1 1 . 

9 
И* 

Рис. 2.2. Гистограмма и выравнивающая кривая 

В табл. 2.3 приведены для различных t значения 7, вычисленные по полу­
ченной выше формуле. Высоты прямоугольников гистограммы А; = Qt I 
- >,) = 2/0,50 даны в табл. 2.2 графа 10. 

Таблица 2.3 

t = tJm 0 ±0 ,5 ±1 ,0 ± 1,5 ± 2 , 0 ±2 ,5 ± 3 , 0 

У 0,403 0,356 0,244 0,131 0,055 0,018 0,004 



На рис. 2.2 для каждого интервала построены прямоугольники со сторо­
нами / м - /, = 0,5 и высотами А,. Значения /, соответствующие данному 
интервалу, приведены в табл. 2.2. Выравнивающая кривая построена путем 
соединения точек, полученных на границе интервалов после откладывания 
значений^. 

2.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА КОРРЕЛЯЦИИ И УРАВНЕНИЯ 
РЕГРЕССИИ ПО ОПЫТНЫМ ДАННЫМ 

Если имеются пары наблюдений 

•^1» -^2' "*» Xnt 
У\, Уъ Уп . 

то для определения коэффициента корреляции используют формулу 
п 

r= Н , (2.12) 
птхту 

где 

* - V ^ - T : ^ " V — 7 ~ ' m ^ i ~ ~ n — • ( 2 Л З ) 

При п > 50 для определения среднего квадратического отклонения 
коэффициента корреляции используют формулу В.И. Романовского 

с г = ( 1 - ^ ) / ^ . (2.14) 
при 

И > 3 а г (2.15) 
с в я з ь с ч и т а е т с я у с т а н о в л е н н о й . Н а и м е н ь ш е е з н а ­

ч е н и е r m i n , удовлетворяющее условию (2.15), вычисляют по формуле 

^ ( Т ^ Т з б - Т й / з б (2.16) 



При п < 50 для оценки надежности коэффициента корреляций используют 
критерий Фишера 

J= \ [ / / | ( 1 + г ) - / л ( 1 - г ) ] - ^ /л , (2.17) 

который подчиняется закону нормального распределения. Из формулы 
(2.17) находим 

r=(e2z-l)/(e2z+\). (2.18) 
Среднее квадратйческое отклонение величины z вычисляется по фор­

муле 

о-\14п~^Ъ. (2.19) 

Уравнение регрессии имеет вид 

_ ту 

* = х+г-^(у-у). (2.21) 
ту 

Среднее квадратйческое отклонение коэффициентов регрессии при 
большом п вычисляют по формулам 

ту \\-г2 тх 1 - г 2 

Пример. В табл. 2.4 приведены абсолютные ошибки |Д| в превышени­
ях, полученных при геометрическом нивелировании, и длины D ходов 
нивелирования. Вычислить коэффициент корреляции величин |Д| и D, ко­
эффициент регрессии, оценить их точность и составить уравнение регрес­
сии. 

Решение. Строим график (рис. 2.3), на котором по оси абсцисс отклады­
ваем Z), а по оси ординат — ошибки |Д|, в итоге получаем 16 точек, положе­
ние которых показывает существование корреляции между D и |Д|. 

По формулам (2.12), (2.13) и результатам вычислений в табл. 2.4 нахо­
дим 



mD=,J[8D2]/n = >/91,34/16 = 2,39; m w = J[8A2 ] / n = л/8893 /16 = 23,6; 

Л 

г = 
850,3 

^+0,94. 
Л / Л ^ / И ^ 16-239-23,6 

Учитывая сравнительно небольшое число измерений, для оценки надеж­
ности коэффициента корреляции применим критерий Фишераг. По форму­
ле (2.1 7) для коэффициента корреляции г=+0,94 находим 

1 1+г 1 194 
z = 2 l n T ^ r = 2 l n m = l j m -

Рис. 2.3. К определению уравнения регрессии 

Оценивая надежность z по формуле (2.19) имеем 

о2 = l/Jn-3 = 1/V16--3 = 0,277, 

С вероятностью 0,954 получим t — 2,00 (значение t найдено в табл. 2.2 по 

V у ДФ(0 
вероятности 2 J^jPi = 2 Zj 2 = ^ 0,477 = 0,954) и величина z может 



Таблица 2.4 

Поряд 
ковый 
помер 

D, км 
(*) 00 

bD = Di-D 5Д = Д , - А S O 2 а л 1 SD5A 

1 7,9 81 +3,1 +29 9,61 841 +89,9 
2 3,4 43 -1,4 -9 1,96 81 +12,6 
3 1,5 7 -3,3 -45 10,89 2025 +148,5 
4 4,8 45 0 -7 0 49 0 
5 8,9 74 +4,1 +22 16,81 484 +90,2 
6 2,5 31 -2,3 -21 5,29 441 +48,3 
7 5,4 65 +0,6 +13 0,36 169 +7.8 
8 7,7 87 +2,9. +35 8,41 1225 +101,5 
9 8,1 79 +3,3 +27 10,89 729 +89,1 
10 2,1 18 -2,7 -34 7,29 1156 +91,8 
11 3,7 43 -1,1 -9 1,21 81 +9,9 
12 4,0 55 -0,8 +3 0,64 9 -2,4 
13 2,0 31 -2,8 -21 7,84 441 +58,8 
14 6,7 79 +1,9 +27 3,61 729 +51,3 
15 6,1 64 +1,3 +12 1,69 144 +15,6 
16 2,6 35 -2,2 -17 4,84 289 -37,4 

£) =4,84 А =52 £ = +0,6 £ = +0,5 Т. = 9\М 2 = 8893 £ = +850,3 

иметь значения: 1,7380 - 1 о , < z < 1,7380 + КУ2; 
подставляя /=2,00 и а г = 0 , 2 7 7 , получаем 1,184 < z < 2,292. 

По формуле (2.18) находим соответствующие крайним значениям z 
коэффициенты корреляции + 0,829 < г ^ + 0,980, т. е. с вероятностью не 
менее 0,954 действительный коэффициент корреляции может располагать­
ся между + 0,829 и + 0,980. По формуле (2.16) при п = 16 

^ = (л/16 + 36 - V l 6 ) / 3 6 - 0,535. 

т. е. меньше 0,829. Следовательно, можно считать, что прямая корре­
ляционная связь установлена. 

Используя формулу (2.20), составим уравнение регрессии |А| на D. Учи­

тывая значения | А | = [|А|] = 52,3; г = 0,94; тх= mD- 2,39; ту - = 23,6; 

х = D = 4,84, получаем 
| Д.| = 52,3 + 0,94 (23,6/2,39) (D, - 4,84) = (9,28 Dt + 7,38) мм, 
где D, — расстояние в км. 



Полученное уравнение прямой наносим на график (см. рис. 2.3). Надеж­
ность коэффициента регрессии р | Д ( / / ) ~f (т\ь\ / то)= 9,28 приближенно можно 
оценить по первой из формул (2.22). В результате получим 

°Pwd ~ 2 ,39 V 16-3 ~ ° ' 9 3 , 

следовательно Р| Д ( / Г ) = 9,28 ± 0,93. 
Если случайные величины х и у подчинены нормальному закону рас­

пределения, то корреляция между ними считается установленной при зна­
чений 

F = r ^ - 2 ) / ( l - r 2 ) , (2.23) 

где г определяют по формуле (2.12), оно не попадает в интервал 

-V»<V<V». (2.24) 

Таблица 2,5 

п - 2 
Коэффициенты Стьюдента 

при доверительной вероятности 3 п - 2 
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0?95 0,98 0,99 0,999 

4 0,77 0,98 1,3 1,6 2,4 3,2 4,5 5,8 № 
6 0,73 0,92 1,2 1,5 2,0 2,6 3,4 4,0 6,9' 
7 0,72 0,90 1Д 1,4 1,9 2,4 3,1 3,7 6,0 
8 0,71 0,90 1,1 1,4 1,9 2,4 3,0 3,5 5,4 
9 0,71 0,90 1,1 1,4 1,9 2,3 2,9 3,4 5,0 
10 0,70 .0,88 1Д 1,4 1,8. 2,3 2,8 3,3 4,8 
11 0,70 0,88 1,1 1,4 1,8 2,2 2,8 3,2 4,6 
12 0,70 0,87 1,1 1,4 1,8 2,2 2,7 3,1 4,5 
14 0,69 0,87 1,1 1,4 1,8 2,2 2,7 3,0 4,2 
16 0,69 0,87 1,1 1,3 1,8 2,1 2,6 2,9 4,0 
20 0,69 0,86 1Д 1,3 1,7 2,1 2,5 2,9 3 £ 
30 0,68 0,85 1,1 1,3 1,7 2,0 2,5 2,8 3,7 
40 0,68 0,85 1,1 1,3 1,7 2,0 2,4 2?7 3,6 
оо 0,67 0,84 1,0 1,3 1,6 2,0 2,3 2,6 3,3 



В формуле (2*24) величину V$ находят из таблиц распределения Стьюдента 
(табд. 2.5) по вероятности Р = 1 и числу степеней свободы п - 2. По условиям 
рассматриваемой задачи (г = 0,94; п = 16) имеем 

У9 (0,94/Vl-0,94 2 ) V l 6 - 2 = 10,31 

В табл. 2.5 для р = 0,999 и п - 2 = 14 находим 

FP = 4,2 и - 4,2 < V< 4,2. (2.25) 

Так как значение V = 10,31 не содержится в интервале (2.25), то d и |А| 
коррелированы. 

2.5 . ОЦЕНКА точности ФУНКЦИЙ ИЗМЕРЕННЫХ ВЕЛИЧИН 

Нередко искомые величины непосредственно измерить нельзя и ихопре-
деляют путем вычисления функции измеренных величин. Ошибка функции 
будет зависеть от ошибок входящих в нее аргументов. Предположим, что в 
функции 

F=f(xux2,...,Xn) (2.26) 

аргументы хи х2, хп попарно коррелированы и получены со средними 
квадратическими ошибками тх, тх^ тх. 

Если X, У,... U — истинные (точные) значения аргументов, то их ис­
тинные ошибки 

Ах = х- X, 

Aw = и - U, 
а истинная ошибка функции 

&F = f(x, у, u)-f(x- Ах, у - Ay, . . . ,w- Aw). 
Раскладывая второе слагаемое в ряд Тейлора с учетом первых двух 

членов ряда, находим 



AF=f(x,y,и) -f(x,y,и) + ( | £ )Дх +•( | J )Ау + . . .+( | £ )Дм + Л , 

где R — остаточный член разложения, равный сумме всех нелинейных 
членов ряда Тейлора, его значением в геодезии в большинстве случаев 
можно пренебречь. Тогда 

df э / э / 
А Р = (Эх">Ах + (ду~№ + ~ + (^>Ди-

При многократных намерениях имеем 

df Э/ df 
AF, = ( fx )Дх, +(^)АУ 1 + ... + ( ^ ) Д и , , 

Э/ Э/ Э/ 
AF 2 = )Ах2 + ) Д Л + ... + ( | ^ ) А и 2 , 

Э/ э / Э/ 
^ „ = ( ^ ) A x n 4 ^ ) A F n + . . . - b ( ^ ) A u , 

Возведя левые и правые части в квадрат, суммируя и деля на п с учетом 
формулы (2.3) получим 

2 Э / 2 2 У 2 2 Э / 2 2 Э / ^ 

1 

Лх2 Ду 2 + ... + Дх„ Ду„) - + ... 

Согласно формуле (2.12) 
- л ХУ/ " У ) ^ ^ А У , =гптх ту. 

i=l i=\ 

Для попарно коррелированных аргументов находим 



mF-
dx dy ' dw дх ay 

+ 2 Г Э Л г Э Л г « ж ( 2 ' 2 7 ) 

Эх Эм 

Значения частных производных обычно определяют по приближенным 
значениям аргументов. При вычислениях по формуле (2.27) производные 
вычисляют с сохранением трех значащих цифр, в конечном результате удер­
живают две значащих цифры. Коэффициенты корреляции rm предвари­
тельно определяют из специальных исследований. 

Пример. Определить среднюю квадратическую ошибку функции 
и — Зх, + 2JC?, если mr = /и =т, r r Y =+0,7. 

1 / ' х} х2 > ххх2 

Решение. По формуле (2.27) находим 

т ц = ^9т

2

Хх +4т2

Х2 +2 -3-2 -0JmxmXi = 4,6т. 

ли аргументы фуню 
(2.27) получаем формулу 

" J C 2 + " + ( ^ : ) *- = й ( а ^ } *< - ( 2 - 2 8 ) 

Для приведенного выше примера при г = 0 имеем 

ти = ^ 9 / я ^ + 4 т ^ 2 = 3,6 т . 

Для линейной функции м — ± Л, Xj ± ^ х 2 ± .„ . ± кп хп частные произ-

водные ( - ^ - ) = kt, а 

Если аргументы функции (2.26) некоррелированы (гхх = 0)^ то вместо 

ти= \к}т\^к\т1^..лк1т\щ = . (2.29) 

Для функции м = ± х 1 + х 2 ± . . . ± х я частные производные d/fax; = Г, 



m„= Jw* + m ; 2 + ... + /п 2

я = • С 2 - 3 0 ) 

Если функция имеет вид и = , то целесообразно предваритель-

но выполнить ее логарифмирование: 
In и - In хх + In х2 + ... + In хп- In ух - In у2- ... - /и >v 
Исдользуя формулу (2.28), получаем ди/дх( = \lxiy ди/ду( = 1/у1 и 

— -̂ = . ( ^ ) 2 + ( - ^ ) 2 + . . . + ( ^ ) 2 + ( -^ - ) 2 + ( - ^ ) 2 + . . .+ ( -^- ) 2 

(2.31) 

В некоторых случаях оценивают не сами величины, а десятичные ло­
гарифмы этих величин. Для определения связи между средней квадрати-
ческой ошибкой величины и средней квадратической ошибкой десятич­
ного логарифма этой же величины воспользуемся связью между десятич­
ными и натуральными логарифмами lg и = М In и. Тогда 

mXgu = M(mu/u\ (2.32) 

ти = (и1М)тх%и. (2.33) 

Значение m l g и обычно определяют в единицах шестого знака логарифма, 
поэтому умножая левую и правую части формулы (2.32) на 106, получаем 

6 6 и 

mXg и 10 = m l g и = 10 М(ти /и); ти = 1 q 6 w l g w, откуда, учитывая М ~ 0,434, 

ти /и = m l g „ /106 М = mhu /434 ООО. (2.34) 

Пример. Определить относительную среднюю квадратическую ошибку 
стороны msJs, если средняя квадратическая ошибка логарифма этой сторо­
ны /w,gJ = 3,7 ед..6-го знака логарифма. 



Решение. Подставляя в формулу {2.34) вместо m l g и значение /n , g s = 3,7, 
находим го5/У = 3,7/434 000= 1/117000: 

При выполнении различных расчетов часто возникает необходимость по 
известной точности функции найти точность определения каждого аргумен­
та. При решении этой задачи обычно используют принцип равных влияний, 
согласно которому полагают 

\ 2

т

2 (^ \2™2 \ 2 т 2 / Э / \ 2 2 

жения (2.28) получим 

откуда I I - I I - I ^ л I - ^ . (2.35) 

Пример. П р е в ы ш е н и е между точками получено методом 
тригонометрического нивелирования по формуле h = stg v. С какой точт 
ностью необходимо определить горизонтальное проложение s - 145,00 м 
и угол наклона v = 4°30', чтобы превышение h было получено со средней 
квадратической ошибкой mh = 0,05 м? 

s2 т2 

Решение. По формуле (2.28) находим m2

h - tg2 v m2

s + j - . 
cos v p 

Согласно (2.35) 

s mv mk 0,05 
l t e v m J = c o s ^ p 2 = Л = - X =0.0354, откуда 

_ 0,0354 _ 0,0354 т $ 0 ) 4 5 x 

m > ~ tgv " t g 4 ° 3 0 ' - ° ' 4 5 m ; , " 145 " 320 ; 

pcos 2 v 3438'cos2 4°30' 
mv = - 0,0354 = — 0,0354 = 0,8'. 

s 145 



2.6. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ РАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 
одной ВЕЛИЧИНЫ 

Положим, что некоторая величина, истинное значение которой равное , 
измерена п раз; в результате измерений получены значениях хх> х 2 , , хп, 
свободные от систематических ошибок. Случайные ошибки результатов из­
мерений 

А, = хх - X; 
А 2 = х2 - Х\ 

А = х - X. 
п п 

Суммируя левые и правые части этих выражений, находим [А] = [х] -
пХ, откуда 

п п 
Последнее слагаемое при большом числе п на основании четвертого свой­

ства случайных ошибок стремится к нулю, поэтому 

_ [х] * ,+ei+ji; '+e2+...+x #+e l f И 
ЛГ» х = — = 1 =х'+ — , (2.36) 

п п п 
где х' — приближенное значение измеряемой величины; е, — уклоне­

ние х, от х\ т.е. е, = xi - х\ i = 1, 2 , . . . , п; п — число измерений. Формула 
(2.36) показывает, что вероятнейшим, т. е. наиболее надежным значени­
ем является среднее арифметическое JC (арифметическая средина) из резуль­
татов равноточных измерений. 

Для определения средней квадратической ошибки арифметической 
средины воспользуемся формулой (2.28). Для большей наглядности пе­
репишем формулу (2.36) в виде выражения 

*1- Х2 х п 
х = — + — +...+ —. п п п 

df df df 1 
Очевидно ^ = з =. . . = -ч = —; 

Эх, дх2 дх„ п 

1 

" Ь 



Для равноточных измерений тх = тх-...-тх == тхУ поэтому 

М= т}пт2

х/п2=тх/^ . (2.37) 

Следовательно, точность среднего арифметического возрастает с уве­
личением числа измерений л , но при п - 1 5 - 2 0 преобладающее влияние 
на величину М будут оказывать остаточные систематические ошибки, 
поэтому практически выполнять более 1 5 - 2 0 измерений нецелесообраз­
но. Для существенного повышения точности результатов измерений не­
обходимо использовать более точные приборы, более совершенную ме­
тодику измерений и т. д. 

Для определения входящей в формулу (2.37) средней квадратической 
ошибки тх одного измерения в формуле Гаусса (2.4) выразим [Д 2] через 
[v 2 ] , где vf -xi -х — отклонение измеренной величины от арифметической 
средины х . Подставляя в А,- = xf - А" вместо xi его значение xi = х + v,, 
находим 

А,-= х -Х- у,-. 
Возведя в квадрат левые и правые части, после суммирования имеем 
[А2] = п(х -X)2 + [v 2 ] - 2(х -X) [v]. (2.38) 
Суммируя левые и правые части выражений 
v i = х \ - * ; 
v2

 = x2 - *; 
..., 
vn = *n - х; 
получаем 
[v] = [x]-nx . 

Подставляя вместо х его значение из (2.36), имеем 

[ v ] = M _ „ i - i = 0 , 

т. е. сумма отклонений v равна нулю при любом числе измерений (пер­
вое свойство ошибок v). Если при определении среднего арифметического х 
имеется ошибка округления р =х - J C ^ ^ , то [v] = - л р. 



ГЕОДЕЗИЯ: ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

После деления левой и правой частей равенства (2.38) на п получаем 

[A2)/ri=(x -X)2 + [v2]/n. 
При большом числе п значение истинной ошибки арифметической сре­

дины можно принять равным значению М, определяемому по формуле 
(2.37). Учитывая формулу Гаусса (2.3), получим 

т2 - (т2 In) + ([v 2] /и), откуда находим формулу Бесселя 

т= j[v2]/(n-\) . (2.39) 

Для контроля вычисления [v 2] используют формулу 
[v 2 l = [ e 2 ] - [ e ] 2 / « , 
где Б; sxxi - х'; х' — приближенное значение измеряемой величины х. 

Средние квадратические ошибки величин т и М определяют по формулам 

тт = ml Jl(n-\) ;тм = М / ^ . (2.40) 

Пример обработки ряда равноточных измерений приведен в табл. 2.6 
(результаты десяти равноточных измерений линий). 

Таблица 2.6 

i е ,= / / - 110,385, 
мм «? 

V/, 
мм Вычисление 

1 110,388 +3 9 +2 4 х* = 110,385 м ;х= 110,385 + 
+ 14/10 = 110,386 м; 
w = 218/9 = 4,9 мм; 
mm*4t9/Jlii = 1,2 мм; 
М = 4,9/ ч/То = 1,56 мм; 

/и* = 1,5/^20 =0,3 мм; 
х = 110,386 м ± 1,6 мм. 

КОНТРОЛЬ: Р - Хокр. *точн = 
= 110386- 110386,4 = -0,4 мм; 
[v] = -пр - +4 мм 
[v2] = [ ' ! ] - [ *2/„ = 236-
-142/10 = 216 

2 381 -4 16 25 
х* = 110,385 м ;х= 110,385 + 
+ 14/10 = 110,386 м; 
w = 218/9 = 4,9 мм; 
mm*4t9/Jlii = 1,2 мм; 
М = 4,9/ ч/То = 1,56 мм; 

/и* = 1,5/^20 =0,3 мм; 
х = 110,386 м ± 1,6 мм. 

КОНТРОЛЬ: Р - Хокр. *точн = 
= 110386- 110386,4 = -0,4 мм; 
[v] = -пр - +4 мм 
[v2] = [ ' ! ] - [ *2/„ = 236-
-142/10 = 216 

3 394 +9 81 4 8 64 

х* = 110,385 м ;х= 110,385 + 
+ 14/10 = 110,386 м; 
w = 218/9 = 4,9 мм; 
mm*4t9/Jlii = 1,2 мм; 
М = 4,9/ ч/То = 1,56 мм; 

/и* = 1,5/^20 =0,3 мм; 
х = 110,386 м ± 1,6 мм. 

КОНТРОЛЬ: Р - Хокр. *точн = 
= 110386- 110386,4 = -0,4 мм; 
[v] = -пр - +4 мм 
[v2] = [ ' ! ] - [ *2/„ = 236-
-142/10 = 216 

4 387 +2 4 +1 1 

х* = 110,385 м ;х= 110,385 + 
+ 14/10 = 110,386 м; 
w = 218/9 = 4,9 мм; 
mm*4t9/Jlii = 1,2 мм; 
М = 4,9/ ч/То = 1,56 мм; 

/и* = 1,5/^20 =0,3 мм; 
х = 110,386 м ± 1,6 мм. 

КОНТРОЛЬ: Р - Хокр. *точн = 
= 110386- 110386,4 = -0,4 мм; 
[v] = -пр - +4 мм 
[v2] = [ ' ! ] - [ *2/„ = 236-
-142/10 = 216 

5 385 0 0 -1 1 

х* = 110,385 м ;х= 110,385 + 
+ 14/10 = 110,386 м; 
w = 218/9 = 4,9 мм; 
mm*4t9/Jlii = 1,2 мм; 
М = 4,9/ ч/То = 1,56 мм; 

/и* = 1,5/^20 =0,3 мм; 
х = 110,386 м ± 1,6 мм. 

КОНТРОЛЬ: Р - Хокр. *точн = 
= 110386- 110386,4 = -0,4 мм; 
[v] = -пр - +4 мм 
[v2] = [ ' ! ] - [ *2/„ = 236-
-142/10 = 216 

6 110,379 -6 36 -7 49 

х* = 110,385 м ;х= 110,385 + 
+ 14/10 = 110,386 м; 
w = 218/9 = 4,9 мм; 
mm*4t9/Jlii = 1,2 мм; 
М = 4,9/ ч/То = 1,56 мм; 

/и* = 1,5/^20 =0,3 мм; 
х = 110,386 м ± 1,6 мм. 

КОНТРОЛЬ: Р - Хокр. *точн = 
= 110386- 110386,4 = -0,4 мм; 
[v] = -пр - +4 мм 
[v2] = [ ' ! ] - [ *2/„ = 236-
-142/10 = 216 

7 393 +8 64 +7 49 

х* = 110,385 м ;х= 110,385 + 
+ 14/10 = 110,386 м; 
w = 218/9 = 4,9 мм; 
mm*4t9/Jlii = 1,2 мм; 
М = 4,9/ ч/То = 1,56 мм; 

/и* = 1,5/^20 =0,3 мм; 
х = 110,386 м ± 1,6 мм. 

КОНТРОЛЬ: Р - Хокр. *точн = 
= 110386- 110386,4 = -0,4 мм; 
[v] = -пр - +4 мм 
[v2] = [ ' ! ] - [ *2/„ = 236-
-142/10 = 216 

8 386 +1 1 0 0 

х* = 110,385 м ;х= 110,385 + 
+ 14/10 = 110,386 м; 
w = 218/9 = 4,9 мм; 
mm*4t9/Jlii = 1,2 мм; 
М = 4,9/ ч/То = 1,56 мм; 

/и* = 1,5/^20 =0,3 мм; 
х = 110,386 м ± 1,6 мм. 

КОНТРОЛЬ: Р - Хокр. *точн = 
= 110386- 110386,4 = -0,4 мм; 
[v] = -пр - +4 мм 
[v2] = [ ' ! ] - [ *2/„ = 236-
-142/10 = 216 

9 382 -3 9 -4 16 

х* = 110,385 м ;х= 110,385 + 
+ 14/10 = 110,386 м; 
w = 218/9 = 4,9 мм; 
mm*4t9/Jlii = 1,2 мм; 
М = 4,9/ ч/То = 1,56 мм; 

/и* = 1,5/^20 =0,3 мм; 
х = 110,386 м ± 1,6 мм. 

КОНТРОЛЬ: Р - Хокр. *точн = 
= 110386- 110386,4 = -0,4 мм; 
[v] = -пр - +4 мм 
[v2] = [ ' ! ] - [ *2/„ = 236-
-142/10 = 216 

10 389 +4 16 +3 9 

х* = 110,385 м ;х= 110,385 + 
+ 14/10 = 110,386 м; 
w = 218/9 = 4,9 мм; 
mm*4t9/Jlii = 1,2 мм; 
М = 4,9/ ч/То = 1,56 мм; 

/и* = 1,5/^20 =0,3 мм; 
х = 110,386 м ± 1,6 мм. 

КОНТРОЛЬ: Р - Хокр. *точн = 
= 110386- 110386,4 = -0,4 мм; 
[v] = -пр - +4 мм 
[v2] = [ ' ! ] - [ *2/„ = 236-
-142/10 = 216 

I 14 236 +4 218 



2.7. ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

При ограниченном числе измерений оценку точности целесообразно 
выполнять с помощью доверительных интервалов. Доверительным ин­
тервалом называют множество, которому истинное значение оценивае­
мого параметра принадлежит с некоторой доверительной вероятностью 
Р. Для истинного значения^измеряемой величины доверительный, интервал 
определяют по формуле 

х -t^M<X< х +tpM, (2.41) 
где —коэффициент распределения Стьюдента, который выбирают из табл. 
2.5 по вероятности Р и числу степеней свободы г = п - 1 (п -число измере­
ний). Для примера, приведенного в табл. 2.6, при Р = 0,95 и г = л - 1 = 9 п о табл. 
2.5 в строке л - 2 = 8 имеем = 2,4 и по формуле (2.41) с учетом fp М = 3,7 = 4 
мм находим 110,382 м<Х< 110,390 м. 

Доверительный интервал для стандарта а или средней квадратической 
ошибки т в случае нормального распределения определяют по формуле 

у1т<а<у2т, (2.42) 
где 

Yi= V C " - 1 ) / * , 2 Л 2 = ^(п-\)/Х2 > 
а значения %2\ и % 2

2 выбирают из таблиц распределения %2 по числу сте­
пеней свободы г-п- \ и вероятностямр х = 1 - ( 1 - р ) 12 ир2 = 1 — pv Для 
примера, приведенного в табл. 2.6, имеем г = 9, при Р = 0,95р} = (1 ̂  0,95) 12 = 
= 0,025; р2 = 1 - 0,025 = 0,975. Этим значениям соответствуют (табл. 2.7) 
X2! = 19,0, %2

2 = 2,70. Подставляя полученные значения в формулу (2.42), находим 

д/9/19,0 ' 4 , 9 £ а < ^9/2,7 • 4 , 9 и л и 3 , 4 м м < о < 8 , 9 м м . 

Доверительный интервал для ох (стандарта х или средней квадра­

тической ошибки арифметической средины) находят по формуле 

Yj ml^i <ox<42m/Jn~. 

Для рассматриваемого примера 1,1 мм < ах < 2,8 мм. Запись результата 
в виде х± Мсоответствует вероятности р ~ 0,7. 



2-8. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ПО РАЗНОСТЯМ 
двойных РАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

Для контроля и повышения точности каждую величину измеряют несколь­
ко раз; часто ограничиваются двумя независимыми измерениями. В этом 
случае, вычислив разности по каждой паре измерений, находят 

dl = хх - х\ ; 

Таблица 2.7 

Число степе­
ней свободы, 

Значение х 2 при вероятности р Число степе­
ней свободы, 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 

1 6,6 5,0 ! 3,8 0,0039 0,00098 0,00016 
2 9,2 7,4 6,0 0,103 0,051 0,020 
3 п,з 9,4 7,8 0,352 0,216 0,115 
4 13,3 11,1 9,5 0,711 0,484 0,297 
5 15,1 12,8 11,1 1Д5 0,831 0,554 
6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872 
7 18,5 16,0 14,1 2,17 1,69 1,24 
8 20,1 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65 
9 21,7 19,0 16,9 ззз 2,70 2,09 
10 23,2 20,5 18,3 3,94 3,25 2,56 
11 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05 
12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57 
13 27,7 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11 
14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 > 4,66 
15 30,6 27,5 25,0 7,26 .6,26 5,23 
16 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81 
17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41 
18 34,8 31,5 28,9 9,39 8,23 7,01 
19 36,2 32,9 30,1 10,1 8,91 7,6J 
20 37,6 34,2 31,4 10,9 9,56 8,26 
21 38,9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90 
22 40,3 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54 
23 41,6 38,1 35,2 13,1 11,7 10,2 
24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9 
25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5 
26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2 
27 ' 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9 
28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6 
29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3 
30 50,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0 



Значения di являются истинными ошибками разностей двойных измере­
ний, поэтому используя формулу Гаусса (2.3), получим 

тл = ij[d2Vn , (2.43) 

где п — число всех разностей. 

Средняя квадратическая ошибка одного измерения 

= Л/2 = J[d2]/2n • (2.44) 

За окончательное, более надежное принимают значение 

* , = ( ^ + дО/2. 
При тг = т. имеем 

™х, = тх/у/2 = 0,5^J[d2]/n : (2.45) 

Формулы (2.43) — (2.45) применяют, когда ряд двойных измерений не 
имеет систематических ошибок. Если результаты измерений содержат сис­
тематические ошибки, то в значениях разностей dt они значительно ослаб­
ляются, и в dt войдут остаточные систематические ошибки. Учитывая свой­
ство компенсации случайных ошибок, величину остаточной систематичес­
кой ошибки определяют как среднее арифметическое по формуле 

0 = [d]/n (2.46) 
Критерием допустимости 0 является неравенство \[d]\ < 0,25 [\d\]. 
Рассматривая разности d\ = d{? - 6 как уклонения от арифметической 

средины, по формуле Бесселя (2.39) находим 

Средние квадратические ошибки тх (одного измерения) и mj. (ариф­

метической средины) вычисляют по формулам 

™x = mdl4i = J[d'2]/2(n-\); mxt = mxl4i = 0 , 5 ^ ' 2 ] / ( / | - 1 ) . (2.48) 

Следует заметить, что средние квадратические ошибки, полученные по 
разностям двойных измерений, обычно дают преуменьшенные результаты. 



Пример. В табл. 2.8 приведены превышения между точками, определен­
ные по черной и красной сторонам реек. Вычислять средние квадратические 

ошибки тх одного превышения и тх. среднего из превышений, вычислен­

ных по черной и красной сторонам реек. 

Таблица 2.8 

Номер 
превы 
шения 

Превышение 
J, 
мм =d-e, 

мм 
Вычисление 

Номер 
превы 
шения 

черная 
сторона 

красная 
сторона 

J, 
мм =d-e, 

мм 
Вычисление 

1 +1,384 +1,382 +2 +3 9 0=[</] / л = -13/9 = - 1,44 мм. 
Контроль: Ю = -л0=-9(-1 + 1,44) = 
= - 4 мм; \[d\\= 13 > 0,25 (ИЗ = 6,75, 
следовательно, в является недопус­
тимой и ее нужно исключить из зна­
чений J; 

2 -0,817 -0.813 -4 -3 9 
0=[</] / л = -13/9 = - 1,44 мм. 
Контроль: Ю = -л0=-9(-1 + 1,44) = 
= - 4 мм; \[d\\= 13 > 0,25 (ИЗ = 6,75, 
следовательно, в является недопус­
тимой и ее нужно исключить из зна­
чений J; 

3 +0,373 +0,370 +3 +4 16 

0=[</] / л = -13/9 = - 1,44 мм. 
Контроль: Ю = -л0=-9(-1 + 1,44) = 
= - 4 мм; \[d\\= 13 > 0,25 (ИЗ = 6,75, 
следовательно, в является недопус­
тимой и ее нужно исключить из зна­
чений J; 

4 +0,448 +0,451 -3 -2 4 

0=[</] / л = -13/9 = - 1,44 мм. 
Контроль: Ю = -л0=-9(-1 + 1,44) = 
= - 4 мм; \[d\\= 13 > 0,25 (ИЗ = 6,75, 
следовательно, в является недопус­
тимой и ее нужно исключить из зна­
чений J; 

5 +1,755 +1,758 -3 -2 4 

0=[</] / л = -13/9 = - 1,44 мм. 
Контроль: Ю = -л0=-9(-1 + 1,44) = 
= - 4 мм; \[d\\= 13 > 0,25 (ИЗ = 6,75, 
следовательно, в является недопус­
тимой и ее нужно исключить из зна­
чений J; 6 +0,2 П +0,215 -4 -3 9 

0=[</] / л = -13/9 = - 1,44 мм. 
Контроль: Ю = -л0=-9(-1 + 1,44) = 
= - 4 мм; \[d\\= 13 > 0,25 (ИЗ = 6,75, 
следовательно, в является недопус­
тимой и ее нужно исключить из зна­
чений J; 

7 +0,314 +0,317 -3 -2 4 
тх ~ Л— — - I = 2,1 мм; 8 -0,227 -0,229 +2 +3 9 тх ~ Л— — - I = 2,1 мм; 

9 +U972 +0,975 -3 -2 4 * \2(п-\) Y 2(9-1) 

т- ~ —тг = -7»=* 1,5 мм 
' >/2 л 

Z -13 -4 68 

* \2(п-\) Y 2(9-1) 

т- ~ —тг = -7»=* 1,5 мм 
' >/2 л 

2.9. НЕРАВНОТОЧНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ. ВЕСА РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

Измерения, имеющие различные средние квадратические ошибки, назы­
вают неравноточными. При совместной обработке результатов неравноточных 
измерений их неодинаковую точность учитывают с помощью весов. Весомр 
называют величину, обратно пропорциональную квадрату средней квадра-
тической ошибки 

Л = ц 2 / т 2 , . ; г = 1 , 2 , ( 2 . 4 9 ) 
где ц 2 = с = const—произвольная величина, постоянная для всех измерений. 
Следовательно, чем точнее результат, тем меньше соответствующая ему сред­
няя квадратическая ошибка и тем больше его вес. Веса являются относитель­
ными величинами, поэтому их можно одновременно уменьшать или увели­
чивать в различное число раз. 



При р = 1 по формуле (2.49) получим ц = т , т. е. ц — средняя квадра­
тическая ошибка измерения, вес которого равен единице (средняя квадрати­
ческая ошибка единицы веса). 

В практике геодезических работ в качестве веса принимают: 
1) при обработке результатов угловых измерений одним и тем же при­

бором — величины, пропорциональные количеству измерений каждого 
угла; для суммы углов в ходе, имеющем и, вершин,р ( = 1/л,; 

2) при обработке линейных измерений одним и тем же мерным прибором 
р, = l/s(, где st—длина линии; 

3) при определении превышений из геометрического нивелирования 
— величины, обратно пропорциональные длине ходов или числу стан­
ций; 

4) при тригонометрическом нивелировании/?,. = 1/я2,, г д е — р а с с т о я н и е 
между пунктами. 

2.10. ВЕСА ФУНКЦИЙ ИЗМЕРЕННЫХ ВЕЛИЧИН 

Для определения обратного веса функции и =f (х{, лг2, хп), учитывая 
формулы (2.27) и (2.49), для коррелированных аргументов после деления обе­
их частей выражения на ц 2 получаем 

K.f J_ 



Пример. Определить вес функции 
и = 3^ + 2х 2, если г х л = + 0,5;/?^ = / ^ = 1. 
Решение. По формуле (2.50) имеем 

1 
1 1 1 ^ _ 

— в 9 т г + 4 - = — + 2 - 3 - 2 г „ /„ „ = 9 + 4 + 6=19; 

р= 1/19=0,053. 

Пример. Определить вес функции и — х<Jp~ . 

Решение. По формуле (2.51) находим 

^ ~ = ( V ^ ) 2 — = 1 , (2.52) 
Pu Px v ' 

откуда /> = 1. 
Последний пример показывает, что если результат измерения умно­

жить на корень квадратный из его веса, то вес произведения х^рх будет 

равен единице. Этот вывод используют для перехода от неравноточных 
измерений к равноточным. 

2.11. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ НЕРАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 
одной ВЕЛИЧИНЫ 

Положим, что при измерении величины х получены равноточные зна­
чения аХз а 2 , а к ; bXJ b 2 , b ; cl9 c 2 , c n . Вероятнейшим, т. е. наиболее 
надежным, значением X является средняя арифметическая величина 

ах + а2 +.... + ак + Ь{ + Ь2 +... + b + сх + с2 +... + с„ 
* = ^ ^ ^ . (2.53) 

k + q + ... + n v ' 
Вычислив среднее арифметическое из каждой группы измерений, нахо­

дим 

ах +а2 + ... + ак 



* 2 Я " ;»• ; (2 - 5 4 ) 

х„ = —— . 

Используя формулу (2.51) для первой функции получим 

— —(— + — + | 1 ) 
Р\ = Ь1 "Ра, Ра, "' Рак ' 

При ра = ра^ = ... = ра^= \ имеем 1/р} = {111?)к = 1/*, откуда /?, = А:. 
Аналогично р2 = />л = п. 

С учетом этих значений и формул (2.54) вместо (2.53) находим фор­
мулу общей арифметической средины 

- = Х\Р1+*гЛ+-+ХиРп АХР]^ , М 

Л + А + - + А W X + W ( } 

где £, = 
Примем 

Умножив левые и правые части этих выражений на веса рх, р2, Р 
измерений х„ х2, хп, после сложения получим 

[pv] = [рх] - х\р]. 
Подставив в это равенство вместо х его значение из выражения (2.55), 

имеем 
t?v] = 0.. (2.56) 

Если уклонения v, вычислены с использованием округленного значения 

*окр.> т о 

[pv] = <x0Kp-x)[p]=-V\pl (2.57) 



Формулу (2.57) используют для контроля правильности вычислений. Ум­
ножив величины х, на корень квадратный из веса этих величин, найдем х t = 

xi->[Pi и истинные ошибки Д',- = А1л[р~ с весом, равным единице (см. при­
мер в разделе 2.10), т. е. неравноточные измерения х, приведены к равноточ­
н ы м ; ^ . В этом случае средняя квадратическая ошибка единицы веса может 
быть определена по формуле Гаусса (2.4) 

^ _ | [ ^ _ | ^ , У А ) 2 + ( А 2 ^ ) 2 + . - - + ( Д Л ^ ) 2

 ( 2 5 8 ) 

где А / — истинная ошибка. 

Если известны вероятнейшие ошибки viy то используя формулу Бессе­
ля (2.39), имеем 

| [ v ' 2 ] [pv2] 

НЫ-Т |7=Г- ( 2 - 5 9 ) 

Для определения средней квадратической ошибки общей арифмети­
ческой средины воспользуемся формулой (2.53), в которую входят равно­
точные измеренные величины. В этом случае согласно формуле (2.37) 

т 

М = ylk+q + ... + п • 

Учитывая, что веса непосредственно измеренных величин в формуле 
(2.53) одинаковы, примем р = 1. Тогда средняя квадратическая ошибка 
единицы веса т - ц, к + q + ... + п = р х + р 2 + ... + р п = \р], 

М = ~Щ . (2.60) 

Значение [pv 2], входящее в формулу (2.59) и др., вычисляют с контролем 
[pv2] = {pe2]-[pE]2/\p]. (2.61) 



Средние квадратические ошибки значений \х и М определяют по формулам 

ц т 

При большом числе п значение \х, вычисленное по формуле (2.59) и 

принятое при вычислении весов \х2 = с, откуда ц = -Ус > должны совпадать 

в пределах ошибки Их расхождение на величину, большую чем /л ц , 

указывает на присутствие систематических ошибок. Конечный резуль­

тат записывают в виде х ± М или, при интервальной оценке, в виде 

(2.41). 
Пример. Отметка Н точки получена по семи нивелирным ходам (табл. 

2.9). Вычислить вероятнейшее значение отметки и произвести оценку точ­
ности. 

Таблица 2.9 

Номер 
хода Ну м 

М М 

10 
Р= -г 

5 , 

М М 
рэ рэг V pv p v 2 

1 103,751 5,8 0,30 +1 0,30 0,30 -0,9 -0,27 0,2 
2 760 6,4 0.24 +10 2,40 24,00 +8,1 +1,94 15.7 
3 748 5,0 0,40 -2 -0,80 1,60 -3,9 -1,56 6,1 
4 755 9,1 0,12 +5 +0,60 3,00 3,1 +0,37 и 
5 749 4,2 0,57 -1 -0,57 0,57 -2,9 -1,65 4,8 
б 747 7,5 0,18 -3 -0,54 1,62 -4,9 -0,88 4,3 
7 765 8,1 0,16 +15 2,40 36,00 -13,1 +2,10 27,5 

JC- = 103,750 - 1р) = 1.97 - fcra] = +3,79 £ = 67,09 - ( Н = +0,05 Ь = 59,7 

х=х'+ [ре] / [р] = 103,750 м + 3,79/1,97 мм = 103,7519 м; 
р = -0,024; [pv] = - Р М = +0,024 1,97 = +0,05 мм; 
[pv 2] = [ре 2] - [ре] 2/ [р] = 67,09 - 3,792 /1,97 = 59,8; 

|Я= / ( 7 - 1 ) = 3,2мм; 

т ц = 3,2/ ,/2(7-1) = 0,92 мм; 

Л =3 ,1 ; | ц - ^ | = 0 , 1 < « ц ; 



Л/= 3,2/7^97 =2,3 мм;. 

тм = 0,92/^/^97 = 0,66 мм 

Ответ: х = 103,7519 м ± 2,3 мм. 

2 .12 . ОЦЕНКА точности по РАЗНОСТЯМ 
двойных НЕРАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

Предположим, что известны разности измерений, равноточные в каж­
дой паре, но пары между-собой неравноточны. Для разности dt = JC, - по 
формуле (2.51) получим 

1 /^ = (1/Л,) + ( 1 / Л > 

Так как pXf = рх. ,ropd= pxj2 = pJ2. Поскольку dt являются истинными 
ошибками, то согласно формуле (2.58) при отсутствии систематических 
ошибок 

H=^jd2]/n=^[pd2]/(2n). (2.63) 

Средние квадратические ошибки средних значений х̂  = (х, +*',) 12 оп­

ределяют по формуле тх = \\J ^Р%. = рУ ̂ 2р{ , 

так как = (1/4) (Т/Рх, + \/Рх> )=l/2Pi; Рх-=2р, 

Если разности dlимеют систематические ошибки, то величина 
e = \pd\/[p] (2.64) 

будет отличаться от нуля. В этом случае 

[I = J[pd'2]/2(n-\) , (2.65) 

где </', = </,-6. 



Пример. В табл. 2.10 даны разности прямых и обратных нивелирных ходов 
I I I класса и число станций по ходам в одном направлении. Выполнить оценку 
точности приведенньрс результатов измерений. 

Вычислим 
в = [pd]/\p] = + /,32/4,38 = + 0,30. 

Допустимое значение 9 определяется из неравенства 

| [ ^ ] | < 0 , 2 5 [\d^\]. 

В данном примере \[djp ] | = 2,16, что меньше 0,25 [\djp |] = 0,25 • 

30,10 = 7,52, поэтому используя для вычисления средней квадратической 
ошибки единицы веса формулу (2.63), находим 

|Х= J[pd2]/(2n) = Vl29,76/18 =2,7 мм. 

Вычислим 

™ ц = мУл/2л =2,7/^18 =0,64 мм. 

Средняя квадратическая ошибка среднего значения для первого хода 

тх=[1/у[2р^ =2J/Joj& = 3,3мм. 

Таблица 2.10 

Номер 
хода 

Разность 
d, мм 

Число 
станций Bec/> = 10/iV pd, 

мм dyfp Pd2 

1 +3,7 29 0,34 + 1,26 +2,16 4,66 
2 +8,4 17 0,59 +4,96 +6,45 41,63 
3 -7,2 31 0,32 -2,30 -4,07 16,56 
4 +4,1 18 0,56 +2,30 +3,07 9,43 
5 -8,3 23 0,43 -3,57 -5,44 29,62 
6 -4,9 12 0,83 -4,07 -4,46 19,93 
7 +0,7 17 0,59 +0,41 +0,54 0,29 
8 +2,9 24 0,42 + 1,22 +1,88 3,53 
9 +3,7 33 0,30 + 1,11 +2,03 4,11 
I +3,1 - 4,38 +1,32 +2,16 129,76 



Б. М Е Т О Д Н А И М Е Н Ь Ш И Х К В А Д Р А Т О В 

2.13. ПОНЯТИЕ о МЕТОДЕ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

В теории ошибок рассматривают математическую обработку много-
кратных измерений одной и той же величины. В геодезии врзникают и более 
сложные задачи совместной обработки результатов измерений величин, фун­
кционально связанных между собой. При этом число измерений п делают 
больше, чем необходимо для определения к неизвестных. 

Результаты измерений содержат неизбежные ошибки, поэтому изме­
ряемая величина получит несколько различающихся между собой зна­
чений. Кроме того, результаты измерений не будут удовлетворять возни­
кающим в сети геометрическим условиям, например, сумма измеренных в 
плоском треугольнике углов будет отличаться от 180° и т.п. 

Устранение многозначности решения задачи и удовлетворение гео­
метрических условий в сетях достигается в процессе уравнивания по методу 
наименьших квадратов (МНК), согласно которому в измеренные величины 
вводят поправки v l t удовлетворяющие условию [ w ] = min — для равноточ­
ных и [pvv] =min—для неравноточных измерений. Соблюдение этих усло­
вий, как теоретически доказано К.Ф. Гауссом и А. А. Марковым, приводит к 
наилучшим оценкам определяемых величин. 

Кроме того, наличие избыточных измерений в количестве г = п - к 
позволяет выполнить контроль измерений и сделать оценку их точности. До­
казано, что в среднем отношение веса Р уравненного к весу р неуравненного 
результата определяется формулой Pip = nlk>\. 

Уравнение выполняют двумя основными способами: параметричес­
ким и коррелатным. В параметрическом способе непосредственно опре­
деляют уравненные значения неизвестных — параметров, а в коррелат-
ном — сначала находят уравненные коррелаты, а по ним с помощью фун­
кций — неизвестные. Оба способа дают одни и те же результаты, поэтому 
выбор метода уравнивания в основном определяется наименьшим объе­
мом вычислений, необходимым для его реализации. Кроме двух основ-



нЫх способов имеются комбинированные, сочетающие достоинства од­
ного и другого. 

Классическая теория МНК рассматривает независимые, некоррели­
рованные результаты измерений. В настоящее время МНК распростра­
нен и на коррелированные измерения. 

2.14. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СПОСОБ УРАВНИВАНИЯ 

Предположим, что точными значениями неизвестных являются к вели­
чин Xj (j = 1, 2 , к ) , не имеющих между собой функциональных зависи­
мостей. Истинными значениями измеренных п величин являются Z„ связан­
ные с Xj параметрическими уравнениями 

г^р,(хих2,...,хк), (2.66) 

где i * 1, 2, п\п> к. 

Так как истинные значения^ неизвестны, то нельзя определить и точные 
значения X,., но можно подобрать такие уравненные значения^, Zy = z't + v,. 
(z't — измененные значения, v, — поправки), при которых 

Z^ + v ^ F ^ , ^ , . . . , * , ) , (2.67) 

откуда имеем систему уравнений поправок 

Fi(xpx29...,xk)-z'J = vi; 

Полагая;^ = х°у+&г., ще х° у—приближенные значения неизвестных, 8х у — 
поправки к ним, находим 

F,\х°г + S ^ , х \ + & с 2 , х \ + &xd-z\ = v, (2.68) 



Нелинейные уравнения поправок приводят к линейному виду, для чего 
функцию в (2.68) разлагают в ряд Тейлора с сохранением членов, содержа­
щих первые степени Sxy, в результате получаем 

Fs ( Д х ° 2 , Л ) + &Fi I Эх,) &с1 + OF, / дх2) 5х 2 + . . . + 
+ O F , / a ^ ) & ^ z > v / . 

Обозначив 
в,. = dF, I Эх,; bt = 3F- / Э х 2 ; f t = Э .̂ / Эх*; (2.69) 

= F i СЛ> х°2> - t х°к) ~ Z'i> 

получим систему линейных уравнений поправок 

v, = а,5х, + Ъх 6х 2 + ... + ft 5х* + 4, (2.70) 

где /, — свободный член. 

Система (2.70) имеетп уравнений с (л + к) неизвестными (п поправок v и 
к поправок ох), т. е. является неопределенной. Из множества решений систе­
мы (2.70) наилучшим будет то, для которого выполняется принцип МНК — 
[pv 2] = min. Подставляя вместо v, его значения из (2.70), получаем 

Ф = [pv 2] = р,(а, 6х, + Ьх 8х 2 + . . . + g l Ьхк + / , ) 2 +р2 (а 2 6х, + Ъ2 Ьх2 + . . . + g 2 

& * + У 2 +»• + Л Х 8xi + К 6х 2 + . . . + & 5х, + lnf = ш . (2.71) 

Для нахождения минимума функции (2.71) возьмем частные производные 
и приравняем их нулю: 

ЭФ 

= 2рх (ах 8х, + 6, 8*2 + . . , + g, ох* + /,) а, + 2р2 (а2 Ьхх + й 2 8х 2 + ... + 

g2^k + lda2^^^2pjan6xx+bn6x2^..^gnbxk^ln)an = 0, 

откуда, приведя подобные члены и разделив на 2, имеем 

6 4 



(Р\ « 1 « 1 +/>2 а2 а2 + - + Рп йп ап) Ь*\ + 
+ (Р\ "\ Ъх

 +Рг <*2 ъ2 + • • +Рп <*п Ъ„) Ъх2 + ... 
+ (Р\ <*х gx +р2 а2 g2 + ... апgn) &кк + (р, ах /, + А д 2 / 2 + . . . + р я д л / я ) = 0. 

Аналогично, беря частные производные по х 2 , x h получаем другие 
уравнения: 

[раа] 8хх + [pab] 8х2 + . . . + [pag] 8хк + [ра/] = 0; 
[pab] 8хх + [рбй] 8л;2 + . . . + [pfcg] SJC* + [рЫ] = 0; 

[pag] &хх + [pfcg] 8х 2 + . . . + [pgg] 5хк + [pg/] = 0. (2.72) 

Система (2.72) имеет ^уравнений с к неизвестными, т. е. является опреде­
ленной, уравнения этой системы называются нормальными. Через квадра­
тичные коэффициенты [paa]t [pbb]r[pgg] этой системы проходит главная 
диагональ, относительно которой неквадратичные коэффициенты распола­
гаются симметрично. 

Для равноточных измерений р = 1 и вместо системы уравнений (2.72) 
имеем 

[а,а] 5хх + [ab] &х2 + . . . + [ag] 8хк + [al] = 0; 
[ab]8 хх + [bbi& х2 + ... + [bg]8 хк + [Ы\ = 0; 

[ag] 8 X! + [6g]8 х 2 + . . . + [gg]8 + [g/] = 0. (2.73) 

2.15. РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. 
АЛГОРИТМ ГАУССА 

Системы нормальных уравнений решают в основном способами: Гаус­
са, квадратных корней, неопределенных коэффициентов и итераций — пос­
ледовательных приближений. 

Способ Гаусса сводится к последовательному исключению неизвестных 
8 х( из системы нормальных уравнений. Рассмотрим этот способ на примере 
решения трех нормальных уравнений 
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[aa] 8 х, + [ab]8 х2 + [ас]б дг3 + [а/] = 0; 
[ab] 8 х, + [ЙЬ]8 х 2 + [fcc]8 х 3 + [Ы] = 0; 
[ac] 6 х, + [Ьс]5 х2 + [сс]8 х 3 + [с/] = 0. (2.74) 

Из первого уравнения системы (2.74) имеем 

[аЬ] [ас] [al] 
8 х \ ~ ~~г 1 8 х7 - т ; 8 JC, - т ; . (2.75) 1 [аа] 2 [аа] 3 [аа] v 7 

Подставляя полученное значение 8х, во второе и третье уравнения, полу­
чаем 

[bb- 1] 8 х 2 +[Ье - 1]5JC 3 + [W- 1] = 0; 

[fee- 1 ] 8 J C 2 + [ C C - 1 ]8JC 3 + [ C / - 1] = 0, (2.76) 

где приняты обозначения, называемые алгоритмами Гаусса: 

[аЬ][аЬ] [аЬ][ас] 
[ » - 1 ] - [ » ] - - ^ ; [ * с - 1 ] - [ * с ] - - ^ - ; 

[ab] [al] [ас][ас] 
[Ы • 1] = [Ы] - - j r ^ j - ; [сс • 1] = [сс] - ; (2.77) 

[ac] [al] 

Цифра 1 в алгоритмах Гаусса означает, что после первого преобразо­
вания исключено первое неизвестное. 

Из первого уравнения системы (2.76) находим 

[be -1] [ЫЛ] 
5x^-W^]8x3~JbbT]' ( 2 ' 7 8 ) 

Подставляя его во второе уравнение системы (2.76), после небольших 
преобразований получаем 



[сс-2]&с 3 + [с / -2] = 0, (2.79) 
где 

[ЬсЛ][ЬсЛ] 
[сс-2] = [сс-\]- [ЬЬЛ] 

[ЪсЛ][ЫЛ] 
[с/-2] = [ с М ] - [ Ь Ь Л ] • (2.80> 

Из уравнения (2.79) 

8х 3 = [ - с / - 2 ] / [ с с - 2 ] . (2.81) 

Уравнения (2.75), (2.78) и (2.81) называют элиминационными (от ла­
тинского слова Qlimino — исключать), а систему преобразованных урав­
нений 

[аа] Ьх} + [аЬ] &с2 + [ас] 8д:3 + [д/] = 0; 
[ЪЪ- \]8х2 + [Ьс 1]5х 3 + [Ы- 1] = 0; 

[сс • 2] 8JC3 + [с/ • 2] = О (2.82) 

называют эквивалентной. Получение эквивалентной системы называют пря­
мым ходом решения системы нормальных уравнений. Определение неизве­
стных из элиминационных уравнений, начиная с последнего, называют об­
ратным ходом решения: 

[с/-2] . 
S хг - -

[сс-2]' 

6 Х 1 - - Щ В Ь - № * Ь - Щ . (2.83) 
[аа] [аа] [аа] 



Приведенную схему решения нормальных уравнений используют и при 
большем числе уравнений, при этом применяют правило раскрытия алго­
ритма Гаусса: алгоритм с цифрой А: (например, [dl • 3], к= 3) равен алгоритму 
без цифры ([df]) минус к дробей, знаменатели которых равны первым коэф­
фициентам эквивалентной системы уравнений ([аа], [bb • 1], [сс • 2] и т. д.), а 
числители — произведениям двух алгоритмов с той же цифрой, что и в зна­
менателе, при этом первый сомножитель равен произведению первой буквы 
знаменателя на первую букву раскрываемого алгоритма ([ad], [bd • 1], [cd -
2]), а второй — произведению второй буквы знаменателя на вторую букву 
раскрываемого алгоритме 

№ , [Ы • 1], [с/ • 2]), например, [Л • 3] = [Щ - _ Ш Ш 
\аа\ [bbl] 

[cd-2][cl-2] 
[сс-2] ' 

[ad][cd] 
[bd-\] = [bd]-

[aa] ' 

[ с Г 2 ] = [ с Л _ 1 ^ _ № 1 . ( 2 . 8 4 ) 

[аа] [ЬЬЛ] 

Возможна и неполная форма раскрытия алгоритма, когда алгоритм с 
цифрой £ равен тому же алгоритму с цифрой (к-\) минус последняя дробь 
в полной форме раскрытия, например, 

^ / • 3 ] = ^ - 2 ] - ^ M i i . (2.85) 
[сс-2] 

2.16. КОНТРОЛЬ СОСТАВЛЕНИЯ И РЕШЕНИЯ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Контроль составления и решения нормальных уравнений выполняют в 
основном методом сумм. В табл. 2.11 в каждой строке выписывают коэффи­
циенты уравнений поправок ai9 b(, с , , g t , свободные члены /, и суммы st = 



Таблица 2.11 

Номер 
уравнения bi gi и Vi 

1 ai g] h Sj 
2 ь2 c2 ft h s2 v 2 

п ап Ьп Cn л Sn v n 

Сумма [а] lb] [c] W 11] Is] [v] 
Неизвестные Ьх] 8x2 bx} 6xk - -
Контроль lav) Ibv] lev] - -

a, + + c, + . . . + g, + / ;. Затем вычисляют суммы по столбцам и проверяют 
правильность вычислений по формуле 

[а] + [Ь] +[с] + ... + [g] + И = .[s]. 

В табл. 2.12 вычисляют коэффициенты нормальных уравнений. 

Таблица 2.12 

а] Ь] с] ... •* ] /] s] Контроль 

[а [аа] [ab] [ас] ... [ag] [al] [as] 

[b [bb] [be] ... [bg] [bl] [bs] 

[ t [cc] ... [eg] [cl] [cs] 

[аа] + [ab] + [ac] +...+ 
+ [ag] + [al] = [as] 
[аб] + № W + [ W + . . . + 
+ [bg] + [ад = [bs] 
[лс]+ [&r] + [cr]+ . . .+• 
+ [C^] + [С/] = [cs] 

[g Igg] [gl] [gs] 

[I VI] Us] 

[s [ss] 

[ag]+'[bg] + [ cg i+ . . .+ 
+ [gg] + [*/] = [gs] 
[a/]+ [£/] +[c/] + . . . + 
+ [g/] + [//] = [Is] 
[as] + [bs] + [cs] + ... + 
+ [*s] + [b] = [ss] 



Коэффициенты нормальных уравнений получают путем перемножения 
в табл. 2.12 элементов одного столбца на самих себя ([аа], [bb], [сс], 
[ss]) и на другие столбцы ([ab], [ас],[Is]) и последовательного их сум­
мирования. Суммирование коэффициентов нормальных уравнений для 
контроля выполняют углом. Например, [cs] = [ас] + [be] + [сс] столбца с] +. . . 
+ [eg] + [с/] строки [с. 

В табл. 2.13 приведена схема решения нормальных уравнений по способу 
Гаусса, приведены формулы, по которым вычисляют большинство элемен­
тов схемы. Пояснения необходимы только для строк 5,10 и 16. 

В строке 5 записывают результаты суммирования по столбцам эле­
ментов 3 и 4 строк, получают [bb • 1], [be • 1], [bs • 1]. В строке 10 
приведен результат сложения строк 7, 8, 9 по каждому столбцу, находят 
[сс • 2], [cl • 2], [cs • 2], а в строке 16 — результат суммирования по столбцам 
элементов строк 12,13,14,15, получают [//• 3] и [is • 3]. 

При числе неизвестных к < 10 коэффициенты нормальных и эквива­
лентных уравнений вычисляют до 0,01; коэффициенты элиминационных урав­
нений и неизвестные—до0,001;значения \1[аа], \1[ЬЪ- 1]ит .д .—до0,0001. 
Расхождение контрольных сумм эквивалентных строк допускает до 0,01-0,02. 
Контроль решения нормальных уравнений выполняют по формулам, приве­
денным в табл. 2.13 в столбце контроль. 

Заключительным контролем прямого хода решения в схеме Гаусса явля­
ется соблюдение равенств [// •&] = [&•£] = [ss • к] или [рП • к] = [pis • к] = 
= \pss • к]. Закончив прямой ход решения, вычисляют неизвестные5ду, после 
чего вычисляют по формуле (2.70) поправки v. и контролируют их вычисле­
ние по формулам [av] = [bv] = ... = [gv] = 0 или [pav] = [pbv] =... = [pgv] = 0, 
кроме того 

[v 2] = [/ /•*] = [ & • * ] ; 
\pv2] = [pll-k] = [pls-k]. (2.86) 

Вместо полной схемы табл. 2.13 целесообразно использовать сокра­
щенную схему Гаусса (табл. 2.14), в которой не делают промежуточные 
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записи. При этом коэффициенты нормальных уравнений нужно сразу после 
их вычисления записать в схему Гаусса, тогда отпадет необходимость запол­
нять табл. 2.12. 

В строки сокращенной схемы табл. 2.14 записывают коэффициенты урав­
нений: нормальных (Н), элиминационных (Эл)Ч* эквивалентных (Эк). Поря­
док заполнения строк Н и Эл очевиден и не требует пояснений. Коэффициен­
ты эквивалентных уравнений (строки Эк) вычисляют методом накопления 
сумм, используя следующее правило: коэффициент эквивалентного уравне­
ния в строке I и столбце к равен коэффициенту нормального уравнения, 
расположенного над ним в этом же столбце к, плюс сумма произведений 
коэффициентов элиминационных уравнений (строки Эл) в столбце квадра­
тичного коэффициента определяемого уравнения на коэффициенты уравне­
ний, расположенных над ними в столбце к. Например, коэффициент эквива­
лентного уравнения в строке / = 7 и столбце к= 4 равен 

[ас] [be Л] 
[с/ .2] = [ с / ] - — [ а / ] ~ — [ * М ] . 

Таблица 2.14 

Номер 
строк 

Название 
уравнения 

&, &с2 &СЗ s 

1 н, [аа] № lac] [al] [as] 

2 ЭЛ1 (-1) 
[аЬ] 
[аа] 

[ас] 
[аа] 

[al] 
[aa] 

[as] 
[aa] 

3 н 2 [bb] [be] [bl] [bs] 
4 Эк2 [bb- I] [be- 1] [Ы- 1] lbs- 1] 

5 Эл2 (-1) 
[bc-l] 
[bb-\] 

fw-U 
[bb\] 

[bs-l] 
[bb\] 

6 н , [cc] [cl\ [cs] 
7 Эк3 [cc- 2] [cl 2] [cs- 2] 

8 Эл3 (-1) 
[cl-2] 
[cc-2] 

[cs-2] 
[cc-2] 

9 н 4 [«] lis] 
10 Эк4 б*] 5*2 5x3 №•3] Us 3] 

[55- 3) 



Неизвестное ху равно числу/-й элиминационной строки из столбца/плюс 
сумма произведений уже вычисленных неизвестных 6х на расположенные 
над ними числа из этой же элиминационной строки, например, 

[ЫЛ] [be Л) 
8 х 2 = ~ [bb-l] ~ [ Ь М ] 8 * 3 " 

При уравнивании неравноточных измерений порядок вычислений оста­
ется таким же, но в табл. 2.11 элементы каждой строки умножают на соответ­
ствующий вес. Например, элементы строки 1 — на/?,, строки 2 — нар2 и т. д. 
Кроме того, неравноточные измерения можно привести к равноточным пу­
тем умножения на корень квадратный из его веса. Уравнения поправок в 
этом случае аналогичны (2.70) и имеют вид 

v', = ^ 5 x 1 + 6 ' / 5 x 2 + . . . + g ' I 5 ^ + / ' / , 
ще 

При этом сохраняются все формулы и схемы, полученные для равноточ­
ных измерений, если коэффициенты a., bi9 ...,g, и свободный член /, заменить 

на а'„ Z > ' t , g ' / ' , . В конце вычислений определяют поправки v, = v', / yfp^ . 

2.17. ОЦЕНКА точности УИШНЕННЫХ НЕИЗВЕСТНЫХ 

После определения уравненных значений неизвестных выполняют оцен­
ку их точности, т. е. вычисляют средние квадратические ошибки измерений и 
уравненных неизвестных, являющихся функциями измеренных величин. В 
общем случае среднюю квадратическую ошибку mi любой величины опре­
деляют по формуле 

гс, = ц 7177", (2.87) 

где ц—средняя квадратическая ошибка единицы веса; р ,—вес оцениваемой 
величины. Значение \х находят по формуле 



И= yl[pv2V(n-k)], (2.88) 

где (п - к) — число избыточно измеренных величин. 

Для вычисления весов неизвестных можно использовать формулу 
(2.51), предварительно определив функциональную зависимость между 
оцениваемой величиной и результатами измеренийx l 9 x 2 , т. е. 

Для выражения неизвестных 5х в виде линейных функций свободных чле­
нов нормальных уравнений или непосредственно измеренных величин ис­
пользуют способ неопределенных множителей. В случае равноточных изме­
рений, умножая первое нормальное уравнение на Q n , второе — на Qn, 
третье — на Qn — , имеем 

Учитывая неопределенность множителей Qih дадим им такие значения, 
чтобы 

и=/{х1,х2,...,хп). 

([аа] 5*! + [ab] &с2 + [ас] &с3 +. . . + [at])Qn = 0; 
([ab] & , 5х2 + [6с] 5х3 +. . . + [Ы]) Q]2 = 0; 
([ас] &с, + [ i c ] &с2 + [сс] 5х 3 + ... + [c / ] )g 1 3 = 0. 
После сложения и небольших преобразований находим 
([aa]Qn + [ab]Qn + [ac]Ql3 + ...) &, + 

+ ( [ « Ч б и + t * 4 G i 2 + [bcJGia+ •••) 5 * 2 + 

+i[ao]Qu + [ f c ] 6 1 2 + [Cc]Qn +...) 8х 3 + 
+ [aqe 1 1 + [6( ie 1 2 + [c/]g 13 + ... = 0. 

(2.89) 

(2.90) 

и ] e „ + [a6]e 1 2 + [f lc]e 1 3 + ... = i ; 
[ a i ] e u + [ * * ] e i 2 + M e i 3 + - » = o ; 
[ f l c ] e n T [ * c ] e 1 2 + [ c c ] e i 3 + .. .=o; (2.91) 



В этом случае 

& i =-<№\Qn + [bl}Ql2 + И & з + •••). (2.92) 

Используя коэффициенты Q2X, £?22> Qn и 2з1» 2з2» £?зз> аналогичным об­
разом находят 

S* 2 =- ( M f t i + ДОС* + М & з + ».) ; 

&*з = " ( М б з ! + [6ЧСз2+ М б з з + - ) (2.93) 

при условии 

[aa] Q2] + [ a i ] £ 2 2 + [*с ]£ 2 3 + ... = 0; 
[ab] Q2l + [W>]0 2 2 + [Z>c]023 + ... = 1; (2.94) 
[ac] Q2X + [bc]Q22 + [cc]Q25 + ... = 0; 

[aa]Q3l + [ о * ] е 3 2 + М б з з + - = ° ; 

М и . + [№]e 3 2 + М С з з + - = 0; 
М б з ! + [bc]Qn + [ c c ] £ 3 3

+ - = 1- (2-95) 

Неопределенные множители Q позволяют оценить точность полученных 
значений неизвестных и их функций: Величины Q являются весовыми ко­
эффициентами, что можно доказать следующим образом. Вместо (2.92) мож­
но записать 

& 1 = - («I б п + * i б » + с , е 1 3 ^ - (аг е „ + ь 2 е , 2 + с 2 е , 3 ) / 2 -
- («з Ci 1 + Ъг е 1 2 + с 3 е 1 3 ) / 3 - . . . = а , /, + а 2 / 2 + а 3 / 3 + (2.96) 

где 

a / e - ( e / G n + ^ e i 2 + c l-G 1 3)- Р .97) 

Умножая последовательно левую и правую части уравнения (2.97) наа 1 9 

а2, а 3,... и складывая результаты, с учетом первого уравнения системы (2.91) 
получаем 

[аа] = - ([aa]Qx, + [ab]Ql2 + [ас]б 1 3 ) = - 1. (2.98) 



Аналогично, используя коэффициенты b{, Ь2, Ьъ и сь с2, сг, находим 

[6а] = [са] = 0. (2.99) 

Затем, умножив левые и правые части (2.97) на а 1 5 . а 2 , Щ, ... и сложив 
результаты, с учетом (2.98) и (2.99) находим 

[ с ш ] = - ( [ а а ] 0 П +[ba]Ql2 + [ca]Ql3) = Qn. (2.100) 

Согласно формуле (2.51) обратный вес линейной функции (2.96), в ко­
торой свободные члены /, выполняют роль результатов измерений (/, — 
разность между приближенным и измеренным значениями величины, по­
этому вес равен весу результата измерения), определяется из выраже­
ния 

1 а2 а\ al гаа. 

Ptox Pi, Pi2 Pi, Р V ' 

Для равноточных измерений^ = р 2 = . . . = 1, поэтому с учетом (2.100) 

= - f i n - (2.102) 

Аналогичным образом получают 

Весовые коэффициенты Qu, Q22... с одинаковыми индексами называ­
ют квадратичными, они являются обратными весами уравненных значе­
ний неизвестных с соответствующим индексом: Qx, — обратный вес пер­
вого неизвестного, Q22—второго и т.д. Квадратичные коэффициенты всегда 
положительны. Неквадратичные коэффициенты Ql} обладают свойством сим­
метрии относительно главной диагонали (Qtj = Q^, выражают зависимость 
между уравненными неизвестными i и/, могут быть положительными и от-



рицательными. 
Весовые уравнения типа (2.91), (2.94), (2.95) решают одновременно с нор­

мальными уравнениями. Значения свободных членов каждой системы весо­
вых уравнений вносят в дополнительный столбец. Вычислив обратные веса 
неизвестных, определяют их средние квадратические ошибки 

4 = » ^ =»Ж>> ( 2 Л 0 4 ) 

где для равноточных измерений 

\х = т= yl[v2]/(n-k) , (2.105) 

где (л - к) — число избыточных измерений. Для неравноточных измере­
ний ц определяется по формуле (2.88). 

2.18. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ФУНКЦИЙ УРАВНЕННЫХ НЕИЗВЕСТНЫХ 

Часто возникает необходимость оценивать точность функции уравненных 
неизвестных. Для функции 

где J C , — уравненные неизвестные, обратный вес вычисляют по формуле 

UPr-bfjQy + lbfjQij, (2.107) 

1де^ = (Э^/ах,);1,/= 1,2, 

Если весовые коэффициенты неизвестны, то 

j _ = _ f L _ u L l - _ \ f L 2 L _ _ ! / * • ( * - o f 
PF [аа] [ЬЬЛ] [сс-2] " [gg(k-l)] ' ( Л т ) 

1де 



[ab] [ас] [be Л] 

Отдельные слагаемые формулы (2.108) можно получить в схеме Гаусса 
путем введения дополнительного столбца. Для контроля вычислений исполь­
зуют формулу 

- И Г " " -F [аа] 

2 , - [ a s ] - Д О + / , ; 
I 2 = [ f c s ] - [ 6 / ] + / 2 ; 

[ 6 М ] [«• • (*-1)1 
(2.109) 

(2.110) 

Средняя квадратическая ошибка функции mF=ji ^ 1 / / ^ 

2.19. ПРИМЕР УРАВНИВАНИЯ РАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СПОСОБОМ 

В табл. 2.15 приведены результаты измерений углов во всех комби­
нациях. Необходимо уравнять эти результаты параметрическим спосо­
бом. На рис. 2.4 приведена схема направлений. 

Уравнения поправок в общем виде: 
Sx^/, = v,; 
&tj+ 5х 2 +/ 2 = v 2; 

Таблица 2.15 

Порядко­
вый номер Углы Измеренное 

значение 
Неиз­

вестные 
Уравненное 

значение 
1 1.2 37° 5 Г 17,8" Х\ 37° .51'17,15" 
2 1.3 69 11 28,1 Х\+Х2 

69 11 28,82 
3 1.4 113 13 53,4 х\ + хг +х3 113 13 53,32 
4 2.3 31 20 11,9 хг 31 20 11,68 
5 2.4 75 22 36,6 хг + хъ 75 22 36,18 
6 3.4 44 02 24,0 44 02 24,50 



Примем в качестве приближенных значенийх ь х2, х3 их измеренные зна­
чения, т. е . х \ = 37°51 '17,8 " ; х \ = 31°20 '11,9 "; * ° 3 = 44°02 24,0". 

Согаасно (2,69) свободные члены /, равны разностям между их прибли­
женными и измеренными значениями, т. е. 1Х = / 4 = / 6 = 0, / 2 = д:0, + х°2 -
- 1,3 = +1,6"; / 3 = х°} + х° 2 + jc°3 - 1,4 = +0,3 "; / 5 * х° 2 4- лг°3 - 2,4 = -0,7 ". 

По уравнениям (2.111) составим таблицу коэффициентов уравнений по­
правок и нормальных уравнений (табл. 2.16). 

Таблица 2.16 

Порядко­
вый номер 

а с 1 s V 

1 +1 +1 -0,65 
2 +1 +1 +1,6 +3,6 +0,72 
3 +1, +1 +1 +0,3 +3,3 -0,08 
4 +1 +1 -0,22 
5 +1 +1 -0,7 ' +1,3 -0,42 
6 +1 +1 +0,50 

+3 +4 +3 +1,2 +11,2 [v*] = 1,422 
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В табл. 2.17 дано решение нормальных уравнений по сокращенной схеме 
Гаусса, приведенной в табл. 2.14. В дополнительных столбцах /„ / 2 , / 3 (см. 
табл. 2.17) получено решение весовых уравнений (2.91), (2.94), (2.95), которое 
выполняется одновременно с решением нормальных уравнений и в той же 
последовательности, если столбец / заменить столбцом /„ затем / 2 и после 
этого столбцом / 3 . 

Весовые коэффициенты 

0,500 -0,250 0 

-0,250 +0,500 -0,250 

0 -0,250 + 0,500 

(Qn 
Qn 

Qn 

Q32 

Qx^ 

Q23 

Q* 

вычисляют по тем же формулам, что и неизвестные &ху. Преобразовав по 
схеме Гаусса столбцы /,, / 2 , / 3 , сначала в третий столбец матрицы весо­
вых коэффициентов из элЛиминационной строки 8 (Эл 3) выписывают зна­
чения Qx3 = 0 из столбца /, ;Q23 = - 0,250 — из столбца / 2, и Q33 = + 0,500 — из 
столбца / 3 . Затем, последовательно умножая полученные значения Ql3, Q23 

Q33 на коэффициент - 0,500 эллиминационного уравнения Эл 2 в столбца 5дг3 

(строка 5), и прибавляя к каждому результату значения коэффициентов этой 
же строки 5 в столбцах 1Х (-0,250), / 2 (+0,375) и / 3 (0), получаем 

Ql2 = 0(- 0,500)—0,250 =-0,250; 
^22 =-0,250 (-0,500) + 0,375 =+0,500; 
Q32 =+0,500 (-0,500)+0=- 0,250. 
После этого, умножая вычисленные коэффициенты в каждой строке мат­

рицы на коэффициенты элиминационного уравнения Эл, в строке 2 и столб­
цах 6JC2 И 5Х 3 И прибавляя к результату коэффициент этой же строки 2 последо­
вательно в столбцах 1Х (+0,333), / 2 (0), / 3 (0), находим 

& , = -0,250 (-0,667) + 0 (-0,333) + 0,333 = 0,500; 
£ 2 1 = 0,500 (-0,667) - 0,250 (-0,333) + 0= -0,250; 
б 3 1 = -0,250 (-0,667) + 0,500 (-0,333) + 0 = 0. 



(2.112) 

Средняя квадратическая ошибка 

при равноточных измерениях 

тхГт jQjf ; ™=yl[v2]/{n-к) , (2.113) 

Если система состоит не более чем из четырех нормальных уравнений, ее 

удобно решать с помощью определителей, используя формулу 

8*, = - ;£>*0, 

где D—определитель, составленный из коэффициентов нормальных урав­
нений; D8X — определитель, который получают из определителя D путем 
замены столбца коэффициентов при неизвестном 5*, столбцом свобод­
ных членов. Определитель л-го порядка можно разложить по элементам 
любой строки 

где Ау — алгебраическое дополнение (адъюнкта), получаемое из данного 
определителя путем зачеркивания строки / и столбцаj. Знак определяется 
выражением ( — Д л я рассматриваемого примера 

D = 

3,00 2,00 1,00 

|2,00 4,00 2,00 

1,00 2,00 3,00 

[pad] [pab] [рас] 

[pab] [pbb] [pbc] 

[рас] [pbc] [pec] 

= 3,00^ j + 2,0O412 + 1,00Л13 

С учетом значений 

|4,00 2,001 

^12 = И ) 1 + 2 = 

|2,00 3,00 

|2,00 2,00| 

1,00 3,001 

= 4,00 • 3,00 - 2,00 • 2,00 = 8,00; 

= -4,00; 



л 1 3 = Н ) , + 3 = 
2,00 4,00 
1,00 2,00 = 0; 

D = 3,00 • 8,00 + 2,00 (-4,00) + 1,00 0= 16,00. 

Определитель 

\[pal] [pab] [pact 

D6„ = \[рЫ] [pbb] [pbc] 

[pel] [pbc] [pec] 

1,90 2,00 1,00 

1Д0 4,00 2,00 

-0,40 2,00 3,00 

= 1,90 (12,00-4,00) -2,00 (3,60 + 0,80).+ 1,00 (2,40 + 1,60) = 10,40; 

5x, =-D8x/D=-10,40/16,00=-O,650. 
Аналогичным способом получаем 

D5 = 

\[paa] [pal] [рас] 
Ipab] [pbl] [pbc] 
[рас] [pbl] [pec] 

&t,=-3,60/16,00=-0,225. 

Z>8 = 

[paa] [pab] [pal] 
[pab] [pbb] [pbl] 
[рас] [pbc] [pel] 

3,00 1,90 1,00 

2,00 1,20 2,00 

1,00 -0,40 3,00 

3,0 2,00 1,90 

2,00 4,00 1,20 

1,00 2,00 -0,401 

= 3,60; 

=-8,00; 

&c3=-8,00/16,00=+0,500. 
Решая с помощью определителей системы уравнений типа (2.91), (2.94), 

(2.95), получим формулу для нахождения весовых коэффициентов Qtj = 
Ay/D. Учитывая вычисленные значения.Д Ап, Ап,Аи , находим 

Qu =A„/Z)=8,00/16,00 = 0,500; 
Qn =AJD =-4,00/16,00 = -0,250; 
£ 1 3 =Л 1 3 /1>=0/16 ,00=0. 



Раскладывая определитель/) по элементам второй и третьей строк, нахо­
дим 

А 2 1 = -4,00; А 2 2 = 8,00; А 2 3 = -4,00; 
Q2l =A2l/D = - 0,250; Q22 =A22/D = 0,500; Q23 =A23/D = -0,250; 

лг\ = M 3 2 = -4,00; A 3 3 = 8,00; g 3 1 =A3l/D = 0; Q32 =A32/D = -0,250 
£ 3 3 =Л 3 3 /£> = 0,500 

т.е. получены значения, приведенные в матрице весовых коэффициентов. 
Используя для оценки точности формулы (2.113) и учитывая, что соглас­

но (2.86) [v 2] = [Ilk] = [Is • к], в рассматриваемом примере [v 2 ] = 1,44 (в табл. 
2.17 строка 10, столбцы /, s), 

т = 71,44/(6-3) =0,69"; 

т х г

 = т х 2 = т х ъ

 = mW» = °> 6 9 л/0Д> = 0,49". 

Коэффициенты корреляции между уравненными /-м и/-м неизвестными 
определяют по формуле 

rg = Qv/<jQ&ji • (2.114) 

Например, коэффициент корреляции между х{ их2 равен 

r\i^Q\^Q\\Q\i =-0,250/^0,500 0,500 =-0 ,5 . 

В случаях, когда необходимо определить вес функции уравненных 
неизвестных, можно воспользоваться формулой (2.107). Например, в при­
веденном выше примере нужно найти вес суммы уравненных углов 

F=ixx +х2 + х 3 , 

т.е. угла 1.4. У читывая, что f- = (dF/dxj) = 1, находим 

\IPF = bfQjj + 7Sfffi4 = QU + Q22 + 2зз + 2 (Ql2 + Qn + £23) = 
= 0,50+ 0,50 + 0,50 + 2 (-0,250 + 0 - 0,250)=0,50. 

Кроме того, обратный вес можно определить, используя формулу (2.108), 
а для контроля — формулу (2.109). Добавив в схему Гаусса (см. табл. 2.17) 
столбцы/, и Zj, делаем вычисления, аналогичные выполняемым при реше-



нии нормальных уравнений. В столбце / | значение l/PF> получается путем 
суммирования произведений элиминационных строк на расположенные над 
ними коэффициенты, а в столбце Zj — путем суммирования [/] (в рассматри­
ваемом примере [/] = 3) с произведением значений элиминационных строк в 
столбцеfx на расположенные над ними коэффициенты в столбце 

По формулам (2.108), (2.109) можно определить также обратные веса урав­
ненных значений неизвестных. Например, если нужно найти обратный вес 
неизвестного дг3, то принимают/^ = 1 ,/J =f2 =... -fk=Q, тогдаF=х ъ (в табл. 2.17 
столбцы^, Z 2 ) 

2.20. ПРИМЕР УРАВНИВАНИЯ НЕРАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СПОСОБОМ 

На схеме нивелирной сети (рис. 2.5) цифрами в кружках обозначены 
номера секций, стрелками — направление ходов. Ниже приведены исходные 
данные, в табл. 2.18 — результаты измерений и значения их весов. 

Номер марки 20 21 22 
Отметка исходной марки, м 104,931 119,354 123,478 
Приближенные значения отметок реперов х°} = 117,3 м; JC°2 = 111,0 м, 

х° 3 = 113,9 м. Уравнения, поправок в общем виде составляют как разности 

МП 

Рис. 2.5 Схема нивелирной сети 



Таблица 2.18 

Номер Превышение Длина хода Вес Уравненное пре­
хода А, м L, км Pi = 35/Li вышение, м 

1 +12,352 27,4 1,28 + 12,338 
2 -3,387 31,8 1,10 -3,388 
3 -2,894 29,1 1,20 -2,877 
4 -6,075 34,5 1,01 -6,073 
5 +6,243 41,3 0,85 +6,265 
6 -5,488 24,9 1,41 -5,473 
7 -6,208 28,4 1,23 -6,209 

между превышениями, полученными по отметкам точек и их измеренными 
значениями в каждой секции. При этом к приближенным значениям определя­
емых отметок* 0, реперов прибавляют соответствующую поправку 5*,. Число 
уравнений поправок равно количеству секций. Для рассматриваемой сети 

* ° 3 + 5JC3 - * ° , - 5*t - h 2 = v 2; 

х°2 + 5*2 - *°з - 5дг3 - А3 = v 3; 
х20 *~ Х°2 ~~ &Х2 "ПА = v4> 
*° , + 6*, - * ° 2 - 5*2 - h5 = v 5; 
*°з + 5 * 3 - * 2 1 - Л 6 = v 6; 
Х°{ + 5*j - * 2 2 — Й7 = V?. 
Подставляя в эти уравнения вместо *°j, *° 2 , *° 3 — приближенные зна­

чения отметок реперов, вместо * 2 0 , * 2 1 , *2 2 - отметки марок, а вместо hu h 2 , 
h 7 — измеренные превышения, находим значения свободных членов /, = 

*°i "* х2о ~~ n i> к ~ х^ъ~~ x °i - h 2 и т. д. В итоге получим уравнения поправок 
+5*, 
- 5*, 

+ 5*! - 5*2 

+ 5*! 

+ l,7 = v i ; 

+ 5*з - 1,3 =v 2 ; 
+ 5*2 -5*з -0 ,6 = v 3; 
- 5 * 2 +0,7 = v 4; 

+ 5,7=v 5; 
+ 5*з +3,4=v 6 ; 

+ 3,0 = v 7; 

(2.115) 

в которых свободные члены даны в сантиметрах. 



В табл. 2.19 приведены коэффициенты уравнений поправок и другие ве­
личины, а в табл. 2.20 — коэффициенты нормальных уравнений. 

В табл. 2.21 приведена сокращенная схема решения нормальных урав­
нений. Следует заметить, что табл. 2.20 можно не заполнять, а сразу по 
данным табл. 2.19 вычислять коэффициенты нормальных уравнений [раа], 
[pab], [pss] и записывать их в строки Я , , Я 2 , Я 5 

Таблица 2.19 

Номер Коэфф ициенты уравнений поправок 
уравнения а b с 1, см 5 Р V , C M 

1 +1 +1,7 +2,7 1,28 -1,40 
2 -1 +1 -1,3 -1,3 1,10 -0,08 
3 +1 -1 -0,6 -0,6 1,20 +1,73 
4 -1 +0,7 -0,3 1,01 +0,25 
5 +1 -1 +5,7 +5,7 0,85 +2,15 
6 +1 +3,4 +4,4 1,41 +1,52 
7 +1 +3,0 +4,0 1,23 :0,10 
£ +2 -1 +1 +12,6 +14,6 \рА = = 13,37 

-3,10 +0,45 -1,88 [plv) = 
[psv] = 

•• 13,33 
: 13,31 

В результате решения системы нормальных уравнений получаем поправ­
ки 5*1, &х2, §*з и значения неизвестных: 

JC, « J C ° , + & ! = 117,300м-3,10см = 117,269м; 
х2 =^JC° 2 4 - 5X 2 = 111 ,000 м + 0,45 см = 111,004 м; 
хъ =*°з + 6х 3 =113,900 м - 1 , 8 8 см = 113,881 м. 
Затем по формулам (2.115) вычисляем значения v и записываем их в табл. 

2.19. После этого вычисляют [pv2] и для контроля - [plv] = [psv] = [pv1]. 
Средняя квадратическая ошибка единицы веса 

V = iJ[pv2]/(n-k) = Vl3,37/(7-3) = 1,83 см, 

средняя квадратическая ошибка 1 км хода 

" W e H / V c =1,83/735 =0,31 см. 



Для оценки точности вычислена матрица весовых коэффициентов и дня 
контроля — обратные веса функцийF x =x},F2 -х2. Вес последнего неизвес­
тного получен дважды: ?Х2 = [сс • 2] = 2,75 и Рх^ = l / g 3 3 = 1/0,364 = 2,75. Вес 
первого неизвестного также получен дважды: 

РХх = \I(\IPF) = 1/0278 = 3,60;/^ = 1/0,, = 1/0,279 = 3,58. 

Вес предпоследнего неизвестногоР х = l/(\/PF) = 1/0,432 = 2,31; 

Р Х 2 = 1/622= 1/0,431 =2,32. 

После этого вычисляют средние квадратические ошибки: 

тхГ^40и = 1 >83 >/0Д79 =0,97 см; 

Mx^VyjQii = 1,83-^0,431 =1,20 см, 

тх=^л1<2^ =1,83^/0364 =1,10см 

В последнем столбце табл.2.18 путем ведения поправок v,. в измеренные 
превышения А, получены уравненные значения превышений. 

Контролем вычислений является равенство нулю суммы уравненных 
превышений в каждом замкнутом полигоне и равенство нулю невязок в 
ходах между твердыми марками. 

Используя формулу (2.41), для точных значений Xj имеем доверительные 
интервалы 

Xj-^ZXjZxj + Xfn,. (2.116) 

Для отметких х репера 1 при доверительной вероятности (3 = 0,95 иг = п -
к=4 из таблицы распределения Стьюдента (см.табл. 2.5) имеем tp= 3,2; 117,269 
м -3,2 0,97 cM<*i< 117,269 м + 3,2 0,97 см или 117,238 м<ДГ, < 117,300 м. 

Иногда результат уравнивания записывают в виде. Xj ±mxJ, что соот­
ветствует доверительному интервалу (5 = 0,7. 

Доверительный интервал для стандарта единицы веса равен 
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у^йа0<у2ц, (2.117) 

i-k 
где Yi = V v? » Y2 = л/ у 2 > X 2 i и х \ выбирают из таблицы %2 п ° числу 

п-к п-к 

степеней свободы г=п-к (см. табл. 2.7). При р = 0,95 и г = 4 имеем (см. раздел 
2.7) /?т = (1 - р)/2 = 0,05/2 = 0,0025 и /?2 = 1 — /?,= 0,975, этим значениям 
соответствуют (см. табл. 7) %2, = 11,1 и %2

2 = 0,484 и доверительный интервал 

V 4 / l l , r l , 8 3 < o 0 < ^4/0 ,484-1 ,83или 1,1 с м < а 0 < 5 , 3 с м . 

Для стандарта ах доверительный интервал равен 

Ътх.<0Х)<Ътхг (2.118) 

Так, для ст^ при тех же значениях r,p, Yi И у 2 имеем 0,58 см < сх <2,81 см. 
Иногда вместо построения доверительного интервала для а 0 определяют сред­
нюю квадратическую ошибку, самой средней квадратической ошибки, т.е. 

т ц = \xJ ̂ /Jr , и записывают р, ± т^. Аналогично записывают тх ±тт, где 

2.21. СОСТАВЛЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
по СПОСОБУ УЗЛОВ ПРОФ. В.В.ПОПОВА 

При уравнивании нивелирных и полигонометрических сетей профессор 
В.В. Попов предложил составлять нормальные уравнения по схеме сети, ис­
пользуя следующие правила: 

1) квадратичные коэффициенты в г-м нормальном уравнении равны сум­
ме весов ходов, сходящихся в узле с номером i; 

2) неквадратичные коэффициенты в /-м нормальном уравнении в столб­
це ji раэны отрицательному весу хода между узлами i иj; 

3) свободные члены нормальных уравнений равны сумме величин pi хо­
дов, сходящихся в узле /; pi имеет знак «+», если узел i является конечной 
точкой хода, и «-», если начальной точкой хода. 



Для нивелирования сети, изображенной на рис. 2.5, получим нормаль­
ные уравнения: 

(Р\ +Рг +Ps + Р7)°^1 - Л ^ г - Л ^ з + (Pih ~Рг1г + М + М ) ' в ' 0 ; 
- / > 5 5 * i + ( Р з + й + й ) 5 ^ 2 + W 3 " M ^ М ) ^ 0 

-/? 25х! - р 3 5 * 2 + (р 2 + р 3 +/? 6)5х 3 + ( М ~ М + М ) = О 
Подставляя в эти уравнения значения весов из табл. 2.18 и / - из табл. 2.19, 

находим 
4,46 8*,-0,85&с 2 - 1,108*3 +12,14 = 0; 
-0,858^ + 3,068х2 -1,20&с 3 - 6,27 = 0; 
-1,105х 1 -1 ,205х 2 + 3,718х3 +4,08 = 0; (2.119) 

т. е. получили нормальные уравнения, вычисленные обычным методом (см. 
табл. 2.20). 

2 .22 . КОРРЕЛАТНЫЙ СПОСОБ УРАВНИВАНИЯ 

Предположим, что в результате непосредственных измерений получены 
величины*,, * 2 , . и с т и н н ы е значения к о т о р ы х ^ ,Х2,.. ^А^. Если в сети 
выполнено п измерений, из которых г—избыточные, то возникает г геомет­
рических условий 

ед,Л2,...Д|) = 0;У= 1,2,...,г, (2.120) 

называемых условными уравнениями. 
При подстановке в условные уравнения (2.120) вместо истинных^ изме­

ренных значений имеющих ошибки измерений, в правой части появятся 
невязки (Оу, т.е. 

F / * 1 , * 2 , . . J C „ ) = (O/. (2.121) 

Невязки w, можно устранить путем введения в результаты измерений 
xt поправок v,, тогда 

*Х*1 + v„ * 2 + V 2 " " ' Х п + V n ) = 0, (2.122) 



Нелинейные условные уравнения приводят к линейному виду, для чего 
функцию в формуле (2.122) разлагают в ряд Тейлора с сохранением членов, 
содержащих первые степени поправок. В результате получаем 

dFj dFj dFj 
Ffa, x2,...,*„) + ^ v, + ^ v 2 + ... + ^ v„ = 0. 

Обозначим 

а>-ЪхГЬ'=дх1'""*'~Ъ,' ( 2 Л 2 3 ) 

Учитывая выражение (1.121), 
« 1 v 1 + a 2v 2 + ...+a / iv / I+co 1 = 0; 
* i v i + * 2 V 2 + • • " ' А л + са2 = 0; 

ЯМ + g 2 v 2 + . • ' .+ал + ш г = 0. (2.124) 

И Л И 

[av] + со, = 0; 
[М>]+'ю2 = 0; 

1 
[gv]+w r = 0. (2.125) 

В системе условных уравнений поправок число независимых уравнений 
г меньше числа п неизвестных v, поэтому она неопределенна и имеет множе­
ство решений. Однозначное решение получают при соблюдении условия 
ф = \pv2] - min. Согласно способу Лагранжа к функции Ф присоединяют 
условные уравнения (2.125), умноженные на неопределенные множители к, 
называемые коррелатами. В итоге получают 

Ф = [pv 2] - 2*, ([av] + 0) , ) - 2k2([bv] + ш 2) - ... - 2kr([gv] + ш г) = min. (2.126) 

Для определения минимума этой функции берут частные производные 
по V- и приравнивают их нулю: 



ЭФ 

Эу. = 2Р№ ~ 2к\аг ~ 2 k 2 b i - • • • ~ 2 к & = О, 

откуда 

v, = ( i / A ) ( f l A + 6 Л + • . - + * & ) = + *Л2+-..+гЛХ (2.127) 
где л;-= 1 //?,. 

Подставляя вместо поправок v} их значения из формулы (2.127) в 
(2.124) находим нормальные уравнения коррелат: 

[паа]кх + [nab] к2 + ... + [nag] kr + Wf- 0; 
[nab] к} + [7*6] t 2 +....+ [Tug] kr, + =0; 

[nab]kx + [jj&g]*, + .. .+[ngg]kr +W2 = 0. (2.128) 

Решив эту систему, находят коррелаты kJy затем по формуле (2.127) 
определяют поправки vy. и уравненные значения 

Xyy-x + v. (2.129) 

2 .23 . КОНТРОЛЬ СОСТАВЛЕНИЯ И РЕШЕНИЯ 
НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ КОРРЕЛАТ 

Условные уравнения составляют в две руки. Определение коэффициентов 
нормальных уравнений контролируют методом сумм: 

at + * , + . . .+ qt +fx + / 2 + . . = s.; (/ = 1, 2, . . . , и); 
М + [6] + . . .+ Ы + [/;] + И + . . . + га = [ 8 ] ; (2.130) 

[яал] + [яаб] + . . .+ [nag] + [naf}] + [яа/ 2 ] + ... + [nqft = [nas]\ 
[nab] + [nbb] + ... + [7rf>g] + [яб/,] + [я6/ 2] + ... + [яЭД = [rate]; (1131) 
[naq] + [flfcq] + . . . + [nqq] + [яц/,] + [яа/ 2] + ... + [тк£] = [rajs]; 

[7*S] + ^ 2 = 

[^qs] + ^ r = I r . (2.132) 



Решение системы нормальных уравнений do схеме Гаусса контролируют 
(контроль 1), используя формулы 

[та] + [тЬ] + ... + [тд] + [T&Z/J + [mf2] + ... + [яо/Д = [яа*]; 
[яЬЬ • 1] + [я6с- 1] + ... + [я&яЧ] + [ 7 * / , Ч ] + [я&/ 2-1] + ..'. 
+ [я6>;-1]»[я&у • 1]; 
[ясс - 2] + ... + [яс? • 2] + [ncf] • 2] + [тсс/2 • 2] + ... + [яеУ1 • 2] = [яги • 2]; 

[тад • (1--1)] + [яаГ1(г^1)] + [я в Г 2 (г-1)] + ... 
+ [ ^ ( r - l ) l = [ ^ 5 ( r - l ) ] . (2.133) 

Контроль 2 выполняется следующим образом. Определяют EJ = s, + 
для нормальных уравнений. Затем столбцы WHS вычисляют также, как 
другие столбцы схемы Гаусса. Сумма строк в столбцах s и W равна кон­
тролю 2 и должна равняться значению Ъ в этой же строке. После вычислен 
ния по формуле (2.127) поправок vi9 заключительным контролем служит 

[pv2]=-[kW]> , (2.134) 

Кроме того, правильность вычислений можно проконтролировать, под­
ставляя в условные уравнения соответствующие поправки и свободные чле­
ны. 

2.24. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ФУНКЦИЙ 
ПРИ УРАВНИВАНИИ КОРРЕЛАТНЫМ СПОСОБОМ 

В коррелатном способе составляют функцию 

F=j(xvx2,...,xnl (2.135) 

которая после разложения в ряд имеет линейный вид 



/ i v , + / 2 v 2 + • ~ + / л +/о = 0, (2.136) 
где^ = Э^/Э* /^ з=У(д: /

1,*' 2, . . . , x ' n ) ; x 1

1 , j c 1

2 , . . — результаты измерений. 
Обратный вес функции 

- L = r f l y r г Л . 1 п т M l [ " g r - ( r - i ) ] a 

^ - [ ^ - г ] - [ ч й - [ п а д ] - ^ . ц - - - [ щ д . ( г - щ (2-137) 

вычисляют попутно с решением нормальных уравнений путем добавле­
ния к схеме Гаусса столбца Fс элементами [яа/], [яЬ/]9 .... [Ttqf], 

Для контроля используют формулу 

где s,= a, + bt + ... + q (2.139) 

Средняя квадратическая ошибка функции 

тр = \кфТРР , (2.140) 

где 

ц = V [ > v 2 ] / r . (2.141) 

При1 равноточных измерениях вместо ц находят 

те» V [ v 2 ] / r . (2.142) 

2.25. ПРИМЕР УРАВНИВАНИЯ НИВЕЛИРНОЙ СЕТИ 
КОРРЕЛАТНЫМ СПОСОБОМ 

Уравняем нивелирную сеть, приведенную в п. 2.20. В этой сети возни­
кает г = 7 - 3 = 4 условных уравнения полигона (см. рис. 2.5): 

-v , - v 4 + v 5 + Wx = 0; 
- v 2 - v 3 - v 5 + W2 = 0; 
v 2 - v 6 + v 7 + ^ 3 = 0; 
v 3 + v 4 + v 6 + )^ 4 = 0 
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Выполнив также оценку точности функций - отметок Яр 1,2,3 —, соста­
вим весовые функции по ходам 1,4,6. 

В табл. 2.22 получены коэффициенты условных уравнений, а в табл. 2.23 — 
коэффициенты нормальных уравнений коррелат. 

В табл. 2.23 столбцу** соответствует первое условное уравнение (полигон 
I), столбцам Ь, с, d — второе, третье и четвертое уравнения (I I , Ш и IV полиго­
ны). 

Табл. 2.23 можно не составлять, а сразу выписывать коэффициенты нор­
мальных уравнений в строкиН {, # 2 , . . . , Я 7 схемы Гаусса.(табл. 2.24). 

При вычислении обратных весов (столбцы f\9f2,fi*S) контроль вы­
полняется суммированием углом элементов подчеркнутых строк. 

Например, в строке \/Р^ контроль 1 = 0,13 + 0,43 + 0,18 = +0,74; в 
строке \1Р/г контроль 1 = 0,12 + 0,18 + 0,36 = +0,66. 

По вычисленным значениям коррелат в табл. 2.22 формуле по (2.127) по­
лучены поправки v, и выполнен заключительный контроль вычислений -
[pv 2] = - [kW]. После введения поправок в измеренные значения в табл. 2.21 
получены уравненные значения превышений hv = h + v. Затем вычислены 
отметки реперов: 

* i = * 2 о = 104,931+12,338 = 117,269 м; 
х 2 =x20+hy4 = 104,931+6,073 = 111,004 м; 
*з =х2\ +К=119,354-5,473 = 113,881 м. 

Вычисленные уравненные значения превышений и отметок совпадают 
с их значениями, полученными при уравнивании параметрическим спосо­
бом. 

По формуле (2.141) находим среднюю квадратическую ошибку еди­
ницы веса 

И = -ilP^Vr = V 1 3 > 6 5 ] / 4 = ! > 8 5 с м 

Средняя квадратическая ошибка одного километра хода равна 

т к м = 1,85/^35 =0,31см; 

4 - 3984 Куштиы 
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mf=[i^/Pfl =1,85^/5128 =0,98см; 

тА = 1,85 = 1,85 7^43 = 1,21 см. 

mA = \iJVPf3 = 1 ,85^36 = 1,П см. 

Полученные значения в пределах точности вычислений совпадают с 
результатами уравнивания этой же сети параметрическим способом. До­
верительные интервалы получают так же, как и в параметрическом спо­
собе: 

2.26. СОСТАВЛЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ КОРРЕЛАТ 
по СПОСОБУ ПРОФ. В . В . ПОПОВА 

Если коэффициенты полигональных условных уравнений равны ±1 
или 0, то нормальные уравнения можйо получить, не составляя условные 
уравнения. Предварительно в схеме нумеруют все ходы и полигоны и 
указывают их направления при определении невязок, выписывают значе­
ния обратных весов ходов. Нормальные уравнения составляют.по схеме, ис­
пользуя следующие правила: 

1) коррелате приписывают номер полигона; 
2) квадратичные коэффициенты в строке i равны сумме обратных весов 

ходов в полигоне /; 
3) неквадратичный коэффициент в строке i и столбце j равен обратному 

весу хода, общего для полигонов i и j со знаком плюс, если направления 
обхода полигонов совпадают, и минус — если не совпадают; 

4) свободный член /-го нормального уравнения равен невязке /-го по­
лигона. Например, для сети, изображенной на рис. 2.5, имеем 

(щ + я 4 + 7Г 5) кх - п5к2 - л4к4 + Wx = 0; 
-п5кх + (712 + щ + 7Г5)&2 - щк3 - щкл + W2 = 0; 
-щк2 + (щ + тг6+ щ)к3 - л6к4 + ^ з = 0; 
-п4кх - щк2 - л6к3 + (л3 + л4 + пе)к4 + W4 = 0. (2.143) 
Подставляя вместо щ их значения из табл. 2.22, находим 



+2,95'*, - 1,18*2 - 0?99*4 -3,5 = 0; 
-1,18*, + 2,92*2 - 0,91*з ~ ° > 8 3 * 4 + 3 > 8 = 0; 
-0,91*2 + 2,43*з - 0Л 1*4 + U = 0; 
-0,99*, - 0,83*2 - 0,71*з + 2,53*4 - 3,4 = 0. 

Определив коррелаты из решения полученных уравнений, находят 
поправки, используя правило: поправка vy равна обратному весу я*, ум­
ноженному на сумму коррелат полигонов, которым принадлежит ход у; 
если направления хода и полигона не совпадают, то коррелате придают 
обратный знак. По схеме (см. рис. 2.5), используя это правило, имеем 

v, =7r,(-*,); 
v 2 = ^ ( - * 2 + * 4 ) ; 
v 3 « Я з ( - * 2 + * 4 ) ; 

v 4= 7r4(-*, + * 4 ) ; 
v 5 = я 5(*, - * 2 ) ; 

v 7 = Щку 

Для оценки точности отметок узлов выбирают ход от твердой точки до 
оцениваемого узла. Дополнительный столбец в схеме Гаусса находят по тем 
же правилам, что и нормальные уравнения. 

Способ В.В. Попова можно использовать и при раздельном уравнива­
нии полигонометрической сети. 

2.27. РЕШЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ ПРИБЛИЖЕНИЙ 

Метод приближений целесообразно использовать, когда квадратичные 
коэффициенты нормальных уравнений значительно больше неквад-, ратич-
ных. Из системы трех нормальных уравнений 

[aa] Ъхх + [аЬ]&с2 + [афх3 + [al] = 0; 
[ab] &c} + [bb]6x2 + [Ьфхг + [bl] = 0; 



ДО]5х, + [Ьфх2 + [сфх3 + [с/] = 0; (2.144) 
получаем 

ДО] ДО] [al] 
ДО]6*2" ДО]5*3~ ДО] = a ^ 2 + * , 3 % 3 + Pi; 

ДО] [6с] [Ы] 
5 x 2 = ~ ДО]6*1" ДО]5x3- ДО] = а218*2 + «2з5*з + р2; (2.145) 

[ас] ДО] И ] 
& * 3 = " ДОУ&1_ ДО]8^2' ДО] = а 3 1 & 1 + « 3 2 5 * 2 + Рз-

В первом приближении при определении 8х} примем &г2 = 8*3 = 0, при 
вычислении 8х 2 подставляем полученное значение 5хх и принимаем &с3 = 0, 
а при нахождении 8дг3 подставляем полученные значения 5JCJ И 8JC2. 

Во втором приближении при определении 5JC, подставляем &х2 и 8х3, по­
лученные в первом приближении, при нахождении 5х 2 подставляем вычис­
ленное во втором приближении дх} и 5^ из первого приближения, при вы­
числении 8х 3 подставляем 8хх и &с2 из второго приближения. Подобным об­
разом выполняем третье и последующие приближения, пока разности меж­
ду двумя последними приближениями для всех неизвестных будут меньше 
установленного допуска. Результат последнего приближения и будет оконча­
тельным значением неизвестных. 

В табл. 2.25 приведено решение системы нормальных уравнений, по­
лученной для нивелирной сети в п. 2.20 

В первом приближении 

= Р, = -2,722;8* 2

( 1 ) = ̂ 8 * / ° + р 2 = 0,278 • (-2,722) + 2,049 = + 1,292; 

5x 3

( I ) =a 3 1Sx/ l ) +я 3 2&с 2

( 1>+рз=+0,296 (-2,722)+0,323 (+1,292)-1,100=-1,488. 

Во втором приближении 

&с/ 2 ) =я 1 2&х 2

( 1 ) +* 1 3&с 3

( 1 ) + Pi -+0,191 (+1,292)+0,247 (-1,488)-2,722 =-2,843; 

Й Х 2 ( 2 ) =a2l5xl

{2) +a 2 3 &c 3

( 1 ) +p, = 0,278 (-2,843) + 0,392 (-1,488) + 2,049 = +0,675; 

5x 3

( 2 ) =fl 3 1 &c 1

( 2 ) +я 3 2 &с 2 ^ + P3 = 0,296 (-2,843) + 0,323 (+0,675)-1,100=-1,724. 



Таблица 2.25 

Параметр J Параметр 
1 2 3 

а,, 0 +0,278 +0,296 
а, 2 +0,191 0 +0,323 

а,з +0,247 +0,392 0 

3, -2,722 +2,049 -1,100 
fix/" -2,722 +1,292 -1,488 
S*,(2) -2,843 +0,675 -1,724 
&с/ 3 ) -3,019 +0,534 -1,821 
8х/ 4 ) -3,070 +0,482 -1,853 
fix/5' -3,088 +0,464 -1,864 
&с/6> -3,094 +0,458 -1,868 

&х/7) -3,096 +0,456 -1,869 
&с/8> -3,097 +0,456 -1,870 

Подобным способом выполняем и последующие приближения. Полу­
ченные в восьмом приближении значения неизвестных практически совпа­
дают с их значениями, найденными при решении этих же нормальных урав­
нений по схеме Гаусса (см. табл. 2.21). 

2.28. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 
ПРИ АППРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИЙ 

В результате опытных исследований получена связь между величинами 
хм у, при этом предполагается, что эти величины имеют функциональную 
зависимость у = F(x). Форма зависимости определяется из теоретических 
исследований или по графическому изображению результатов опыта. 
Например, положение точек на графике (см. рис. 2.3) показывает линей­
ную зависимость между |А| и Д а на рис. 2.6 полином второй степени 
у = ах2 + Ъх + с. С помощью этого полинома можно получить уравнения 
кривых, каждая из которых проходит через три точки — для определения 
коэффициентов а9Ь,с достаточно иметь три уравнения. Например, первая 



кривая проходит через точки 1,2,3, вторая — через точки 3,4,5 и т. д. Кроме 
того, можно аппроксимировать,опытные данные кривой (п - 1) степени, где 
п — число опытных значений х и у, которая будет также проходить через все 
п точек. Но построение таких полиномов нецелесообразно, так как законо­
мерность, полученная опытным путем, искажена ошибками измерений. Для 
сглаживания случайных уклонений, т.е. для определения коэффициентов 
сглаживающих полиномов, используют метод наименьших квадратов. 

в которых неизвестными являются коэффициенты а и 6, а измеренными 
величинами — значения хну. Переходя к нормальным уравнениям, нахо­
дим 

Рис. 2.6. Аппроксимация полинома второй степени 

Для линейных зависимостей имеем уравнения поправок 

ах2 + b-y2 = v2^ 

axn + b-yn = v, (2.146) 

[хх]а + [x]b - [ху] = 0; 
M a + / ? i - [ y ] = 0. 
Решая эту систему с помощью определителей, имеем 

(2.147) 

a=DJD\b=Db!D, (2.148) 



где 

£> = 
\[хх] [х] 

= п[хх]-[х]2; 

D = 
\[ху] [х 

•= п[ху] - [х] [у]; 

-[хх] \у]-[ху][х]. (2.149) 
[хх] [ху] 

[х] [у] 

Выполним аппроксимацию линейной функцией данных, приведенных в 
табл. 2,4. По этим данным имеем [хх] = 465,74; [*] = 77,4; [у] = 837; [ху] =4899,1; 
ц — 16. Подставляя эти значения в формулы (2.148), (2.149), получаем: 

£=465,74 • 16-77,4 2= 1461,08; 
Д , = 16-4899,1 -77,4 • 837=13601,8; 
£> ь=465,74- 837-77,4 • 4899,1=10634,04; 
а= 13601,8/1461,08 = 9,31; 
Ъ = 10634,04/1461,08 = 7,28; у = 9,31 JC+7,28. 
Полученная формула практически совпадает с уравнением регрессии, 

найденном по этим же данным (см. пример в п. 2.4). Это подтверждает поло­
жение, согласно которому для линейных функциональных зависимостей за­
дача определения параметров а и Ъ математически тождественна задаче по­
строения уравнения регрессии для случая, когда коэффициент корреляции г 
= ± 1 . 

Используя приведенные в табл. 2.4 значениях,. иу( находим уклонения 
F. = 9,81 х,. + 7,28 -у,: 

4 5 6 7 8 
+6,97 +16,14 -0,44 -7,45 -8,03 

12 13 14 15 16 
-10,48 -5,10 -9,34 -Ю,07 -3,51 

i 1 2 3 
v,. -0,17 -4,07 +14,24 
i 9 10 11 

+3,69 +8,83 -1,27 

Для контроля вычисляем [v] = 0,08 ~ 0, [xv] = 0,46 ~ 0. Для оценки точности 



определяем 

т = V [ w ] / ( / ! - 2 ) = ^/977,23/(16-2) = 8,35 мм. 

Точность параметров л и 6 находим по формулам 

где А н , А 2 2 — алгебраические дополнения (см. п.2.19). Напомним, что 
алгебраическим дополнением называют определитель (п - 1)-го порядка, 
образованный из данного определителя л-го порядка зачеркиванием /-й 
строки иу-го столбца, знак алгебраического дополнения определяется фор­
мулой (-1УЧ 

Для определителя D [первая из формул (2.149)] после зачеркивания 
первой строки и первого столбца имеем А и = п; после зачеркивания вто­
рой строки и второго столбца — А 2 2 = [хх]. С учетом этого 

Qn=Au/D = nl(n [хх] - М 2 ) = 16/1461,08 = 0,01095; 

Qii = A 2 2 / D = [ « ] Кп ~ М 2 ) = 465,74/1461,08 = 0,3188. 

Подставляя полученные значения Qxх и Q22 в формулу (2.150), находим 

/л а = 8,35л/0>0Ю95 =0,87 мм; 

ть = 8,35 д/0,3188 =4,71 мм. 

Подобным способом решается задача определения параметров поли­
номов более высокого порядка. 

2.29- АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ СЕТЕЙ 

Проект геодезической сети разрабатывают на топографической карте. 
Затем по карте определяют координаты всех исходных и запроектированных 
пунктов с точностью, соответствующей графической точности карты. На­
пример, если сеть запроектирована на карте масштаба 1 :100000, то коорди-

(2.150) 

ПУТЕМ МОДЕЛИРОВАНИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 



наты пунктов определяют с точностью не выше 0,1 мм • 100 ООО = 10 м. К 
полученным с точностью до десятков метров значениям х и у приписывают 
произвольные значения целых, десятых, сотых и тысячных долей метров. 
После этого, решая обратные задачи на плоскости, определяют дирекцион-
ные углы всех линий и длины всех сторон сети. От дирекционных углов 
можно перейти к направлениям или углам. Контроль правильности реше­
ния обратных задач — отсутствие невязок во всех треугольниках сети. Та­
ким образом получают направления и длины сторон сети, которая является 
безошибочной. 

Для перехода от безошибочной сети к реальной, в направления и длины 
сторон вводят случайные ошибки, которые подчиняются закону нормально­
го распределения Гаусса. Если условия построения сети могут привести к 
систематическим ошибкам, то кроме случайных в значения направлений и 
длин сторон могут входить и систематические ошибки, вызываемые в про­
цессе измерений теми или другими факторами. Моделирование ошибок вы­
полняют чаще всего на ЭВМ. При этом полученные при моделировании 
ошибки должны приводить к заданной для запроектированной сети средней 
квадратической ошибке единицы веса. 

Если необходимо выполнить априорную оценку точности сети триан­
гуляции, то моделируют только ошибки направлений, если сети трилатера-
ции, то определяют ошибки сторон сети, если линейно-угловой сети, то нахо­
дят ошибки направлений и сторон. 

Используя координаты исходных пунктов и полученных описанным 
способом направления и длины сторон, составляют уравнения поправок 
— при последующем уравнивании параметрическим способом — или ус­
ловные уравнения - при уравнивании коррелатным способом. Выполня­
ют обработку полученной сети, вычисляют уравненные значения «измерен­
ных» величин, координаты пунктов и другие элементы построения. Сравне­
ние полученных значений элементов сети с их,безошибочными значениями 
позволяет определить истинные ошибки. 

Выполняя описанное моделирование п раз, находят для каждого эле­
мента сети п истинных ошибок, по которым, используя формулу Гаусса, 



находят их средние квадратические ошибки. Для определения средних квад-

ратических ошибок т с погрешностью не более 20 % моделирование необ­

ходимо выполнить не менее 12-13 раз (тт=т/^2п -ml-Jl \2 =0,20 т. 

Для определения т с ошибкой не более 10 % моделирование нужно выпол­

нить 50 раз (тт = ml ̂ 2*50 = 0,1 От). 

Описанным методом можно моделировать всевозможные виды геодези­
ческих построений: триангуляцию, трилатерацию, линейно-угловые сети, сети 
геометрического, тригонометрического и других видов нивелирования и т. п. 

Ввиду большого объема вычислений априорную оценку точности геоде­
зических сетей этим методом целесообразно выполнять на ЭВМ. 

2.30 . ПРАВИЛА ПРИБЛИЖЕННЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

При выполнении вычислений необходимо помнить о той точности, кото­
рую нужно или можно получить. Нельзя выполнять вычисления с большей 
точностью, чем допускают или требуют данные задачи. Например, нецеле­
сообразно пользоваться семизначными таблицами тригонометрических фун­
кций при вычислениях с числами, имеющими четыре верные значащие циф­
ры. Оценить погрешность приближенного числа можно, указав, сколько вер­
ных значащих цифр оно содержит. При подсчете значащих цифр не считают­
ся нули с левой стороны. Например, 0,0275 и 124 имеют три, а 5,3500 — пять 
значащих цифр. 

Округление. Если приближенное число имеет лишние или неверные 
знаки, то его следует округлить, при этом: 

1) если первая из отброшенных цифр меньше 5, то оставшиеся цифры 
не изменяются, например 45,34 = 45,3; 

2) если первая из отброшенных цифр больше 5, то к последней оставшей­
ся цифре прибавляют единицу, например 45,36 ~ 45,4; 

3) если первая из отброшенных цифр равна 5 и среди других отбро­
шенных цифр имеются ненулевые, то последняя оставшаяся цифра увеличи­
вается на единицу, например 45,3502 = 45,4; 



4) если первая из отброшенных цифр равна 5 и все другие отброшенные 
цифры, являются нулями, то последняя оставшаяся цифр)а сохраняется, если 
она четная, и увеличивается на единицу, если она нечетная, например 44,500 
= 44; 43,500=44. 

При приближенных вычислениях пользуются следующими правилами: 
1) при сложении и вычитании приближенных чисел в результате нужно 

сохранять столько десятичных знаков, сколько их в приближенном дан­
ном с наименьшим числом десятичных знаков; 

2) при умножении и делении в результате следует сохранять столько 
значащих цифр, сколько их в приближенном данном с наименьшим чис­
лом значащих цифр; 

3) при возведении в степень т в результате следует сохранять столько 
значащих цифр, сколько их имеет возводимое в степень приближенное 
число, при этом последняя цифра результата имеет в т раз большую ошибку, 
чем последняя цифра основания, т. е. менее надежна, если т > 1 и более 
надежна, если т < 1; 

4) во всех промежуточных результатах следует сохранять на одну или 
две цифры больше, чем рекомендуют приведенные правила; 

5) если некоторые данные имеют больше десятичных знаков (при сло­
жении и вычитании) или больше значащих цифр (при умножении, делений, 
возведении в степень), чем другие, то их предварительно нужно округлить, 
сохраняя лишь одну или две лишние цифры. 

Примеры. 
1. Сложить числа: 7,215; -0,8354; 11,19; 3,8179; 1421,827. Числом с 

наименьшим количеством десятичных знаков является 11,19, поэтому, округ­
ляя все остальные числа до трех десятичных знаков, получим 7,215 - 0,835 + 
+11,19 + 3,818 + 1421,827 =1443,215= 1443,22. 

2. Перемножить приближенные числа: 27,0195; 0,8531; 23881 и 0,00375241. Наи­
меньшее число значащих цифр имеет второй сомножитель. Округляя все другие 
числа до пяти значащих цифр, получаем 27,020 • 0,8531 2,3881 • 0,0037524 = 
=0,20656=0,2066. 



3.854,317:0,0251 =854,3:0,0251 =34036=340 -102. 
4. Извлечь корень квадратный из числа'11,35 к 

Решение: ^11,351 = 3,36912. Следует заметить, что при извлечении корня 

результат может иметь верной на одну значащую цифру больше, чем подко­
ренное число. 

5. Вычислить 3,8931 м . В результате имеем 3,8931 1 , 4 = 6,7052. 



3. У Р А В Н И В А Н И Е Г Е О Д Е З И Ч Е С К И Х 
П О С Т Р О Е Н И Й 

Уравнивание геодезических построений изложено в работе [4]. 
По числу имеющихся исходных данных сети триангуляции подразделяют 

на свободные и несвободные. В свободной сети имеются только необходи­
мые исходные данные: координаты одного исходного пункта, длина и дирек-
ционный угол исходной стороны или же вместо них — координаты двух ис­
ходных пунктов. Сети, имеющие избыточные исходные данные, называют 
несвободными. 

Если в сети выполнены избыточные измерения, то процесс определе­
ния наиболее надежных вероятнейших значений измеренных величин с 
оценкой их точности называют уравниванием. Вследствие ошибок в ре­
зультатах измерений в сети не будут выполняться геометрические усло­
вия. Например, сумма измеренных углов в плоском треугольнике будет 
отличаться от 180°, т.е. появляются невязки, которые устраняют в про­
цессе уравнивания путем введения в измеренные величины поправок V, 
удовлетворяющих условию: [V 2]= min — для равноточных измерений — и 
[pv 2] = min — для неравноточных измерений. 

Для уравнивания геодезических сетей наиболее широко применяют 
коррелатный и параметрический способы. Иногда используют корре-
латный способ с дополнительными неизвестными. Сети с большим чис­
лом исходных пунктов и сторон целесообразно уравнивать на ЭВМ пара­
метрическим способом. Этим способом проще и выгоднее уравнивать 
обратные засечки, сети трилатерации, линейно-угловые и комбинирован­
ные сети. При уравнивании небольших и несложных сетей, отдельных 
фигур трилатерации (геодезический четырехугольник, центральная сис­
тема, вставка в угол нескольких пунктов) и ряда трилатерации более 
эффективен коррелатный способ. 



3.1. УРАВНИВАНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ СЕТЕЙ КОРРЕЛАТНЫМ СПОСОБОМ 

3.1.1. Уравнивание триангуляции коррелатным 
способом. Условные уравнения. 

Число независимых условий 
Уравнивание коррелатным способом выполняют по углам или — бо­

лее строго — по направлениям. Условные уравнения разделяют на угло­
вые и синусные. Угловыми называют линейные условия, имеющие коэф­
фициенты *1 и 0. Синусными называют нелинейные условные уравнения, 
в которых содержатся синусы. В триангуляции после устранения невязок 
угловых условий дирекционный угол любой стороны сети определяется 
однозначно независимо от пути его передачи от исходных дирекционных 
углов. 

В триангуляции имеются следующие виды угловых условий. 
Условия фигур возникают в треугольниках и многоугольниках. В плос­

ком треугольнике (рис. ЗА,а) 
1 + 2 + 3 - 1 8 0 ° = ш , 
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Рис. 3.1. Сети треугольников 



где 1,2,3 — измеренные значения углов треугольника; <ю — невязка в 
треугольнике. При уравнивании к углам J определяют поправки (У) и по­
лучают 

1 + (1) + 2 + (2) + 3 + (3):-180° = а 

Из сравнения этих выражений находят условие фигур 

(1) + (2) + ( 3 ) - ( 0 = а 

При уравнивании направлений для треугльника условное уравнение 
фигур имеет вид (рис, 3.1, б). 

- (1) + (2) - (3) + (4) - (5) + (6) + со =0, 

гдео) = [2—1] + [4 — 3] + [6 — 5] —180°. 

Условие горизонта возникает на пунктах, на которых в уравнивание 
включены все углы, образуемые смежными направлениями, сумма этих 
углов равна 360°, т.е. 

( l ) + (2) + . . . + (N)+co = 0. 

При уравнивании по направлениям условий горизонта не возникает. 
Условия исходных дирекционных углов возникают при вставке цепоч­

ки треугольников в угол или между исходными сторонами и состоят в 
том, что сумма уравненных углов должна равняться величине жесткого 
угла или дирекционный угол стороны СД ( рис. 3.1, в) должен равняться 
его вычисленному значению от исходного дирекционного угла стороны 
АВ с использованием уравненных значений углов треугольников. 

На рис. 3.1, а 
а в с + о + 3 ~ а в А = ( 0 -



После введения поправок и преобразований получаем условное уравне­
ние 

(3) + (6)+ш = 0. 
Для сети на рис. 3.1, в 

сс А В ± 180° - Сх ± 180° + С 2 ± 180° - С 3 - Осд = со . (3.1) 

После введения поправок и преобразований находим условное урав­
нение 

-<С 1) + (С 2 ) - (С 3 ) -+<о = 0 . 

Если дирекционные углы а А В и а с д (см. рис. 3,1, в) получены из измере­
ний и поправки (сХдв), (сс с д) в их значениях определяют из уравнивания сети, 
то условное уравнение дирекдионных углов в этом случае имеет, вид 

-(С,) + (С 2) - (С 3) + , ( а А В ) - ( а с д ) + со = 0 , 

где со определяют по формуле (3.1). 

Синусные условия состоят из полюсных, базисных и координатных; их 
учет необходим для однозначного определения длины любой стороны сети 
независимо от пути ее определения от исходных сторон. Координатные 
условия обеспечивают однозначное получение координат любого пунк­
та сети. 

Полюсные условия. В центральных системах и геодезических четырех­
угольниках одна сторона является избыточной, поэтому в этих фигурах воз­
никают полюсные условия. На рис. 3.2 с учетом замены отношения синусов 
противолежащих им углов имеем 

OA OB ОС _ sin2° sin 4° sin 6° _^ 
OB ОС OA sin 10sin 3°sin 5° 

Учитывая 7°= J + (J)n малую величину поправок (У), получаем 

sin J° = s\n[J + (J)] = sin J cos(J) + cos J sin(J) = [1 + ctgJ(J )]sin J. 



С учетом этого. 

sin[2 + (2)]sin[4 + (4)]sin[6 + (6)] _ 
sin[l + (1)] sin[3 + (3)] sin[5 + (5)] 

[1 + ctgl(2)] [1 + Ctg4(4)] [1 + ctg6(6)] sin 2 sin 4 sin 6 
[1 + ctgl(l)][l + ctg3(3)][l + ctg5(5)]sin lsin3 sin5 

= 1. 

После преобразований, принимая во внимание [1 + ctg/(У)]" 1 = 

» 1 - ctgJ(J) и отбрасывая величины второго порядка малости, имеем 

[1 + ctg2(2) + ctg4(4) + ctg 6(6) -

„„ . 4 , s in2s in4s in6 , 
- ctgl(l) - ctg 3(3) - ctg 5(5)] , , , - 1 = 0 . 

sin 1 sin 3 sin 5 

Выражая поправки в угловых секундах, находим 

-ctgl( l ) + ctg2(2) - ctg3(3) + ctg4(4) - ctg5(5) + ctg6(6) + со = 0. (3.2) 

где a) = 
sin 2 sin 4 sin 6 
sinlsin3sin5 

- 1 
я , F • 

Рис. 3.2. Центральная система 



Полюсное условное уравнение (3.2) получено для уравнивания углов. При 
уравнивании направлений поправки в углы выражают через поправки в на­
правления. Учитывая, что угол равен разности направлений, на рис. 3.2 име­
ем 1 = 2 — 1 , 2 = 6 — 5 , 3 = 5 — 4 , 4 = 9 — 8 , 5 = 8 — 7 , 6 = 3 — 2 ; значение 
-ctg 1(1) = ctg(2-1)(1) — ctg(2-1 )(2) и т.п. В результате, после приведения подоб­
ных членов при одноименных поправках имеем 

ctg(2 -1)(1) - [ctg(2 -1 ) + ctg(3 - 2)](2) + ctg(3 - 2)(3) + 

+ ctg(5 - 4)(4) - [ctg(6 - 5 ) + ctg(5 - 4)](5) + ctg(6 - 5)(6)+ 

+ ctg(8 - 7)(7) - [ctg(9 - 8) + ctg(8 - 7)(8) + ctg(9 - 8)(9)+ш = 0, 

где со = 
sin(6 - 5) sin(9 - 8) sin(3 - 2) 
sin(2-l)sin(5-4)sin(8-7) 

Базисные условия. На рис. 3.1, а по теореме синусов 

, s inl° 
1 sin2° 

sin 4° _ sin 1° sin 4° , sin[l + (l)]sin[4 + (4)] 
bj — a = t>] = bt ••-

*• ~ : _ с о * • _ л о . : _ г о 1 sin 5° sin2°sin5° 1 sin[2 + (2)]sin[5 + (5)] 

Выполняя преобразования, аналогичные сделанным при выводе по­
люсного условия, в результате находим 

ctgl(l) - ctg2(2) + ctg4(4) - ctg5(5) + со = 0, 

*b\-bj , , , sinlsin4 
щесо = р b 2 = Й 1 — • — . 

D2 sin 2 sin 5 

На рис. 3.1 в аналогичным способом получаем 

sin Ay sin A2 sin А3 _ sin[Ax + (^ , ) ] s in [^ 2 + ( ^ 2 ) ] s i n M 3 + ( ^ 3 ) ] 
~—~~b\——— ~~r~rz— b2 = й, 

sin Bx sin B°2 sin B°3 sin[Д, + ( £ , ) ] s i n [ 5 2 + (B2)]sin[53 + (B3)] 



ctg4 (Л,) + c t g^2 (А2) + ctg^ 3 (Л 3 ) -
- ctg*, (В,) - ctgB2 (Я 2 ) - c tg£ 3 (Д 3 ) + а) = О, 

где 

0Ьь~Ы , / sin 4 sin Л? sin ^ 
со = р ^ , 2 ; £>2 = в, - — 5 — 

sin # t sin В2 sin .«з 

Если одна дши обе исходные стороны Ьх и Ъ2 измерены и поправки (Ь{) и 
(Ь2) в их длины определяют из уравнивания, то приведенное выше базисное 
условное уравнение дополняют поправками с коэффициентами при них, т.е. 

к левой части прибавляют Ф\)~~ ~JT (b2). 

Условные уравнения абсцисс и ординат возникают, если в сети триан­
гуляции имеются группы — одна или несколько — исходных пунктов, 
удаленные одна от другой не менее чем на две определяемые стороны. На 
рис. 3.3 одна группа состоит из смежных пунктов А и В , а вторая — из 
пункта Д. При составлении условных уравнений в цепочке треугольни­
ков, соединяющей ближайшие пункты групп, намечают ходовую линию 
(на рис. 3.3 — АСЕД), проходящую через вершины промежуточных уг­
лов треугольников. В уравненной сети должны соблюдаться равенства 

• 3 > ; 
А 

Значения приращений координат 

Ах = Ах'+(Ах ) ; Ау = Д у ' + ( Д у ) , 

где Д с ' , Ау' вычисляют с использованием измеренных углов А, В, С. 

С учетом этого 

д д 



РИС. 3.3. Цепочка треугольников 

или 

^ ( Д х ) + а > , = 0 , £ ( Д > 0 + а ) , = 0 , (3.3) 

ще 

0)г = 5>' ~хд - * д ~*д» ^ - - У д = У д - У д -

Для получения уравнения абсцисс выразим поправки (Лх ) через по­

правки в измеренные углы. Учитывая 

А*АС = $ А С coscx^c , SAC = 6 ^ ^ - . сс^с = «4С +СГ 
sin2?j 

и отбрасывая в процессе вывода величины второго и более высокого поряд­
ка малости, имеем 



sin А0 

sin В, 

« п [ Л , - К 4 ) ] 

= Ь • Р J D ( i C o s a ^ + С > + < C i м = 

^ s i M ^ c o s ^ ^ ^ t + C l ] _ s i n [ a ^ + C l ] ( C l ) } = 

sin 5, 

= * s m ^ C 0 S ^ + C ' ) [i + c t g A l { A ) _ c t g 5 l ( 5 l ) _ tg(aAB + C, XC,)] = 

= Ax'^ c + bx'AC tg^, (/J,)" A x ^ c t g ^ (5,) - Ax '^ tg aAC (C,), 

откуда, учитывая Дх^с = x c - x ^ nAx'ACtgaAC = ус~Ул > получаем 

(Дд^с) = ( х с - хА ){ct%Ax ( Л , ) - c t g 5, ( 5 , ) ] - (ус - уА ) ( С , ) . 

Аналогично 

( Д х с я ) = ( х £ - х с )[ctg4 (Л,) - ctg5, (Я,) + ctg^ 2 ( А 2 ) - ctgB2 (Д 2 ) ] -

-(Ус -Ул )(СХ)-(УЕ - У С ) 1 ( С , ) - ( С 2 ) ] ; 

(Дх Е Д ) = ( х д - х Е )[ctg4 (Л,) - ctgB, (В,) + ctg^ 2 (Л 2 ) -

-c tg5 2 (B2) + ctg/fj ( Л 3 ) - ctgS3 (Въ)-{ус-уА К С , ) -



Суммируя полученные значения, находим 

д 
] Г (Ах) = ( х д - хА)ctg^1 (Л,) - ( х д - хА)ctg^! (В}) + ( х д - х с ) c t g ^ 2 ( Л 2 ) -

- ( х д - хс )ctgB2 (Вг) + ( х д - хЁ )сЩАъ (А3)-(хд-хЕ )ctg Д 3 (Въ) -

- (Уд - у Л С О + О^д - У с ) ( С 2 ) - ( У д ~УТ Х ^ З ) -

Подставляя полученное значение в первую из формул (3.3), после неболь­
ших преобразований находим условие абсцисс 

] Г (*„ -x)ctgA{A)-J^(x„ -х)<ЛгВ(В)^(У* - У ) ( ± 0 + Р Ч = 0 • 

Аналогично получим условие ординат 

гдесо, = х'п-хп\ыу = уп-уп\ 

х'п ' Уп —координаты конечного пункта (на рис. 3.3 — пункт Д), вычислен­

ные по измеренным углам от начального пункта А; хп , уп — твердые коор­

динаты конечного пункта ; х , у — координаты текущих точек по ходовой 

линии. 
При уравнивании по направлениям поправки в углы выражают через 

поправки в измеренные направления. 
Условия проекций возникают, если в сети имеется длинная диагональ, 

соединяющая вершины несмежных треугольников (рис. 3.4) и измерены 
один угол (pj или (32) или два фх и р 2 ) избыточных угла. Приняв диагональ 
АД за ось абсцисс, а перпендикулярное ей направление — за ось ординат, 
можно вычислить дирекционные углы линий АВ, ВС, СД (дирекционный 
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Рис. 3.4. К условию проекций 

угол линии АД равен нулю) и приращения координат. В итоге получим 

Условия проекций усложняют уравнительные вычисления, практически 
не повышая точности сети, поэтому при проектировании сети нужно избе­
гать возникновения этих условий. 

Число независимых условных уравнений. Согласно методу наименьших 
квадратов общее число (г) условных уравнений г = п — к, где п—число всех 
измеренных величин; к — их необходимое количество. При уравнивании 
углов к = 2q, где q—число определяемых пунктов, т.е. 

При уравнивании направлений общее число условий равно их значению, 
полученному по формуле для углов, минус число условий горизонта. 

г = п — 2q. 



Подсчитывают число г угловых условий (при уравнивании углов) 

гу=п -к , 

где п — число измеренных углов и геодезических азимутов, к — число 
определяемых сторон. Число различных видов угловых условных уравне­
ний подсчитывают в такой последовательности: 

1) определяют число условий горизонта гГ, равное числу центральных 
систем; 2) находят чисяоусловий дирекционныхуглов га, равное числу всех 
—жестких и нежестких—дирекционных углов без одного; 3) чисяоусловий 
треугольников (фигур) гф, равное оставшемуся числу угловых условий. 

Синусные условия (их общее число г с= г— гу) подсчитывают в следую­
щем порядке: 1) получают число координатных условий rk* 2(л — 1), где 
п — число изолированных систем исходных пунктов? 2) определяют чис­
ло базисных условий, равное числу Б базисных сторон — жестких и неже­
стких — без одной (гб= Б— 1); 3) число г п полюсных условных уравнений 
равно оставшемуся числу синусных условий, т.е. г п = rc — rk — гб ; кроме 
того, число полюсных условий равно числу центральных систем и геоде­
зических четырехугольников. 

Пример. Определить число и виды условных уравнений для сети, изобра­
женной на рис. 3.5. При уравнивании углов общее число условий г = п —2q 

-22 — 10 = 12, угловых условий гу = п' - к' = 22 — 13 = 9. Из них число 
условий горизонта r r = 1, условий дирекционных углов га=0, условий фигур 

Рис. 3.5. Сеть триангуляции 



Гф=9 — 1 = 8—по три условия в двух геодезических четырехугольниках плюс 
два условия в двух треугольниках. Число синусных условий r c = г— гу- 12—-
9 = 3, из них: полюсных условий кп ~ 3 (одно в центральной системе и два в 
двух геодезических четырехугольниках), координатные и базисные условия 
отсутствуют. 

3.1.2. Оценка точности функций 
В коррелатном способе составляют функцию F -f[xlt х2, ...,хп). После е*е 

разложения в ряд находят 
f,v1+?2v2+...+fHvn+f0-=0, 

г д е / / ~ ^ ; свободный ч л е н / 0 = jXx[9x'2,—,x'n); х[9х'2,...9х'„ — резуль­

таты измерений; vf- — поправки. 
Среднюю квадратическую ошибку функции определяют по формуле 

гдец = , г — число избыточных измерений. 

Обратный вес функции 

р 

\ а / ] 
2 

\ Ь / Л ] 
2 

У - ( г - 1 ) " 

_р _ 1 Р 
аа 'ъъл ~qq>(r-\) 

_ Р . р Р 

вычисляют попутно с решением нормальных уравнении. 



Пример. В треугольнике ABC, в котором известен дирекционный угол 

1 
стороны АС и измерены равноточно все три угла, определить р дирекци-

онного угла стороны СВ. В треугольнике имеем условное уравнение фигуры 

(A)+(B)"KQ-b(D - 0, где ш = А + В + С — 180°. Коэффициентыa t при поправках 

равны +1. Дирекционный угол = а А С ± 180°+ С. Частные производ­

ные Л = ~ = о f0 ~ — = 0 = = +1 Принимая веса измеренных 
J A дА 9 в дВ ' J c дС 

углов PA=PB=*P(fz 1, находим £ 
р 

аа 

Р 
= 3, 

af 

Р 
^ ± - 1 - 1 Л . 

рп з з 

3.1.3. Пример уравнивания сети триангуляции 
коррелатным способом 

Схема небольшой сети 2-го класса изображена на рис. 3.6. Исходные дан­
ные приведены в табл,. 3.1, а направления, приведенные к центрам знаков и на 
плоскость в проекции Гаусса-Крюгера,—в табл. 3.2. 

Рис. 3.6. Схема сети триангуляции 



Таблица 3.1 

Пункт Координаты, м Дирекционнын Длина Пункт 
X У угол стороны, м 

1 5 963 124,81 8 412 617,83 
7° 28'37,81" 14 311,32 

2 5 977 314,44 8 414 480,18 
7° 28'37,81" 14 311,32 

Таблица 3.2 % 

Номер Номер на­ Направления Поправки из Уравненные 
пункта правления на плоскости уравнивания направления 

1 0° 00' 00,00" +0,13" 0° 00' 00,00" 
1 2 37 11 06,71 +0,06 37 11 06,64 

3 68 08 59,63 -0,19 68 08 59,31 

4 0 00 00,00 -0,18 0 00 00,00 
2 5 25 12 57,42 +0,41 25 12 58,0L 

6 58 19 54,61 -0,23 58 19 54,56 

7 0 00 00,00 +0,06 0 00 00,00 
3 8 28 01 30,27 -0,09 28 01 30,12 

9 53 31 06,58 +0,02 53 31 06,54 

10 0 00 00,00 +0,04 0 00 00,00 
4 11 109 41 57,13 -0,28 109 41 56,81 

12 238 59 22,59 +0,23 238 59 22,78 

Общее число г условных уравнений при уравнивании по углам 

г = п — 2<у=9 — 4 = 5. 

При уравнивании по направлениям г = 4 условие горизонта отсут­
ствует, из них — три условия фигур и одно полюсное. 

Составление условных уравнений фигур приведено в табл. 3.3. 



Таблица 3.3 

Номер 
тре­

уголь­
ника 

Номер 
верши­

ны 

Разность 
направ­
лений 

Углы на 
плоскости 

Условные урав­
нения фигур 

1 
1 
2 
4 

2-1 
6-5 

11-10 

37° 11'06,71" 
33 06 57,19 
109 41 57,13 

-(1Ж2)-(5)+(6)-
-(10Ж1П+ 

+ 1,03"=0 

2 2 
3 
4 

I 
0)! 

5-4 
9-8 

12-11 

180 00 01,03 
+1,03 

25 12 57,42 
25 29 36,31 
129 17 25,06 

-(4Ж5)-(8)+(9)-
- ( Н Ж 1 2 ) -

-1,2 Г = 0 

3 1 
4 
3 

Z 

3-2 
10-12 
8-7 

179 59 58,79 
-1,21 

30 57 52,92 
121 00 37,41 
28 01 30,27 

-(2)+(3)-(7)+(8)+ 
+(10)-(12)+ 

+0,60"=0 
I 
(Оз 

180 00 00,60 
+0,60 

V „ 2 осе" . /238 Л „ , 2^0) =2,88; т = ^ — . = ^ - = 0 , 5 7 ; 

т - ° ' 5 7 = 0 Ж 
т Д 

Составление полюсного условия центральной системы: 

SA\ 'SAI '^43 = sm(6-5)sin(9~8)sin(3-2) _ 
SA2 S43 -S4X s in(2- l )s in(5-4)s in(8-7) 



Линейный вид уравнения 

ctg(2 - 1X1) - [ctg(2 -1) + ctg(3 - 2)](2) + ctg(3 - 2)(3) + ctg(5 - 4)(4) -

- [ctg(6 - 5) + ctg(5 - 4)](5) + ctg(6 - 5)(6) + ctg(8 - 7)(7) -

- [ctg(9 - 8) + ctg(8 - 7)](8) + ctg(9 - 8)(9) + ю = 0. 

Коэффициенты ctgP и свободный член этого уравнения вычислены в табл. 
3.4. 

Таблица 3.4 

Числитель Знаменатель 
На­

прав­
ления 

А ctgft 
На­

прав­
ления 

А ctgA 

6-5 33°06'57,19" 0,5463342 1,533 2-1 37°11'06,71" 0,6043933 1,318 

9-8 25 29 36,31 0,4304074 2,097 5-4 25 12 57,42 0,4260312 2,124 

3-2 30 57 52,92 0,5145098 1,667 8-7 28 01 30,27 0,4698579 1,879 

Я1 = 0,1209851 Я 2 = 0,1209839 

СО = / 7 ^ 0 , 0 0 0 0 0 1 2 2 Q 6 2 ^ = y c t g 2 , 1 9 3 0 6 ; 
Пх 0,1209851 ^ 

codofl = 2 , 5 - m ^ £ c t g 2 j 3 = 2 ,51 # Vl9306 = 10,98'. 

С учетом вычисленных коэффициентов полюсное условие имеет вид 

U18(1) -2,985(2) +1,667(3) + 2Д 24(4) - 3,657(5) 1,533(6) + 

+1,879(7) - 3,976(8) + 2,097(9) + 2,05 = 0. 

Составление весовых функций 
Для оценки точности определения дирекционного угла стороны 5 3 4 (в 

слабом месте сети) имеем а 34 - fa = -(1) + ( 3 ) - (7) + (8). Для определения 

средней квадратической ошибки наиболее удаленной стороны S34 необ­
ходимо определить ее обратный вес, для чего 5 3 4 нужно представить как 



функцию уравненных направлений от исходной стороны Sl2 по кратчайше­
му пути через треугольники 124 и 234 (см. рис. 3.6). 

F=S»=Sn

 s i " < 6 - 5 > s i " ( 3 ~ 2 > . (3.4) 
3 4 , 2 s in( l l -10)s in(8-~7) 

Для определения обратного веса этой функции находят ее приращение 

AF = fs . Выполняя вывод, аналогичный сделанному при получении базис­

ного условия, в результате имеем 

fs = Д*34 = - % ^ g ( 3 - 2 ) ( 2 ) + % c r g ( 3 - 2 ) ( 3 ) -
Р Р 

- % ^ g ( 6 - 5 ) ( 5 ) + % . ( 6 - 5 ) ( 6 ) + % c r g ( 8 - 7 ) ( 7 ) -
Р р р 

- % ^ ( 8 - 7 ) ( 8 ) + % c r g ( l K 1 0 ) ( 1 0 ) - % - c r g ( l l ~ 1 0 ) (11) 
Р Р Р 

Для удобства сторону 5 3 4 обычно выражают в дециметрах. Подстав­
ляя в формулу (3.4) разность направлений и Sn, находим 

sM = 1 4 з и , 3 2 4 ° 3 3 W . « , 3 o w = 9 0 9 4 0 д ^ . = 0 ) 4 4 0 9 . 
sin 109°4 V 57' • sin 28°0 1' 30' р 

Вычисляя значения коэффициентов с учетом разностей направлений в 
табл. 3.3, имеем 

fs =А5з4 =-0,735(2) + 0,735(3)-0,676(5) + 0,676(6) + 

+ 0,828(7) - 0,828(8) - 0,158(10) + ОД 58(11). 

В табл, 3.5 приведены коэффициенты условных уравнений и весовых 
функций/ а и / 5 . 



Таблица 3.5 

Поправки а Ъ с d и /s 
s' V 

(1) -1 +1,318 -1 -0,682 +0,13 
(2) +1 -1 -2,985 -0,735 -3,720 +0,06 
(3) +1 +1,667 +1 +0,735 +4,402 -0,19 

(4). -1 +2,124 +1,124 -0,18 
(5) -1 +1 -3,657 -0,676 -4,333 +0,41 
(6) +1 +1,533 +0,676 +3,209 -0,23 
(7) -1 +1,879 -1 +0,828 +0,707 +0,06 
(8) -1 +1 -3,976 +1 -0,828 -3,804 -0,09 
(9) +1 +2,097 +3,097 +0,02 

(Ю) -1 -0,158 -0,158 +0,04 
Ш ) +1 -1 +0,158 +0,158 -0,28 
(12) +1 -1 0,000 +0,23 

(О +1,03 -1,21 +0,60 +2,05 [v1] =0,455 
Контроль: Iai=Zbi=Ici=Idi=Sri=Xs,

i=Sv= 0 -[ко] = 0,458 
0 | 0 0 0,000 0 0,000 0,000 -0,02 

Таблица 3.6 

в] W с] d] /« fs 0) s Контроль 
ki кг *з k4 s°=[as']+G) 

la 6,0 -2,000 -2,000 0,887 +1,000 +0,933 +1,03 +5,850 +5,850 
lb 00 6,000 -2,000 0,292 -1,000 -0,006 -1,21 +0,076 +0,076 
lc 6,000 -1,203 +3,000 -0,344 +0,60 +4,053 +4,053 
Id 57,398 -5,506 +11,776 +2,05 +65,694 +65,694 
Ifa 4,000 -0,921 +0,573 +0,573 

+3,415 +14,853 +14,853 

В табл. 3.6 получены коэффициенты нормальных уравнений 

[aafyx + [ab]k2 + [афг +... + щ = 09

: 

[ab]kx + [bb]k2 + [Ьфъ +... + щ = 0, • • 
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Контроль вычисления коррелат: 

([ae}+ [ab] + . . .)*i + ( [**]+[**] + ~)*2 + 

+ ([лс]+[6с]+...)*з + ..г + ( © 1 + со2 + ...) =0. 

Решение нормальных уравнений приведено в табл. 3.7. 
Контроль вычисления коррелат: 
(6,000 - 2,000 - 2,000 + 0,887)(-0,1774) + (-2,000 + 6,000 - 2,000 + 

+ 0,292)(0,0999)+ (-2,000-2,000 + 6,000- 1,203)(-0,1331)+ (0,887 + 0,292-
-1,203 + 57,398)(-О,0363) + (1,03-1,21 + 0,60 + 2,05) = 0,002. 

Оценка точности. Средняя квадратическая ошибка уравненного элемен-

та определяется по формуле mF = ц I — , где ̂  = J — средняя квад-

ратическая ошибка единицы веса, определяемая из уравнивания сети; v — 
поправки к измеренным с весомр величинам; г—число избыточных изме­
рений, равное числу условных уравнений. 

Значение 
/0,455 

= 0,34' . Средняя квадратическая ошибка уравнен­

ного угла т = = 0,34>/2 = 0,48'. С учетом вычисленных значений обрат-

( 
ных весов дирекционного угла а 3 4 

1 
= 1,0409 и длины стороны 

° 3 4 

1 
- -0,8837 

находим т, [34 = II — = 0,34^1,0409 = 0,35"; 
7 . 

171 с = р \— = 0,34^/0,8837 = 0,32 дм = 0,032 м. 

Окончательные вычисления приведены в табл. 3.8. 
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Таблица.3.9 

Номер 
пункта 

Уравненные 
углы 

Дирекцнонные 
углы 5, м У,м 

2 
1 
3 
4 
2 
1 

68°08'59,31" 
28 01 30,12 

230 42 34,03 
33 06 56,55 

187°28'37,81" 
75 37 37,12 
283 39 07,24 
334 21 41,27 
187 28 37,82 

15148,84 
9093,97 
9187,34 

5963124,81 
5966885,26 
5969031,66 
5977314,44 

8412617,83 
8427292,51 
8418455,47 
8414480,18 

Если невязки в некоторых треугольниках с уравненными углами не пре­
вышают 0,0 Г ' и расхождения длин сторон, вычисленных из решения разных 
треугольников, не более двух единиц последнего знака, то уравнивание вы­
полнено качественно. В противном случае необходимо проверить вычисле­
ния длин сторон, если ошибок нет, то их надо искать в полюсных условиях, а 
при невязках в треугольниках более 0,0 Г 7 — в условиях фигур. После этого 
вычисляют окончательные координаты пунктов (табл. 3.9), длины и дирекци-
онные углы сторон и каталог координат пунктов. 

3.1.4. Уравнивание триангуляции двухгрупповым 
методом Урмаева-Крюгера 

При уравнивании больших сетей триангуляции возникает много услов­
ных и нормальных уравнений, что приводит к трудоемким вычислениям. 
Для уменьшения объема вычислений Крюгер предложил двухгрушювой 
метод, в котором условные уравнения делят на две группы, решают уравне­
ния первой группы, находят первичные поправки v. Затем преобразуют 
уравнения второй группы и в результате их решения получают поправки v" 
и окончательные поправки v = v' + v" такие же, что и при совместном реше­
нии уравнений. 

Н А . Урмаев предложил включать в первую группу все условные уравне­
ния фигур неперекрывающихся треугольников. При этом нормальные урав­
нения первой группы принимают вид 

3kj + w ; - 0 , 



/ / / ~v 

а вычисление поправок vx = v 2 = v 3

 = сводится к распределению невя­

зок треугольников с обратным знаком поровну на три угла. 

По исправленным первичными поправками углам в каждом треугольни­
ке вычисляют свободные члены условных уравнений второй группы и пре­
образованные коэффициенты: 

Лх =a{-aj; A2~a2~aj> A3=a3-aj, 

Bl = Pl-fiJ;Bz = p2-fij; В3=Р3-Р/, 

гдесс, = i ( a , + a 2 + a 3 k . 5 y = J ( P I + Р 2 + Р 3 ) ; • • -

Контроль: [А] = [В] = . . . - 0. 

Решив нормальные уравнения второй группы, находят коррелаты, позво­
ляющие вычислить вторичные поправки v", которые вводят в предваритель­
но уравненные углы. 

Оценка точности. Среднюю квадратическую ошибку непосредствен­
но измеренных величин определяют по формуле 

гл+гг 

где г} и г2— число условных уравнений в первой и второй группах, 

[vv] = [vV] + [v"v"]. 

Для оценки точности функции fx ее коэффициенты относят во вторую 
группу и преобразуют по формулам 

^ =/, -7 У. ?г =Л -fj, F, =/3 -Jf, J; =1(/, +/2 +/3). 
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Обратный вес функции уравненных величин 

1 [AFf [ВРЛ]1 

PF [АА] [ВВЛ] 

3.1.5. Пример уравнивания сети триангуляции 
двухгрупповым методом Урмаева-Крюгера 

Схема сети 2-го класса изображена на рис. 3.6, исходные данные приведены 
в табл. 3.1. К первой группе отнесены условия фигур треугольников 124,324, 
134, ко второй—условие горизонта и полюсное. Вычисления первичных по­
правок v и длин сторон треугольников приведены в табл. 3.10. 

Условие горизонта: (3) + (6) + (8) + ш = 0, где со = 3 + 6 + 8 — 360°= 
=109°41'56,78"+129°17'25,47"+121°00 ,37,21 / '—360°=-0,54". 

Полюсное условие центральной системы: 

S4l - 5 4 2 -S43 _ s in2-sin5sin7 

^42 '^43 * ^ 4 i s i n l s i n 4 s i n 9 

Линейный вид уравнения: 

-ctg 1(1) + ctg 2(2) - ctg4(4) + ctg 5(5) + ctg 7(7) - ctg9(9) + со = 0, 

co = ——— p"; Я, =sin2sin5-sin7; П2 =sinl-s in4sin9. 
Щ 

Коэффициенты ctg(3 и свободный член этого уравнения, вычисленный с 
использованием углов, уравненных за условия первой группы, приведены в 
табл. 3.11. 

Таблица 3.11 

Числитель Знаменатель 
№ 
уг­
лов 

Значения 
углов, Р sinjS ctg/8 

№ 
уг­
лов 

Значения уг­
лов, р sin/3 ctg^ 

2 
5 
7 

3 3 ° 0 6 ' 5 6 , 8 5 " 
25 29 36,71 
30 57 52,72 

0,5463328 
0,4304092 
0,5145090 

1,533 
2,097 
1,667 

1 
4 
9 

3 7 ° 1 1 ' 0 6 , 3 7 " 
25 12 57,82 
28 01 30,07 

0,6043920 
0,4260329 
0,4698571 

1,318 
2,124 
1,879 

Я , =0,1209851 Я 2 = 0,1209839 



со = Hizlk р * =

 Q - 0 Q 0 Q Q 1 2 2 0 6 2 6 5 - = 2,05'; У ctg2/? * 19306; 
Пх 0,1209851 ^ 5 Р 

содоп = 2,5 • m ^ c t g 2 ^ = 2,5 • l'Vl9,306 = 10,98'. 

С учетом полученных коэффициентов полюсное уравнение имеет вид 

-1,318(1) + 1,533(2)-2Д24(4) + 2,097(5) + 1,667(7)--1,879(9) + 2,05 = 0. 

Составление весовых функций 
Для определения средних квадратических ошибок дирекционного угла 

а 3 4 и длины стороны S34 имеем: 

а 3 4 = а 1 2 +1+7 +180° + % / а = A a M = (1)+(7) + (9), 

_ sin 2-sin 7 
t*S - ^34 ~ ^12 T " T Г - Г -

sin 3- sin 9 
В линейном виде 

Л = A 5 3 4 = % c t g 2 ( 2 ) - % c t g 3 ( 3 ) + % 7 ( 7 ) ^ % c t g 9 (9). 
P P p p 

Подставляя в формулу Fs, S 1 2 и углы, находим S 3 4 - 90940 дм, 

—_ - 0,4409. Вычислив численные значения коэффициентов, находим 
Р 

fs = AS 34 = 0,676(2) + 0,158(3) + 0,735(7) - 0,828(9). 

Вычисление коэффициентов условных и нормальных уравнений при­
ведено в табл. 3.12. 

Коэффициенты Л и В получены по формулам: 

a y = j ( a , + a 2 + a 3 ) , Р, = j ( P , + Р 2 + Р 3 ) . 



Таблица 3.12 

№ 
угла а Р /а fs А] В] F5] 5] V 

1 -1,318 + 1 -1 -1,390 0,666 -0,278 -2,002 +0,06 
2 +1,533 +0,676 -1 1,461 -0,333 +0,398 +0,526 -0,25 
3 +1 +0,158 +2 -0,071 -0,333 -0,120 + 1,476 +0,19 
4 -2,124 -1 -2,115 -3,115 +0,14 
5 +2,097 -1 +2,106 +1,106 -0,32 
6 +1 +2 +0,009 +2,009 +0,18 
7 +1,667 + 1 +0,735 -1 +1,738 +0,333 +0,766 +1,837 -0,27 
8 +1 +2 +0,070 -0,666 +0,031 +1,435 +0,17 
9 -1,879 +1 -0,828 -1 -1,808 +0,333 -0,797 -3,272 +0,10 
со -0,54 +2,05 -1,62 +2,05 [V V I = 0,368 
к 0,0901 -0,1065 [кф -0,364 

ксо -0,146 -0,218 со 2 
[А +18,000 +0,024 -2,997 -0;267 14,760 -1,62 13,140 
[В 19,275 -1,459 +3,751 21,591 +2,05 23,641 

[Fas +1,331 +1,473 

Для того чтобы не было дробных чисел, коэффициенты А и свободный 

член условия горизонта умножены на 3. 

Решение нормальных уравнений приведено в табл. 3.13. 

Контроль вычислений коррелат: 

(18,000 + 0,024)0,0901 + (0,024 +19,275)(-0,1065) + (-1,62 + 2,05) = -0,001. 

Таблица 3.13 

кА кв Fa Fs (0 £ Контроль 

+18,000 +0,024 -2,997 -0,267 -1,62 +13,140 +13,140 
-1 -0,00133 +0,1655 +0,0148 +0,0900 -0,7300 -0,7300 

+19,275 -1,459 +3,751 +2,05 +23,641 
+ 19,2750 -1,4551 +3,7513 +2,0521 +23,6235 +23,6233 

-1 +0,0755 -0,1946 -0,1065* -1,2256 -1,2256 

^ = 0,0901 кв= -0,1065 1,331 1,473 

1 _ 
0,7221 0,7390 



Оценка точности 
Средняя квадратическая ошибка результата непосредственного измерения: 

т 
[ У У ] + [ У У ] / 0 , 9 6 1 8 + 036 .8 

\ rx + r 2 V 3 + 2 

= /л I — = 0,52^0,7221 = 0,44"; 

W 5 M = ^ | — = 0,52^0,7390 = 0,46 дм = 0,046 м. 

Сравнение результатов уравнивания коррелатным способом по направ­
лениям и двухгрупповым методом по углам показывает, что они хорошо 
согласуются между собой. 

3.1.6. Условные уравнения в трилатерации 
Предварительные вычисления 
До уравнивания в измеренное свето- и радиодальномерами стороны 

вводят поправки за уменьшение скорости ЭМВ в атмосфере. Затем опре­
деляют предварительные значения углов треугольников, используя фор­
мулы, получаемые из теоремы косинусов, или по формулам тангенса по­
ловинного угла, т.е. формулы (рис. 3.7, б): 

а = arccos 

Р = arccos 

у = arccos 

+ Ь2 + с 2 ) 
1Ъс 

+ а2 + с 2 ) 
2ас 

' ( - с 2 + а2 + * 2 ) 
lab 

= arccos 

= arccos 

= arccos 

be с b 

f - b 2 а сЛ 

• + —+ -ac с a 
v J 

(-с1 а ЬЛ 

+ —+ — 

(3.5) 

ab b a 
JJ 



Далее выполняют редуцирование на поверхность референц-эллипсоида, 
используя формулу: 

( Я 2 - Я , ) 2 ( Я , + Я 2 ) , д 3 

2Д 2RA 

(3.6) 

ед Л Л =^m0 Sin 2 5cOs2^)i Кт =' Т~7 
2 1 - 6 sin 5 l + e / 2 c o s 2 £ 

Д— наклонное расстояние; Я р Я 2 — геодезические высоты точек 1 и 2; 
RA— радиус кривизны нормального сечения по направлению линии 1-2; 
Ь, с — малая полуось и полярный радиус (для эллипсоида Красовского 
Ь = 6356863.0188 м,с = 6399698.9018 м); еу е' — первый и второй эксцентриси­
теты (для эллипсоида Красовского е = 0,0066934216; е - 0,0067385254). 

Затем переходят на плоскость в проекции Гаусса-Крюгера, используя 
формулу 

d=S\ 1 + . 
2К 

4и2 , / я 

24R2

m 24Rt 



где ут — ордината середины отрезка d. Для определения у необходимо из 
значения, приведенного в каталоге, отбросить номер зоны и из результата 
отнять 500 км; А у = у 2 — y x \ S определяют по формуле (3.6). 

После этого определяют и вводят поправки за центрировку и редукцию и 
определяют длины сторон, приведенные к центрам пунктов, используя фор­
мулу (рис. 3.8): 

Д = Д'-е-cos(M + 0 ) - е х • cos(M, + 8 } ) . 

Общее число S независимых условных уравнений в свободных и несво­
бодных сетях трилатерации с N измеренными длинами сторон и к№ азимута­
ми определяют по формуле 

S =N+ka-2k, 

где к — число определяемых пунктов. 

В треугольнике с измеренными сторонами условные уравнения не воз­
никают, по одному условному уравнению возникает в центральной сис­
теме и в геодезическом треугольнике, поэтому в сети трилатерации число 
условных уравнений гораздо меньше, чем в аналогичной по схеме с^ти 
триангуляции. Например, в геодезическом четырехугольнике с измеренны­
ми углами возникают четыре независимых условных уравнения, а с измерен­
ными сторонами —- только одно. 



Виды независимых условных уравнений 
В свободной сети трилатерации, в которой измерены длины сторон тре­

угольников и азимуты некоторых сторон и имееся один пункт с извес­
тными координатами, возникают три вида условных уравнений: условия 
центральных систем, условия геодезических четырехугольников и усло­
вия азимутов (дирекционных углов). В несвободной сети трилатерации, 
кроме возникающих в свободной сети, при избыточных пунктах с извест­
ными координатами возникают условия координат (абсцисс и ординат). 
Условные уравнения в трилатерации сначала, как и в триангуляции, за­
писывают в угловой форме, а затем поправки в углы выражают через 
поправки в стороны, используя дифференциальные уравнения, полученные 
следующим способом. 

На рис. 3.7,6 по теореме косинусов 

а2 =Ь2+с2 -26с-cos А . 

Дифференцируя по всем переменным, имеем 

lada = (2b - 2с • cos A )db + (2с - 2b • cos A )dc + 2bc • sin AdA, 

откуда, учитывая 

b-ccosA =a-cosC; c-bcosA = a-cosB; bc-smA -ahA, 

находим 

# 

dA =— (da-dbcosC- de cosB\ ^.1) 

где hA — высота треугольника, опущенная из вершины А на противоле­
жащую сторойу. 

Условное уравнение геодезического четырехугольника с измеренными 
длинами сторон 

В угловой форме (рис. 3.7,а) это условие можно записать 

так: ах + а 2 - а 3 = 0. Если а , — углы, вычисленные по измеренным сторо­

нам, а (ai•) — поправки к ним из уравнивания сети, то 



ГЕОДЕЗИЯ: ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

( а 1 ) + ( а 2 ) - ( а 3 ) + со = 0, ш = а ( + а' 2 - а 3 (3.8) 

Зависимость между изменением длин сторон треугольника и изменени­
ем угла выражается формулой (3.7). Используя обозначения (см. рис. 3.7, б) и 

принимая dA~da = (a) , da - (a), db = (b), dc = (с), имеем 

(of) = f " [(<>) - Ф) cos у - (с) cos )3], (j3) = f - [(b) - (a)cos у - (с) cos a] , 
К hfi 

* 
(Г) = T - [(c) - (я)cos /? - (b) cos a] . 

Используя эти формулы для треугольников с угламив а 1 , а 2 и а 3 (см. рис. 
3.7, а) и подставляя эти значения в формулу (3.8), после приведения подобных 
членов имеем 

\,(S]) + X2(S2) + X3(S3) + X4(S4) + \5(S5) + \6(S6) + <* = 09 (3.9) 

* * » 
где А., - - — , А 2 - - — , Д 3 - - - — , 

Кх К2 К} 

—cosPj—^-cosp', 
hn. К. -(ctgft-ctgp',); 

X5 - ———cos vi + ^— cos (3'2 

^ a, a, 
= ~(ctg^+ctgp' 2); 

^ 6 = 
P / P > 

— C O S Y 3 - T ^ C O S Y 2 

v 4 *a2 

= -^-(ctgY3-ctgY 2)-



•А^ =^ 4 s inP; =S 5 s inYi ; = S 5sin(y 2 =5 6 s inY' 2 ; 

hai =5 ,

4 s inp /

3 =5 6 sinY3. 

Условное уравнение центральной системы с измеренными -сторонами 

На рис. 3 .9 Yi + Y2 +Уз - 3 6 0 ° = 0 . 

Если Y / — углы, вычисленные по измеренным сторонам, (У/ ) — поправ­

ки к ним из уравнивания Сети, то 

(Yi ) + ( Y 2 ) + (Y3) + u = °> 

( O = Y ; + Y , 2 + Y , 3 - 3 6 0 O = £ Y ; - 3 6 ( T . 

2 

GU \ 

i A 1 a 
Рис. 3.9. К выводу условного уравнения центральной системы 

5, 
Рис. 3.10. К выводу условного уравнения дирекционных углов 



Используя для определения поправок (у ) формулы (3.9), после преоб­

разований находим 

где = — ;Х{ = - р ' 
cos а, + cosPM = -^-(ctga i + ctgPM), 

при / = 1 I - 1 = пу 

п — порядковый номер последнего треугольника в центральной системе, 

в рассматриваемом случае п = 3; йу. = /}• sin a, = sin p, 

Условия дирекционных углов возникают при избыточных дирекцион­
ных углах линий. В угловой форме (рис. 3.10) 

ак = a H ± 1 8 0 ° - C 1 ± 1 8 0 ° + C 2 ± . . . + C„. 

Если С- — углы, вычисленные по измеренным сторонам, ( С , ) — по­

правки к ним из уравнивания сети, то 

- (С, ) + ( С 2 ) - . . . + ( С й ) + а) = 0, (3.11) 

где co = a H ± 1 8 0 0 - C l

/ ± 1 8 0 ° + C 2 ± . . . + C^-a^ = < - a l f . 

Заменив поправки в углы поправки в стороны и учитывая, что по­
правки (Ьн) и (Ьк) в исходные стороны Ьн и Ък равны нулю, имеем 

cos В[ cos А'2 

- р 

Или, учитывая: 

''cos В'2 cosA'^ 
( Г з ) + . . . + £ ^ < ( Г л ) + ш = 0 . 



hCi = r2 sini^', hC2 = r2 sinA2 = r 3 s inB 2 , 

~3 
находим 

- f - ( 5 ' ) + r - ^ ) - - + r - ^ ) + - ^ c t g B > - c t ^ ^ ) -
ric„ 

- f i - ( c t g B 5 - c t ^ X r 3 ) + . .. + £ - c tg< ( r J+CD = 0. 
(3.12) 

Базисные условия в сетях трилатерации не возникают. 
Условия координат (аябсцисс и ординат) возникают в тех же случаях, 

что и в триангуляции. Сначала координатные условия записывают в уг­
ловой форме (как а триангуляции при уравнивании углов), а затем по­
правки углов выражают через поправки к длинам сторон. 

Допустимые значения свободных членов в сети триангуляции 

Для условий фигур и горизонта, (й$оп ^ 2,5m , где п — число углов, 

входящих в данное условие; т — средняя квадратическая ошибка изме­
рения углов триангуляции данного класса. Свободные членьг полюсных, 
базисных и азимутальных условий вычисляют по формулам: 

c o ^ < 2 , 5 m ^ c t g p , 0 ) t o < 2,5^2/4 + £ c t g 2 p ; 

ыаз < 2,51]та+пт2 

Допустимые значения свободных членов в условиях абсцисс и ординат 
определяют по формулам: 



К* J 

где [ajax], [ауау] — суммы квадратов коэффициентов при поправках (.4), (2?), 

( Q в углы в условных уравнениях абсцисс и ординат соответственно; т

х . > т

у . 

— средние квадратические ошибки абсцисс и ординат исходных пунктов. 

Допустимые значения свободных членов в сетях трилатерации 
В геодезических четырехугольниках и центральных системах 

где т$ — средняя квадратическая ошибка измерения длин сторон, отне­

сенная к сторонам средней длины S = \ * —; ^ А.2 — сумма квадратов 

коэффициентов в условных уравнениях. Значение т- в сети трилатера-

где к — число условных уравнений центральных систем и геодезических 

четырехугольников; со, — свободные члены условных уравнений. 

ции определяют по формуле 

(3.13) 



Для условий дирекционных углов 

идоп < 2,5 Л/[ЛЛ]т| -hm^ + w ^ , 

где [Хк] — сумма квадратов коэффициентов в условном уравнении (3.12) 

при поправках в измеренные длины сторон; тщ» та2 — средние квадра­

тические ошибки исходных дирекционных углов ^ а , ' та2 • 

Для условий абсцисс и ординат 

™доп £2fi^[axax)n\+mlx +т2

Х2, щоп <2^^ау\п\+т\ + т2

у2, 

где [ахах], [а^ау] —•- суммы квадратов коэффициентов при поправках в 
длины сторон треугольников в условных уравнениях абсцисс и ординат 

соответственно;т х . ,ту ш — средние квадратические ошибки координат 

исходных пунктов. 

3.1.7. Пример уравнивания свободной сети трилатерации 
коррелатным способом 

На рис. 3.11 изображена небольшая сеть трилатерации, состоящая из пяти 
пунктов, из которых три определяемые. В сети измерено равноточно 8 сторон. 

Рис. 3.11. Сеть трилатерации 



Таблица 3.14 

Сто­
рона 

Длина стороны на 
п л о с к о с т и , ^ ' , м 

Поправка из 
уравнивания v, м 

Уравненные стороны 
S = S ' + V ,M 

1.2 14311,32 14311,320 
1.3 15148,87 -0,026 15148,844 
1.4 8304,71 +0,040 8304,750 
2.3 16520,43 -0,008 16520,422 
2.4 9187,32 +0,032 9187,352 
2.5 9459,78 -0,011 9459,769 
3.4 9093,95 +0,037 9093,987 
3.5 9255,66 -0,011 9255,649 
4.5 8311,24 +0,010 8311,250 

Число независимых условных уравнений в сети г = л - 2 # = 8 - 2- 3 = 2 (одно 

условное уравнение геодезического четырехугольника и одно—центральной 
системы). 

Исходные данные приведены в табл. 3.1, результаты измерений — в 
табл. 3.14 . 

В табл. 3.15 выполнены вычисления углов и высот треугольников по 
формулам (3.5), (3.9). 

По формулам (3.9),£3.10) и данным табл. 3.15 в табл. 3.16 вычислены 

коэффициенты \ и свободные члены ш, условного уравнения геодезичес­

кого четырехугольника 2534 (рис. 3.11), а в табл. 3.17 — коэффициен­

т ы ^ - , X j и свободный член ш, условногр уравнения центральной системы 

1234 (рис. 3.9, 3.11). 
Покажем вычисление коэффициентов \ на примерах. 
Коэффициент при поправке (2,4) 

Х2 = - С = = 2 ° 6 2 6 4 ' 8 Г = 27,333. 
Кг S 2 5 s inY 2 9459,78 sin 52°54'47,71' 



Та
бл

иц
а 

3.
15

 

У
ра

вн
ен

ны
е 

уг
лы

 

| 
18

0 
00

 0
0,

00
 

| 
61

 5
14

2,
57

 
65

 1
3 

29
,6

8 
52

 5
4 

47
,7

5 8 
8 
8 
О 
OQ 53

 5
1 

21
,3

9 
62

 0
4 

42
,0

7 
64

 0
3 

56
,5

4 8 
8 
8 
О 

27
 4

1 
50

,0
5 

28
 2

1 
45

,3
4 

12
3 

56
 2

4,
61

 
| 

18
0 

00
 0

0,
00

 
| 

12
9 

17
 2

6,
17

 
25

 2
9 

36
,1

0 
25

 1
2 

57
,7

3 
1 

18
0 

00
 0

0,
00

 
1 

30
 5

7 
52

,8
6 

12
1 

00
 3

7,
06

 
28

 0
1 

30
,0

7 
1

 
17

9 
59

 5
9,

99
 

| 

г г г 

-2
,4

1 
+ 

1,
21

 
+1

,2
0 

1 
0,

00
 

| 
+0

,9
4 

-0
,9

8 
+0

,0
4 8 

О -0
,0

3 
+1

,0
8 

-1
,0

5 
1 

0,
00

 
] 

Г*- t— ""J 
CN CN 
о о 

1 
0,

00
 

I 
-3

,7
1 

+1
,8

4 
+1

,8
7 

| 
O

O
'O

 
| 

СП ON 
«*1 *1 
CN >H-* CN 
+ 1 + 

1 
-0

,0
1 

1 

В
ы

со
ты

, м
, 

НА
, 

ЬВ
, 

hC
 

50
19

,2
7/

27
 

86
49

,6
0/

60
 

78
18

,6
5/

65
 

w 

75
46

,2
9/

29
 

73
28

,9
4/

94
 

83
41

,7
4/

74
 

81
78

,1
7/

17
 

74
74

,2
8/

28
 

73
43

,7
0/

70
 

78
48

,0
5/

05
 

76
78

,7
0/

70
 

43
96

,9
1/

91
 

39
14

,0
2/

02
 

70
38

,1
0/

11
 

71
10

,3
7/

37
 

71
17

,6
6/

66
 

42
72

,7
7/

77
 

77
94

,0
9/

09
 

10
9°

4Г
59

,1
7"

 
33

 0
6 

55
,2

5 
37

 1
10

5,
58

 8 
$ 
8 
о 
00 61

 5
14

1,
63

 
65

 1
3 

30
,6

6 
52

 5
4 

47
,7

1 
1 

18
00

00
0,

00
 

I 
53

 5
1 

21
,4

2 
62

 0
4 

40
,9

9 
64

 0
3 

57
,5

9 

1 
18

00
00

0,
00

 
1 

27
 4

1 
50

,3
2 

28
 2

1 
45

,6
1 

12
3 

56
 2

4,
07

 
| 

18
0 

00
00

,0
0 

| 
12

9 
17

 2
9,

88
 

25
 2

9 
34

,2
6 

25
 1

2 
55

,8
6 

| 
00'00 00 08l 

| 

30
57

 5
0,

53
 

21
 0

0 
41

,5
5 

28
 0

1 
27

,9
2 

I 
18

0 
00

 0
0,

00
 

I 

И
зм

ер
ен

ны
е 

ст
ор

он
ы

 
а)

 

с J
 

14
31

1,
32

 
83

04
,7

1 
91

87
,3

2 

91
87

,3
2 

94
59

,7
8 

83
11

,2
4 

83
11

,2
4 

90
93

,9
5 

92
55

,6
6 

92
55

,6
6 

94
59

,7
8 

16
52

0,
43

 

16
52

0,
43

 
91

87
,3

2 
90

93
,9

5 
1 

90
93

,9
5 

1 
15

14
8,

87
 

83
04

,7
1 

В
ер

ш
и­

на
 

T t -CN f-« W> T f <N m un T t M m >л ^ m CN 

Тр
е­

уг
ол

ьн
ик

 

CN en un NO 



Таблица 3.16 

По­
правка 

Коэффи­
циенты 

X, 

Угол 

о', 

Значение 
угла 

(2,3) -46,911 а', 61° 5Г41.63" 
(2,4) 27,333 а' 2 62 04 40,99 

123 56 22,62 (2,5) 25,053 
а' 2 62 04 40,99 

123 56 22,62 
(3,4) 27,597 

О), 
123 56 24,07 

-1,45м (3,5) 25,003 О), 
123 56 24,07 

-1,45м 

(4,5) -23,523 
О), 

123 56 24,07 
-1,45м 

Таблица 3.17 

По­ Коэффици­ Угол Значение 
правка енты X'i9 И Y* i угла 

(13) 48,274 Y'i 109°41'59,17" 

(1,4) -74,134 129 17 29,88 
(23) 52,699 12100 41,55 

2 360 0010,60 
(2,4) -82,097 - 360 

(3,4) -90,182 0>2 +10,60" 

Коэффициент при поправке (2,5) 

'25 

x|rtg27°41' 

9459,78 

50,32'-ctg52o54'47,71* = 25,053. 

Подобным образом вычисляют и другие коэффициенты. 
Условное уравнение геодезического четырехугольника: 

-46,911(23)+27333(2,4)+25,053(2,5)+ 
+27,597(3,4)+25,003(3,5) - 23,523(4,5) -1,45* = 0. 



Условное уравнение центральной системы: 

48,274(1,3) - 74,134(1,4)+52,699(23) - 82,097(2,4) -

-90,182(3,4) + 10,60' = 0. ( ' } 

Составление весовой функции 
В уравнениях трилатерации определяют среднюю квадратическую 

ошибку дирекционного угла наиболее удаленной стороны (рис. 3.11 — сто­
рон 3,5). Весовую функцию сначала составляют в угловой форме. Выделим 
из сети трилатерации цепочку треугольников для передачи дирекционного 
угла от твердого направления 1.2 к направлению 3.5 (рис. 3.12). Значение 

F = a 3 5 = а 1 2 + С , +180° - С 2 +180° + С 3 . 

Переходя от функции к ее приращению, при ( а 1 2 ) = 0 имеем 

/ а = А а 3 5 = ( С 1 ) - ( С 2 ) + ( С 3 ) . 

Заменив поправки в углы поправками в стороны по формулам (3.12) и 
учитывая, что поправка (1.2) к исходной стороне 1.2 равна нулю, находим 

Рис. 3.12. К составлению весовой функции 



/ а = Д 3 5 = - - ^ ( 1 . 3 ) - H l ( c t g f i I ' - c t ^ X l - 4 K - ^ - ( 2 . 4 ) + 

+ -£ - (c tgBj - с ^ ) ( 3 . 4 ) - ^ с ^ ( 3 . 5 ) + -^-(4.5) . ( З Л 5 ) 

^34 ^35 пСъ 

Подставляя в формулу (3.15) соответствующие значения из табл. 3.15, 
после вычислений получим: 

/ , = - ^ 1 = = - 2 ° 6 2 6 4 ' 8 Г = -48,274; 
hCi SusmA2 8304,71 sin 30°57'50,53' 

/ 2 = - £ ( c t g 2 ? , ' - c t g ^ ) = - ^ | g H ( c t g l 0 9 4 l ' 5 9 , 1 7 ' -

-ctg30°57'50,53') = 50,288; 

г P* P* • „ 206264,81' _ , e i / , = — = — s i n ^ , = : = 26,381; 
*c, Si2 143H,32sin33°06'55,25' 

-ctg64;03'57,59') = 31,584; 

/ s = - P l c t g * ; = - 2 ° 6 2 6 4 ' 8 Г ctg62°0440,99- = -11,810; 
7 5 5 3 5 ^ 3 9255,66 6 

/ , = ^ = - £ 1 ^ = 2 0 6 2 6 4 ' 8 Г = 25,221. 
Ac, 5 3 4 s i n ^ 3 9093,95 sin 64°03'57,59' 



Таблица 3.18 

Название по­
правок (i, к) 02 fa 

Сумма 
S 

Поправки 
v = (Mr), м 

(13) 48,274 -48,274 0,000 -0,026 
(1-4) -74,134 50,288 -23,846 +0,040 
(23) -46,911 52,699 5,788 -0,008 
(2.4) 27,333 -82,097 26,381 -28,383 +0,032 
(2.5) 25,053 25,053 -0,011 
(3.4) 27,597 -90,182 31,584 -31,001 +0,037 
(3.5) 25,003 -11,810 13,193 -0,011 
(4.5) -23,523 25,221 1,698 +0,010 

со -1,45" +10,60" Й = 
[to] = 

0,00508 
-0,00510 

Таблица 3.19 

ki к 2 fa S Контроль 
5515,464 -7204,873 

25476,124 
704,137 

-11072,539 
7328,343 

-985,273 
7198,712 
-3040,059 

-985,272 
7198,712 
-3040,059 

Таблица 3.20 

ki кг fa со 1 S + co Контроль 
5515,464 -7204,873 704,137 -1,45 -986,723 
-1 1,306304 -0,127666 0,000263 +0,178901 0,178901 

25476,124 -11072,539 +10,60 7209,312 
16064,370 -10152,722 8,706 5920,352 5920,354 
-1 0,632002 -0,000542 -0,368539 -0,368540 

7328,343 0 -3040,059 
1 

821,908 5,687 827,586 827,595 

кг 
-0,000445 -0,000542 



С учетом полученных коэффициентов находим 

/ а = Д а 3 5 = -48,274(1,3)+ 50,288(1,4)+ 26,381(2,4) + 

+ 31,584(3,4) -11,810(3,5) + 25,221(4,5). 
(ЗЛ6) 

Составление и решение нормальных уравнений коррелат 
В табл. 3.18 вписывают коэффициенты полученных нормальных урав­

нений (3.13), (3.14) и Весовой функции (3.16^ от которых переходят к 
нормальным уравнениям коррелат (табл. 3.19) и решают их (табл. 3.20). 
По полученным коррелатам кх и к2 в табл. 3.18 вычисляют поправки 

где г — число избыточных измерений, равных числу условных уравнений 
(г=2); [v]—взято из табл. 3.18. 

Средняя квадратическая ошибка дирекционного угла наиболее уда­
ленной стороны 3-5 

v = (*,/:) sfljAj + а2к2. 

В табл. 3.14 выполнено вычисление уравненных сторон. 

Оценка точности уравненных элементов трилатерации 
Средняя квадратическая ошибка единицы веса 
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ГЕОДЕЗИЯ; ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

Вычисление окончательных координат 
Окончательные координаты определяемых пунктов вычисляют с точнос­

тью до миллиметра по уравненным сторонам и углам треугольников. Вычис­
ления можно выполнить различными способами: прямой угловой засечкой 
с пунктов, координаты которых известны; проложением хода, соединяющего 
исходные и определяемые пункты, и т.п. 

В табл. 3.21 выполнено вычисление координат определяемых точек 
путем приложения хода. 

Контролем вычислений являются: сумма углов в замкнутом полигоне 
должна равняться 180°(и — 2), где п количество углов; дирекционный 
угол исходной стороны должен быть равен его значению, полученному 
путем вычислений по ходу; £Дх = 1Ау = 0; координаты исходного пункта 
должны равняться их значениям для этого же пункта путем вычислений 
по ходу. (Расхождения в координатах допускаются не более трех единиц 
последнего знака). 

Вычисленные координаты округляют до 0,01 м и выписывают в ката­
лог, в него же выписывают длины сторон (до 0,01 м) и их дирекционные 
углы (до 0,0ГО, вычисленные из решения обратных геодезических задач. 

3.2. УРАВНИВАНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ СЕТЕЙ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СПОСОБОМ 

3.2.1. Общие сведения об уравнивании геодезических 
сетей параметрическим способом 

Параметрический способ уравнивания геодезических сетей имеет 
широкое применение, так как одинаковая структура приведенных к ли­
нейному виду уравнений поправок дает возможность составлять универ­
сальные программы уравнивания на ЭВМ триангуляции, трилатерации, 
линейно-угловых, комбинированных и других построений. Как и в кор-
релатном способе задача уравнивания решается под условием [pvv] = min. 

В параметрическом способе сначала вычисляют координаты всех оп­
ределяемых пунктов. Затем, используя эти координаты, с высокой точно-



стью решают по всем сторонам обратные геодезические задачи и определя­
ют длины и дирекционные углы сторон. После этого составляют уравнения 
поправок для всех непосредственно измеренных величин: горизонтальных 
направлений, измеренных расстояний, азимутов, придавая каждой измерен­
ной величине вес р = с/т2. 

От уравнений поправок переходят к нормальным уравнениям, число 
которых равно удвоенному числу определяемых пунктов. Из решения 
находят поправки в приближенные координаты определяемых пунктов, 
т.е. находят уравненные координаты пунктов. Выполняют вычисления 
окончательных длин сторон и дирекционных углов по уравненным коор­
динатам. Делают оценку точности уравненных элементов сети. 

Одним из наиболее ответственных этапов уравнивания является уста­
новление точного соотношения весов всех измеренных в сети величин. 

Приняв в формуле веса р = с/т2, с = ц 2 = m2

N - const, где mN — средняя 

квадратическая ошибка измеренного направления, получим 

1 г» - тН _ ™N PN- 1 >Ах Т >Ps Г ' 
т<х ms 

г д е р а , т а , р5 у т5 — вес и средняя квадратическая ошибка азимута а и длины 
стороны s соответственно. При этом средние квадратические ошибки т дол­
жны быть получены не по внутренней сходимости результатов измерений, а 
по свободным членам соответствующих условных уравнений или другими 
способами, учитывающими случайные и систематические ошибки. В сетях 
триангуляции т определяют по формуле Ферреро с использованием невязок 
со большого числа л треугольников 

т У со2 

В трилатерации ms находят по свободным членам условных уравнений 
геодезических четырехугольников и центральных систем по формуле (3.13). 



3.2.2. Уравнения поправок направлений 
Выразим ошибки направлений через ошибки координат. На рис. 3 A3 ори­

ентирующий угол, т.е. угол между направлением ix и направлением Ю нуле­
вого диаметра лимба: 

где <xik — дирекционный угол направления ik; Nik — уравненное значение 
этого направления. Принимая 

zik = z0 + aik = а% 4- Aalk, Nik =N'ik+ vik, 

находим 

v f t — & < + Д а й + / л , (3.17) 

1 " 
где lik = a°ih -N\k -za = al -R°k zQ = - Y zik , 

R°k =N'ik +zQ , N'ik - измеренное значение направления. 

Продифференцировав выражение tgccjjt = (ук - у)/(хк - х) по всем пере­
менным, после перехода к конечным приращениям получим 

p ' c o s 2 a / i t (хк -x(f 

Рис. 3.13. К определению ориентирующего угла 



Учитывая хк -дс/ = % cosa J j t, ук -yt = sik s ina / j t , имеем 

или 

Aa / J k = - р ^Ьхк + р Л-ЬУк + 

, s ina l J t с # c o s a A г (3.18) 
+ Р - 8 * / - р ^ S y , , 

% sik 

sik sik 

Подставляя полученное выражение в формулу (3.17), находим 

vik - « л ^ -*лЛ« + М * + / л (3.19) 

где 5z, — поправка в ориентирующий угол z0 на /-м пункте; ^Л/» Л* — 

поправки в дециметрах в приближенные координаты*? 9yf lxk,yk пунк­

тов i и к, т.е. ^ = Ю&с, Г| = 108у; 
6х, 5у — поправки в метрах. 

Коэффициенты , bik определяют по формулам: 

ай = - 2 0 , 6 2 6 5 ^ ^ = -20,6265 

^ = 2 0 , 6 2 6 5 ^ ^ = 2 0 , 6 2 6 5 ^ ^ - . 
(3.20) 

Для обратного направления к - i 



причем aik = -аь, Ь% = , что служит контролем вычислений. Для исходных 
пунктов поправки ^ и Г| равны нулю. 

Следует заметить, что ошибки, допущенные при составлении уравне­
ний поправок, обнаруживаются только в конце вычислений, поэтому оп­
ределение а^ , bik и lik нужно контролировать. 

Уравнение поправок дирекционных углов 
От азимутов Лапласа переходят к дирекционным углам направлений, 

в которые определяют поправки из уравнивания геодезической сети. Урав­
нения поправок дирекционных углов отличаются от поправок направле­
ний отсутствием поправки -&z0 в ориентирующий угол. 

3.2.3. Уравнения поправок измеренных сторон 
В геодезической сети могут быть измерены стороны, в которые после 

редуцирования на плоскость проекции Гаусса-Крюгера определяют с уче­
том весов измерений поправки из уравнивания. Длину стороны sik можно 
определить дважды: 

Sik = 4 +'v* = 4 + 55Л . (3.22) 

где s'fo измеренная и редуцированная на плоскость длина стороны; 

v a —поправка из уравнения; sfk — длина той же стороны, определенная по 

приближенным координатам пунктов; & л —поправка в ее значение из урав­
нивания. 

Из формулы (3.22) находим исходное уравнение поправок измеренных 
сторон 

где = 4 - 4 -



Продифференцировав выражение 

по всем переменным, имеем 

2sfkdsik =2(x°k-xf)(dxk -dxt) + Hy% -уПУУ* -dy,h 

Разделив обе части равенства на sfk , после перехода к конечным при­

ращениям находим 

о о о о о о о о 

sik sik sik $ik 

После подстановки этого значения в (3.22), принимая 

сл = ^ - ^ = cosa°*; dik = Z L ^ = s i n ( 4 ; £ = 10&х, n = HMSy, 
sik sik 

(£,T| — в д м , & х , 8 у — вм),получим 

= -СлЪ - dik^i + са&к + dik4k . (3.24) 

3.2.4. Составление редуцированных 
нормальных уравнений 

Учитывая, что на каждом пункте сумма поправок vik в измеренные 
направления равна нулю ([v] = 0), можно составить редуцированные нор­
мальные уравнения, в которых поправки 8zQ в ориентирующие углы z0 

исключены. При этом общее число нормальных уравнений уменьЩается 
на число пунктов, на которых измерены направления. 

Положим, что на пункте i измерено п направлений, им соответствуют 
уравнения поправок: 

vn = -&f - ап^ - + aiX%x + V h + 'л; 

yi2 = -Sz, - ai2%i - 'b i 2 r\ i + a / 2 £ 2 + 6 / 2Tj 2 + /,-2 5 

6 - 3984 Куштин 161 
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Примем -aik = ак, -Ь / А = & А , д п = с , , Ь,-, = »a t 2 - с 2 » = ^ 2 и ' Т-Д- С учетом 
этих обозначений: 

v / 2 = + А 2 5 , + Ь2 Л/ + с 2 £ 2 + rf2ti2 + la; (3.25) 

Переходя к нормальным уравнениям, получим: 

и&, - № - № , - . - . - [ / ] = М = 0; 

- [a]5z, + [aafc, + [а*]п, + • •. + [в/] = [av] * 0; 

- + [ab%, + [bbfoi +... + [Ы] = [fev] * 0; 
(3.26) 

Из первого уравнения 

(3.27) 

Подставляя полученное значениеSz, в систему (3.25), получим частике-
дуцированных нормальных уравнений на данном пункте: 

[аа]- WW 
п 

[аЬ]- М И 

W W 

k- + . . .+ [в / ]*0 ; 

к+...+ [м]*о, 

в которых 8z, исключены. 
Общую систему редуцированных нормальных уравнений в сети полу* 

чают суммированием коэффициентов при одноименных неизвестных по* 
правках в уравнениях по станциям. Из решения этой общей системы урав> 
нений находят поправки ^ и Г),, к приближенным координатам определяв 



мых пунктов. Число поправок, как и общее число редуцированных нормаль­
ных уравнений, равно удвоенному числу определяемых пунктов. 

После определения , r\i по формуле (3.27) вычисляют 5г,и по формуле 
(3.24) — поправки vik. На каждом пункте 5v =0, что является контролем 
правильности вычислений. Уравненные координаты 

Кроме того, х и у можно определить из решения треугольников, в которых 
используют уравненные направления. 

3.2.5. Оценка точности 
Среднюю квадратическую ошибку единицы веса определяют по форму­

ле 

где v — поправки из уравнивания в измеренные с весом р величины; г — 
число избыточных измерений в сети; D — число всех направлений в сети; 
к — число определяемых пунктов; п — число пунктов, на которых выпол­
нены наблюдения. Для оценки точности уравненных значений координат 
пункта к находятрЛ иру в общей системе уравнений, в качестве последнего и 
предпоследнего неизвестного ставят поправки цк и ̂ . Вес последнего неизве­
стного равен коэффициенту последнего преобразованного нормального 
уравнения эквивалентной системы (в схеме решения нормальных уравне­
ний). Вес 

А 

где С и А — квадратичные коэффициенты последнего и предпоследнего 
преобразованных нормальных уравнений; В — коэффициент при г\к в пред­
последнем преобразованном уравнении. 
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3.2.6. Пример уравнивания триангуляции 
параметрическим способом 

На рис. 3.14 изображена сеть триангуляции, состоящая из пяти пунк­
тов, из которых два — определяемые. В сети измерены равноточно все 
направления, приведенные к центрам знаков и редуцированные на плос­
кость. В табл. 3.22 приведены координаты исходных пунктов, длины сто­
рон и их дирекционные углы, вычисленные по формулам: 

aik = antgyk~yi

 9 sik = Л * * - * / ) 2 ^ * - * ) 2 = 
Х к (3.30) 
= -Xi)cosaik +(ук - ^ ) s i n a / y t . 

Рис. 3.14. Сеть триангуляции 



Таблица 3.22 

Пункт 
Координаты Длина Дирекцион-

Пункт 
х, м у,м сторон, м ные углы 

1 5963124,81 8412617,83 

2 5977314,44 8414480,18 
14311,32/32 7° 28' 37,83" 

3 5966885,26 8427292,51 
16520,40/40 129 08 43,57 

1 5963124,81 8412617,83 
15148,84/84 255 37 37,16 

Контролем правильности вычислений служит равенство расстояний sik, 
полученных по двум формулам. Так как во вторую формулу s входит дирек-
ционный угол aik, то равенство s является также контролем правильности 
определения aik. 

В табл. 3.23 даны направления, приведенные к центрам знаков и на плос­
кость. 

Таблица 3.23 

Номер Направ Направление Номер Направ Направление 
пункта ления на плоскости пункта ления на плоскости 

1 1-2 0° 00' 00,00" 4 4-1 0° ОО7 00,00 
1-4 37 11 06,71 4-2 109 41 57,13 
1-3 68 08 59,63 4-5 174 55 26,81 

4-3 238 59 22,19 
2 2-5 0 00 00,00 

2-3 27 41 50,05 5 5-3 0 00 00,00 
2-4 52 54 47,75 5^т 62 04 42,07 
2-1 86 01 44,66 5-2 123 56 24,01 

3 3-1 0 00 00,00 
3-4 28 01 30,27 
3-2 53 31 06,58 
3-5 81 52 51,91 



Таблица 3.24 

Предва­
Тре-

уголь 
ник 

Вер­
ши­
на 

Измеренные 
углы 

ритель­
но урав­
ненные 

углы 

Стороны, м 
Попра 
ВКИ V/ Уравненные 

углы 
Уравненные 

стороны 

9= 15200,946 q = 15200,951 
1 4 109° 41' 57,13" 56,88"" 14311,32 -0,03" 109° 41'57,10" 14311,32 

2 33 06 56,91 56,66 8364,76 -0,64 33 06 56,27 8304,74 
1 37 11 06,71 06,46 9187,35 -0,08 37 1106,63 9187,35 
X 180 00 00,75 ро,оо 

9 = 10418,720 
-0,75 180 00 00,00 

9 = 10418,715 
2 5 615141,94 42,15 9187,35 +0,28 61 51 42,22 9187,35 

4 65 13 29,68 29,89 9459,73 +0,09 65 13 29,77 9459,78 
2 52 54*7,75 47,96 8311,26 +0,26 52 54 48,01 8311,26 
I 179 59 59,37 00,00 

q= 10292,100 
+0,63 180 00 00,00 

q = 10292,091 
3 3 53 51 21,64 21,94 8311,26 +0,51 53 51 22,15 8311,26 

5 6204 42,07 42,37 9093,99 -0,03 62 04 42,04 9093,98 
4 64 03 55,38 55,69 9255,63 +0,43 64 03 55,81 9255,62 
£ 179 59 59,09 00,00 

) 9 = 19913,170 
+0,91 180 00 00,00 

9 = 19913,163 
4 2 27 41 50,05 50,25 9255,63 -0,03 27 41 50,02 9255,62 

3 28 21 45,33 45,53 9459,77 +0,39 28 21 45,72 9459,78 
5 123 56 24,01 24,22 16520,41 +0,25 123 56 24,26 16520,40 
I 179 59 59,39 00,00 

^ = 21345,670 
+0,61 180 00 00,00 

9 = 21345,678 
5 4 129 17 25,06 25,37 16520,41 +0,52 129 17 25,58 16520,40 

3 25 29 36,31 36,62 9187,36 +0,12 25 29 36,43 9187,35 
2 25 12 57,70 58,01 9093.98 +0,29 . 2$ 12 57,99 9093,98 
I 179 59 59,07 00,00 

9= 17675,070 
+0,93 180 00 00,00 

9= 17675,061 
6 1 30 57 52,92 52,$9 9093,98 -0,22 30 57 52,70 9093,98 

4 121 00 37,81 37,48 15148,83 -0,49 121 ТХ) 37,32 15148,84 
3 28 01 30;27 29,93 8304,75 -0,29 28 01 29,98 8304,74 
I 180 00 01,00 00,00 -1,00 180 00 00,00 

V Ъп V 18 

Предварительное и окончательное решение треугольников приведено в 
табл. 3.24. Предварительно уравненные углы определяют путем распределе­
ния невязок в треугольниках поровну. Значение 



sin А 

где а—исходная сторона; Л — противолежащий этой стороне угол. Стороны 
Ъ = qsinB, с = gsinC. Графы 6-8 заполняют после решения нормальных урав­
нений в вычисления поправок v. 

Приближенные координаты определяемых пунктов 4 и 5 вычисляют ме­
тодом прямой засечки, используя формулы котангенсов углов: 

_ {xActgB + xBctgA + УВ~УА) 
(ctg^ + ctgtf) ' ( 3 3 1 ) 

(yActgB + yBctgA + хА - хв ) 
У р (ctg4 + ctg#) 

Вычисления по этим формулам целесообразно выполнять по следующей 
схеме: 

*А У А *в У в 
+ 1 CtgS - 1 Ctg/i 

C t g ^ + C t g ^ 

х р Ур 

Числитель первой формулы (3.31) получают, складывая результаты реше­
ния определителей, а числитель второй формулы — путем суммирования 
произведений элементов верхней строки на находящиеся под ним элементы 
нижней. 

Вычисления приближенных координат пунктов 4 и 5 приведены ниже. 
Для уменьшения количества значащих цифр при вычислениях первые 
одинаковые цифры в х и у исходных пунктов целесообразно отбросить. 

Пункт 4 
Л=33°06'56,66" В=ЪТ11'06,46" 

^=77314,44 у2=14480,18 *,=63124,81 ^=12617,83 
+1 ctg£=l,3181617 -1 ctgA= 1,5330762 

ctgA+ctg£=2,8512379 

х'4 = 5969031,68 у\ = 8418455,47 1 6 ? 



А=30°57'52,59" Я=28°01'29,93" 
^=63124,81 ^=12617,83 ^=66885,26 у3=27292,51 
+1 ctg£=l,8787499 -1 ctgA=1,6666105 

ctgA+rtg#=3,5453604 

х4=5969031,65 у\ = 8418455,47 

х4с =5969031,66 у'4с= 8418455,47 

Пункт 5 
А=27°41'50,25" Д=28°21'45,53" 

у2=14480,18 ^=66885,26 у3=27292,51 
ctg£=l,8523466 -1 ctgA=l,9049381 

ctgA+ctgB=3,7572847 

х'5 =5975436,86 уь = 8423751,74 

A=52054'47,76" Д=65°13'29,69" 

у2=14480,18 х4 =69031,66 у4 = 18455,47 

ctgB=0,4615373 -1 <т#4=0,7559301 
ctgA+ctg5=l,2174674 

хь=5975436,84 у'5 = 8423751,74 

:4=5975436,85 ^ , = 8423751,74 

Вычисление дирекционных углов и всех сторон сети по координатам 
пунктов в виде хода, включающего все определяемые стороны сети, вы­
полнено (табл. 3.25) по формулам (3.30). Вычисления нужно выполнить 
точно, т.е. дирекционные углы и длины сторон должны точно соответ­
ствовать координатам л: и у. При нарушении этого соответствия свобод­
ные члены уравнений поправок будут иметь ошибки, что приведет к не­
обходимости переуравнивания сети. 

В табл. 3.26 приведены результаты вычисления коэффициентов и свобод­
ных членов уравнений поправок направлений по формулам (3.17-3.20). 

^=77314,44 
+1 

^=77314,44 

+1 
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Используя формулы (3.19)-(3.21) и учитывая, что если направление изме­
рено с исходного пункта * на определяемый к, то 

vik = ~ & < + "я&к + М * +1& ; (3.32) 

если с определяемого пункта i на исходный к, то 

vik = ^ ~aa&i -bikr\i + / й ; (3.33) 

если с исходного пункта / на исходный пункте, то 

vik = - & / + / * . (3.34) 

составляют уравнения поправок для всех измеренных направлений и 

вычисляют свободные члены этих направлений (табл. 3.27). 
Следует отметить, что ошибки, допущенные при составлении уравне­

ний поправок, обнаруживаются только при окончательном вычислении 
триангуляции, поэтому определение коэффициентов aik , bik и свободных 
членов lik должно выполняться тщательно и с контролем. Контрольные 
вычисления коэффициентов ахк, bik можно выполнить, используя формулы 

aik = - 2 0 , 6 2 6 5 ^ ^ - ; bik = 2 0 , 6 2 6 5 . (3.35) 
sik sik 

Контролем вычисления lik является ^ 1^ = 0 на каждом пункте. 

Коэффициенты нормальных уравнений (табл. 3.28) определяют, исполь­
зуя коэффициенты при поправках ̂ , Т| • (см. табл. 3.27) с учетом весовр для всех 
строк, включая строки сумм, для которых весар =-\/п, где п—сумма коэффи­
циентов в ориентирующие углы, т.е. произведения в строках направлений ум­
ножают игр = 1, а в строках сумм — на величинур = -\/п . 

Таблица 3.28 

а*) Ь 4} а5] Ь,) L] s ' /. fa S = S.'+f,+fa К о н ­
т р о л ь 

[«4 19,117 -4,246 -4,059 2,436 0,124 13,372 -0,771 + 1,581 14,182 14,182 
[Ь 4 

18,305 2,383 -4,775 1,714 13,380 -0,637 -1,913 10,830 10,831 
(«5 10,902 2,775 0,353 12,353 0,771 -1,581 11,543 11,544 

9,977 -1,114 9J298 0,637 1,913 11,848 11,849 
0,885 1,981 1,962 



Составление функций уравненных элементов сети 
Для оценки точности определения элементов в уравненной сети, обыч­

но в наиболее слабом месте сети, этот элемент представляют как функ­
цию координат определяемых пунктов и вычисляют обратный вес этой 
функции. 

В сети на рис. 3.14 наиболее слабой является сторона 4.5, требуется опре­
делить средние квадратические ошибки длины и дирекционного угла сторо­
ны . Связь между координатами пунктов и стороной s4S можно выразить 
известной формулой 

Дифференцируя это выражение по координатам определяемых пунк­
тов, после перехода к конечным приращениям имеем 

Л < 5 = Д , 4 5 = - i l * * 4 - ^ а у 4 + ^ ± а х 5 + У ^ а х , , 
s45 s45 sA5 s45 

или 

fs = Д У 4 5 = - c 4 5 £ 4 -d45T\4 + с 4 5 £ 5 + d45r\5. 

где £ , Т | — поправки в координаты в дециметрах, коэффициенты 

о о о , о 

с45 = cos а°45 = , d45 = sin < 5 = У $ / 4 . (3.36) 
s45 s4S 

Весовая функция для дирекционного угла стороны 4.5 соответствует урав­
нению поправок этого направления без поправки ориентирования 8г и сво­
бодного члена/: 

/ а = A 0 t 4 5 = " f l 4 5 ^ 4 " ^45^4 + а45*>5 + *45 Л 5 • 

где 

а45 = -20,6265 j j - ^ . ; b45 = 20,6365 ^ (3.37) 
s45 s 45 

и S4 5 — в км. 
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Коэффициенты д л я / 5 и / а вычислены в табл. 3.29 с использованием фор­
мул (3.3*0), (3.36), (3.37). 

Линейный вид весовых функций: 

fs =-0,771^4 -0,637TI 4 +0,771^ 5 + 0,637TJ5; 

/ а = +1£81£ 4 -1,913114 - W81S5 +1913% ( 3 3 8 ) 

Если нужно найти обратный вес длины и дирекционного угла сторо­
ны, пересекающей ряд треугольников сети, поступают так же, как и в 
рассматриваемом случае, не обращая внимания на отсутствие прямой 
связи между конечными пунктами этой стороны. 

В графе/^ (см. табл. 3.28) записывают коэффициенты-с 4 5 , -*/ 4 5 в строках 
с коэффициентами при поправках ^ 4 , T ) 4 , а с 4 5 , d45 — в строках Е;5, т] 5. 

В графе fa записывают -а45, -Ь45 в строках ^ , T | 4 , а а45, Ь45 — в строках 

В табл. 3.30 приведено решение системы нормальных уравнений по 
сокращенной схеме Гаусса, 

Таблица 3.30 

П5 L fs fa s Кон­
троль 

19,117 -4,246 -4,059 2,436 0,124 -0,771 1,581 14,182 
-1 0,2221 0,2123 -0,1274 -0,0065 0,0403 -0,0827 -0,7419 -0,7419 

18,305 2,383 -4,775 1,714 -0,637 -1,913 10,830 
17,362 1,481 -4,234 1,742 -0,808 -1,562 13,980 13,981 

-1 -0,0853 0,2439 -0,1003 0,0465 0,0900 -0,8052 -0,8052 
10,902 2,775 0,353 0,771 -1,581 11,543 
9,914 3,653 0,231 0,676 -1,112 13,361 13,362 

-1 -0,3685 -0,0233 -0,0682 0,1122 -1,3477 -1,3478 
9,977 -1,114 0,637 1,913 11,848 
7,288 -0,790 0,289 1,740 v 8,527 8,527 

-1 0,1084 
0,885 

-0,0397 -0,2387 -1,1700 
1,981 

-1,1700 

[pvv] = 0,618 0,102 0,361 1,100 1,081 
Поправки координат, дециметры -1//V- -0,1262 -0,8114 

-0,0489 -0,0685 -0,0632 1 0,1084 



Полученные поправки координат умножают (см. табд. 3.27) на соответ­
ствующие коэффициенты и вычисляют сначала значения 8z,, умножая по­
правки ^ , Т], на суммарные значения коэффициентов в строках сумм, резуль­
тат делят на л, формула (3.27), а затем определяют поправки из уравнения 
(3.19). Контролем правильности определения v является Xv = О для каждого 
пункта. 

Поправки, равные разностям поправок направлений, вводят в измерен­
ные углы (см. табл. 3.24), находят их уравненные значения и окончательно 
решают треугольники. Контролем вычислений является равенство суммы 
уравненных углов треугольника 180° и сходимость одних и тех же сторон, 
полученных из решения разных треугольников. 

В табл. 3.31 приводят координаты исходных пунктов и вычисляют 
окончательные координаты определяемых пунктов путем введения полу­
ченных в табл. 3.30 поправок в координаты (с учетом перехода от деци­
метров к метрам). 

Таблица 3.31 

№ пун­
ктов 

Приближенные, м Поправки, м Окончательные, м № пун­
ктов X У & X У 

1 5963124,81 8412617,83 
2 5977314,44 8414480,18 
3 5966885,26 8427292,51 
4 5969031,66 8418455,47 0,00 -0,01 5969031,66 8418455,46 
5 5975436,85 8423751,74 -0,01 0,01 5975436,84 8423751,75 

Для контроля координаты определяемых пунктов вычисляют второй раз, 
используя уравненные значения углов и сторон (табл. 3.32). 

Сходимость полученных разными способами значений координат од­
них и тех же точек является заключительным контролем уравнительных 
вычислений. 
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Оценка точности уравненных элементов сети 
Средняя квадратическая ошибка любого элемента уравненной сети 

т г = ^ > (3-39) 

1 
где • — - обратный вес уравненногб элемента; ц—средняя квадратическая 

PF 
ошибка единицы веса; 

\\nvv\ 
(3.40) 

j[pw) 
' " V г ' 

где v — поправки из уравнивания в измеренные с "весом р направления; 
г — число избыточных измерений, вычисляемое по формуле 

r = D —(2* + 0 , (3.41) 

в которой D — число всех измеренных направлений (в сети на рис. 3.14 
D= 18); к—число определяемых пунктов (k=2);t—количество поправок 5z„ 
равное числу пунктов, с которых велись наблюдения (f=5). Следовательно, 
для рассматриваемой сети г = 18 — (2-2 + 5) = 9, 

ц " У ~ - у ~ - 0 , 2 6 

Средняя квадратическая ошибка уравненного угла 

m^=nV2=0 ,26 'V2=0 ,37 ' . 

Значения туг, вычисленные по значениям v в табл. 3.24: 

Ь V 18 
^ = ^ = ^ = 0 , 3 3 ' , 

т.е. значения тугхорошо согласуются между собой. 



Обратный вес l/PF оцениваемой функции F можно получить при ре­
шении системы нормальных уравнений по схеме Гаусса. Вес Рук после­
днего неизвестного гцравен коэффициенту пригц в последнем преобра­
зованном нормальном уравнении. В табл. 3.30 на последнем и предпос­
леднем местах стоят поправки координат пункта 5, поэтому Р = 7,288. 
Согласно формуле (3.29) 

Л 9 914 
Р = Р , =7,288 — г = 8,368. 

А 9,914 

Средние квадратические ошибки определения абсцисс и ординат пункта 5 

тх = - Д ~ = ? ' 2 6 , = 0,090 дм = 0,01м; 
JP~ Д 3 6 8 

д 026" 
mv = = , = 0,096 дм = 0,01 м. 

Общая ошибка положения пункта 

М5 = ̂ т2

х + т2

у = д/0,0002 = 0,014 м « 0,01 м. 

В табл. 3.30 вычислены обратные веса длины и дирекционного угла сторо­
ны 4 .5 :1 /Р а = 0 ,126и1/Р а =0,811. С учетом этих значений получим: 

45 45 

ms^ = ц I — = 0,26^0,126 = 0,092 дм = 0,01 м; 
V Ps*s 

= ц — =0,26^0,811=0,23'. a4 j 



Кроме того, вес и средние квадратические ошибки любого уравненного 
элемента сети можно определить путем вычисления матрицы весовых коэф­
фициентов 

f fill Q\2 - Q\m 
Qll Q22 — Qlm 

Qml Qm2 - Qmm 

(3.42) 

Значение 

2L 
D 

(3.43) 

где D—определитель, составленный из коэффициентов нормальных урав­
нений; Лу — алгебраическое дополнение (адъюнкта), получаемая из оп­
ределителя D путем зачеркивания строки i и столбца / . Знак А у определя­
ется выражением (-1) 1 + ;. 

По данным табл. 3.28 имеем 

D = 

[а4а4] [а4Ь4] [а4а5] [а4Ь5] 

[a4b4] [Ь4Ь4] [Ь4а5] [Ь4Ь5] 

[а4а5] [b4a5] [а5а5] [а5Ь5] 

[а4Ь5] [Ь4Ь5] [а5Ь5] [Ь5Ь5] 

= [<*4а4 M l 1 + fcA W l 2 + К Д 5 К з + [ « 4 * 5 1^14 > 

где 

4 l = H ) 
1+1 

Р А 1 [ M s ] [b4b5] 

[ M s ! [asas] [a5b5] 

[ M s ] [ M s ! I M s ] 



42 
1+2 

[ * А ] [ V 5 ] [W 
[аАа5] [а5а5] [а5Ь5] 

[a4bs] [a5b5] [bsb5] 

4 э в Н ) : 
1+3 

[аАЬ4] [Ь4Ь4] [Ь4Ь5] 

[ала5] t V s l [ ° 5 * 5 ] 

[а4Ь5] [Ъ4Ь5] [Ь5Ь5] 

1+4 
[а4Ь4] [Ь4Ь4] [Ь4а5] 

[а4а5] [Ь4а5] [а5а5] 

[а4Ь5] [Ь4Ь5] [а5Ь5] 

Подставляя из табл. 3.28 численные значения, находим 

D = 

9,117 -4,246 -4,059 2,436 

-4,246 18305 2,383 -4,775 
-4,059 2^83 10,902 2,775 
2,436 -4,775 2,775 9,977 

18,305 2,383 -4,775 

2,383 10,902 2,775 

-4,775 2,775 9,977 

= 1481; 

-4,246 2,383 -4,775 

-4,059 10,902 2,775 

2,436 2,775 9,977 

135,9; 



Аз ~ Al -

-4,246 18,305 -4,775 

-4,059 2,383 2,775 

2,436 -4,775 9,977 

= 642,99; 

Ал ~ ^41 ~ I 

-4,246 18,305 2,383 

-4,059 2,383 10,902 

2,436 -4,775 2,775 

= ^75,5544; 

D=9,1171481+(4246)135,9+(-4,059)-642,99+2,436 H75^544)=9162,97. 

An -

9,117 -4,059 2,436 

-4,059 10,902 2,775 

2,436 2,775 9,977 

= 637,4964; 

An ~ Аг ~ I 

9,117 -4,246 2,436 

-4,059 2,383 2,775 

2,436 -4,775 9,977 

= -169,986; 

Л 2 4 - Л 4 2 

9,117 -4,246 -4,059 

-4,059 2,383 10,902 

2,436 -4,775 2,775 

= 319,1973; 

9,117 -4,246 2,436 

-4,246 18,305 -4,775 

2,436 -4,775 9,977 

= 1267,4391; 

Ач - А43 - | 

9,117 -4,246 -4,059 

-4,246 18,305 2,383 

2,436 -4,775 2,775 

= -590,8742; 



^ 4 4 -

9,117 -4,246 -4,059 
-4,246 18,305 2,383 
-4,059 2,383 10,902 

= 1351,6352. 

Контролем правильности выполненных вычислений может служить 
свойство определителей: сумма произведений всех элементов aik какой-
либо (/-й) строки определителя на адъюнкты Aik соответствующих эле­
ментов другой (/-й) строки равна нулю. 

Согласно этому свойству 

(л Л 
л 2 1 

(А Л л 2 3 (А \ 
л 2 4 

Аъх ^32 + [а4а5] 4 з ^34 

Ал\ Ад*) Алл 
=0; 

(А Л л 1 1 (А Л (А \ (А \ 
л 1 4 

АЪ2 Аъг ^34 

Ад? Алл 
\ ) 

Алл 
V 4 4 ) 

(3.44) 

(А Л (А \ (А \ 
л 1 4 

^23 ^24 

Л 3 , Алл 

л п Л 1 3 (А \ 
л 1 4 

4 э ^24 W ^33 А4 
V 3 4 / 



Подставляя численные значения й первую формулу, находим 

' 135,9298 ^ ' 637,4964 ^ '-169,9860' 

9,117 642,9905 -4,246 -169,9860 -4,059 1267,4391 

-475,5544 ^ 319,1973 -590,8742 
к ) 

г 319Д973 " ( -5 Л 6,8810 5 

-590,8742 - 8,70-10"5 

1351,6352 
\ ) 

2,97-10"4 

к ) 

Подставляя численные значения в первую строку второй формулы, 
имеем 

-4,246 • 1481,6801 +18,305 • 135,9298+2383 • 642,9905 -

-4,775 • (-475,5544) = 9,4 • 10~ 5 

Следовательно, все алгебраические дополнения (адъюнкты) вычисле­
ны с достаточной точностью. 

Подставляя в формулу.(3.43) соответствующие значения Л у и D, находим 
матрицу весовых коэффициентов 

б = 

' б , , = 0Д617 Й 2 = ° ' 0 1 4 8 Qu = °.°702 Qu = -0,0519^ 
Q2l =0,0148 =0,0696 Q23=-O,0m Q24 =0,0348 
б з , =0,0702 Q32 =-0,0186 Q33 =0,1383 634 =-0,0645 

fi41 =-0,0519 0 4 2 =0,0348 Q43 = -0,0645 044 =0,1475 

(3.45) 

Средние квадратические ошибки определения уравненных координат 

т г < =ц — = \Ц0и = 0 Л 6 • -У0-1617 = 0,105 дм = 0,01 м; 



ту = ц I — = Цд/бгГ = О» 2 6 >/0^06% =0,069дм = 0,01м; 

тХ5 = ill— = цТбзГ=°2 в - V°> 1 3 8 3 = °> 0 9 7 д м в °>01 м ; 
5 V ^ 5 

V ^ 5 

m 7 5

 = ^j— = = • V0J475 = ОД 00 дм = 0,01 м. 

Значения т х 5 , т 4 5 практически совпадают с полученными из решения 
нормальных уравнений. 

Для определения веса функции уравненных неизвестных можно вос­
пользоваться известной формулой [1,6,8] 

~ = ^ Г & м + ^ Ш » . (3.46) 

Для определения средних квадратических ошибок длины и дирекционно­
го угла стороны s45 используем весовые функции (3.38), формулу (3.46) и 
матрицу весовых коэффициентов (3.45): 

— = (-0,771) 2 0,1617 + (-0,637) 2 0,0696 +0,771 2 0,1383 + 

+ 0,6372 • 0,1475 + 2[(-0,771) • (-0,637) • 0,0148+(-0,771- 0,771)* 

х0,0702 + (0,771 • 0,637) - (-0,0519) + (-0,637 • 0,771)(-0,0186) х 

х(-0,637 • 0,637) • 0,0348 + (0,771 • 0,637) - (-0,0645)] = 0,175; 

— = 1,5812 0,1617 + (-1,913)2 0,0696 + (-1,581)2 0,1383 + 



+ 1,9132-0Д475 + 2[1,581-(-1,913)-0,0148 + 1,58Ь(-1^81)-0,0702 + 

+1,581-1,913(-О,0519) + (-1,913)(-1,581)(Ч),0186) + (-1,913)х 

X (1,913) • 0,0348 + (-1,581) • 1,913 • (-0,0645)] = 0,813. 

Средние квадратические ошибки: 

Полученные значения практически совпадают с вычисленными дру­
гим независимым способом (из решения системы нормальных уравнений). 

3.2.7. Параметрические уравнения поправок 
при уравнивании углов 

Любой угол (3 геодезической сети можно получить как разность дирек­
ционных углов, т.е. р = aim — ccljt. Изменение дирекционных углов на 
величины А а | ш и Aaik приводит к изменению угла Р на величину v p: 

Подставляя вместо Дос/ш и Aaik их значения из (3.18) с учетом принятых 
ранее обозначений, получим уравнение поправок 

VP =<aim ~ a i k % ~(bim - V H - +4imbm " M i + h (3.47) 

Уравнение поправок упрощается, если один или два из пунктов явля­
ются исходными, так как поправки £ и Г| для исходных пунктов равны нулю. 

Получив уравнения поправок для каждого пункта, составляют и ре­
шают нормальные уравнения, находят уравненные значения элементов сети. 

= 0,26 • V0,175 = 0,109 дм = 0,01 м; 

= 0,26-V0,813 =0,23'. 



выполняют контроль вычислений и оценку точности. Уравнивание сетей по 
углам позволяет уменьшить объем и сложность вычислений, поэтому часто 
используют этот способ даже на пунктах с измеренными направлениями. 
Отступление от строгого уравнивания приводит к небольшому снижению 
точности определения элементов сети, которым часто можно пренебречь. 

3.2.8. Пример уравнивания сети триангуляции 
параметрическим способом по углам 

Схема сети изображена на рис. 3.15. Исходные данные приведены в 
табл. 3.1, результаты измерения углов — табл. 3.3. Вычисление предвари­
тельных координат определяемых пунктов целесообразно выполнять по 
формулам Юнга (3.31) в приведенной после этих формул ведомости. Для 
удобства вычислений первые две цифры в координатах* и у нужно опускать. 

Рис. 3.15. Схема сети триангуляции 



А = 2 + 4=58°19'54,6Г / В= 1 +7 = 68°08'59,63" 
J C A = X 2 = 77314,44 уА=у?* 14480,18 * л = х , = 63124,81 у ^ у ^ 12617,83 
+1 ctgfl=ctg(l+7)=0,4009861 -1 ctgA=ctg(2+4)=0,6168452 

ctgA + ctgfl =1,0178314 

^ = 6 6 Ш Уз =2ШИ%> 

А = 2 = 33°06'57,19" В = 1 = 37°11'06,71" 
хА=х2= 77314,44 уА=у 2=14480,18 ^ = ̂ =63124,81 ув = у1=12617,83 
+1 ctg£=l,3181584 -1 ct&4=l<5330676 

ctgA+ctg£ = 2,8512260 
* 4 = £ 2 0 2 Ш ^ = 18455^0 

Для контроля вычислим координаты точки 4 по координатам пунктов 
1 и 3 и углам 7 и 9. 

А =7 = 30°57'52,92" # = 1 =28°01'30,27" 
^ = ̂ =63124,81 уА = ух= 12617,83 * в = х 3 = 66885,24 y f i =y 3 = 27292,56 
+ Г ctg£=l,8787425 -1 ctgA=1,6666045 

ctgd + ctg#=3,5453469 
х4 = 6ЩШ y 4 = 184gg,4? 

Вычисление предварительных дирекционных углов выполняют по формуле 

ук - у.- Лу 

a ' * = a r c t g ^ = a r c t 8 ^ -
Для контроля определяют 

Дх +Ду 
+45° =arctg 

A J C - Ay 

Вычисления, выполненные на микрокалькуляторе, приведены в табл. 3.33. 
Вычисление свободных членов уравнений поправок приведено в табл, 3.34, 

'р = Рвыч ~ Puw > где РвыЧ=сс^ - ос,̂ . Правильность вычисления свободных членов 
в каждом треугольнике контролируется по формуле [1] = чо,. 



Таблица 3.33 

Направления 
i-k Ьуис = Ук'У, . Д*а= xk-Xi а* а*+45° 

4-1 -5837,67 -5906,87 224° 39' 44,68" 269° 39' 44,68" 
4-2 -3975,32 8282,76 334 21 40,57 19 21 40,57 
4-3 8837,06 -2146,44 103 39 08,05 148 39 08,05 
1-3 14674,73 3760,43 75 37 37,60 120 37 37,60 
2-3 12812,38 -10429,20 129 08 43,37 174 08 43,37 

Таблица 3.34 

№ тре­
уголь­
ника угла 

Вычислен­
ные углы р,„„ 

Измеренные 
углы / V Уравненцые 

углы 

1 
1 
2 
3 

37° 1.1' 06,87" 
33 06 57,24 
109 41 55,89 

37° 11'06,71" 
33 06 57,19 
109 41 57,13 

+0,16" 
+0,05 
-1,24 

-0,29" 
-0,59 
-0,15 

37° И '06 ,42" 
33 06 56,60 
109 41 56,98 

180 00 00,00 180 00 01,03 -1.03 -1,03 180 00 00,00 

2 
4 
5 
6 

25 12 57,20 
25 29 35,32 
129 17 27,48 

25 12 57,42 
25 29 36,31 
129 17 25,06 

-0,22 
-0,99 
+2,42 

+0,54 
+0,09 
+0,58 

25 12 57,96 
25 29 36,40 
129 17 25,64 

180 00 00,00 170 59 58,79 +1,21 +1,21 180 00 00,00 

3 
7 
8 
9 

30 57 52,92 
121 00 36,63 
28 01 30,45 

30 57 52,92 
121 00 37,41 
28 01 30,27 

0,00 
-0,78 
+0,18 

-0,47 
-0,03 
-0,10 

30 57 52,45 
121 00 37,38 
28 01 30,17 

180 00 00,00 180 00 00,60 -0,60 -0,60 180 00 00,00 

Вычисление коэффициентов уравнений поправок в углы удобно выпол­
нять, используя схему сети (рис. 3.15), на которой нумеруют углы, выписыва­
ют дирекционные углы и длины (в км) сторон. Значения aik, bik, вычислен­
ные по формулам (3.20), выписывают вблизи определяемых пунктов. Затем 
по формуле (3.47) составляют табл. 3.35 коэффициентов уравнений попра­
вок. 

Используя формулу (3.20) 

aik = - 2 0 , 6 2 6 5 ^ - , bik = 2 0 , 6 2 6 5 - ^ ^ , 
sik sik 



для направления 4-1 имеем коэффициенты 

аАХ = -20,6265 = 1,746, 
8,305 

ЬАХ = 20,6265 c o s 2 2 4 W = 

8,305 

Так как я,* = -aki, bik = , то аы = -1,746, 6 1 4 = 1,766! 
Аналогичным способом определяют коэффициенты аы, для других 

направлении. 

Вычисление коэффициентное нормальных уравнений выполнено в табл. 
3.36 путем перемножения элементов одного столбца (табл. 3.35) на соот­
ветствующие элементы другого и их суммирования. Контроль вычислений 
— по методу сумм. В табл. 3.36 включена весовая функция для оценки точ­
ности наиболее слабой стороны 5 3 4 

34 

О О О О 
гдесз4 = c o s c t 3 4 = * 4 * 3 ; d^ = s i n a ^ = У л

 о

У з ; 4 , Г | — поправки в ко-
•*34 s34 

ординаты JC и у. 
Таблица 3.35 

Г)4 ТЪ / S V 

1 -1,746 +1,766 +0,16 +0,180 -0,29 
2 +0,971 +2,024 +0,05 +3,045 -0,59 
3 +0,775 -3,790 -1,24 -4,255 -0,15 

0,000 0,000 
4 -0,971 -2,024 +0,968 +0,788 -0,22 -1,459 +0,54 
5 -2,204 -0,535 +1,236 -0,253 -0,99 -2,746 +0,09 
6 +3,175 +2,559 -2,204 -0,535 +2,42 +5,415 +0,58 

0,000 0,000 0,000 0,000 
7 +1,746 -1,766 -1,319 +0,338 0,00 -1,001 -0,47 
8 -3,950 +1,231 +2,204 +0,535 -0,78 -0,760 -0,03 
9 +2,204 +0,535 -0,885 -0,873 +0,18 +1,161 -0,10 

0,000 0,000 0,000 0,000 М = 1,32 



Решение системы нормальных уравнений по схеме Гаусса приведено в 
табл.337. 

Вычисление уравненных координат выполнено в табл. 3.38. 

Таблица 3.36 

а] Ь] с] dl /] 5] / Z Контроль 
[а 43,982 0,447 -23,621 -5,353 12,365 22,819 -0,23 27,589 27,590 
lb 37,431 -3,692, -3,234 11,387 42,340 0,97 43,310 43,309 
[с 14,703 3,135 -8,649 -18,123 0,23 -17,893 -17,894 
Id 2,134 -1,792 -5,110 -0,97 -6,080 -6,080 
V 9,091 22,403 22,402 

Таблица 3.37 

44 §3 Лз / s / I Кон­
троль 

43,982 0,447 -23,621 -5,353 12,365 27,819 -0,23 27,589 27,590 
-1,000 -0,0102 0,5371 0,1217 -0,2811 -0,6325 0,00523 -0,6273 -0,6273 

37,431 -3,692 -3,234 11,387 42,340 0,97 43,310 43,309 
37,426 -3,451 -3,179 11,261 42,056 0,9723 43,029 43,029 
-1,000 0,09221 0,08494 -0,3009 -1,1237 -0,02598 -1,1497 -1,1497 

14,703 3,135 -8,649 -18,123 0,23 -17,893 -17,894 
1,0698 -0,0332 -0,969 0,697 0,196 0,893 0,892 
-1,000 0,01955 0,5707 -0,4105 -0,1154 -0,5259 -0,5252 

2,134 -1,792 -5,110 -0,97 -6.О80 -6,080 
1,212 0,650 1,861 -0,912 0,950 0,950 
-1,000 -0,5363 -1,5355 0,7525 -0,7838 -0,7838 

-0,0426 -0,295 0,560 -0,5363 1//V = 0,7525 

Таблица 3.38 

Пункт 
П р и б л и ж е н н ы е 

к о о р д и н а т ы 
П о п р а в к и 

У р а в н е н н ы е 
к о о р д и н а т ы Пункт 

X У 0?1т, х У 
3 5966885,24 8427292,56 +0,056 -0,054 5966885,30 8427292,51 
4 5969031,68 8418455,50 -0,004 -0,030 5969031,68 8418455,47 



Оценка точности уравненной сети 
Средняя квадратическая ошибка результата непосредственного измере­

ния 

Г й Г = 

V i V - 2 * V 9 - 4 

где N — число измеренных в сети углов; к—число определяемых пунктов. 

Средняя квадратическая ошибка уравненной стороны 3.4 

т 
р ' V ' V 206265' V 

Средняя квадратическая ошибка определяемого пункта 3 по оси абсцисс 

тх = 0 , 1 - Д = = 0,1 , Ц =0,1 , ° ' 5 1 =0 ,04м, 

V [dd-2] V 1.213 

по оси ординат 

тух = 0 , 1 - ^ = 0,1 / Ц = 0 , 1 - ^ L = 0,05 м . 

Для контроля по формуле (3.29) находим значение 

% = 1 6 9 8

 2 =1697, 
W „ Я . „ .„О.ОЗЗг 2 

С + — 1Д12-
А 1,698 

которое совпадает с вычисленным по формуле 

= [dtf-3]-[cc-2] 
^ [<И-2] 



3.2.9. Уравнивание трилатерации 
параметрическим способом 

Несвободные сети трилатерации обычно уравнивают параметрическим 
способом. Как и в триангуляции, при уравнивании сетей трилатерации неиз­
вестными являются поправки Sue, 5у в координаты определяемых пунктов. 
Параметрическое уравнивание поправок стороны между пунктами i и к по­
лучено ранее и выражается формулой (3.24) 

vik = -Cv&i - d^t + С&\к + dikx\k + lik, (3.49) 

где cik = cos а]к = dik = sin а)к = 

Свободный член 

Uk =S*-S*> (3-50) 

где£/£ — измеренная и редуцированная на плоскость длина стороны; 

S ^ — длина этой же стороны, вычисленная по приближенным координа-

нам пунктов / и к; £ , т| — поправки в координаты пунктов в дециметрах. 

Уравнивание трилатерации параметрическим способом состоит из 
следующих этапов: 

1) вычисляют углы треугольников по формулам (3.5); 
2) по формулам теодолитного хода вычисляют приближенные коорди­

наты и по формулам (3.30) соответствующие этим координатам длины сто­
рон сети; 

3) составляют уравненияпоправок сторон, используя формулу (3.49) и 
нормальные уравнения; 

4) решают нормальные уравнения и находят поправки к приближенным 
координатам; 

5) вычисляют окончательные координаты определяемых пунктов пу­
тем введения поправок в приближенные координаты; 

7 - 3984 Куштин 1 9 3 



6) определяют уравненные стороны (путем введения поправок v (фор* 
мула (3.49) в измеренные стороны) и уравненные углы треугольников, кото-? 
рые вычисляют по формулам (3.5), используя уравненные значения коор* 
динат пунктов; 

7) для контроля вычисляют окончательные координаты через их прираще* 
ния, определяемые по уравненным сторонам и их дирекционным углам; 

8) выполняют оценку точности и составляют каталог координат пунктов^ 

3.2.10. Пример уравнивания трилатерации 
параметрическим способом 

В сети, изображенной на рис. 3.16, пункты 1, 2, 3 — исходные, 4, 5 —̂  
определяемые. Координаты исходных пунктов, длины сторон и их дирек-* 
ционные углы приведены в табл. 3.22. 

Измеренные равноточно стороны даны в табл. 3.39. 
Таблица 3.39 

Сторона 
Длина стороны 
на плоскости, 

S ' ,M 
Сторона 

Длина стороны 
на плоскости, 

S\M 
4.1 8304,71 4.5 8311,24 
4.2 9187,32 5.2 9459,78 
4.3 9093,95 5.3 9255,66 

Рис. 3.16. Сеть трилатерации 



Таблица 3.40 

Сто­ Длина сто­ Противоле­ Сто­ Длина сто­ Противоле­
рона роны, 5, м жащие углы рона роны, 5, м жащие углы 
2.3 16520,40 129°17 ,28,30 / / 4.5 8311,24 52°54'47,71" 
3.4 9093,95, 25 12 56,65 2.4 9187,32 61 51 41,63 
2.4 9187,32 25 29 35,05 2.5 9459,78 65 13 30,66 

2 180 00 00,00 2 180 00 00,00 
2.3 16520,40 123 56 22,67 
2.5 9459,78 28 21 46,32 
3.5 9255,66 27 41 51,01 

2 1800000,00 

В табл. 3.40 выполнено вычисление углов треугольников по формулам (5): 

; (3 = arccos а = arccosl 

у = arccos 

"l С 
Ь \ 

с — — + - + — 

2 Ьс с ь 

Г1 ( с2 а 
— -

2 
\ 

ab Ь а 
) 

1 
г 

Ь1 

— + а — + с 

2 ас с а 
) 

Вычисление приближенных координат пунктов 4,5 выполнены в табл. 3.41. 

Таблица 3.41 

№ 
пун­
кта 

Углы Дирекцион-
ные углы, а 

Длины 
сторон, 

S, м =S cosa =5 si па х°,м / » м 

2 
-0,01 129о08/43,57" 

3 25°29/35,05" 5966885,26 8427292,51 
-0,01 283 39 08,53 9093,95 2146,45 -8837,01 

4 64 03 57,64 5969031,71 8418455,50 
40,01 39 35 10,90 8311,24 6405,18 5296,26 

5 61 51 41,63 5975436,89 8423751,76 
+0,02 28126 52,54 9459,78 1877,55 -9271,58 

2 27 41 51,01 5977314,44 8414480,18 

з 
129 08 43,57 

3+4-5-2=0,05" 



Таблица 3.42 

№ 
пун­
ктов 

*, м 
м 

4tt*= 

м 

о 

аЛ = 

arctgy^-

Axcosa + 
Ауапд, м м 

1 5963124,81 8412617,83 
5906,90 +5837,67 44°39'44,16" 8304,809 8304,809 

4 5969031,71 8418455,50 
-2146,45 +8837,01 103 39 08,54 9093,954 9093,954 

3 5966885,26 8427292,51 
8551,63 -3540,75 337 3029,88 9255,662 9255,662 

5 5975436,89 8423751,76 
1877,55 -9271,58 281 26 52,52 9459,778 9459,778 

2 5977314,44 8414480,18 
^8282,73 3975,32 1542140,28 9187,317 9187,317 

4 5969031,71 8418455,50 
6405,18 5296,26 39 35 10,94 8311s240 8311,239 

5 5975436,89 8423751,76 

Длины сторон по приближенным координатам вычисляют (табл. 3.42) с 
контролем, используя формулы (3.30): 

S(k = ̂ (хк -Xi)2\{yk -yt)2 =(хк - x ^ c o s a , * +(ук ->>,-)sin a,*. 

В табл. 3.43 вычислены коэффициенты и свободные члены уравне­
ний поправок сторон по формулам (3.49), (3.50) с использованием дан­
ных табл. 3.39,3.42. 

Таблица 3.43 

Сторо­
на 

Сщ - COS йЛ s sin % 
4.1 -0,711 -0,703 8304,809 8304,71 +0,99 
4.2 0,902 -0,433 9187,317 9187,32 -0,03 
4.3 -0,236 0,972 9093,954 9093,95 +0,04 
4.5 0,771 0,637 8311,240 9311,24 0,00 
5.2 0,198 -0,980 9459,778 9459,78 -0,02 
5.3 -0,924 0,383 9255,662 9255,66 +0,02 



В табл. 3.44 получены коэффициенты уравнений поправок с использова­
нием формулы (3.49). 

Таблица 3.44 

Поправки 
к стороне 

( Ш 

Коэф<] шциенты при поп равках 
/&> дм 

Сумма 
S 

Вес Поправ­
ки v1k(ik), 

дм 

Поправки 
к стороне 

( Ш 
/&> дм 

Сумма 
S 

Вес Поправ­
ки v1k(ik), 

дм 
(4.1) 
(4.2) 
(4.3) 
(4.5) 
(5.2) 
(5.3) 

0,711 
-0,902 
0,236 
-0,771 

0,703 
+0,433 
-0,972 
-0,637 0,771 

-0,198 
0,924 

0,637 
0,980 
-0,383 

0,99 
-0,03 
0,04 
0,00 
-0,02 
0,02 

2,404 
-0,499 
-0,696 
0,000 
0,762 
0,561 

1 
0,40 
0,24 
0,28 
0,18 
-0,09 
-0,21 

Поправки 
из уравни­

вания 

-0,4682 -0,3600 -0,3301 -0,2432 0,381 

Для вычисления средних квадратических ошибок определения длины и 
дирекционного угла любой стороны, например расположенной в наиболее 
слабом месте стороны 4.5, составляют весовые функции, которые соответ­
ствуют уравнениям поправок сторон, поправок направлений без свободных 
членов и поправок ориентирования на станциях, т.е. 

fs = А ^ 4 5 = ^ 4 5 ^ 4 - ^ 4 5 Л 4 + ^ 4 5 ^ 5 + ^ 4 5 ^ 5 ; 

f a = А а 4 5 = -а-45^4 - Ь 4 5 У ) 4 + а 4 5 £ 5 + Ь45К}6, 

где коэффициенты^^,с,dпо формулам (3.35), (3.49) вычислены в табл. 3.45. 
Таблица 3.45 

пун­
ктов 

ЛГ, м 
Ах= 

м М 
«45 
S45 

\ • •• 

С45= 
=COS(X45 

Ct45= 
=sinot45 

045= 
=-20,6265-
•Sin(X45/S45 

Л45=20,6265-
COSCUS/SAS 

4 5969031,71 8418455,50 39°35'10,94// 0,7707 -1,5815 
6405,18 5296,26 

5 5975436,89 8423751,76 8,31124 0,6372 1,9127 

Контроль: sin 2a 4 5+ cos 2a 4 5= 1. 



С учетом полученных коэффициентов имеем: 

f s ±= - 0 , 7 7 - 0,637л 4 + 0,771£5 + 0,637n5; 
f a = 1,581^4 -1 ,913л 4 -15814 5 +1,913Л5. 

т.е. получили выражения, совпадающие с формулами (3.38). 
В табл. 3.46 получены коэффициенты нормальных уравнений. 

Таблица 3.46 

С4&А ^4]Л4 <*& dsfts L] / 5 / « S'=S+ 
+Mfa 

Кон­
троль 

[СА 1,969 0,371 -0,594 -0,491 0,740 -0,771 1,581 2,805 2,805 
ЫА 2,032 -0,491 -0,406 0,644 -0,637 -1,913 -0,400 -0,400 
[ci 1,487 -0,057 0,022 0,771 -1,581 -0,443 -0,443 
Ids 1,513 -0,027 0,637 1,913 3,082 3,082 
[L 0,983 2,363 2,362 

Решение нормальных уравнений по сокращенной схеме Гаусса выполне­
но в табл. 3.47. 

Таблица 3.47 

Т]4 Л5 L fs / « tf Кон­
троль 

1,969 0,371 -0,594 -0,491 0,740 -0,771 1,581 2,805 2,805 
-1 -0,1884 0,3017 0,2494 -0,3758 03916 -0,8029 -1,4246 -1,4244 

2,032 -0,491 -0,406 0,644 -0,637 -1,913 -0,400 -0,400 
1,962 -0,379 -0,313 0,505 -0,492 -2,211 0,928 -0,928 

-1 0,1932 0,1595 -0,2574 0,2508 1,1269 0,4730 0,4730 
1,487 -0,057 0,022 0,771 -1,581 -0,443 -0,443 
1,235 -0,266 0,343 0,443 -1,531 0,224 0,224 

-1 ' 0,2154 -Ю,2777 -0,3587 1,2397 -0,1814 -0,1813 
1,513 -0,027 0,637 1,913 3,082 3,082 
1,283 0,312 0,462 1,625 3,682 3,682 

-1 -0,2432 -0,3601 -1,2666 -2,8698 -2,8699 

$• Л4 Л5 
1 

-0,751 -7,717 

-0,4682 -0,3600 -0,3301 -0,2432 



Суммарное уравнение 

1Д55^ 4 +1,506л 4 +034504 5 + 0,559TI5 +1,379 = 0. 

Подставив в него поправки £ , Т ] , имеем 

-0,588 - 0,542 -0 ,114- 0,136 +1,379 = -0,001, 

что свидетельствует о правильности решения системы уравнений. 

Поправки координат, выраженные в метрах: 

& с = 0 Д , 5— =<UTV 

Уравненные координаты определяемых пунктов вычисляют по форму­
лам 

xi =х°: + 8г; уй = у° +6у. 

В табл. 3.48 приведены вычисления уравненных координат пунктов 4,5. 

Таблица 3.48 

№ Приближенные Поправки Окончательные 
пун­ у°,м 5х, м 6>, м дс, м У, м 
кта 
4 5969031,71 8418455,50 -0,05 -0,04 5969031,66 8418455,46 
5 5975436,89 8423751,76 -0,03 -0,02 5975436,86 8423751,74 

Вычисление уравненных сторон и углов треугольников. 
Контрольные вычисления окончательных координат 

Поправки vik& стороны S ^ вычисляют, подставляя значения £ и Т| в фор­

мулу (3.49), (табл. 3.44). В последней строке табл. 3.44 выписывают поправки 

2; ,Т) из табл. 3.47, значения поправок v. определяют путем умножения ^ и Т] на 

соответсвующие коэффициенты в строках (ik), результаты умножения скла­

дывают, прибавляя к сумме значения lik. Например, для стороны 4.1 поправка 

v 4 1 = -0,4682 • 0,711 -0,3600 • 0,703 + 0,99 = 0,40 . 

Вычисление уравненных сторон трилатерации приведено в табл. 3.49. 
Вычисление уравненных углов треугольников выполнено в табл. 3.50 по 

формулам (3.5). 



Та
бл

иц
а 

3.
49

 

У
ра

вн
ен

­
ны

е 
ст

ор
о­

ны
 S

=
S'

+
v 

83
11

,2
58

 
94

59
,7

71
 

92
55

,6
39

 

в * 0,
01

8 
-0

,0
09

 
-0

,0
21

 

И
зм

ер
ен

­
ны

е 
ст

ор
о­

ны
, 

, м
 

83
11

,2
40

 
94

59
,7

80
 

92
55

,6
60

 

С
то

­
ро

на
 

iJc
 Vn CN ГО 

iri 1 Л 

У
ра

вн
ен

­
ны

е 
ст

ор
о­

ны
 S

=S
'+

v 
83

04
,7

50
 

91
87

,3
44

 
90

93
,9

78
 

i S 
л -
P. « 
Б * 
5 * С g 

о I - со 
T f СМ СМ 
О О О 

о" о" о 

И
зм

ер
ен

­
ны

е 
ст

ор
о­

ны
, 

Sf
o 

, м
 

83
04

,7
10

 
91

87
,3

20
 

90
93

,9
50

 

С
то

­
ро

на
 

—• CN СП 
T f T f 

Та
бл

иц
а 

3.
50

 

П
ро

ти
во

ле
­

ж
ащ

ие
 у

гл
ы

 

00 

cs 
г-
о Ov 
C S 

| 
25

 2
9 

36
,2

7 
| 

| 
25

 1
2 

57
,9

0 
| 

18
0 

00
 0

0,
01

 

У
ра

вн
ен

ны
е 

ст
ор

он
ы

, м
 

| 
16

52
0,

40
0 

| 
| 

91
87

,3
44

 
| 

| 
90

93
,9

78
 

| 

W 

С
то

­
ро

на
 

сн 
cs 

T J -

CS СП 

П
ро

ти
во

ле
­

ж
ащ

ие
 у

гл
ы

 

о> 
СП 
C S 
"ve­in 
о СП 
CS 

| 
28

 2
1 

45
/7

6 
| 

| 
27

 4
1 

50
,3

3 
| 

18
0 

00
 0

0,
00

 

У
ра

вн
ен

ны
е 

ст
ор

он
ы

, м
 

| 
16

52
0,

40
0 

| 
| 

94
59

,7
71

 
| 

| 
92

55
,6

39
 

| 

С
то

­
ро

на
 

СП 
C S 

«о 
CS 

wn 
СП 



Контрольные вычисления окончательных координат приведены в табл. 3.51. 
Сходимость значений одноименных координат, вычисленных разными 

способами в табл. 3.48 и 3.51 указывает на правильность уравнивания сети 
триангуляции. 

Таблица 3.51 

i 2 3 2 з 
к 4 5 

ОЬисх 
±Р 
OLik 
*к 
Xi 
Sikcosoft 
Sik 

Ау*= Spinet* 
У, 
Ук 

129°08'43,57" 
+25 12 57,90 
154 21 41,47 
5969031,662 
5977314,440 
-8,282,778 
9187,344 
3975,284 

8414480,180 
8418455,464 

309°08'43,57" 
^25 29 36,27 
283 39 07,30 
5969031,663 
5966885,260 

2146,403 
9093,978 
-8837,047 

8427292,510 
8418455,463 

129°08'43,57" 
-27 41 50,^3 
101 26 53,24 
5975436,859 
5977314,440 

-1877,581 
9459,771 
9271,567 

8414480,180 
8423751,747 

309°08'43,57' / 

+28 21 45,76 
337 30 29,33 
5975436,859 
5966885,260 

8551,599 
9255,639 
-3540,764 

8427292,510 
8423751,746 

Оценка точности уравненных элементов сети 
Среднюю квадратическую ошибку любого уравненного элемента сети 

вычисляют по известной формуле 

Обратный вес оцениваемой функции F определяют в процессе реше­
ния нормальных уравнений по схеме Гаусса или другим методом — путем 
обращения матрицы коэффициентов этих уравнений. 

Средняя квадратическая ошибка единицы веса 

где v — поправки к измеренным с весомр величинам; г—число избыточных 
измерений. Значение 



r = N-2Ь 

где N = ks +ка — общее число измеренных в сети сторон ks и азимутов 

fcot, п — число определяемых пунктов. 

В рассматриваемой сети (рис. 3.16) £$=6, Jta=0, к=2. 
Учитывая [pv2] = 0,381 (табл. 3.44), имеем 

I 0,381 Л А А 

Ц = л — — — - = 0,44 дм 
\ ( 6 - 2 . 2 ) 

Обратный вес стороны 4.5 (табл. 3.47) 0,751 и ее дирекционного 

угла — = 7,717. С учетом этих значений получим 

mS45 = 0,44^0,751 = 0,38 дм, таА$ = 0,44^7,717 = 1,22'. 

Для вычисления средней квадратической ошибки определения координат 
пункта нужно коэффициенты при неизвестных для этого пункта поставить на 
последнее и предпоследнее места в схеме Гаусса. В табл. 3.47 для пункта 5 

имеем Ру^ = = 1,283. Вес предпоследнего неизвестного по формуле (3.29) 

Рх =РУ — ^ т = 1,283 1 , 2 3 5 , = 1,182, 

А 1,235 

С учетом полученных значений весов: 

= 0,40 дм = 0,040 м; 



= 0,39 дм = 0,039 м; 

М5 = J m 2 +т2

у$ = >/0,402 +0,39 2 = 0,56 дм = 0,056 м. 

Уравнивание трилатерации заканчивается составлением каталога коор­
динат (табл. 3.52) с округлением до 0,01 м, так как ошибки определения коор­
динат равны примерно 0,04 м. Длины и дирекционные углы сторон в табл. 
3.52 вычислены по координатам каталога из решения обратных геодезичес­
ких задач. 

Таблица 3.52 

Пункт Коорд инаты 
S ,M а На Пункт S ,M а пункт Пункт 

д:, м 
S ,M пункт 

1 5963124,81 8412617,83 
14311,32 7°28 , 37,83 / / 2 

2 5977314,44 8414480,18 
16520,40 129 08 43,57 3 

3 5966885,26 8427292,51 
9093,98 283 39 07,22 4 

4 5969031,66 8418455,46 
8311,27 39 35 11,00 5 

5 5975436,86 8423751,74 
9459,76 281 26 53,25 2 

3.2.11. Уравнивание линейно-угловых сетей 
Линейно-угловой называют геодезическую сеть, в которой измерены го­

ризонтальные направления и длины сторон. Линейно-угловые сети имеют 
больше условных уравнений, чем такие же по построению сети триангуля­
ции и трилатерации, их в основном уравнивают параметрическим способом 
под условием 

[p«v 2 ] + [ /? 5 v|] = min, (3.51) 

где vH, v s — поправки к непосредственно измеренным с весом р направлени­
ям (н) и длинам сторон (S). 



Уравнительные вычисления состоят из следующих этапов: 
1) вычисление приближенных координат определяемых пунктов; 
2) решение обратных геодезических задач по всем сторонам сети; 
3) составление уравнений поправок направлений и поправок сторон; 
4) переход с учетом весов от системы уравнений поправок к системе 

нормальных уравнений, из решения которых находят поправки к коорди­
натам определяемых пунктов; 

5) определение поправок в измеренные направления и стороны; 
6) контрольные вычисления координат пунктов по уравненным значени­

ям дирекционных углов и сторон; 
7) оценка точности уравненных элементов сети. 
При уравнивании линейно-угловых сетей особое внимание следует 

уделить надежному определению средних квадратических ошибок тн и 
ms. Значение 

т 
тт=1Гп ( 3 - 5 2 ) 

где тт — средняя квадратическая ошибка самой средней квадратичес-
кой ошибки m, п — число ошибок или невязок треугольников. 

Для определения/и направлений и углов по невязкам треугльников с уче­
том формулы (3.52) число невязок 

1тт 

Подставляя в эту формулу mm=0,lm; 0,15/л; 0 ,2т, находим и=50, 23 и 
13, т.е. для определения т по формуле Ферреро с ошибкой 10, 15 и 20% 
необходимо иметь сети из 50, 23 и 13 треугольников соответственно. 

Средние квадратические ошибки измерения сторон S светодальноме-
рами вычисляют по эмпирическим формулам 

ms =a0+aAS, (3.53) 

или 



ms = aQ + axS + a 2 S 2 , (3.54) 

где коэффициенты а( находят из обработки результатов измерения светодаль-
номером эталонных базисов разной длины S или по свободным членам ус­
ловных уравнений трилатерации, в которой стороны измерены тем свето-
дальномером, для которого определяют коэффициенты аг 

Известно, что между значениями тн и ms должно выполняться условие 

y = f . (3.55) 

2 2 
Учитывая , что рн -—j = — j - ; ps-—j и приняв /?„=1, находим 

тн тн ms 

ц -т\ с учетом (3.55) 

Р 5 = ^ = Р _ ^ = Р _ ( 3 5 6 ) 

тп $ S тп$ S 

В случаях, когда условие (3.55) не выполняется, вычисления^ по форму­
ле (3.56) дают ошибочные значения весов измеренных сторон. Поэтому для 
получения более достоверного соотношения весов измеренных направле­
ний и сторон в небольшой линейно-угловой сети ее уравнивают в три этапа: 
как свободную угловую с равноточными измерениями (находят ц„), как ли­
нейную (определяют ц 5 ) и как линейно-угловую. При уравнивании только 

_ с 
линейных измерений (второй этап) принимают Ps - , где S — в км, из 

уравнивания получают jn5 на 1 км расстояния. Вес каждой измеренной сто­
роны, полагая тпу= ц 5 5 , определяют по формуле 

Рз=-тЬ- (3-57) 



Приняв рн = 1 и вычислив ps по формуле (3.57), уравнивают линейно-
угловую сеть за все возникающие в ней геометрические условия. Описанный 
метод установления весов измеренных сторон дает удовлетворяющие резуль­
таты и часто используется при уравнивании сетей на геодинамических поли­
гонах. 

Апробирование результатов угловых и линейных измерений 
В небольшой сети (рис. 3.17), соответствующей по трчности измерений 

геодезической сети 2-го класса, исходными являются координаты пунктов 1 и 
2 (табл. 3.53). 

Таблица 3.53 

Пункт Координаты Дирекционный Длина стороны Пункт 
JC, м V,M угол 5, м 

1 5963124,81 8412617,83 

2 5977314,44 8414480,18 
7°28'37,83" 14311,32 

Рис. 3.17. Линейно-угловая сеть 



Измеренные и приведенные к центрам знаков и на плоскость горизон­
тальные направления и длины сторон даны в табл. 3.54, в которой после 
уравнивания вычисляют уравненные направления и длины сторон. 

Так как рассматриваемая сеть по точности соответствует сети 2-го класса, 
то ошибки измерений угловых и длин сторон не должны превышать т=\" 

ms 1 

и ~ — зооооо с о о т в е т с т в е н н о - Поэтому до уравнивания вычисляют фаКТИ-

tt? $ 
ческие значения т и — , а также свободные члены условий фигур и полюс-
ных и их соответствие допускам. 

Предварительное решение треугольников выполнено в табл. 3.55. 
Сначала рассматривают линейно-угловую сеть как сеть триангуляции. 

Вычисляют невязки в треугольниках (табл. 3.55), которые не должны превы­
шать для триангуляции 2-го класса 

c o ^ = 2 , 5 ^ V 3 = 2 , 5 . r V 3 = 4 ' . 

Вычисленная по невязкам в треугольниках средняя квадратическая ошибка 
т=0,63" при допускет=1". 

Число полюсных условий в сети определяют по формуле 

с = р - 2 л + 3 , (3.58) 

гдер,п — число всех сторон и пунктов соответственно, 
В сети (рис. 3.17) имеем р=6, п=А. Значение с= 6 — 8 + 3 = 1, которое 

возникает в центральной системе. 
На рис. 3.17, принимая за полюс пункт 4, имеем 

4̂1 '^42 '^43 

^42 '^43 "̂ 41 

Заменяя отношение сторон отношением синусов противолежащих пред­
варительно уравненных углов, получим 
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sin(6 - 5)sin(9 - 8)sin(3 - 2) = 1 

sin(2 - l )s in(5 -4)sin(8 - 7) ~ ' 

Вычисление свободного члена полюсного условия приведено в табл. 3.56. 

Таблица 3.56 

Числитель Знаменатель 
Углы Значения ctg$ Углы Значения sin$ ctg$ в углов ctg$ Р углов sin$ ctg$ 

6-5 33°06'56,85" 0,5463328 1,533 2-1 37°11'06,37" 0,6043919 1,318 
9-8 25 29 36,71 0,4304091 2,097 5-4 25 12 57,82 0,4260329 2,124 
3-2 30 57 52,59 0,5145085 1,667 8-7 28 01 29,93 0,4698564 1,879 

Я, 0,1209849 0,1209837 

Ш = П\ р " = 2 ' 0 2 ' ; S c t 8 2 P = 1 9 ' 3 0 6 ; 

ы д о п = 2 , 5 m ^ c t g 2 p - 2,5 • 1%/19,306 = 10?8*. 

Вычисления, вьшолненные в табл. 3.55 и 3.56, показывают, что свободные 
члены условий фигур и полюсных меньше их допустимых значений, что сви­
детельствует о высоком качестве угловых измерений и их соответствии 
предъявляемым к ним требованиям. 

Теперь рассмотрим исследуемую сеть как трилатерацию. Условное 
уравнение центральной системы в угловой форме имеет вид 

(Yi) + (Y2) + (Y3) + <» = 0, 

где 

a> = Yi+Y' 2 +Уз - 3 6 0 ° - ( 3 - 5 9 ) 
Заменив поправки в углы поправками в стороны, получим формулу 

(3.10),т.е. 

Г 1 ( ^ ) + Х о

2 ( 5 2 ) + Хз(5з) + Х 1 ( г 1 ) ^ Л 2 ( г 2 ) + Лз(г 3 ) + (0 = 0, (3.60) 



где 

1 Ау ^ since, ^ + 1 s i n P / 

Вычисление углов и высот треугольников по формулам (3.5), (3.9) выпол­
нено в тйбл. 3.57. 

По формулам (3.60) и данным табл.3.57 вычислены коэффициентыА°-

иХ, и свободный член со условного уравнения центральной системы 

(табл. 3.58). Аналогичные вычисления выполнены в табл. 3.17. 

Таблица 3.57 

Тре­
у г о л ь н и к 

Н а з в а ­
ние угла 

И з м е р е н н ы е 
стороны, м 

У г л ы В ы с о т ы , м 

1 
Yi 
Pi 
a, 

14311,32 
8304,72 
9187,36 

109°41'57,45" 
33 06 55,81 
37 1106,73 

5019,32/32 
8649,67/67 
7818,68/68 

179 59 59,99 

2 
Р2 
Y2 
<*2 

9187,36 
16520,34 
9093,95 

25 29 37,81 
129 17 23,24 
25 12 58,95 

7038,29/29 
3914,16/16 
7110,59/59 

180 00 00,00 

3 
Рз 
Ys 

9093,95 
15148,77 
8304,72 

30 57 53,24 
121 00 36,32 
28 01 30,45 

7117,78/78 
4272,87/87 
7794,21/21 

180 00 00,01 

cos a, cos Р,_| 



Таблица 3.58 

Название Коэффициенты Значения 
поправок Углы 11 углов 

(1.3) 48,273 
Y'I 109°41'57,45" 

(1.4) -74,133 129 17 23,24 

(2.3) 52,697 УЗ 121 00 36,32 
(2.4) -82,095 Z 359 59 57,01 
(3.4) -90,179 — 360 

S V = 25474,799 со -2,99 

Покажем вычисления и А, на примерах. Коэффициенте при поправ­

ке (1.3) 

^ = 206265: = 

1 3 гь 4272,87 

X 1 4 = - ^ ( c t g a 1 + c t g p 3 ) = 

_ _ 206265 / t i '06,73'+ctg30°57'53,24')= -74,133. 
8304,72 v 6 ' / ' 

Допустимое значение свободного члена вычисляют по формуле 

co d o n -2,5m | > /Xx r , (3.61) 

где определяют по формуле (3.13), т.е. 



где к—число условных уравнений центральных систем или геодезических 
треугольников; со,—свободный член условных уравнений. Подставляя в эту 
формулу полученные в табл. 3.58 значения, находим 

2,992 ^ 
= 0,019м. 

25474,799 

Для более достоверной оценке должно быть получено при к- 20-25. 

0,019 1 

При средней длине сторонS =11651 м получим = yj^y = 5^3000 ' 

что примерно в два раза меньше установленной для данной сети относитель­
ной ошибки измерения сторон 1:300 000. 

Подставляя полученное значение т- в формулу (3.61), имеем 

(йдоп = 2,5 • 0,019^25474,799 = 7,58'. 

Вычисленные значения со и т - оказались меньше их допустимых: вели­

чин, что подтверждает соответствие точности линейных измерений задан­

ным требованиям и позволяет приступить к следующему этапу уравнитель­

ных вычислений. 

Вычисление приближенных координат определяемых пунктов. 
Решение обратных геодезических задач 
Вычисление приближенных координат (до 0,001 м) и соответсвующих 

им длин и дирекционных углов сторон, необходимых для составления 
уравнений поправок, выполнено в табл. 3.59. 

В табл. 3.60 приведены приближенные координаты, равные средним 
значениям из полученных дважды в табл. 3.59. Поправки из уравнивания и 
окончательные координаты записывают после уравнивания. 

Дирекционные углы и длины сторон, вычисленные по координатам, 
приведенным.в табл. 3.60, получены в табЛ. 3.61. 



- Таблица 3.59 

i l l 2 1 1 2 
к 3 4 

&нсх 7°28'37,81" 187°28'37,81" 7°28 / 37,81 / / 187°28'37,81" 

±Р/ 68 08 58,96 58 19 54,67 37 11 06,37 33 06 56,85 
75 37 36,77 129 08 43,14 44 39 44,18 154 21 40,96 

хк 
5966885,272 5966885,324 5969031,646 5969031,658 
59с33124,810 5977314,44 _ 5963124,810 5977314,440 

&xik 
3760,462 -10429,116 5906,836 -8282,782 

'Sik 15148,770 16520,340 8304,720 9187,360 

tyik 14674,609 12812,306 5837,608 3975,312 

У( 8412617,830 8414480,18 8412617,830 8414480,180 

Ук 8427292,439 8427292,486 8418455,438 8418455,492 

Таблица 3.60 

Пункт 
Приближенные 

координаты 
Поправки из 
уравнивания 

Окончательные 
координаты Пункт 

х\м м 8у, м дс, м у,м 
1 5963124,810 8412617,830 
2 5977314,440 8414480,180 
3 5966885,298 8427292,462 -0,043 +0,004 5966885,255 8427292,466 
4 5969031,652 8418455,465 -0,011 -0,011 5969031,641 8418455,454 

Таблица 3.61 

Пункт Направления 
о 

Дирекционные углы Длины сторон 

1-2 7°28'37,83" 14311,322 
1 1-4 44 3^44,55 8304,744 

1-3 75 37 36,50 15148,798 
2-3 129 08 43,58 16520,338 

2 2-4 154 21 41^5 9187,354 
2-1 187 28 37,83 14311,322 
3-1 255 37 36,50 15148,798 

3 3-4 283 39 06,49 9093,918 
3-2 309 08 43,58 16520,338 
4-1 224 39 44,55 8304,744 

4 4-2 334 21 41,55 9187,354 
4-3 ,103 39 06,49 9093,918 



Составление уравнений поправок направлений, 
уравнений поправок сторон и весовых функций 
Уравнения поправок направлений в линейно-угловой сети такие же, как в 

триангуляции: 

vik = -&/ ~aikki-bikr]i + аЛ\к +.bikr]k + С; 

Чк - a i k ~ K i k ~zik ~zi-

Уравнения поправок сторон такие же, как в трилатерации: 

vx = - С /Л - Л л Ъ • + dikr\k + 
,s с , (3.63) 

В уравнениях (3.62), (3.63)£ ,Г| и/ вьфажаются в дециметрах, а коэффици­
енты а, Ь, с, d выражают по формулам 

aik = 

bik ~ 

-20,6265 sin aik 

20,6265 cos а Л 

tk 

cik = cos<x,* = 

dik = since,* = 

iS'-B км. 

(Ук'Уг) 

(3.64) 

Вычисление коэффициентов и свободных членов уравнений поправок 
направлений выполнено в табл. 3.62. 

Вычисление коэффициентов и свободных членов уравнений поправок 
сторон приведено в табл. 3.63. 
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Для вычисления весовp s воспользуемся формулой (3.57). Полученная по 

невязкам треугольников величина тн = 0,44, значение т- = 0,019 м = 0,19 дм± 

для средней длины стороны S'=11,651 км, - ~=~ - 0,0163 — 
о КМ 

Подставляя эти значения в формулу (3.57), находим 

/ k = V w , w l u - V / - 7 2 8 , 7 • ( 3 - 6 5 ) 
£ 2 к м 5 2 к м 

Значения Ps, вычисленные по этой формуле, приведены в табл. 3.55 и 
использованы при вычислениях табл. 3.63. 

Сводная табл. 3.64 уравнений поправок направлений, суммарных уравне­
ний на станциях и уравнений поправок сторон, приведенных к весу, равному 
единицы^ приведена ниже. 

Для удобства вычислений целесообразно привести уравнения попра­

вок сторон к весу, равному единице, путем умножения каждого уравне­

ния на - / p j , что и сделано в последних графах табл. 3.63. Поправки также 

умножаются на Jp^. 

Общее число Д уравнений поправок 

гдеД", ks—число измеренных в сети направлений и сторон соответственно. 

Общее число q неизвестных, входящих в уравнения поправок направ­
лений и в уравнения поправок сторон 

q=t + 2k, 

где /—число поправок ориентирования на станциях, равно числу пунктов, 
на которых измерены направления; к — число определяемых пунктов. 
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В сети (рис. 3.17) 
ff= \2,ks = 5,M=ff +ks= 17,<7 = r + 2* = 4 + 4 = 8. 

Число избыточных измерений г =Д - # = 1 7 - 8 = 9. 
Для вычисления обратного веса уравненных значений дирекционного угла 

и длины стороны 3.4, расположенной в слабом месте сети, имеем весовые 
функции: 

/ а = Д « 3 4 = - « 3 4 ^ 3 - ^ 3 4 ^ 3 + *34^4 + ^ 4 > 

fs = ^ 3 4 = - С 3 4 ^ 3 - ^ 3 4 Л з + ^ 3 4 ^ 4 + ^ 3 4 ^ 4 -

Коэффициенты весовых функций вычислены по формулам (3.64) в 
табл. 3.65. 

С учетом полученных коэффициентов имеем: 

/ а =-2 ,204£з - 0 , 5 3 5 п 3 +2,204^ 4 + ^ 3 5 л 4 ; 

fs = -0,236^з +0,972т] 3 + 0,236£ 4 - 0 , 9 7 2 л 4 . 

В табл. 3.66 получены коэффициенты редуцированных нормальных урав­
нений по данным табл. 3.64 с учетом весов, к таблице присоединены столбцы 
весовых функций/ос,./}. 

Решение нормальных уравнений по сокращенной схеме Гаусса приведе­
но в табл. 3.67. 

Суммарное уравнение 

-1,86£ 3 + 4,70лз +19,88^4 + 19,14л 4 +3,26 = 0,00 . 

После подстановки в суммарное уравнение полученных неизвестных 
получим 0,00 ? что свидетельствует о правильности решения систем нор­
мальных уравнений. 

Поправки координат в метрах 

8> = 0Д£; 5> = 0Дл. 

Уравненные координаты 

>. =х°; + &,•; yt = y°f +5y f-. 

В табл. 3.60 приведены вычисления уравненных координат пунктов 3,4. 
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Вычисление уравненных сторон и углов треугольников. 
Окончательные вычисления координат 

Для контроля уравнительных вычислений координаты определяемых пун­

ктов находят вторично путем определения приращений координат Ах, Лу. 

Для этого по формуле (3.27) вычисляют поправки 8z ориентирования на стан­

циях (табл. 3.64), а затем по формулам (3.62) находят поправки измеренных 

направлений. В этой же таблице по формуле (3.63) вычисляют поправки сто­

рон, умноженные на Jp^ , т.е. = vs yfpj, а затем поправки (в дм) 

V s = - ^ L . (3.66) 
VPs 

Значения ps берут из табл. 3.3.5. 
Решение треугольников по уравненным направлениям приведено в 

табл. 3.68. 

Таблица 3.68 

Тре­ Вер Измерен­
ные углы Р' 

По­ Урав­ Уравненные Контроль 
уголь­

ник 
ши­
на 

Измерен­
ные углы Р' прав­

ки Vfl 

ненные 
углы В 

стороны из 
решения треуг. 

уравненных 
сторон 

1 1 37°11'06,71" 0,00" 0 6 , 7 Г 9187,357 9187,359 
2 33 06 57,19 -1,24 55,95 8304,727 8304,729 
4 109 41 57,13 0,21 57,34 14311,320 14311,320 
2 180 00 01,03 -1,03 00,00 

+1,03 
2 ~ 25 12 57,42 57,<ГГ*' ~Шъ,94\'~ 
3 25 29 36,31 0,50 36,81 9187,357 9187,359 
4 129 17 25,06 0,21 25,27 16520,370 16520,369 

2 T7F59T8779"' 
-1,21 

f,20 - Щ Г 

3 1 30 57 52,92 -0,37 52,55 9093,942 9093,941 
4 121 00 37,81 -0,40 37,41 15148,793 15148,792 
3 28 01 30,27 -0,23 30,04 8304,728' 8304,729 
2 180 00 01,00 

+1,00 
-1,00 00,00 



Расхождения в длинах сторон, полученных из решения треугольников и 
путем введения поправок в измеренные расстояния, не должны превышать 
1-3 единиц последнего знака после запятой, т.е. в рассматриваемом примере 
1-3 мм, что и соблюдается в табл. 3.68. 

Заключительным контролем уравнительных вычислений является нахож* 
дение координат Определяемых пунктов из решения прямых геодезических 
задач (табл. 3.69). Совпадение координат (в пределах ошибок округления)* 
вычисленных для одних и тех же пунктов разными способами, свидетельству­
ет о правильности уравнительных вычислений. За окончательные принима­
ют координаты, полученные в табл. 3.60, их й включают в каталог координат. 

Таблица 3.69 

Фор­
мулы 

i 1 2 1 1 2 Фор­
мулы к 3 4 

7°28'37,83" 187°28'37,83" 7°28'37,83" 187°28 ,37,83 / / 

±3, 68 08 59,26 58 19 53,86 37 1106,71 33 06 55,95 
ос* 75 37 37,09 129 08 43,97 44 39 44,54 154 21 41,88 
*к 5966885,255 5966885,254 5969031,641 5969031,643 
Xi 5963124,810 5977314,440 5963124,810 5977314,440 

3760,445 -10429,186 5906,831 -8282,797 
Sik 15148,793 16520,370 8304,727 9187,357 

by* 14674,637 12812,287 5837,623 3975,273 
yt 8412617,830 8414480,180 8412617,830 8414480,180 
У* 8427292,467 8427292,467 8418455,453 8418455,453 

Оценка точности уравненных элементов сети 
Средняя квадратическая ошибка единицы веса (уравненного направления) 

где число избыточных измерений г = Д - q = + ks - t - 2k = 12 + 5 - 4 -
—4 = 9 (Zf, ks — число измеренных в сети направлений (Д) и сторон (ks); t— 
число поправок ориентирования, равное числу пунктов; к — число опреде­
ляемых пунктов). 



1 1 

Учитывая полученные в табл. 3.67 значения и ~ , имеем 

тазл = = 0,42^0725 = 0,36', 

т*э4 = м > = 0,42д/0,071 = 0,11 дм = 0,011 м. 

Средние квадратические ошибки определения координат пункта 4 с уче­
том полученного в табл. 3.67 Р^= Рт\4—21,89 (коэффициент при т| в последнем 
преобразованном нормальном уравнении) 

mv =\i — = 0,42 J — ? — = 0,090 дм = 0,009 м. 
\РУ< V 21,89 

Вес предпоследнего неизвестного 

Г., " ' , . - ± р - ^ ' 8 , 0 0 6 2 = 1 8 - ' 6 ' 

/и х = - ^ = - 5 ^ = 0,099дм = 0,010м; 

М 5 = J w | 4 + m | 4 = ^0,010*+0,009* = 0,013 м. 

Кроме того, вес и средние квадратические ошибки любого уравненного 
элемента сети можно определить путем вычисления матрицы весовых коэф­
фициентов, как это сделано в разделе 3.2.6 (пример уравнивания триангуля­
ции параметрическим способом). 



3.3. ПОЛИГОНОМЕТРИЯ 

3.3.1. Классификация 
и характеристика полигонометрии 

Полигонометрией называют метод определения положения геодезичес­
ких пунктов путем построения на местности полигонометрического хода (ло­
маной линии) или систем ходов (полигонометрическая сеть), в которых из­
меряют все углы и стороны. Полигонометрические ходы опираются на ис­
ходные, более высокого класса, пункты и линии. Они могут быть разомкну­
тыми и замкнутыми. Если ход по форме близок к прямой линии, то его назы­
вают вытянутым, в противном случае — изогнутым. Стремятся проклады­
вать вытянутые ходы с примерно одинаковыми сторонами, которые являют­
ся оптимальными по объему полевых работ, обработке и оценке точности. 

В полигонометрической сети имеются узловые точки, в которых сходятся 
не менее трех ходов, замкнутые и разомкнутые полигоны. Отдельный ход меж­
ду двумя узловыми или между узловой и исходной точками называют звеном. 
Свободная сеть полигонометрии опирается только на исходный пункт и ди-
рекционный угол исходного направления. Если в сети имеется большее число 
исходных данных, то ее называют несвободной. 

Если между пунктами двух параллельных ходов полигонометрии од­
ного разряда меньше 1,5 км, то их соединяют перемычками того же разря­
да. Это необходимо для повышения жесткости и однородности полигономет­
рической сети. Под однородностью сети понимают равенство ошибок вза­
имного положения близлежащих пунктов во всех направлениях. 

По методу создания прлигонометрию разделяют на светодальномерную, 
траверсную—стороны измеряют подвесными мерными приборами, корот-
кобазисную, створно-короткобазисную и параллактическую. 

3.3.2. Предрасчет точности полигонометрии 
Качество создаваемой полигонометрии характеризуют предвычисленны-

ми средними квадратическими невязками и их действительными значения­
ми. В полигонометрическом ходе, опирающемся на исходные пункты и на-



правления, угловую невязку определяют по формуле 

л+1 л+1 
теор* 

I 1 

Теоретическая сумма для (я+2) углов замкнутого полигона (рис. 3.18) 

(180° -р , )+" (360 в - р 2 ) + . . .+(360° - р „ ) + (180° - Р л + , ) + Р 0 = 

= 180°[(л + 2 ) - 2 ] = 1 8 0 ° л . 

Так как р 0 = 180° - (<хи - ак), то в разомкнутом ходе 

л+1 
XPm e o p.=180 e-2 + 3 6 0 ° ( « - l ) + 1 8 0 e - ( a H - a J - 1 8 0 e « = 
1 

= 1 8 0 ° ( « + l ) - ( a H - a K ) . 

С учетом этого значения 

л+1 

/ р = Х р « * + а « _ а * - 1 8 ° > + 1 ) - ( 3 6 7 ) 

1 

Целесообразность подсчета теоретической суммы углов путем созда­
ния из разомкнутого хода замкнутого в том, что в зависимости от ориен­
тации хода относительно исходных направлений в последнем слагаемом 
формулы (3.67) множитель бывает не только (и + 1), но может иметь и 
другие значения. Так, на рис. 3.19 

л+1 

ILKeop = 180°[(« + 2) - 2] - ро = 180° • п - (360° - а* + а „ ) = 

= 1 8 0 > - 2 ) + а „ - а „ 



Рис. 3.18. Полигонометрический ход 

Рис. 3.19. Ход полигонометрии с другой 
ориентацией исходных направлений 



л+1 
/ р = + а * - 1 8 0 ° ( " - 2 ) . (3.68) 

Невязки по осям координат определяют по формулам 

fx = = £ А-У,- ~У»Ъ fs = if**?*' (3.69) 

В формулах (3.67-3.69) л — число сторон; * н , ун, хк, ук -— координаты 
начального и конечного исходных пунктов; а„ ,а к —дирекционные углы на­
чального и конечного исходных направлений. 

Средние квадратические ошибки невязок полигонометрического хода: 

mfa = Z W P i ; mU = Z 4 C O s 2 a ' + ^ S W P / ( ^ " ^ ) 2 ; 

P i 1 P i 

^ .= 2 4 s i n 2 a l + ^ 2 4 ( ^ - , M ) 2 . (3.70) 
i P i 

При равноточных линейных и угловых измерениях: 

2 2 2 0 ЧГ̂  2 
к w + mfY = m s 2 j c o s ич+я^У*"?*-^ ; 

р 1 P i 

2 • 2 m f l Г / ч2 (3.71) 

1 P 1 

Предельно допустимые значения невязок в 2-3 раза больше средних квад-
ратических значений. 

При выполнении линейных измерений проволоками или лентами стре­
мятся организовать работу так, чтобы коэффициент систематического влия­
ния X был не более 3-4% от коэффициента случайного влияния [I, причем 



, Д т 

где А, т систематическая и средняя квадратические ошибки одного уло­
жения мерного прибора. Средняя квадратическая ошибка измерения длинь* 
линии 

m2

s=n2S + \ 2S 2. (3.72) 

Для вытянутого хода длиной L 

ml^m2

s=^2L^X2[S2l (3.73) 

В вытянутом полигонометрическом ходе невязку в периметре/ 5 обычно 
раскладывают напродольную t по направлению замыкающей и поперечную 
и (по перпендикуляру к 0 невязки. Величина t является следствием накопле­
ния ошибок линейных измерений, а и — следствием накопления ошибок 

измерения углов. Очевидно, fs - yjt2 +w 2 • Средняя квадратическая продоль­

ная невязка 

Между поперечной невязкой и и ошибками в углах имеется зависи­
мость 

«' = ( 5 I + 5 2 + . . . + S „ ) % + fe+...+5n)%+...+5„% 
Р Р Р 

При5^ -S2 Sn = 5 , =т^ = ... = AW^ = m p средняя квадра­

тическая невязка 



_Li (я + 1)(2я + 1) т1 
вп р* 2 

откуда 

[ ( 1 Н - 1 Х 2 Ш - 1 ) _ / " + 1,5 « в 

Если предварительно углы исправлены за невязку/ р , то 

, / ( л + 2 ) ( л + 1) w p г /л + 3 we 

Средняя квадратическая ошибка М положения конечной точки для вытя­
нутого полигонометрического хода 

для хода любой формы 

С учетом приведенных формул для вытянутого хода с примерно одинако­
выми сторонами без исправления углов за невязку Д 

,5 
(3.76) 

Если углы предварительно исправлены за невязку/ р , то 

М 



Для хода произвольной формы 

М (3.78) 

где Дп+/Л — расстояние от последней до каждой точки; Дол — расстояние 
от центра тяжести до каждой точки. Д , + / > | , Д 0,, — можно определить гра­
фически. Координаты центра тяжести находят по формулам: 

В одиночном полигонометрическом ходе с исходными пунктами 1 и 2 
и исходными дирекционными углами а„ ,а к для определения координат точек 
2, 3 , п достаточно измерить (л + 1) углов и л сторон (см. рис. 3.18,3.19). 
Сторона Sn и углы рл, Р я + 1 являются избыточными, в результате имеем три 
условных уравнения: дирекционных углов, абсцисс и ординат. Условное урав­
нение дирекционных углов выражает зависимость между известными дирек­
ционными углами исходных сторон и углами поворота р. Для измеренных 
левых углов 

где к—количество исключений 180° для получения искомого дирекционно­
го угла. При подстановке измеренных углов и поправок к ним имеем 

3.3.3. Строгое уравнивание одиночного 
поли тонометр и ческо го хода 

<*к = а „ + [ Р ] - £ 1 8 0 ° , и л и [ р ] - Ы 8 0 ° + а „ - а , =0 , 

» , « Л - * - 1 8 0 в + а , - а , = / , 1 (3.79) 

и 



[Р™ + vp ] - * • 180° + сс„ - а , = 0. (3.80) 

Вычитая из выражения (3.80) соответствующие части (3.79), находим 

[ v p J - / p = 0 . (3.81) 

Для определения двух других условных уравнений поправок имеем 

х и + [ Д х ] - х к = 0 , ун + [Ау]-уг=0. (3.82) 

Если Ах и Ду вычислять по измеренным углам, то 

* n + [ * * L * - * * = /*> У- + \Ьу\*м-Ук =fy (3.83) 

Значение 

[Ах] = Ахх + Лх 2 +.. . + Дх л ^ j c o s a , + S 2 cosa 2 + .. + 5 n cosa w -

= (S, + v 5 ) )cos(a H -180° + p1 + v f t) + (S2 + v 5 2 )cos(aH -180 е + 0, -

-180° +P2 +v P i + v P z ) + ... + (£„ + v^)cos(a N -180° +Pl -180° + 

+ P2 - . . . -180° + p„ + v P i + vp2 +... + У Р Л ) = S{ cos a, + v 5 j cos cx{ -

sin ajv^ + S2 cos a 2 + v 5 2 cos a 2 - 5 2 sin a 2 ( + ) +.. . + 

+S„ cos a „ + cos a „ - Sn sin a „ (v f t +v f c +... + v f c ) = 

[A*]u** + [v 5 j. cos a, ] - ty„ + 1 - yt)vp. 1. 
p L * J 

Подставляя полученное значение [Ax] в первую формулу (3.82) с учетом 
(3.83) и х Л + 1 = xk, y n + 1 = ук 9 находим условное уравнение абсцисс 

[ v 5 / с о з а ^ - Д г К у * - Д > р , ] + Л = ° - (3.84) 

Аналогичным образом получаем условное уравнение ординат 

[v 5 > sina,] + - ^ [ ( x * - * > р . ] + / , =0 . (3.85) 



При уравнивании поправки v p к измеренным углйм и v s к измеренные 
сторонам ликвидирующие невязки /р, fx , f определяют под условием 

2 2 С С 
[p$vu ] + [Psvs] ~ m n l » г Д е ^В- = —J"' = —Т~ • Т а к к а к угловые измерен 

ния в полйгонометрическом ходе равноточны, то веса р р одинаковы для всех 
углов. Средние квадратические ошибки сторон St в зависимости от метода 

измерения вычисляют по формулам m 5 = VLifSj —при измерении проволо­

ками и лентами, ms = Ks (или ms = Ks

2) — при измерении оптическими 

дальномерами, ms = (bs + а) — при измерении линий некоторыми типами 

светодальномеров. 
Для уменьшения объема вычислений целесообразно применить двух-

групповой способ, включив в первую группу условное уравнение дирекци­
онных углов, а во вторую — абсцисс и ординат. Учитывая, что в (3.8\)щ = + 1 , 
получим нормальное уравнение 

(я + 1 ) ^ + / р = 0 , 

откуда 

где п — число сторон в ходе. 
Первичные поправки 

А vP l = v P z =... = vp^ = *, = -—•—, ( 3 . 8 6 ) 

т.е. первичные поправки в измеренные углы определяют путем равномер­
ного распределения невязки во все углы хода. 



Используя предварительно исправленные углы, выичсляют приращения 

координат и находят невязки fx и fy. Для определения вторичных поправок 

коэффициенты второй группы преобразовывают: преобразованный коэф­
фициент равен непреобразованному минус среднее арифметическое из не-
преобразованных коэффициентов, т.е. 

[Ь] _ 1 

(л + 1) Р ' 
(Ук-yt)-

л + 1 

1 \ 

с = с-

(я + 1 ) 

[с] = 1 

(»+1) р' 

s p O ' / - j ' , ) ; 

р ' Г " ( * + !) р Л Х ' - Х ^ 

г д е х м = - rr.JVu = - — — —координаты центра тяжести полигонометри-
^ п (л+1) 

ческого хода. 

Так как коэффициенты при поправках к длинам сторон после исправ­
ления не изменяются, то, приняв (yt ~ytf)=T\i, (х,-хч) = | , , получим услов­
ные уравнения поправок второй группы с преобразованными коэффици­
ентами: 

^ f o v ; ] + [ v s c o s a ] + / ; = 0 , 
Р 

1 г 1 ( 3 ' 8 7 ) 

- - N J + [ v s s i n a ] + / ; = 0 . 



Этим уравнениям поправок соответствуют нормальные уравнения: 

Ак2 +Скг + / ; =0, 

Ск2 +Вкъ +fy=0y 

(3.88) 

где 

2 2 2 
Шп 2 ГПа 2 Щ 7 2 2 

р р р 

т2 

+ да^ cos2 а </л = - £ [ T J 2 ] + [mj cos2 а ] , ( 3 8 9 ) 

P 
2 2 

Л = — ] + sin"1 а ] , С = т^ПЙ + Ь»! sin а cos а ] . 
Р Р 

Решая нормальные уравнения (3.88), имеем 

Cf'y-Bf'x Cf'x-Af'y * 2 = ^^ - ; * 3 = - ^ - (390) 

Вторичные поправки vp в углы и ys в стороны 

т2 

VR. = - Т ( Л / * 2 ~ £ / * З ) » V S = « £ ( * 2 cosa, + £ 3 since,). (3.91) ' р 1 1 

Контроль: [vp] = 0. 

По вычисленным поправкам в углы определяют поправки к дирекцион-

ным углам v

a , = v f i , + v p 2 + V R , , после чего находят поправки к прираще­

ниям координат 



Уд*. = V 5 c o s a , — ^ г А л , v A r = v 5 s ina , .+-~^Дх; . (3.92) 

Контроль: [ v ^ ] = -f'x, [vAy] = -fy. 

По исправленным приращениям координат вычисляют уравненные ко­
ординаты пунктов хода. 

3.3.4. Оценка точности 
В полйгонометрическом ходе могут быть оценены какой-либо урав­

ненный угол, дирекционный угол, сторона, абсцисса и ордината пункта 
(обычно в наиболее слабом месте — в середине хода). 

Средняя квадратическая ошибка единицы веса при уравнивании двух-
групповым способом 

l[pw] _ 
V г 

(3.93) 
3 

Средняя квадратическая ошибка функции уравненных элементов 

где обратный вес функции F уравненных элементов сети 

PF л + 1 А с1 

£> — 

где F, -г— частные производные функции F по измеренным углам и сторонам, 

а{=\ —коэффициент первого условного уравнения; Ь^с\ —преобразован­

ные коэффициенты условных уравнений второй группы; А, В, С—коэффи­

циенты нормальных уравнений второй группы; q — обратный вес. 



Значения [qFF ] , [qaF ] , [qb'F ] , [qcF ] в формуле (94) приведены в табл. 3.70 

[7,с.288]. 
В формулах табл. 3.70 р = 2,063, так как значения х,у\ £ ,Т| даны в километ­

рах, а результат получаем в сантиметрах, то, учитывая 1 км=10 5 см, имеем 

105 _ 1 

206265 2,063' Таблица 3.70 

Эле­
мент 

Угол 
ft 

Дирек-
ционный 

угол 

Сторо­
на Абсцисса Ордината 

[qFF] 1% Qsi р 

+ [ ^ s c o s 2 a ] i 

% ц + 1 - х ) 2 з ; + 

Р 

[qaF] 0 -%(>,>, -у)]\ 
P Р 

[qb'F] > </s,cosa,- р 

+ [c7iyCos2a]{ 

J i [ ( * j 4 1 - * ) T 1 ] ,

l + 
Р 

+ s in a c o s a ] J 

[qc'F] P -> %УМ-УМ + 

+ [ ^ s i n a c o s a ] j 

Р 

+ [ ? 5 s i n 2 a ] i 

3.3.5. Пример уравнивания полигонометрического хода 
любой формы двухгрупповым способом 

Схема полигонометрического хода дана на рис. 3.20. 
Исходные данные приведены в табл. 3.71, 

Таблица 3.71 

Пункт Координаты, м Дирекцион-
ные углы 

Нас. 
пункт Пункт X У 

Дирекцион-
ные углы 

Нас. 
пункт 

Луч 
Лесная 

65141,154 
66333,271 

50819,311 
52435,089 

226° 18' 13,4" 
86 15 09,3 

Панки 
Ужово 



Измеренные углы и длины циний, измеренные светодальномерами, даны 
в табл. 3.72. 

Таблица 3.72 

Пуню-
Углы пово­

рота (ле­
вые), & 

Длины 
линий, 5 м Точность измерений 

Луч 1 
2 
3 
4 
5 

Лесная 6 

18Г15'37,0" 
24718 21,3 
119 38 54,7 
155 12 18,1 
161 46 19,7 
254 45 17,9 

534,185 
571,917 
494,395 
439,815 
4Ц,513 

/яр=2,0" 
/я5=(13+2,5-5сР(1см))мм= 14,2мм = 1,42см 

В табл. 3.73 приведена ведомость уравнивания полигонометрического хода. 
Для вычисления невязки/^ на рис. 3.20 имеем теоретическую сумму 

SPme^ = 1 8 0 ° ( " , - 2 ) + 2 . 1 8 0 ° - [ 1 8 0 e - ( a i C - a w ) ] = 

= 1 8 0 V - l ) + ( a „ ~ a K ) ; 

где л ' = л + 2 = 7 — число углов в замкнутом полигоне; п — число сторон в 

ходе. Для рассматриваемого примера 

/ р = 1119°5бЧ8,7'-1080-39°56'55,9' = -7,2'. 

Панки 
Рис. 3.20. Схема полигонометрического хода 
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А= [ r | 2 ] + m | [ c o s 2 a ] = ' 2 Д З Ы 0 1 0 + 1,422 2,683 = 
206265' 

= 2,004+5,410 = 7,414; 

В= \ 2 [ 4 2 ] + ^ [ s i n 2 a ] = 
Р 

= 0,922+4,672 = 5,594; 

- 2 ^ - 1 0,981 + 1.422-2,317 = 
2,063 J 

Ч - ю 5 л 2 

[£г|] + m | [sin a cos a ] = 
\2 

2,0 
2,063 J 

Ц б З + 1 , 4 2 2 -1,215 = 

= -1,093 + 2,450 = 1,357; 

_ c/; ~ _ l,357(+3,7) -5,594(-4Д) _ 27,96 
ЛЯ - с 2 7,414 • 5,594 - 1,3572 39,632 

= 0,705; 

= - Ц — к2 = 1,36; *2 = m2

sk2 = 1,422; 
Р 

_cfx-Afy _U57(-4,1)-7,414-3,7 _ 32,996 _ Q £ 3 3 . 

AB - с 2 39,632 39,632 

m2 • 10^ 
*з = — Л 3 = -1,615; * j = m| / t 3 = -1,680. 



Уравнивание полигонометрического хода состоит из следующих этапов: 
1. По формуле (3.95) вычисляют угловую невязку 7р и по формуле (3.86)— 

первичные поправки в углы. Затем по исправленным за первичные поправ­
ки углам находят дирекционные углы, приращения координат Дх и Ау, невяз­
ки 

fs 

2. В графах 10,11 вычисляют условные координаты (в км) 

i / , 
x i -^LJ^** У1 = , после чего находят координаты х = ^ - ^ , 

1 1 4 п 

IV1 
у = ^ центра тяжести полигонометрического хода и вычисляют коэффи-

п 
циенты £ =X' -JC 4 , i\ -у'-уцуравнений поправок(3.87). Коэффиценты А, В, С 
нормальных уравнений определяют по формулам (3.89). Учитывай, что в на­
шем примере ms является одинаковой для всех сторон, т / вынесено за знак 
суммы. Так как £>ит] приведены в километрах, то для перехода к сантиметрам 
нужно первые слагаемые формул (3.89) умножить на (10 5) 2=10ш . Коррелаты 
к2 и к3 находят по формулам (3.90) путем решения нормальных уравнении 
методом определителей. Правильность определения кг , к^ контролируют 
путем подстановки их значений в формулы (3.88). 

3. Вторичные поправки v'|3 в углы и поправки v5|. в стороны вычисляют по 
формулам (3.91), которые с учетом постоянства для данной сети m^, т 5 , кх, к2 

имеют вид: 
vp = ^2 т 1~^з^ vs cosa + &3since. 



Ще к2 —к2, къ = ——къ\ к2 = msk2j къ =msk3. 
Р Р 

После подстановки численных значений имеем 

vp = 1,615£ + U67TI; vs = 1,422 cos а -1,680 sin а . 

Вторичные поправки в углы используют для определения попра-

WKVQI. - в дирекш^онные углы, их значения зага^ 

значениями секунд. Контролем правильности вычислений являются [v p ] = 0, 
v o « = ° > f v s ] = *2t c o s <*] + ̂ [ s i n a ] = l,422[cosa]-l,680[sina] = 1,422 • 2,683-

-1,680 • 3,155 = -1,485 (в графе 22 [v 5] = -1,48). 
4. По формулам (3.92) вычисляют поправки , у д > в приращения коорди­

нат (графы 23,24 табл. 3.73). Контролем правильности вычислений этих по­
правок являются равенства 

Поправки v ^ , у Д у в мм записывают над соответствующими значениями 
Ах, Ду (графы 5,6). 

5. С учетом исправления значений Ах и Ау вычисляют координаты х , 
у (графы 7,8 табл. 3.73). 

6. По формуле (3.93) определяют среднюю квадратическую ошибку еди­

ницы веса ц. Если при вычислении веса А - ~ ^ г - принять с = т о , т о Р р = 1, 

2 о 
Щ у 

а Ps = — -̂ = =1,98. В этом случае ц будет равна средней квадратичес-
« s 1,422 

кой ошибке измерения угла, т.е. 



/[vpVp] + [ v p V p ] + P s [ v s v 5 ] /8,64 + 11,71 + 1,98-6,15 , 

ц = ̂ р=^ =у з =3,3 , 

m ^ - ^ - V 6 - 1 3 -

7. Используя формулу (3.94), определяют обратные веса элементов хода в 
наиболее слабом месте (в середине хода). В рассматриваемом примере наи­
более слабым является дирекционный угол стороны 3-4 и координаты пунк­
та 4. Подставляя в формулу (3.94) ее элементы, приведенные в табл.3.70 и 
вычисленные в табл. 3.74, имеем 

1 ' о ' 1 Л .о (?[г1] | ) 2 Ю 1 0 I А • = - - / > R — - Ю 
Pa., Р ' V ( « + D А р *а с 2

ч /к (5 - — ) 

Для рассматриваемого примерар=Р р =g=l,i=3, А=7,414, В=5,594, С=1,357, 

число сторон п=5, [П]? = -1,579, =-0,952. 

С учетом этих значений 

1357 ' 2 

, , 0 , 9 5 2 - ^ 4 - 1 , 5 7 9 ) 
1 = . 3 _ 3 _ (-1.579)2 Г 7,414 

/>а3 4 6 2,063*.7,414 ^ ^ J ^ 
7,414 7 

= 3 - 0,5 - 0,079 - 0,068 = 2,353 

л2 

2,00 
= 0,504. 
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Подставляя полученные в табл. 3.74 значения в формулу (3.94) и учитывая 

С 2 1357 2 

А = 7,4 Ц В = 5494, С = 1,357, находим В - — = 5,594 - = 5,346, 

С 1,357 
А 7,414 

= 0,183 находим: 

1 _ 3 3 (-0.766) 2 [0,461-0,183(-0,766)]2 _ 2 3 5 3 . 
6 7,414 5,346 ' ' 

= ^ Т - = 3 , 3 ' Д 3 5 3 = 5,Г; = = 2,1'; 
V «34 

1 _ 1 1 3 3 ( - U 3 0 ) 2 0,9132 [0,090-0,183-(0,913)]2 

Р х < ' 6 7,414 5,346 ' ' 

mXt = j i j ^ = 3,3V0?725 = 2,81 см, ттх> = ^ - = 1,15 см. 

1

 = 1 0 8 3 0358 2 0Д96 2 (1,095-0,183 0,196)2

 = 

Р у < ' 6 7,414 5,346 ' ' 

= ^ = 3 , 3 ^ = 3,04 С М ) т т у ( = ^ - = 1,24 с м . 



3.4. ПРЯМАЯ и ОБРАТНАЯ ЗАСЕЧКИ 

3.4.1. Прямая многократная засечка 
Для определения координат пункта методом прямых засечек достаточно 

с двух опорных пунктов измерить углы Р,, Р 2 между направлениями на твер­
дый и определяемый пункты (рис. 3.21). Для контроля и повышения точности 
измеряют с опорных пунктов больше двух ущов, в этом случае засечка назы­
вается многократной. Дирекционный угол направления ip 

Pi-
Для вывода формул, позволяющих определять координаты пункта Р, 

имеем 

УР "Ух 

откуда (хр -x^tgcti = ур -yt. 

Для направления \р и 2р находим 

(хр ~*i)tgcti =УР-У\, (хр -х2)tga2 =ур-у2> 

т.е. получили два уравнения с двумя неизвестными. 

Р 

Рис. 3.21. Схема прямой многократной засечки 



Вычитая из второго выражения первое, имеем 

хр(№*2 - t g a , ) - x 2 t g a 2 + ^ t g a , = л - д > 2 . 

откуда 

х _х2*У*г-х№\+У\-У2. 
t g ^ - t g a , ' ( 3 % ) 

УР = У\ + (Хр - xl )tgax = у2 + ( * p - х 2 ) t g a 2 . 

Кроме того, координаты пункта Р можно определить по формулам котан­
генсов (формулам Юнга), которые получают следующим способом. На рис. 
3.21 

хр - дс, = Sx cos a t ; - y r = S] sin a!. (3 .97) 

В треугольнике 12 Р по теореме синусов имеем 

^ _ bsini? ^ _ us in^ 
1 ~s in(^ + 5 ) > 2 ^ s i n ( J + 5 ) * 

Подставляя вместо Sv S2 полученное значения в формулы (3.97) и учиты-

X-i - J C i . У7 "У] 
в а я а ^ а — ^ , c o s a = ~ ^ - — L , sina = ^ — ^ - , н а х о д и м 

6 о 

_ 6sin5cos(a-y4) _ isin^(cosacos+sinasin^) _ 
* 1 sin(^ + 5) sin A cos 5 + cos Л sin В 

= 6(cosct&4 + sina) = b ,х2-хх + J V l Z l ) = (3.98) 
ctg£ + ctg/J ctg/4 + ctg£ 6 b 

= (x2-xl)cXgA + y2-yl 

Ctg4 + Ctg# 

Аналогичным образом получаем 

_ C y 2 - : y i ) c t & 4 - * 2 + * i 



Перенеся х} их2в правые части, после небольших преобразований име­
ем формулы котангенсов, которые иногда называют формулами Юнга: 

_ xxctgB + x2ctgA + у2 - ух _ yxc\gB + y2cigA + хх - х2 

Х р ~ ctgA + ctgB 9 У р ~ ctg^ + ctgZ? ' < З Л 0 0 > 

Вычисления по формулам (3.100) удобно вычислять по следующей схеме: 

(3.100') 

ct&4 + ctg£ 
ХР УР 

*\ У\ х2 Уг 
+ 1 ctgfl - 1 cigA 

Числитель первой формулу (3.100) получают, складывая результаты ре­
шения определителей, а числитель второй — путем суммирования произве­
дений элементов верхней строки на находящиеся под ними элементы ниж­
ней. 

Если смотреть на пункт Р, то опорный пункт 1 должен быть слева, а пункт 
2 — справа. 

Для априорной оценки точности определения координат х, у и положе­
ния пункта необходимо получить формулы средних квадратических оши­

бок тх, ту, М -yjml +rriy . 

Дифференцируя формулу (3.98) по п е р е м е н н ы м ^ А и В , имеем 

(*2"* l ) 
(ctg^ + c tg5)s in 2 ^ 

(x2-xl)ctgA + y2-yl 

sin^ctg/J + ctgtf) 2 

(ct&4 + c tgB) 2 s in 2 # 
dB. 



Учитывая формулу (3.98) и 

sin( А + В) _ sin[l 80° -(А + В) _ sin у ctg4 + ctg# = -
siriv4sin2? sin A sin В sin A sin 5 

где у — угол между направлениями 1Р и 2 Р в пункте Р , находим 

1 

s i n у 

( x - x 2 ) s i n Д ( x - x Q s i n i J 
sin Л sin В 

ътВ _ ^! s\nA _ S2 

Используя теорему синусов, имеем ~~ s m £ ~ у » переходя 

к средним квадратическим ошибкам и принимая тА = тв= / и р , получаем 

= — — cos а 2 + S2 cos . 
psiny 

(3.101) 

Аналогичным образом, используя формулу (3.99), находим 

та 
psiny \S$ ' Л cm V II C z С* 

psin у 
sin 2 a 2 + sin 2 ax. 

(3.1Ю2) 

Значение 

v psiny 
(3.103) 

т.е. получили известную формулу средней квадратической ошибки опреде­
ления положения точки методом прямой засечки. 



Уравнивание результатов измерений в прямой многократной засечке 
обычно выполняют параметрическим способом. 

Процесс уравнивания состоит из нескольких этапов. 
1. Определение приближенных л^, у0 координат пункта Р по формулам 

(3.96) или (3.100) с использованием двух опорных пунктов, с которых направ­
ления на Р пересекаются примерно под прямым углом. Для контроля JC 0, у0 

целесообразно определить дважды: с пунктов 1, 3 (х$9у^) и 294(х$9у$) 

(рис. 3.21), за окончательные значения принимают их средние значения, т.е. 

х0 = ОД*о +*о),>'о =°5(Уо +УоУ 

Вычисления выполняют с округлением до 0,1" и до 0,001 м. 
2. Составляют уравнения поправок 

ufSx+bify + lg^Vi, (3.104) 

где согласно формуле (3.20) 

sin сс t cos сс t 
at = -20,6265 *-9 bt = 20,6265 l - y (3.105) 

свободный член 

= a 0 , - a ; , 

где определяют с использованием приближенных координат дс̂ , у0 и коор­
динат опорных пунктов yt по формуле 

У о "~* У ~ 
aQi=arctg- - Ч (3.106) 

а входящие в формулы (3.105) значения 

soi = (Уо -JK,-)coseca0/ = (х 0 -x^seccco, = (х 0 -jc^cosa^- + 
£ хТ (3.107) 

•+ (У о " У г)sm а о / = V (*о ~ xi) + (Уо - Л ) • 

3. Составляют нормальные уравнения 

[efl]5x + [fl6]8y + [e/] = 0, 
[аЬЦйх + [ЬЬуВу + [Ы] = 0. ( 3 - 1 0 8 ) 



Решение нормальных уравнений обычно вычисляют методом определи­
телей: 

5 у = ^ , (109) 

г д е Я * =[ab][bl]-[al][bbl Dy = [ab][al]-[aa][bl]y D = [ab][bb]-[abf. 

4. Вычисляют уравненные значения координат 

хр=х0+&с, Ур=У0+&у. 

После этого по формуле (3.104) находят поправки v, к дирекционным уг­

лам СС- , т.е. находят СЦ ~ СС{ + vz-. Критерием правильности вычислений 

является совпадение [vv] с ее значением [7, с. 244]. 

[vv] = [//] + [а/]&с + [Ьфу. (3.110) 

Заключительным контролем решения задачи является равенство, 

az- = a i;+ vt с a i a r c t S т д е x, у — уравненные значения коорди-
Хр Xj г У 

нат пунктаР. 
5. Оценка точности. Определяют 

г - ( Ж " 

где п — число направлений. 
Средние квадратические ошибки уравненных значений абсцисс и ор­

динат вычисляют по формулам [7, с. 245] 

тх= р = г , т = = т , (3.112) 



г д е р х = — , /\,= — . (ИЗ) 
Х W У [аа] 

3.4.2. Пример уравнивания прямой 
многократной засечки 

Исходные данные и измеренные величины приведены в табл. 3.75. 
Схема расположения опорных и определяемого пунктов приведена на 

рис. 3.22. 
Значения углов р, приведены в табл. 3.75. Сначала выполним предва­

рительную оценку точности, используя формулы (3.101) — (3.103). При 
/Ир= 5,0", для Засечки с пунктов 1 и 2 имеем у = 72,89°; S, = 1,41 км, 
5 2 = 1 , 3 5 к м , а 1 = 1 4 Г 2 8 / ; а 2 = 2 1 4 ° 2 1 / . По формулам (3.101) —(3.103): 

Таблица 3.75 

Назва­
ние пун­

ктов i 

Измерен­
ные углы 

ft 

Координаты, м Дирекцнон-
ные углы а* 

Приближенные 
днрекционные 

углы 
ии 

Назва­
ние пун­

ктов i 

Измерен­
ные углы 

ft X У 

Дирекцнон-
ные углы а* 

Приближенные 
днрекционные 

углы 
ии 

1 51°56'02,4" 69153П 5371,917 141°2745,4" 141°2Г46,7" +1,3" 1,69 

2 55 10 31,1 6928,831 7015,183 214 21 11,9 214 21 11,1 -0,8 0,64 

3 50 14 27,1 4723,455 7163,191 320 01 35,7 320 01 36,8 +1,1 1,21 

4 41 24 45,0 4715,433 5018,231 48 22 23,6 48 22 22,5 -1,1 1,21 

Рис. 3.22. Схема прямой многократной засечки 



sJl,4l2 cos 2 2 1 4 ° 2 1 ' + U 5 2 cos 2 14Г28' л л , л mx = — — = 0,040 м, 
206Д65 sin 72,89° 

5Jl,412 sin 2 214'21' + U 5 2 sin 2 14Г28' л л л л 

m v =-5^ - - = 0,029 м, 
y 206,265 sin 72,89° 

M = Vo.0402+0.0292 = 0,050 м, 

sJl.41 2 +135 2 

M = — ^ - =0,050 м. 
206Д65 sin 72,89* 

При вычислении no формулам (3.101-3.103) значения p уменьшено в 1000 
раз, так как SUS2—в км, а результат получаем в метрах. 

Вычисление приближенных координат пункта Р выполнено по форму­
лам (3.100) и схеме (3.100'). 

х2 =6928,831 ^ 2 =7015,183 х, =6915,311 ух =5371,917 

+1 ctg8 = ctg0, =0,7831423 -1 ctgA = ctgp"2 = 0,6956574 

ctg4+ctg£ = 1,4787997 

x'p =5811,254 y'p= 615X^.99 

JC 4 =4715,433 yA =5018,231 x3 =4723,455 У г =7163,191 

+1 ctgB = ctgp3 =0,8319610 -1 ctg4 = ctgp 4= 1,1337786 

ctg4 + ctgB = 1,9657396 

x'p =5811,232 j £ =6251,298 

xp = Q,5(xp +x'p) = 5811,243 yp = 0,5(у'р + y'p) = 6251,298 

Хорошая сходимость x'p>x"P и y'p, У'p свидетельствует о правильности 

256 



вычислений. 

Дирекционные углы ОС/ вычисляют по формулам: 

«1 = « 1 2 +Pi =89°31 / 43,0 ж +51°56 / 02,4 ж = 14Г27 , 45,4 # , 

Таблица 3.76 

№ 
пун­
кта 

а, 5j, км 

ар* 
=20,6265х 

sina.-
si 

=20,6265х 
со§а,- / V a=cf+v 

а = 

= arctg 
х-х. 

1 141°27'46" 1,4115 -9,10 -11,43 +1,3" и г 141°27/46,7'г 141°2746,8" 
2 214 21 12 1,3537 8,60 -12,58 -0,8 -0,90 21421 11,0 214 21 11,0 

3 32001 36 1,4195 9,34 11,14 +1.1 1,08 32001 36,8 32001 36,7 
4 48 22 23 1,6496 -9,35 8,31 -1,1 -1,01 48 22 22,6 48 22 2?,7 

[w]=4,71 

а 2 = а 2 1 - (3 2 = 2 6 9 ° 3 l 4 3 , 0 * - 5 5 W 3 U ' = 214°2l ' l l ,9", 

а' 3 = а 3 4 + Р 3 = 269 о47'08,б" + 50 °14'27Д* = 320°01'35,7', 

а ' 4 = а 4 3 - ( 3 4 =89°47 / 08 ,6 # -4Г24 / 45 ,0 # = 48°22 /23,6ж. 

В табл. 3.76 приведены результаты вычисления5, по формулам (3.107) коэф­
фициентов а,, Ь{ по формулам (3.105), значение / переписано из табл. 3.75. 

Используя значения а, Ь, с, находят коэффициенты нормальных уравне-
ний(3.108): 

[аа] = 311,43; [ab] = 22,17; [al] = 1,85; [bb] = 482,06; [bl] = -1,68, 

после'чего получают нормальные уравнения: 

311,435х+22,175у + 1,85 = 0, 

22Д 7&с + 482,066> -1,68 = 0. 

Решая эти уравнения методом определителей, имеем 

9 -3984 Куштин 257 



-1,85 22,17 

+ 1,68 482,061 
= -929,06; 

D y = 
|311,43 -1,85 
22,17 +1,681 

= 564,22; 

D -
|311,43 22Д7 

22,17 482,061 
= 149636,44; 

& с = ^ - = - " 9 2 9 , 0 6 2* 
D 149636,44 

= -0,00621 дм = -0,621 мм, 

« • 4 
564,22 = 0,00377 дм = 0,377 мм. 

149636,44 

Контроль: суммарное уравнение 

333,605* + 504,235у + ОД 7 = -2,072 +1,901 + 0,17 = 0,00. 

Окончательные координаты пункта Р: 

JC =д : 0 +-&Х =5811,243-0,001 = 5811,242 м, 

у = У о + 5у = 6251,298 + 0,000 = 6251,298 м. 

Вычисление поправок v по формуле (3.104) и уравненных дирекцион­
ных углова / =а 1

/ +у.(а | приведенывтабл. 3.75) выполнено в табл. 3.76. 
Заключительный контроль выполняют путем определения дирекционных 

углов с использованием уравненных значений координат х; у пункта Р по 
формуле (3.106). 

Расхождения а=а'+v и вычисленные по формулам (3.106) не должны пре­
вышать 0,3" [7]. 

Контроль вычисления поправок выполняется по формуле (3.110): 

[w] = [Ы]+ [а/]5х + [Ьфу = 4,75 +1,85(-0,00621)-1,68 -0,00377 = 

= 4,75-0,01-0,01 = 4,73. 



Полученные значения [vv] отличаются от ее значения, полученного дру­
гим способом, на 0,02", т.е. эти величины практически совпадают. 

Подставляя в формулу (3.111) значение [vv] и л = 4, находим 

т - / 4 » 7 1 - I S ' 
а V 4 ^ 2 ' ' 

По формулам (3.113) имеем: 

Р_ = 149636,44 _Р___ 149636,44 
х [bb] 482,06 у [аа] 311,43 

Используя формулы (3.112), находим: 

тх = = ^ = 0,009 м, 
1 0 ^ 10^310,4 

т а 15 

l o j ^ " 10^480,5 
= 0,007 м, 

М = д / ш | + =0,011 м. 

3.4.3. Обратная многократная засечка 
Для определения координат пункта Р обратной засечкой (рис.3.23) на ме­

стности нужно измерить углы pj Р 2 , Р „ , при этом минимально необходи­
мое число углов — два, например,!^ Р 2 , остальные измеренные углы явля­
ются избыточными, что позволяет получить из уравнивания вероятнейшие 
значения координат ху у пункта Р по методу наименьших квадратов. 

В первую очередь получим формулы однократной обратной засечки, 
когдах,у определяют по измеренным углам Р, и Р 2 . 

На рис. 3.23 имеем 



ctgctj 
хх-х_Ах_х-х] 

У\~У АУ у-ух 

ctga 2 = = _ 2 L _ I 12 = c t g ( a 1 + p 1 ) : 
Уг~У Уг-У\+У\~У АУгг+ДУ 

^* ct В 1 
ctga^gp, - 1 ^ Ay С g 1 _ Asctgp, - A y 
ctga, + c/gp, Ax + c t g p Ac + A^ctgp, ' 

Ay 1 

(3.114) 

х-ш-х x , - X i + x , - x A x n + A x , л ч 

c t g a 3 = ^ = - 2 — * * = л л = c t g ( a 1 + p 2 ) : 
Уз-У УЗ~У\+У\-У ДУГЗ+ДУ 

ctgatCtgP; - 1 _ AxctgP2 - Ay 
ctga! + ctgp 2 Ax + A>>ctgP2 

Рис. 3.23. Схема обратной многократной засечки 



Выполняя небольшие преобразования вместо второго и третьего выра­
жений, находим: 

Ах 1 2Ах + Ах 2 + Дх 1 2 Ayctgp! = AxAy12ctgPL - Ау 1 2 Ay - A y 2 ; 

Дх 1 3Ах + A x 2 + Ax 1 3Ayctgp 2 -= AxAy13c(gP2 -A>> 1 3 Ay-Ay 2 . 

После преобразований имеем: 

A x Z + Ay 2 + Ах(Дх 1 2 - Ay12ctgP!) + A^Axr^ctgp! + Ay 1 2 ) = 0, 

Ax 2 +Ду 2 + Ax(Ax 1 3 -A^ l 3ctgP 2) +A.y(Ax13ctgp2 + Ay 1 3 ) = 0. ( 3 , 1 1 5 ) 

Вычитая из первого выражения второе, получаем 

Ах(Дх 1 2 -A^ctgP, - A x I 3 + A>>13ctgP2) + 

+ Ay(Ax12ctgp, + Ay I 2 - Ax13ctgP2 - A y , 3 ) = 0, 

откуда 

^ Ay ^ Ay13ctgP2 -A^nCtgPt + Ax 1 2 - A x 1 3 

g 1 Ax Ax^ctgPa -Ax^ctgp^A^+A^j • ( 3 1 1 6 ) 

Поделив оба выражения (3.115) на Ах2, находим: 

1 + tg2a, + - i - ( A x l 2 - A^I2ctgP1) + & ( A x 1 2 c t g P , + A y 1 2 ) - 0, 
Ax Ax 

l + t g ^ + ^ A x ^ - A j ^ c ^ 
Ax Ax 

откуда 

_ (A*i2 - Ay12ctgP1) + (Ax12ctgP1 + Ay 1 2 )tgai _ 
l + tg2a, 

= (Ax 1 3 -Ay i 3ctg^ 2) + (Ax13ctgP2 4-Ay l 3)tga. ( З Л 1 7 ) 

l + tg2a, 



т.е. получили две формулы для определения А х = х — х х , значение х = хх + Ах. 

Так как tgcxi = — = = , 
Ах х-хх хх-х 

то У~У\ = Aj> = Axtga, =(x-xi)tga, , (3.118) 

У- У\ + (x-xx)tgax = >> + Ду. 

Примем 

кх =Ax 1 2ctgP ,+Ay 1 2 =(x 2 -x 1 )ctgp 1 +(j; 2 -^ 1 ); 
* 2 = 4y12ctgp, - Ax 1 2 = (у2 - yx )ctgP, - (x 2 - x,); 
* 3 = Ax13ctgp2 + A^ 1 3 = ( x 3 -x,)ctgP2 + (y3 (3.119) 

* 4 = A y 1 3 c t g p 2 - A x 1 3 = 0> 3 -^)c tgP 2 - ( *3 -* i ) -

С учетом этих обозначений вместо (3.116) — (3.118) имеем 

к л ~~' к-у 
t g a ' = v V 

^ = * 1 t g o ^ = ^ a 1 _ ^ ; A K = A 3 r t g a i . ( З Л 2 0 ) 

1 + tg 1 + tg a, 

x =Xj + Ax; 

Вычисления координат x,y методом обратной засечки можно выполнить 
по схеме, приведенной в табл. 3.77. 

Значения кх и к2 получают из решения определителей, а къ , к4 путем 
суммирования результатов умножения элементов верхней строки на ле­
жащие под ними элементы нижней строки. 

Для априорной оценки точности определения положения точки мето­
дом обратной засечки используют формулу, которую можно получить 
следующим способом. На рис. 3.23 
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х2-х Хл - J C Х-1 — X 

Подставляя во вторую и третью формулы значения а} = arctg——— из 
хх -х 

первой формулы, находим: 

(дс2 - >̂g| р! 4- arctg^—^ 
\ х \ ~ х 

( x 3 - x > g f p 2 + a r c t g ^ ^ 
JC, — JC 

-уъ+у = Ъ. 

Дифференцируя полученные выражения п о > > , Р,, Р2 и учитывая 

cos а 2 cos а 3 

У\-у = s i n OCt, Хл -х = cos а , , 

после преобразований получим: 

-since? + -^=-sma1 p£c + 
d2 cosa 2 —-cos a, L/y + J2</P) =0 , 

- s i n a 3 + — s i n a! Ух+ c o s a 3 — - cos a! \dy + d3d$2 = 0. 

Решая эти уравнения методом определителей, имеем 

A DX А 0У 
dx dy=—, 

D D 

(3.121) 

(3.122) 

где 



|(-sincc2 + —s inaj (cosa2 -—cosc^)! 
dx dx 

|(-sin a 3 +—sin (Xi) (cos a 3 -—cos ctj) 
dx dx 

Л . dj . 
- sin a 2 cos a 3 + — sin a 2 cos a, + — s i n оц cos a 3 -

dx rf, 

djd'i d-j 
—^^-sinaj cosaj + sina 3 cosa 2 — - s i n a 3 cosc^ 

dx dx 

d\ djd-i 
— - s m ai cos a 2 + „ s i n a, cos at = 

dx d} 

-sin(a3 - a 2 ) + —sin(a 2 - oti) - —sin(a 3 - ) = 
J d* 

•d2d3 

sin(p2 - ft ) sin Pt sin p2 

^2^3 dxd2 dxd3 

Примем ^ ~rt-

Тоща D = ̂ ^-[r2r3sin(p2-P^ + r,r2sinp, -r,r 3 sinP 2 ]. 
P 

Учитывая (рис. 3.24) 



r 2 r 3 sin(p 2 - Р , ) = 2/>2'з<, 

Л1Г3 sinP2 = 2FPX>3>, 

FP2y + FFl>2> - / > г з ' =F1'2
/3/ = F , 

где площадь треугольника Pij9 получим 

2d2d3F 
(3.123) 

Значение 

^ 2 
•d2d$x (cosa2 cos 

d3 . 
-d3d$2 (cos a 3 cos a x ) 

^1 

= — [^2(^3cosaj -dj cosa3)^Pi + ̂ 3 (^ cosa2 -</ 2 cosax)d^2\ d 

Dy = 

(-sina 2 + —since,) -d2d$2 

(-sina 3 + —sina,) -d3d^2 

= — [- d3 (-dx sin a 2 + d2 sin ax )rfP2 + d2 (-dx sin a 3 + d3 sin a { )d$x ]. 
rfi 

Подставляя полученные значения в формулы (3.122), имеем: 



D 2dxd2d3F 
[d2(d3 cos a! -dx coso^)*^ + d3(dx cosa 2 -

- d2 cos a! )d$2 ] = — - cos a! - r3 cos a 3 )d$x + (r2 cos a 2 - rx cos ax )d$2 1 
IF 

£> 2dxd2d3F 
[d3(dx sina 2 - d 2 sina!)rfp2 +d2(d3 sinc^ -

- rfj sin a 3 )c/Pj ] = — [r, sin a! - r3 sin a 3 )</p3 + (r2 sin a 2 - rx sin a! )^P2 ]. 
2F 

Так как r, cos a, = x\ - J C , sin a, = 7- - - 7 , 

то 

2F 

Переходя к средним квадратическим ошибкам и принимая т « т 0 = т 0 , 
получим: 

2F 
т (3.124) 

Значение 

=1 М =Jmi+mi =• та 
2F 

(3.125) 



РИС. 3.24. Обращенный треугольник 

т.е. получили известную формулу средней квадратической ошибки положе­
ния точки, определяемой обратной засечкой. 

Если на пункте Р измеряли направления способом круговых приемов, 
то 

(3.126) 

где тн — средняя квадратическая ошибка направления. 

Площадь F и стороны а р с 2 , о 3 инвертного (обращенного) треугольни­
ка измеряют на схеме (см. рис. 3.24), на которой в произвольном масштабу по 

р 
направлениям на пункты 1,2,3 откладывают величины г{ = — , где 5,—рас-

стояния от пункта Р до пункта /, получают обращенный треугольник Г, 2', 3' 
со сторонами а 1 ? а 2 , о~3. 

Если точки 1 2 \ У лежат на одной прямой, то площадь F = 0, тх~ ту- М= оо 



т.е. имеем неопределенность решения обратной засечки. 
Если измерены направления г{ на 4 и более опорных точках (много­

кратная обратная засечка), то вероятнейшие значения координат х = х 0 + &с; 
у=уо+ 8у и ориентированного направлениям = z 0 + 5z находят из уравнивания 
по направлениям. В приведенных формулахх 0, у 0 , ZQ — приближенные значе­
ния неизвестных; 5дг, 5у, Sz — поправки к ним. Значениях 0, у0 определяют из 
решения обратной однократной засечки, а 

| p t 0 / - ^ / J (3.127) 
п 

где аы—приближенные значения дирекционных углов, вычисленных с ис­
пользованием дс0, у0. 

Уравнение поправок для направления i имеет вид 

v; = a / 8 r + i / 6 y - & + / / , (3.128) 

где а. = 2 0 , 6 2 6 5 ^ - , bt = - 2 0 , 6 2 6 5 ^ 4 
Si 

свободный член = a 0 / - r[-z0, z0 определяют по формуле (3.127). 

Для исключения из уравнения (3.128) значения 8z суммируют значения v,, 
после чего получают 

[v] = № + [fe]8y - nSz + [/] = 0. 

Так как [/]=0, то 

8z = i([e]8x + [4]5v) 
п 

Подставляя полученное выражение в уравнение (3.128), находим 

| 5 x + | f t / - ^ J 8 y + / / . 

Принимая 



А -п [ а ] П h W 
n n 

получим 

vi =Afix + £ / 6> + / / . 

Переходя к нормальным уравнениям, имеем: 

[АА$х + [АВ-$у + [А1] = 0, 

[АВ$х + [ВВ$у + [В1] = 0. 

Решив уравнения методом определителей, находим 

D D 

(3.129) 

(3.130) 

(3.131) 

(3.132) 

ще 

D = [AA][BB]-[AB]2, Dx = 
-[Al] [AB] 
-[Bl] [BB] 

•-[AB][Bl]-[BB][Al], 

Dy = 
[AA] -[Al] 

[AB] -[Bl] 
= [AB][Al]-[AA][Bl]. 

(3.133) 

Уравненные значения координат 

x=x0+&c, y=y0+8y. 

Вычислив поправки v( по формуле (3.130), получают уравненные направ­

ления 

(3.134) 

Заключительным контролем является вторичное определение 

г,=а{-г, (3.135) 



2 
сп 

T t 

T t 
vn 
СП 

1,
41

9 

1,
40

0 

1,
65

0 

•с 0,
06

 

4,
16

 

6,
55

 

11
,9

7 ON 
ON 

С П 

и 

О -2
,0

4 

+2
,5

6 

+3
,4

6 

-3
,7

4 

% 
VO 
оо" 

C N 
о 
C N 
СП 32

1 
27

 4
6,

7 

32
1 

27
 5

1,
3 

32
1 

27
 5

2,
2 

32
1 

27
 4

5,
0 

П
ри

бл
иж

ен
ны

е 
ди

ре
кц

ио
нн

ы
е 

уг
лы

, 
си

 » П 
оо" 

г-
о 

C N 
СП 

34
 2

1 
11

,2
 

14
00

1 
35

,0
 

17
8 

38
 5

5,
3 

22
8 

22
 2

2,
8 

И
зм

ер
ен

ны
е 

на
пр

ав
ле

ни
я 

О о" р 
о о 
о 
О 72

 5
3 

24
,5

 

17
8 

33
 4

3,
7 

21
7 

И
 0

3,
1 

26
6 

54
 3

7,
8 

| 
К

оо
рд

ин
ат

ы
, 

м
 

| 

53
71

,9
17

 

70
15

,1
83

 

71
63

,1
91

 

62
34

,3
15

 

50
18

,2
31

 

| 
К

оо
рд

ин
ат

ы
, 

м
 

| 

н 
СП 

vn 
ON 
NO 69

28
,8

31
 

47
23

,4
55

 

44
11

,2
13

 

47
15

,4
33

 

П
ун

кт
 

C N СП T t i n 

СП 

СП 

T t 

C N 
СП 

li 

Та
бл

иц
а 

3.
78

 



Рис. 3.25. Построение обращенного треугольника 

где а , = arctg^' J ; z = 1 . 
Xi~X n 

Оценку точности выполняют по формулам: 

т - w , ; w y , Рх - — ; - — . ( 3 1 3 6 ) 

3.4.4. Пример уравнивания 
обратной многократной засечки 

В табл. 3.78 приведены координаты опорных пунктов 1,2, . ,5 и 
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измеренные на пунктеР направления. 
Предварительно выполним оценку точности решения однократной об­

ратной засечки при измерении из пункта Р направлений на пункты 2, 3, 5 
(рис. 3.25). 

Для аналитического решения задачи вычисляют координаты вершин об­
ращенного треугольника, используя формулы: 

При использовании последней записи 2F равна сумме произведений ле­
вого элемента верхней строки на правый элемент нижней со знаком плюс и 
правого элемента верхней строки на левый элемент нижней со знаком ми­
нус. 

После этого определяютт х ч ту и М, используя формулы (3.124), (3.125). 
Результаты вычислений для рассматриваемого примера приведены в 

табл. 3.79. 
При графическом решении задачи на рис. 3.25, построенном в масштабе 

1:2,39, имеем 

2F = 73,0-41,4 = 3022,2; 

х2 ~х\ ~ ~62,5; х\-хъ = 54,5; 

у'2-у[= 2,0; у[-у'ъ= 46,8; ах = 63,0; о 2 = 73,0. 
С учетом масштаба графического построения (результат нужно умно-

x'j =rt cos а,- = —cos a,; since,-. 

Используя xx, y\, находят удвоенную площадь 

2F=x{y2 +х2у2 + х3ух -х2ух -х3у2 -ххуг 

х \ У\ 
t г 

х2 У2 
f г 

хз Уз 



жить на 2,39) 

5,0*-2,39 
3022,2 

V(-62,5) 2+54,5 2 = 0,328 дм * 0,033 м, 

т 
= 5,0"-3 

l y ~ 3022,2 
V2,0 2 +46,8 2 =0,188 дм= 0,019м, 

М = д / т 2 - Ь / « 2 = Vo,3282+0,1882 = 0,378 дм = 0,038 м, 

5,0*-2,39 
3022,2 

^63,0 2 +73,0 2 = 0,381 дм = 0,038 м. 

Результаты аналитического и графического решения хорошо согласу­
ются между собой, что свидетельствует о правильности решения задачи. 

В табл. 3.80 выполнено решение однократной обратной засечки по фор­
мулам (3.119), (3.120) по схеме, приведенной в табл. 3.77. 

Используя полученные приближенные значения координату,y Q пункта 
Р и координаты опорных пунктов, вычисляют приближенные дирекционные 
углы (табл. 3.78) 

Вычисление коэффициентов уравнений поправок и приведенных нор­
мальных уравнений выполнено в табл. 3.81. 

Нормальные уравнения имеют вид: 

331,4525* + 27,9066> + 44,702 = 0, 

+ 27,9065x + 678,272б> + 76,823 = 0. 

Решая их методом определителей, находим: 

а 0 / = arctg УсУо 
Xj - х0 
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Dx = 

Dy = 

[331,452 27,906 

27,906 678,272| 

-44,702 27,906| 

-76,823 678,272 

рЗ 1,452 -44,7021 

27,906 -76,823 

= 224035,87; 

= -28176,292; 

= -24215,683; 

Ъх = -0,126 дм = -0,013 м, 6> = -0,108 дм=-0 ,011 м. 

Значения: 

х = * 0 + &с =5811,233-0,013 = 5811,220м, 

У = У0 + 5у = 6251,290 - 0,011 = 625 Ц 7 9 м. 

По формуле (3.130) вычисляют поправки v (табл. 3.81), находят [v 2 ] . Для 
контроля вычисление поправок получают [v 2 ] по формуле 

[у 2 ] = [//] + [Л/]о*+[Д/]5у = 
= 36,73 + (-44,702)0,126+(-76,823)0,108 = 22,80, 

т.е. полученное значение практически совпадаете вычисленным в табл. 3.81. 
Оценка точности выполняется по формулам (3.136). 
Средняя квадратическая ошибка направления (единицы веса) 

/ [ w ] /22>1 
тг = = — — = 3,38' = 3,4 . 

\ti-k V 5 -3 
Веса координат: 

_ D , а 224033*7 Р у = ^ = 6 7 5 Д 

[ВВ] 678,272 [АА] 

Средние квадратические ошибки координат: 

file:///ti-k


тг 3,38 
х JFX Тззоз 

= 0Д9дм = 0,019м 

ту — 
тг 3,38 

- 0,13 дм = 0,013 м 

М = ^т2

х+т2

у = 0,023 м. 
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