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ПРЕДИСЛОВИЕ

Чистая математика делает то, что можно, так, как нужно;
прикладная — то, что нужно, так, как может.

Перефразировка известного выражения

В настоящей книге читатель найдёт не столько теоретическое опи
сание количественных методов анализа в таких разделах науки о Земле, 
как гидрометеорология и геохимия, но, главным образом, обширное 
и подробное изложение особенностей и тонкостей применения методов 
многомерной прикладной статистики на многочисленных примерах из 
этих областей. Будет верно сказать, что изложение многомерного ста
тистического анализа построено в данной книге в духе прикладной ма
тематики.

Применение статистического анализа в любой конкретной приклад
ной области обладает специфическими особенностями, как в выборе ме
тодов исследования, так и в оценках и интерпретации результатов, зачас
тую требующих профессиональной интуиции в данной предметной об
ласти. Поэтому даже при наличии большого выбора литературы по ста
тистическим методам общего плана остается необходимость в учебниках, 
методических пособиях и узкопрофильных указаниях.

Ранее, до появления персональных компьютеров, анализ реальных 
данных был чрезвычайно сложным делом, требующим больших интел
лектуальных усилий, и ни о каких технологиях не могло быть и речи. Это 
было дело небольшого круга профессионалов.

В последнее время в связи с развитием вычислительной техники, осо
бенно с появлением высокопроизводительных персональных компьюте
ров, широкое распространение получили готовые пакеты (комплексы про
грамм) для статистической обработки естественно-научной информации, 
как универсального, так и специализированного назначения. Благодаря 
таким системам, как, например, пакеты Statistica, Statgraphics, SPSS и др., 
открылся путь к новым технологиям анализа данных, максимально со
кращающий рутинные процедуры и делающий анализ доступным для ши
рокого круга пользователей.

Однако оборотной стороной массовости и доступности пакетов стати
стической обработки данных стало некритичное отношение пользовате
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лей к внутреннему содержанию анализа, границам его применимости, 
вследствие чего столь же массовыми стали правдоподобные ошибочные 
результаты.

Например, очень часто студентами полностью игнорируется этап про
верки адекватности регрессионной модели, получаемой с целью прогноза 
или восстановления отсутствующих данных. В научных работах при ис
пользовании факторного анализа зачастую даже при невозможности по
лучения простой структуры факторных нагрузок производится интерпре
тация структуры зависимостей и делаются выводы, хотя этот случай сле
довало бы классифицировать как неудавшееся исследование. Поэтому 
задачами данного учебного пособия являются: обучить читателя осоз
нанно и правильно пользоваться стандартными программами, отдавая 
себе отчёт о достоверности полученных результатов; показать читателям, 
на какие результаты вообще можно рассчитывать, применяя данный ме
тод, и как избежать явных ошибок.

Существуют прекрасные учебники по статистическим методам для 
гидрологов (Рождественский, Чеботарёв, 1974; Смирнов, Скляренко, 
1986; Дружинин, Сикан, 2001; Шелутко, 1991; Румянцев, Бовыкин, 1994, 
2009 и др.), метеорологов (Алексеев, 1971; Алёхин, 1963; Белоцерков- 
ский, 1993 и др.), геологов (Дэвис, в двух книгах, 1990; Каждан, Гусь
ков, 1990; Миллер, Канн Дж., 1967) и т.д. Что же послужило в таком слу
чае поводом для создания данного учебного пособия? Причин на этого 
несколько:

-  во-первых, часть вышеперечисленных трудов, являющаяся на дан
ный момент «классикой», опубликована 10-30 лет назад, не переиздава
лась; многие из них перешли в разряд библиографических редкостей 
и имеются в единичных экземплярах в библиотеках и на кафедрах;

— во-вторых, написанные на высоком теоретическом уровне, они не 
имели целью рассмотрение прикладных аспектов реализации статистиче
ских методов в компьютерных пакетах обработки данных;

-  в-третьих, за последнее десятилетие произошло стремительное об
новление версий статистических пакетов, перевод их в Windows-интер
фейс, что существенно упростило обработку данных и, соответственно, 
расширило контингент пользователей;

— в-четвёртых, развитие геоинформационных технологий, основным 
продуктом которых являются тематические карты с возможностью ана
лиза, а также необходимость решения задач классификации и райониро
вания, требуют формирования у выпускников естественных факультетов 
вузов квалифицированных знаний статистических методов и практиче
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ских навыков работы в специализированных и универсальных пакетах 
обработки данных.

Если в США статистической обработке данных начинают учить со 
школы, то у нас этому обучают далеко не на всех факультетах высших 
учебных заведений. Появление пакета Statistica 7.0 и его русифицирован
ной версии значительно облегчило как преподавание, так и эффектив
ность освоения статистических методов обработки информации, в том 
числе на геолого-географическом факультете Томского государственного 
университета.

Авторы старались, насколько возможно, соединить строгость матема
тического изложения с доступностью интерпретации чисто практических 
моментов, вынуждающих к отступлениям от строгих требований теории. 
Этот подход вынесен в качестве эпиграфа в предисловие. Теоретически 
достаточно разработанные методы часто основаны на сильных ограниче
ниях, которые обычно не выполнимы при исследовании гидрометеороло
гических, геохимических и т.п. данных.

К сожалению, пробы исследователи вынуждены брать только там, где 
это возможно. Гидрологи и метеорологи также работают большей частью 
в условиях недостаточности данных и, тем не менее, необходимо из них 
извлекать сведения, изучать недостатки этих сведений и выявлять имею
щиеся тенденции.

Например, критерий Стьюдента для проверки однородности ряда по 
среднему, строго говоря, применим только к рядам, распределённым по 
нормальному закону. Тем не менее, он рекомендуется как основной в офи
циальных документах (Пособие... 1984) при гидрологических исследова
ниях, несмотря на характерную для гидрометеорологических данных 
асим метричность.

Авторы не скрывают своего стремления подражать в методологиче
ском плане и стиле изложения превосходной книге Дж.С. Дэвиса «Стати
стический анализ данных в геологии». И хотя настоящее учебное пособие 
имеет чёткую нацеленность преимущественно на компьютерную обра
ботку данных, цель его та же, что и в вышеупомянутой книге. Как образ
но сформулировал Дж.С. Дэвис, «на практике большинство исследовате
лей осваивают методы количественного анализа читая, спрашивая, учась 
на своих ошибках. Этот неудовлетворительный и даже опасный метод 
обучения, возможно, сравним с обучением врача в процессе работы. 
.. .Эта книга может помочь организовать процесс самообучения, а именно 
даёт возможность сделать первые шаги к познанию описанных в ней ал
горитмов».
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Методически пособие написано по принципу дедукции -  от общего 
к частному, сначала теоретическая часть метода, затем его реализация на 
примерах из гидрометеорологии и геохимии.

Теоретическая часть составлена на основании источников, список ко
торых приведён в конце учебного пособия, оригинальными являются 
приложения методов к конкретным задачам, особенности их реализации 
в пакете Statistica, обсуждение и интерпретация результатов.

Предисловие, главы 1, 4 и 5 написаны доцентом, кандидатом физико- 
математических наук Л.И. Дубровской, параграф 1.4 и глава 3 -  доцен
том, кандидатом геолого-минерапогических наук Г.Б. Князевым.
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1. ПОНЯТИЕ О МНОГОМЕРНОМ 
СТАТИСТИЧЕСКОМ АНАЛИЗЕ

Многообразие свойств природных объектов и многофакторность при
родных процессов приводит исследователя к проблеме обработки огром
ной массы индивидуальных наблюдений. В многомерных данных каж
дый объект наблюдений характеризуется множеством примаков (пере
менных). Многомерные методы позволяют одновременно изучать изме
нение набора характеристик. Конечной целью большинства многомерных 
статистических методов является предсказание (прогнозирование) тех 
или иных свойств изучаемых объектов, будь то гидрометеорологические, 
экологические и т.д.

Можно привести много примеров гидрометеорологических и геохи
мических данных, к которым применимы методы многомерного анализа. 
Среди них можно назвать химические анализы, в которых переменные 
представляют собой содержание микро- или макро элементов в воде, поч
ве, снеге. Примером многофакторного процесса может служить речной 
сток, являющийся результатом взаимодействия многих геофизических 
процессов (прямая и рассеянная радиация, осадки, температура воздуха 
и подстилающей поверхности, давление и влажность воздуха, скорость 
и направление ветра и т.д.) физико-географических условий бассейна 
(ландшафт, почвы, геологическое строение, растительность) и т.д.

Многомерные методы позволяют исследователю работать с большим 
числом переменных, объём которых невозможно обработать вручную без 
компьютера. Однако эти методы сложны как с методологической, так 
и с теоретической точки зрения. Статистические критерии и процедуры 
большей части этих методов разработаны лишь при очень сильных огра
ничениях, а поведение при решении реальных задач изучено слабо.

Некоторые процедуры многомерного анализа совсем не имеют теоре
тического обоснования, для них не созданы ещё критерии проверки соот
ветствующих гипотез. Например, до сих пор не разработаны способы 
оценки адекватности результатов кластер-анализа. Тем не менее, эти ме
тоды «работают» и дают неплохие результаты при условии сочетания их 
с профессиональным опытом и интуицией исследователя в конкретной 
предметной области, то есть реализуется принцип «доказать нельзя, 
а использовать можно».

Есть два пути решения проблемы обработки многомерных данных:
1) отсечь часть малоинформативных характеристик и возвратиться к мало
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размерным классическим задачам; 2) объединить характеристики в группы 
(в дальнейшем -  факторы) для уменьшения признакового пространства. 
Второй подход вылился в задачу обратного сведения множества характе
ристик к небольшому ряду обобщающих параметров, выражающих реаль
но существующие закономерности в наборе данных, и соответственно ро
дилось направление, получившее название «многомерный анализ» (Фак
торный, дискриминантный и кластерный анализ, 1989).

Развитие многомерного статистического анализа как науки началось 
с 1901-1904 гг. В это время появились статьи К. Пирсона и Ч. Спирмена, 
посвящённые теории факторного анализа. Методы многомерного стати
стического анализа базируются на представлении исходной информации 
в многомерном признаковом пространстве и позволяют определять неяв
ные, но объективно существующие закономерности в данных и тенден
циях развития изучаемых явлений и процессов.

Круг основных теоретических и практических задач, решаемых с по
мощью методов многомерной статистики, заключается в анализе и выяв
лении связей внутри комплекса исходных признаков; выделении групп 
случайных признаков, обладающих наиболее сильными связями; оценке 
вклада ведущих признаков и факторов (последние представляют ком
плекс генетически однородных характеристик) в общую дисперсию; 
в типизации (группировке) объектов в многомерном пространстве.

Постепенно в многомерном анализе образовались разделы, взаимодо
полняющие друг друга -  кластерный анализ, таксономия, распознавание 
образов, метод главных компонент, факторный анализ (Харман, 1972; 
Тыоки, 1981).

Особо стоит сказать о задаче классификации, одной из важнейших 
н обработке естественно-научных данных. Под решением задачи класси
фикации понимается установление правил отнесения объекта к одной или 
нескольким группам (категориям, классам) на основании некоторого 
числа его характеристик (признаков) и построение описаний классов. 
Само же отнесение объекта к тому или иному классу с известным описа
нием называется идентификацией. В данной работе по примеру многих 
изданий термин классификация используется в широком смысле, вклю
чая идентификацию.

Если совокупность объектов разбивается на группы (классы) на осно
вании одного признака, то классификация называется монотетической. 
Если для построения классификации используется несколько признаков 
одновременно, то она называется политетической. Из наиболее извест
ных методов ярким представителем политетического метода является

8



дискриминантный анализ (ДА). Число признаков, используемых в ДА, 
как правило, невелико.

Кроме того, задачу классификации можно решать с помощью методов 
автоматической классификации, которая учитывает все признаки объек
тов. Это методы кластерного анализа, численной таксономии и т.д. Они 
относятся к группе методов распознавания образов.

Разновидностью политетической классификации являются методы 
факторного анализа (включая метод главных компонент). В них класси
фикация строится на основе нескольких обобщённых показателей, име
нуемых факторами, компонентами.

1.1. Характеристика методов 
многомерного статистического анализа

Для успешного изучения методов многомерной статистики необходи
мы знания в таких областях высшей математики как аналитическая гео
метрия, матричная алгебра, многомерный математический анализ. Прак
тически все методы многомерной статистики условно можно разбить на 
две группы, представленные на схеме (рис. 1).

Многомерный статистический анализ I

Методы вероятностного анализа 
данных (многомерная 

математическая статистика)

Методы логико-алгебро-геометри- 
ческого направления (много

мерная прикладная статистика)

Рис. 1. Схема методов математической и прикладной статистики (Горелова, Кацко, 2005). 
ФПВ —функция плотности вероятностей случайной величины (СВ)

В данном учебном пособии рассматриваются только методы много
мерной прикладной статистики. Эту группу методов ещё называют мно
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гомерный статистический анализ данных. Характерной особенностью 
этих методов является геометрическое представление данных. Наблю
даемые объекты можно изобразить как точки в «-мерном пространстве, 
соответствующем числу признаков, которыми они характеризуются. Ес
ли признаки разнородны, то их нормируют.

Назначение методов многомерного статистического анализа данных 
не является однозначным. Например, задачи группирования объектов по 
принципу сходства признаков можно осуществлять и кластерным и фак
торным анализом. У каждого метода есть свои сильные и слабые сторо
ны. Ниже приводится краткая сравнительная характеристика основных 
методов многомерного статистического анализа данных, рассматривае
мых в данном учебном пособии.

Множ ественная корреляция и множ ественный регрессионный 
анализ. Множественная корреляция используется для установления сте
пени тесноты связи между признаками объекта, а множественный рег
рессионный анализ для определения вида этой связи. Конечная цель рег
рессионного анализа -  построить по корреляционной матрице уравнение 
регрессии, по которому можно содержательно интерпретировать резуль
таты наблюдений и осуществлять прогноз. Одним словом, множествен
ная корреляция и множественный регрессионный анализ применяются 
для измерения и моделирования связей изучаемых признаков и объектов.

В гидрометеорологии очень широко используется метод множествен
ной регрессии в двух направлениях -  для восстановления по уравнению 
регрессии пропущенных данных и в целях прогноза. Например, по из
вестным рядам наблюдений за расходами воды на реках-аналогах и час
тично на контрольной реке, можно получить уравнение регрессии и по 
нему рассчитать (восстановить) часть отсутствующих данных на конт
рольной реке при соблюдении, естественно, определённых требований, 
как к рекам-аналогам, так и к самому уравнению регрессии.

Имея многолетние данные по осеннему увлажнению бассейна, запа
сам снега, жидким осадкам за период снеготаяния и т.д., можно найти 
связь между объёмом половодья и перечисленными факторами формиро
вания этого процесса, а затем по ней спрогнозировать с определённой 
заблаговременностью объём половодья в текущем году.

Дискриминант ный анализ является мощным статистическим сред
ством решения классификационных задач, т.е. разделения (дискримина
ции) многомерных нормально распределённых совокупностей на группы. 
На основании имеющихся данных (обучающая выборка, «учитель») фор
мулируется правило, по которому новые единицы исследуемой совокуп-
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пости относятся к одному из существующих классов, при этом новые 
классы не образуются. Таким образом, производится расклассификация 
новых объектов по известным «эталонным группам».

Чаще всего дискриминантный анализ используется просто для разде
ления совокупностей па два класса, например, отделения загрязнённых 
территорий от незагрязнённых по какому-либо химическому элементу.

В гидрометеорологии дискриминантный анализ применяется чаще 
в области улучшения качества гидрометеорологических прогнозов в со
четании с другими статистическими методами, например, с методом мно
жественной регрессии. В большинстве случаев дискриминантному ана
лизу подвергаются два класса объектом (например, совокупность ситуа
ций выше нормы и ниже нормы).

В дискриминантном анализе число классов (групп) задаётся заранее. 
Дискриминантный анализ называют классификацией с «учителем».

Кластерный aiuviui это совокупность методов, предназначенных для 
разбиения множества объектов на однородные группы (кластеры). В боль
шинстве методов кластерного анализа заранее неизвестно, сколько классов 
будет выделено в данной совокупности объектов. В отличие от дискрими
нантного анализа кластерный анализ называю!' классификацией без «учи
теля», потому что его методы не используют обучающую выборку.

Задачи кластерного анализа:
-  классификация объектов с учетом признаков, определяющих их 

природу;
-  проверка предположения о структуре данных;
-  построение новых классов.
Например, можно на основании проб геохимических показателей 

в снежном покрове провести разбиение территории города на классы по 
уровню техногенной нагрузки. Имея таблицу с набором физико-хими- 
ческих показателей с разных месторождений такого полезного ископае
мого как торф, можно разбить торфа на классы по тому или иному на
правлению использования в промышленности или сельском хозяйстве.

Факторный анализ применяется в основном для «сжатия» данных, 
т.е. сведения множества элементарных признаков к небольшому числу 
«обобщённых признаков», и выявления латентных (скрытых, неизмеряе- 
мых) факторов. Эта же задача может решаться не только относительно 
признаков, но также и объектов.

Факторный анализ после выявления обобщённых показателей можно 
использовать для целей классификации. Например, с его помощью мож
но решать задачу районирования территории по условиям формирования
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стока или по данным химических анализов осуществлять иерархическое 
группирование территории по уровню превышения ПДК и т.д.

Результаты, полученные на основе статистических методов, зависят 
как от правильности выбора самих методов, так и точности исходных 
данных. К прикладной статистике полностью применимо замечание анг
лийского натуралиста Гексли: «математику можно сравнить с мельни
цей превосходного устройства, которая перемалывает что угодно до 
любой тонкости. Тем не менее, то, что вы получите, зависит от того, 
что вы засыпаете. И  как самая великолепная мельница в мире не доста
вит вам пшеничную крупчатку из лебеды, так и страницы формул не 
доставят вам определённого результата из сомнительных данных».

1.2. Краткие сведения о пакетах статистической обработки данных

Рынок компьютерных программ анализа данных очень разнообразен, 
что является отражением многоплановости задач обработки эксперимен
тальных данных в различных областях человеческой деятельности. Все 
пакеты, как зарубежные, так и отечественные делятся на три группы: 
профессиональные, универсальные и специализированные.

1. Профессиональные могут работать с очень большими базами дан
ных и имеют узкоспециализированные методы (SAS, BMPD). Стоимость 
таких пакетов составляет от 2 до 10 тыс. долларов.

2. Универсальные (или пакеты общего назначения) близки к профес
сиональным, но имеют меньшие возможности и более доступны по цене. 
Из зарубежных универсальных наиболее известны Statistica, SPSS, Stat- 
graphics, S-Plus; из отечественных — Stadia, Olimp и др.

3. Специализированные пакеты содержат несколько методов (1—2), 
например, анализ временных рядов (Эвриста, Мезозавр, СтатЭксперт), 
методы классификации (Класс-мастер), контроль качества продукции 
и т.д. Полный сравнительный анализ современных статистических паке
тов можно посмотреть в аналитической статье С.А. Айвазяна, B.C. Сте
панова (см. ссылку на электронные ресурсы).

Средства статистической обработки данных часто включают в элек
тронные табличные процессоры (например, Excel), но для большей досто
верности лучше проводить анализ в специальных статистических пакетах.

Методы многомерного анализа данных с разной степенью полноты 
представлены во всех универсальных статистических пакетах. В данном 
учебном пособии рассматриваются приёмы работы с универсальным па
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кетом Statistica и параллельно, там, где это возможно, с более лёгкими 
в освоении статистическими функциями Excel. Следует отметить, что 
«тяжеловесные» пакеты SPSS и Statistica предназначены.для пользовате
лей, владеющих статистическими методами на профессиональном уров
не. Однако многолетний опыт авторов по обучению статистическим ме
тодам на базе этого пакета позволяет говорить об эффективности его ос
воения студентами.

Интегрированная система комплексного статистического анализа и об
работки данных Statistica занимает одно из первых мест в мире среди про
грамм статистической обработки данных. Первая версия пакета была раз
работана фирмой StatSoft Inc. (США) в 1991 г., в последние годы появились 
версии 7.0rus и 8.0. Начиная с версии 6.0, пакет полностью подстроен под 
стандартный Windows-интерфейс.

Пакет состоит из 19 специализированных статистических модулей, 
обладает мощной графической системой визуализации данных и резуль
татов, имеет специальный инструмент для создания отчетов, встроенные 
языки программирования SQL, Statistica Basic и макрокоманд, может об
рабатывать очень большие массивы наблюдений (корреляционные мат
рицы размером 32 000x32 000). Поддерживает все стандарты: импорт из 
популярных электронных таблиц, публикация в Internet, мастер запросов 
к ODBC-базам данных.

1.3. Основные способы представления многомерных данных

Статистика имеет дело с совокупностями объектов, описываемых не
которыми свойствами (качественными или количественными характери
стиками). Если каждый объект имеет одну характеристику, то принято 
говорить об одномерных данных. Если таких характеристик у каждого 
объекта две и более, то данные рассматриваются как многомерные. Изу
чение природных (генеральных) совокупностей заключается в измерении 
характеристик объектов и получении выборочных совокупностей или 
выборок. Генеральная совокупность характеристик природных объектов 
может рассматриваться как случайная величина соответствующей мерно
сти, свойства которой оцениваются с помощью выборки.

Первичные наблюдения (выборку многомерной случайной величины) 
в науках о Земле обычно формируют в виде таблицы размером п*т, где 
где и -  число строк, соответствующее числу объектов, попавших в вы
борку; т  — число столбцов, содержащих характеристики (измерения) ка
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ждого объекта. Статистика же оперирует матрицами. Матрицей называ
ется прямоугольная таблица из чисел, содержащая некоторое количество 
строк (и) и некоторое количество столбцов (jut). Если т  = /», матрица на
зывается квадратной, а число т  или п  -  её порядком. Рангом матрицы 
называется число линейно независимых строк (или столбцов) матрицы. 
Квадратными являются, например, ковариационная и корреляционная 
матрицы, которые используются во всех методах многомерной приклад
ной статистики. Матрицу будем обозначать заключённой в квадратные 
скобки, например [D] или [l)(d,,)], где d;/— элементы матрицы; i — номер 
с т р о к и -  номер столбца.

Столбец или строку матрицы можно рассматривать как вектор. Будем 
для его обозначения также использовать квадратные скобки, например, 
[Ху] — j -й столбец матрицы [X]. Будем употреблять также полную форму 
записи для вектора, например, вектор-строка [X,] = {x,i, х,2, ... х,„,}, где х,и 
х,2, ... х,„, — компоненты (элементы, координаты) вектора. Векторы назы
вают иногда точками. Например, вектор [X,] можно геометрически пред
ставить как точку с координатами Ху,, х2р ... xnj в «-мерном пространстве. 
Это свойство векторов используется в факторном, дискриминантном 
и кластерном анализах.

Собственные значения и собственные векторы. Исключительный 
практический интерес (особенно для факторного анализа) представляют 
собственные векторы и собственные значения квадратных матриц. Соб
ственным значением (собственным числом, характеристическим числом) 
называется корень X.,- характеристического уравнения квадратной матри
цы, которое, например, для матрицы S будет иметь вид:

Si\~  ^  S 12 ■ "  S  |„,

■У 21 S  22 — ^  S  2™ _ Q

S » l  S m l

Корней (собственных значений) у уравнения, которое получится, если 
вычислить определитель, будет столько, чему равен ранг матрицы S. Не 
вдаваясь в математические подробности и доказательства, приведём 
лишь способ использования теории собственных чисел и собственных 
векторов в методах многомерного прикладного анализа. Для каждого 
отдельного собственного числа X* находят собственный вектор, решая 
систему т  однородных линейных уравнений вида:
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(.S, I -  К  ) x \  + S  i2x l  +  ■" + S  ,„ jc l = °> 

S2iJCi+Ui2-^ )x 2  + --- + 5,„xl = °.

5»iXi+5„2x ‘2 + -'- + U „ ,- X*)x1 = 0.

It k k

где Xi>X2>-"X m -  решение системы и одновременно элементы собственного 
вектора [XJ. Собственные векторы обладают одним замечательным свой
ством, а именно, -  собственные векторы, принадлежащие различным соб
ственным значениям, линейно независимы (ортогональны). Это свойство 
используется в факторном анализе. Если [S] -  корреляционная матрица, то 
собственные векторы этой матрицы являются искомыми факторами.

В электронных таблицах каждый элемент матрицы занимает соответ
ствующую ячейку, располагающуюся на пересечении строки и столбца. 
Представление этого элемента (его формат) в принципе не зависит от 
представления другого элемента данных.

В базах данных выборочная совокупность может быть представлена 
как атрибутивная таблица с заданными свойствами соответствующих ат
рибутивных полей. Аналогичным образом многомерные выборки органи
зованы в таблицах прикладных статистических программ типа Statistica.

С точки зрения программного кода многомерная выборка всегда пред
ставлена как массив индексированных переменных: ИМЯ (число строк, 
число столбцов).

Основные типы представления многомерных данных. Все статисти
ческие пакеты обрабатывают информацию, представленную в виде мат
рицы одного из трёх типов: матрицы данных, матрицы мер близостей 
(расстояний), матрицы связей (между переменными). Каждая из этих мат
риц может являться входной матрицей, либо возникать как результат ра
боты программ обработки. Такое деление данных носит в первую очередь 
содержательный характер, файлы для хранения и ввода этих данных име
ют одинаковую логическую организацию, отличаясь лишь содержимым.

Матрица данных. Эта матрица, задающая отношение «объект -  при
знак», является одной из наиболее частых форм организации данных 
и представляет собой двумерную таблицу размера пут

Хм Х ,2 X ,-
v _ Х 21 Х 22 X i ,
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где каждая строка — новый объект, значения в строке -  характеристики 
свойств объекта (признаки) или, по математической терминологии, век
тор-строка [X,] = {хц, х,2, ■■■ х,„,} является совокупностью значений т 
признаков, измеренных у /-го объекта. В дальнейшем наряду с термином 
признак будем употреблять также термин переменная. Например, в паке
те «Statistica» переменная — эго столбец с данными.

Матрица связи между признаками. Эта матрица задаёт отношение 
«признак -  признак» и представляет собой двумерную симметричную 
квадратную матрицу размера т х/и:

■S,, S  12 S  ini

S  21 S  22 S  2m

S„,1 S m 2 ' S  »iin

где Sjj может быть либо коэффициентом корреляции (ковариации), между 
м и j-  м признаками, либо какой-либо другой мерой связи между призна

ками. Наиболее часто в качестве матрицы связи «признак -  признак» ис
пользуется ковариационная матрица, которая наряду с векторами сред
них значений признаков является основным промежуточным звеном для 
методов сокращения размерности, регрессии, дискриминантного анализа, 
основанных на линейных моделях. Диагональный элемент этой матрицы 
представляет собой оценку дисперсии признака хп которая характеризует 
степень рассеивания значений этого признака относительно среднего.

Матрица близостей (удаленностей расстояний). Эта матрица, за
дающая отношение «объект — объект» представляет собой квадратную 
симметричную матрицу размера и х и с  неотрицательными элементами:

d)\ d\2 din
^  _ di\ du "  din

_ d  nl d  n2 " d m ,

Элемент является значением некоторой меры близости (удалённо
сти) между объектами х, и х,. Диагональные элементы этой матрицы зна
чения не имеют, так как в последующей обработке матрицы не исполь
зуются. Если элемент матрицы вычисляется как расстояние между двумя
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объектами, то матрица [D] отражает геометрическую конфигурацию 
точек (объектов) в m-мерном пространстве признаков. Матрица расстоя
ний (близостей) между объектами, как правило, вычисляется по матрице 
[X] и применяется в процедурах кластер-анализа или метрического шка
лирования.

1.4. М атематическое ожидание 
и дисперсия многомерной случайной величины

Многомерная случайная величина. Так как строки и столбцы матри
цы данных можно представить как соответствующие векторы, то много
мерная случайная величина может быть названа векторной. Двумерная 
случайная величина в простейшем варианте может быть изображена 
с помощью бивариантной гистограммы, имитирующей функцию рас
пределения вероятностей (функцию плотности). Гистограмму можно 
легко построить, используя графические процедуры пакета Statistica: 
меню Graphs —» 3D Sequential Graphs —> Bivariate Histograms. Пред
ставить с помощью обычных средств функцию распределения много
мерной векторной случайной величины затруднительно, однако можно 
оценить функцию распределения каждой из т  одномерных случайных 
величин.

Математическим ожиданием многомерной случайной величины [X], 
состоящей из т  одномерных векторов [X]], [Х2], ... [Xm] является вектор 
[М(Х)] = {M(Xi), М(Х2), ... M(Xm)}. Оценкой математического ожидания 
многомерной случайной величины является выборочный вектор средних 
х=  [xi,x 2 , ... Хт), компонентами которого являются выборочные средние
значения всех атрибутов.

Матрицу данных путём вычитания вектора средних можно преобра
зовать в матрицу вариаций [Y] размера п*т  с элементами у„ = х:/- х , .

Изменчивость векторной случайной величины характеризуется дис
персионной матрицей, называемой также матрицей ковариаций или ва
риационно-ковариационной матрицей. Это квадратная матрица разме
ром т*т. Матрицу дисперсий и ковариаций можно представить как 
квадратную симметричную матрицу [V]. По диагонали этой матрицы 
располагаются суммы квадратов отклонений значений всех признаков

П _
от своих средних: v(; = У" (хь -  х, )2. Недиагональные элементы матри-

*=i
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цы [V] представлены суммами смешанных произведений: v(/ =
Л

I X**, — * ')  ■ При делении всех элементов матрицы на объём
*=1

выборки получаем матрицу дисперсий и ковариаций [О]. Если каждый 
элемент матрицы [D] разделить на корень квадратный из произведения 
соответствующих дисперсий, то получим корреляционную матрицу [R] 
с элементами, называемыми парными коэффициентами корреляции 
и оценивающими линейные зависимости между свойствами объекта

Рассмотрим процедуры, связанные со сравнением многомерных вы
борочных совокупностей, которое используется в дальнейшем в дискри
минантном анализе.

Сравнение средних двух многомерных выборочных совокупностей. 
Пусть имеется две случайные векторные величины Х(|) и Х(2), охаракте
ризованные выборками объёма />, и ;i2. Каждая случайная величина ха
рактеризует объект, описанный к  признаками. Многомерные величины 

... *£>},(/ = 1 ... /»,) и Х ™ { Х « \Х \] \  ...X ™ ),(t = 1 ... и2) 
нормально распределены с общей ковариационной матрицей и векторами 
средних Т ‘”и У 2'

Проверим гипотезу о равенстве математических ожиданий случайных 
величин Н0: МХ<|) = МХ<2\  Воспользуемся критерием Хоттелинга (Т2), 
являющимся многомерным аналогом критерия Стьюдента. Статистика 72 
вычисляется по достаточно громоздкой формуле:

^  =-!h!!i-Cx,')- Т ) ’\ о Г С х " - Т ) ,  О)
nt +n2

где [D]4 -  матрица, обратная обобщённой эмпирической ковариационной 
матрице системы, умноженная слева на вектор строку, а справа на вектор 
столбец разности векторов средних двух выборок.

Обобщённая ковариационная матрица может быть получена путём 
объединения выборок. Таблицы распределения Хоттелинга не всегда 
доступны, поэтому рассчитаем F-критерий, связанный со статистикой Т2, 
имеющей F-распределение:
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'/’2(W| + n2 - f t - 1 )  
(я, + n2 -  2)k

(2)

Если Fpacc4 > FnpHT для уровня значимости а  и степеней свободы к 
и (И| + п2 — к — I), то нулевая гипотеза о равенстве векторов средних от
вергается. Основное допущение, на котором основан рассмотренный 
критерий, заключается в том, что выборки взяты из нормально распреде
лённых совокупностей, имеющих одну и ту же или одинаковые ковариа
ционные матрицы. Предположение о нормальности распределения и ра
венстве ковариационных матриц, как и при сравнении одномерных сред
них и дисперсий, в реальности часто нарушается.

Сравнение дисперсий двух многомерных выборочных совокупно
стей. Сравнение ковариационных матриц возможно с помощью крите
рия обобщённых дисперсий, являющегося многомерным аналогом F-кри- 
терия. Пусть имеется две группы наблюдений объёмом п, и пг. Найдём 
для них ковариационные матрицы [D|] и |D 2]. Сформулируем нулевую 
гипотезу Н0: |D i|= |D 2| при альтернативе Н,: |D ||* |D 2|. Объединим вы
борки и получим обобщённую оценку ковариационной матрицы [D], 
предполагаемую общей для исследуемых генеральных совокупностей. 
Далее вычислим статистику М\

представляющую собой разность между логарифмом определителя обоб
щённой ковариационной матрицы и средним значением логарифмов опре
делителей выборочных ковариационных матриц. Критическое значение 
статистики М  апроксимируется х-квадрат распределением с числом степе
ней свободы равным 0,5р(р  + I), где р — мерность случайной величины:

М  = (я, + я2 -  2) In | D | - - [ ( и ,  - 1) In | D, | +(«2 - 1) In | Д  |], (3)

2(2»J + 3 n - h  I

X2 -  апроксимация будет более точной, если количество наблюдений 
в каждой из выборок превышает 20.
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Если полученное значение М  превосходит критическое, то нулевая 
гипотеза о равенстве ковариационных матриц должна быть отвергнута 
в пользу альтернативной.

Пример. Вычисление ковариационной и корреляционной матриц 
в Excel. Сравнение средних двух многомерных выборочных совокупно
стей. Для иллюстрации рассмотренных понятий и процедур используем 
выборки результатов химического анализа, представляющие собой пяти
мерные векторные случайные величины (табл. 1-2). Общий объём двух 
выборок N  — 37, щ = 19, п2 = 18 при р  = 5. Объединённая выборка пред
ставляет собой матрицу размерностью 37х 5, а отдельные выборки, соот
ветственно 19x5 и 18x5.

Ковариационные матрицы выборок найдём с помощью соответст
вующей процедуры пакета анализа электронного процессора Excel. Рас
считанные векторы средних представлены в табл. 1-5.

Таблица  1
Выборка №  1 результатов сокращённого химического анализа

S i0 2 АЬОя FeO MgO CaO
1 59,92 0 0,38 39,51 0,32
2 57,73 0,95 3,57 36,13 0,23
3 57,1 0,7 5,21 34,52 0,62
4 57,7 1,87 6,47 32,72 0,95
5 55,94 1,61 7,15 32,12 1,48
6 55,02 2,69 7,18 32,13 0,48
7 55,2 1,5 11,86 28,14 1,93
8 54,11 1,52 15,73 27,03 1,16
9 52,6 0,12 17,14 25,65 2,07

12 52,00 0,57 22,46 21,62 0,75
13 52,07 1,70 22,65 21,13 1,55
14 50,6 0,16 25,71 18,96 1,65
15 52,22 0,43 25,91 18,54 1,28
16 50,26 3,13 26,54 16,36 1,76
17 50,06 1,84 29,39 13,63 1,43
18 49,43 0,38 34,91 12,96 0,71
19 44,52 4,74 38,66 6,59 1,40

Среднее 53,30 1,44 17,69 24,46 1,29
Стандарт 3,61 1,25 10,98 8,79 0,66
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Т а б л и ц а  2
Выборка № 2 результатов сокращённого химического анализа

SiO 2 a i2o , FeO MgO СаО
1 53,95 4,24 8,4 30,17 0,57
2 55,12 1,25 11.96 29,11 0,4
3 53,37 1,86 12,% 27,33 1,85
4 53,17 2,46 13.06 24,74 4,19
5 53,2 1,15 21,64 22,50 0,82
6 46,91 8,26 19 88 20,02 0,34
7 50,34 3,14 22.53 19,52 0,6
8 49,44 2,21 28.06 16,61 0,23
9 50,08 1,23 27.85 15,78 1,44

12 48,29 2,83 33.67 10,77 2,29
13 48,21 1,37 36.9 10,45 0,43
14 47,55 1,9 39,37 8,68 1,23
15 48,7 1,04 42.55 6,88 0,85
16 46,36 0,29 44 93 5,09 1,64
17 46,36 0,23 48,10 3,7 0,71
18 45,95 0,9 41,65 3,49 1,43

Среднее 49,66 2,15 28 88 15,53 1,15
Стандарт 2,91 1,82 12 35 8,72 0,97

Таблица  3
Ковариационная матрица |D | объединенном выборки

S i0 2 Л120 , FeO MgO СаО
SiO, 13,58 -1,54 -4 3 ,0Х 33,77 -0,20
А 1,0) -1,54 2,43 -1,01 -0,58 -0,07
FeO —43,08 -1,01 160,0‘> -120,53 0,26
MgO 33,77 -0,58 -120,53 92,51 -0,70
СаО -0,20 -0,07 0,26 -0,70 0,65

Вектор c/>ediiwc объединенной выборки

1*1 53,30 1,44 17,69 24,46 1,29

Т а б л и ц а  4
Ковариационная мазрица |1),| выборки №  1

SiO, a i2o , FeO MgO СаО
1 2 3 4 5 6

S i0 2 12,39 -1,83 -36,34 29,36 -0,89
a i2o , -1,83 1,50 3,77 -3 ,84 0,11
FeO -36,34 3,77 114,28 -90,84 2,40
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О к о н ч а н и е  т а б  л 4

1 2 3 4 5 6
м ко 29,36 -3 ,84 -90,84 73,26 -2,21
СаО -0,89 0,11 2,40 -2,21 0,41

Вектор средних

М 53,30 1,44 17,69 24,46 1,29

Т а б л и ц а  5
Коварнациовная матрица |D:| выборка № 2

sio2 a i2o , FeO MgO СаО
SiOz 8,03 0,09 -29,25 21,73 0,27
АЬО, 0,09 3,15 -10,17 6,11 -0,21
FeO -29,25 -10,17 144,11 -100,56 -1,21
MgO 21,73 6,11 -100,56 71,94 0,26

0,27 -0,21 -1,21 0,26 0,89
Вектор средних

ы 49,66 2,15 28,88 15,53 1,15

Предполагая принадлежность выборок к одной генеральной совокуп
ности, сравним их ковариационные матрицы и векторы средних. Сфор
мулируем нулевую гипотезу о равенстве ковариационных матриц Н0: 
[Di] = [D2] при альтернативе Н,: [Dt] Ф [D2]. Найдём значения определи
телей ковариационных матриц, используя функцию МОПР Excel:

|D| = 75,53; |D,[ = 9,51; [D2[ = 68,05.

Далее по формуле (3) рассчитаем статистику М:

М  = (18 +19 -  2) 1п(75,53) —^ [(18 -1 )  1п(9,51) + (19 -1 ) 1п(68,06)] = 94,23.

Согласно выражениям (4) рассчитаем значения СТ1 и х2-

1 1, _ i _ 2 x ( 2  x 252 + 3 x 5 - ] )
6х(5 +1) (18 + 19-1) (18 + 1 9 -2 )

= 0,94,

X2 = МС 1 = 94,23x0,944268 = 88,98.
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Критическое значение х,-квадрат для уровня значимости 0,05 и степе
ней свободы 5 и 15 примерно равно 25. Значение М  намного превосходит 
критическое и, следовательно, нулевая гипотеза о равенстве ковариаци
онных матриц должна быть отвергнута в пользу альтернативной. Таким 
образом, рассматриваемые выборки существенно отличаются друг от 
друга, представляя собой различные генеральные совокупности.

Установив различие генеральных совокупностей продолжим, тем не 
менее, процедуру сравнения и сопоставим векторы средних. Найдём мат
рицу, обратную объединённой, и по формуле (I) рассчитаем статистику 
Хоттелинга: Т2 = (18><l9x[L],x [D ]1x[L])/(18 +- 19)= 10,3, где [L] ' и [L] -  
вектор-строка и вектор-столбец разности векторов средних. По формуле 
(2) рассчитаем статистику F:F = (10,3x31)/(35х5) = 1,82. Значение FKpBT = 
= 25 для уровня значимости 0,05 и степеней свободы 5 и 31. При равенст
ве ковариационных матриц для такой ситуации мы не смогли бы отверг
нуть нулевую гипотезу о равенстве средних векторов.

Вопросы для самопроверки

1. Являются ли синонимами понятия: свойство объекта, признак, переменная?
2. Совпадает ли порядок квадратной матрицы с сё рангом?
3. Как рассчитывается и что характеризует ковариационная матрица?
4. Какие величины стоят на главной диагонали ковариационной матрицы?
5. Что понимают под корреляционной матрицей?
6. Что характеризует коэффициент парной корреляции?
7. В каких пределах изменяется коэффициент парной корреляции?
8. Как связаны между собой корреляционная и ковариационная матрицы?
9. Какие критерии сравнения параметров многомерных случайных величин 

Нам известны?
10. Поясните термин «собственное значение» квадратной матрицы.
11. Сколько различных собственных значений может иметь матрица?
12. Дайте определение собственного вектора матрицы?
13. Сколько собственных векторов может быть у ковариационной или корре

ляционной матрицы?
14. II каком методе прикладного статистического анализа используются соб

ственные векторы и собственные значения корреляционной матрицы? Выберите 
правильный ответ:

а) дискриминантныи анализ;
б) кластерный анализ;
и) корреляционный анализ;
г) факторный анализ.
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15. В качестве оценки математического ожидания многомерной случайной 
величины принимают:

a) собственный вектор;
b) вектор средних;
c) среднее значение.
16. Что понимается под вектором средних?
17. Какой критерий используется для сравнения средних двух многомерных 

выборочных совокупностей?
18. Какие статистика и критерий используются для сравнения дисперсий двух 

многомерных выборочны совокупностей?
19. В каком методе прикладного статистического анализа используется кри

терий Хоттелинга сравнения средних двух многомерных выборочных совокупно
стей? Выберите правильный ответ:

а) дискриминантный анализ;
б) кластерный анализ;
в) корреляционный анализ;
г) факторный анализ.
20. В каком методе прикладного статистического анализа используется мат

рица близостей (расстояний) типа «объект -  объект»?
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2. АНАЛИЗ ЗАВИСИМОСТЕЙ 
В МНОГОМЕРНЫХ ДАННЫХ. 
РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ

Множественный корреляционный и регрессионный анализы относят
ся к числу немногих количественных методов, которые могут быть ис
пользованы для исследования взаимосвязей природных процессов. Ос
новная задача корреляционного анализа состоит в оценке степени тес
ноты линейной связи между переменными, т.е. в расчёте корреляционной 
матрицы по выборкам и определении частных и множественных коэффи
циентов корреляции и детерминации.

Основное назначение регрессионного анализа заключается в установ
лении вида стохастических зависимостей между переменными. Он уста
навливает форму зависимости между одной переменной (Y), рассматри
ваемой в качестве зависимой, и значениями одной или нескольких пере
менных величин из этого же набора данных, рассматриваемых как неза
висимые (Хм Х2, ... Х„) и принимающих некоторые заданные значения. 
Зависимую переменную называют также предиктантом, а независи
мую -  предиктором.

Полученное уравнение можно использовать для оценки одновремен
ного влияния нескольких факторов на данный процесс с целью его про
гнозов и расчётов. Кроме того, этот метод позволяет определять относи
тельное влияние на прогноз каждого фактора и измерять полный эффект 
с помощью коэффициентов. Можно также оценить значимость связи ме
жду зависимой и каждой независимой переменной и получить «лучшее» 
расчётное уравнение.

2.1. Определение параметров уравнения регрессии

В простейшем случае двух переменных X и Y связь между случайны
ми величинами в линейном регрессионном анализе представляется урав
нением прямой, принимающей вид Y = аХ  + Ь. Все переменные, входя
щие в уравнение регрессии, должны быть случайными непрерывными 
величинами.

В случае, когда рассматривается зависимость Y от нескольких незави
симых переменных Xi, Х2, Х3, ... Х„„ говорят о множественной линейной 
регрессии. В качестве исходных данных будем использовать матрицу
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наблюдений X, содержащую п строк (число наблюдений) и т + I столб
цов (Y, Xi, Х2, Х3, ... Х„,), т.е. значения каждой переменной представлены 
в виде вектора-столбца. Модель множественной линейной регрессии — 
это уравнение вида

\  = Ьп + Ь1Х 1+Ь2Х г + ...+Ь,„Хт, (5)

где Y -  зависимая переменная (предиктант, отклик); b, -  коэффициенты 
уравнения; X, -  независимые переменные (предикторы, факторы), j  = 1,
2, ... /и; т — количество предикторов (слово «предиктор» произошло от 
англ. predict -  предсказывать).

Процедуры множественной регрессии будут оценивать (вычислять) 
параметры уравнения, то есть коэффициенты hn, Ьь />2, ... Величины 
Ь0, Ь\, Ь2, ... Ь,„ называются также регрессионными коэффициентами, где 
Ь0 -  свободный член уравнения.

Заметим, что модель (5) записана в векторном виде и может быть рас
писана для любого f-ro элемента векторов Y, Х ь ... Хт , где i = 1,2, ... п; 
п — число наблюдений.

Обозначим символом у, значения зависимой случайной величины 
(элементы вектора Y), полученные в результате эксперимента, а у \  -  зна
чения зависимой случайной величины, рассчитанные по уравнению рег
рессии. Для оценки коэффициентов уравнения регрессии чаще всего ис
ходят из принципа наименьших квадратов, основанном на том, что при 
нормальном законе распределения оценка коэффициентов уравнения bt 
считается наилучшей, если средний квадрат разности между фактиче
скими и рассчитанными значениями является наименьшим, т.е. из усло
вия минимизации суммы квадратов отклонений расчётных значений от 
экспериментальных:

5 2 = - Е и - ^ ) 2 = - Е ( ^ - ( Л« + А̂  + Ьгхп +Ьтх,т)? = min ■п 1=, п ЫууЫ -Ып

Далее частные производные S2 по неизвестным коэффициентам при
равнивают к нулю. В результате получают систему линейных алгебраи
ческих уравнений (6) относительно неизвестных Ь0, Ь\, Ь2, ... Ьт. На прак
тике все наблюдения заменяют их отклонениями от среднего значения 
Ay, = y t -  у,Ахи = а'|( —x f . Это преобразование позволяет уменьшить абсо
лютную величину переменных и приводит к переменным, имеющим об
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щее среднее значение, равное нулю. При этом преобразовании коэффи
циент Ь0 обращается в нуль, так что порядок матрицы системы уравнений 
снижается на единицу.

дБ2 2 "
- г г  = —  Z U  ~ (6о + Кхп + Ь2х,2 +...,. + Ьтхш)) = 0; 
дЬ0 п (=,

dS2 2 "
-Т Г  = — Z U  + V ,i +b2xi2 + -  + bmxtJ ) хп =0; 
dbt

d s 2 2 "
-гг- = — X U  ~ (Ь° +Ь>Х» +Ь2Х >2 + -  + Ьтх1т))х12 = 0; (6) дЬ2 п ~ ;

dS2 2 "
Т Г ~  = ----- E U  ~ ( bo + Ь\х п + Ьгх п  + -  + ЬтХ1т) ) х 1п = 0 .

П  1 = 1

В отклонениях система уравнений (6) для А-й строки будет иметь вид:

-Х (Л у , - £  b jM , X-Ax.k) = 0.
п  /=| у=|

Эту систему уравнений можно уже выразить через коэффициенты 
корреляции, используя формулу для вычисления коэффициента корреля
ции между независимыми переменными (rkj) и между зависимой и каж
дой из независимых (г0у):

Ё(*л -■** )(*,>-X j) X

где ст;> о* — средние квадратические отклонения /-й и к-й независимых 
неременных; о0 -  то же для зависимой переменной.
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В новой системе уравнений с целью упрощения вводятся новые обо
значения для коэффициентов при независимых переменных Р, = (а/ау)Ь, -  
стандартизованные коэффициенты уравнения регрессии. Учитывая, что 
rtl = I, система уравнений приводится к нормальному виду:

r oi =  Pt +  Р2 1̂2 +  ••• +  Pm г ii»;

0̂2 =  Pi Г1\ +  Рг +  +  Рш г 2т\

Гот = Pi ГтХ + Р 2/-Ш2+ + Рш-

Решение системы уравнений относительно р, может быть получено 
разными путями. В частности, если предикторов немного (2-3), то можно 
применить точные методы (Крамера, Гаусса), и тогда решение сводится 
к вычислению определителей. Если независимых переменных в уравне
нии много (Excel, например, допускает до 16), то используют прибли
жённые методы, например, последовательных приближений (итераций) 
Зейделя.

Бета-коэффициенты имеют и самостоятельное значение при анализе 
модели. Они показывают, на сколько средних квадратических отклоне
ний (ау) изменится величина у при увеличении х, на одно среднее квадра
тическое отклонение (а,) при неизменности остальных независимых пе
ременных, входящих в уравнение регрессии. Таким образом, сравнение 
бета-коэффициентов позволяет судить о большей или меньшей степени 
влияния соответствующих независимых переменных на величину у.

2.2. Оценка качества уравнения регрессии

Значимость уравнения регрессии проверяется по критерию Фишера 
[20]. Выдвигается нулевая гипотеза о равенстве всех коэффициентов 
уравнения регрессии нулю (Н0: b„ = h, = ... = b„, = 0). Рассчитывается 
статистика F по формуле



где R2 -  коэффициент детерминации, характеризующий долю диспер
сии Y, объяснённую переменными X,- (г = 1,2,  ... т):

По таблице F-распределения для заданных уровня значимости а и сте
пеней свободы V! = /я, v2 = и -  /и — 1 находят критическое значение стати
стики FKp. Гипотеза Н0 отклоняется на уровне значимости а, если Fna6„>
> FKp. В этом случае уравнение является значимым, т.е. хотя бы один из 
коэффициентов уравнения регрессии отличен от нуля.

Для проверки значимости отдельных коэффициентов, т.е. гипотезы 
Н0: bt = 0, где/  = 1,2,  ... т используют f-критерий. Гипотеза Н0 отверга
ется на уровне значимости а, если tHa&„ > tKp. При выполнении этого усло
вия соответствующий коэффициент Л, значим. В противном случае коэф
фициент регрессии незначим, и соответствующая переменная в модель не 
включается. Тогда реализуется алгоритм пошагового регрессионного 
анализа, состоящий в том, что исключается одна из незначимых пере
менных, которой соответствует минимальное по абсолютной величине 
значение /набл. Затем вновь проводят регрессионный анализ с числом пре
дикторов, уменьшенным на единицу. Алгоритм заканчивается получени
ем уравнения регрессии со значимыми коэффициентами.

Возможен и другой алгоритм пошагового регрессионного анализа -  
с последовательным включением предикторов. В пакете Statistica мож
но использовать на выбор любой из рассмотренных алгоритмов поша
гового включения/исключения предикторов, а в электронных таблицах 
Excel их нет.

Величина стандартной ошибки уравнения регрессии или степень при
ближения рассчитанных величин к наблюдённым, находится по формуле

Здесь 5 -  стандартная ошибка уравнения на зависимом материале, т.е. 
на данных, использовавшихся в расчётах коэффициентов уравнения; т — 
число степеней свободы, равное количеству параметров в уравнении рег
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рессии. Например, для уравнения у  = а,*! + а2х2 + аз число степеней сво
боды т = 3.

Для оценки качества модели (уравнения регрессии) используется от
ношение его стандартной ошибки (s) к среднему квадратическому откло
нению (а) ряда-предиктанта Y. Если число проверочных прогнозов (п) 
больше 25, методика считается удовлетворительной при 0,5 < s/a < 0,8 
и хорошей при s/a < 0,5. Если число членов ряда п < 15, то пороговое зна
чение s/a должно быть уменьшено на 0,1. При 15 < п < 25 значение s/a 
должно быть уменьшено на 0,05 (Бефани, Калинин, 1965).

Важную роль показателя качества модели или применимости данного 
набора предикторов для описания зависимой переменной играет величи
на R2 -  коэффициент детерминации (определенности), где R -  множест
венный коэффициент корреляции. Коэффициент детерминации непо
средственно интерпретируется следующим образом: например, если R2 = 
= 0,4, то только 40% исходной изменчивости могут быть объяснены пре
дикторами X,, а 60% остаются необъясненными.

В идеале желательно иметь объяснение если не для всей, то хотя бы 
для большей части исходной изменчивости. Значение R2 является инди
катором степени подгонки модели к данным. Значение R2, близкое к 1, 
показывает, что модель объясняет почти всю изменчивость соответст
вующей переменной. Нижняя допустимая граница для коэффициента 
детерминации зависит от конкретной области исследований, например, 
в гидрологии она составляет 0,5 (Определение основных расчётных гид
рологических характеристик, 2004), что соответствует значению множе
ственного коэффициента корреляции R > 0,7.

Перечисленные выше некоторые способы оценки качества регресси
онного уравнения являются в большей степени предварительными и не 
заменяют основного метода оценки адекватности модели -  анализа ос
татков.

2.3. Анализ остатков

Остатком называют разность наблюдённого значения и предсказан
ного по уравнению регрессии (рис. 2). Анализ остатков является одним 
из способов проверки качества модели или степени адекватности матема
тической модели линейной регрессии.

Если остатки представляют собой временной ряд случайных незави
симых величин, распределенных по нормальному закону, это может слу
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жить обоснованием пригодности уравнения для прогноза. Достаточно 
информативным в этих целях является графическое представление зави
симости остатков от х или у (Шелутко, 1991). На графике остатки долж
ны вести себя достаточно хаотично, не должно быть резких выбросов, 
закономерностей в чередовании знаков.

Рис 2 Схема для иллюстрации парной линейной регрессии

Если остатки попадают в горизонтальную полосу с центром по оси 
абсцисс, то модель можно рассматривать как адекватную (рис. 3, а). Если 
полоса расширяется, то необходимо преобразование ряда Y (рис. 3, б). 
График, показывающий линейный тренд (рис. 3, в), даёт основание для 
введения в модель дополнительной переменной. График, представленный 
на рис. 3, г, показывает, что в модель должен быть добавлен квадратиче
ский член.

Рис 3 Примеры графиков остатков (погрешностей расчёта): а -адекватн ая  
модель; б -  необходимо преобразование ряда Y; в -  не учтена линейная независимая 
переменная; г  -  не учтена квадратическая независимая переменная (Шелутко, 19 9 1)
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Для проверки независимости остатков можно использовать статисти
ку Дарбина-Уотсона, являющуюся стандартным методом обнаружения 
их автокоррелированности, или автокорреляционную функцию остатков. 
Статистика Дарбина —Уотсона d  используется для проверки гипотезы
о том, что остатки построенной регрессионной модели не коррелирован
ны (корреляции равны нулю), против альтернативы -  остатки связаны 
автокорреляционной зависимостью.

Вычисленное значение статистики d  надо сравнить с двумя критиче
скими d\ нижним DW1 и верхним DW2.

-  Если d < DW1 и 4 - < i <  DW1, то в остатках имеется автокорреляция 
на заданном уровне значимости.

-  Если d > DW2 и 4 — d  > DW2, то автокорреляция отсутствует.
- Ес ли  DW1 с  d  ^  DW2, то случаи сомнительный, нужны дополни

тельные исследования.
Критические точки (DW1, DW2) для данного числа наблюдений и чис

ла предикторов находят в таблице, составленной для определенного уров
ня значимости а  (см. Приложение). В пакете Statistica уровень значимости 
обозначается р, а для проверки независимости остатков уравнения регрес
сии предлагается критерий Дарбина -  Уотсона.

Соответствие ряда остатков нормальному закону распределения мож
но проверить по критериям Колмогорова — Смирнова, Лилиефорса, Ша
пиро-У илкса. Если уровень значимости, вычисленный для ряда остат
ков, меньше критического, то гипотеза о соответствии ряда остатков нор
мальному закону распределения отвергается. Для визуальной оценки 
в этих целях можно использовать также гистограмму остатков, нормаль
ный вероятностный график.

Гистограмма остатков помимо визуальной оценки нормальности рас
пределения содержит также информацию о наличии грубых ошибок, 
проявляющихся на «хвостах» гистограммы, когда значительная доля ос
татков сосредотачивается в крайних интервалах.

2.4. Требования к исходным данным

Для получения удовлетворительных результатов при использовании 
модели множественной регрессии необходимо выполнение ряда требова
ний к исходной информации, соблюдение которых зачастую вообще не 
проверяется, в то время как во многих случаях они не выполняются или 
выполняются не полностью (Шелутко, 1991).

32



Основные требования к рядам наблюдений, следующие из сути мате
матической модели, заключаются в следующем:

1. Связи между всеми рядами должны быть линейными. Если нели
нейность связи очевидна, то можно рассмотреть или преобразование пе
ременных, или явно допустить включение нелинейных членов.

2. Исследуемые ряды должны подчиняться нормальному закону рас
пределения. Близость законов распределения выборок к нормальному 
является одним из главных показателей надёжности математических 
моделей, основанных на принципе метода наименьших квадратов.

3. Корреляция между рядами-предикторами должна отсутствовать или 
быть незначительной. При наличии тесной связи между предикторами 
корреляционная матрица становится вырождающейся, её детерминант 
стремится к нулю, и возникают трудности в вычислении коэффициентов 
уравнения регрессии. Они становятся неустойчивыми. В этом случае на
до исключать дублирующие предикторы.

4. Ряд-предиктант должен представлять собой выборку значений слу
чайной величины, т.е. его значения должны быть некоррелирваны между 
собой. В применении ко многим рядам наблюдений за природными явле
ниями это требование не выполняется, так как для них характерно нали
чие внутрирядной связности.

5. Объём выборки должен в несколько раз превосходить число неза
висимых переменных (рекомендуется в 2—3 раза).

Практика показывает, что при использовании одного предиктора длина 
рядов п должна быть не менее 10, при двух предикторах минимальная длина 
рядов должна составлять не менее 25-30, при четырёх -  50-60, при пяти -  
100-120 и т.д. (Дружинин, Сикан, 2001). Только в этом случае можно полу
чить более или менее надёжные оценки параметров уравнения регрессии.

В гидрометеорологии уравнение регрессии может использоваться для 
практических расчетов при выполнении условий Я2 > 0,5, Rlar > 2, b,/a, >
> 2, где аг -  стандартная ошибка вычисления множественного коэффици
ента корреляции; а, — стандартная ошибка вычисления коэффициента 
уравнения (Дружинин, Сикан, 2001).

2.5. Использование множественной линейной регрессии 
при решении задач прикладных исследований

Пример 1. Подбор рек-аналогов и восстановление расходов воды по 
уравнению множественной регрессии с использованием пакета «Slat is-
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tica». Важной проблемой в гидрометеорологии является наличие пропус
ков в наблюдениях и необходимость восстановления данных. В этих це
лях широко используется метод множественной регрессии.

Рассмотрим задачу, целью которой является восстановление недос
тающих данных по уравнению множественной линейной регрессии под
бором рек-аналогов.

Имеется восемь временных рядов со среднегодовыми расходами воды 
рек, водосборные бассейны которых расположены на однородной по фи
зико-географическим условиям территории. Период наблюдений состав
ляет 24 года. В одном из рядов имеются пропуски. Сформируем таблицу 
исходных данных в виде матрицы типа «объект -  признак» размером 
24*8. В гидрологии приято наблюдения по конкретному посту (объекту) 
размещать в столбце.

Для получения удовлетворительных результатов при использовании 
модели множественной регрессии необходимо выполнение ряда требова
ний к исходной информации. Поэтому на первом шаге исследований не
обходимо проверить однородность и репрезентативность рядов наблюде
ний, а также линейность и тесноту связей между ними. После анализа 
корреляционной матрицы, которая легко строится в пакете Statistica, 
и удаления на её основе дублирующих рядов остались две независимые 
переменные, удовлетворяющие требованиям, предъявляемым к связям 
как предикторов друг с другом, так и их связям с предиктантом (табл. 6).

Т а б л и ц а  6
К орреляционная м атрица связей предикторов (Q2, Qj) и предиктанта (Q,)

Если уравнение множественной регрессии используется для восста
новления пропущенных данных, то коэффициент корреляции между пре
диктором и предиктантом должен быть не менее 0,7-0,8 (Шелутко, 1991).
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Независимые переменные Q2 и Q3 не коррелированны (г = -0,08) и харак
теризуются тесной связью с зависимой переменной Q, (г = 0,76 и 0,84), 
поэтому с точки зрения математических требований их можно использо
вать в качестве рек-аналогов. Гидрологические требования к рекам-ана
логам изложены в (Определение основных гидрологических характери
стик... 2004).

Практика показывает, что при использовании двух предикторов ми
нимальная длина рядов должна составлять не менее 25-30 (Дружинин, 
Сикан, 2001). Только в этом случае можно получить более или менее на
дёжные оценки параметров уравнения регрессии. Объём выборки в на
шем случае (я = 24) намного превосходит число независимых перемен
ных (т = 2), и можно рассчитывать на получение удовлетворительных 
результатов.

На диалоговом окне результатов (рис. 4) модуля Множественная рег
рессия (Multiple Regression) в первую очередь стоит обратить внимание на 
значение скорректированного коэффициента детерминации (adjusted R1 = 
= 0,643). Это высокое значение, которое означав'!, что 64,3% дисперсии 
предиктанта объясняют выбранные нами предикторы Qi и Q2. Здесь же 
в информационной области окна приводятся результаты проверки значи
мости полученного уравнения регрессии по критерию Фишера: статистика 
F = 24,4 и уровень значимости р  = 0,000002. Так как р  много меньше кри
тического уровня значимости равного 0,05, то гипотеза о равенстве нулю 
коэффициентов уравнения отвергается, т.е. уравнение значимо.

Ниже располагается информация о проверке значимости свободного 
члена (Intercept) по критерию Стьюдента.

Важную информацию несут йе/а-коэффициенты. Это стандартизован
ные значения коэффициентов уравнения регрессии. Преимущество beta- 
коэффициентов в том, что они позволяют сравнивать относительный 
вклад каждой независимой переменной в прогнозе. Их интерпретация 
подобна анализу частных коэффициентов корреляции. Например, соглас
но информации в окне результатов, предиктор Q2 вносит в прогноз вели
чины Y намного больший вклад, чем Q3. Значимые бе/а-коэффициенты 
выделяются красным цветом. Предикторы, имеющие незначимые beta- 
коэффициенты, из уравнения регрессии удаляются как неинформатив
ные. В нашем случае оба Ле/д-коэффициенты значимы.

Для оценки адекватности модели осталось проверить ряд остатков на 
независимость и соответствие нормальному закону распределения. В мо
дуле для проверки независимости остатков используется статистика Дар
бина -  Уотсона, являющаяся стандартным методом обнаружения их ав-
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токоррелированности. Статистика Дарбина — Уотсона d  используется для 
проверки гипотезы о том, что остатки построенной регрессионной моде
ли некоррелированы (корреляции равны нулю), против альтернативы: ос
татки связаны авторегрессионной зависимостью.
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Рис. 4. Окно результатов уравнения множественной регрессии

Сравнение значений d = 2,35 (рис. 5) с DW1 и DW2 из таблицы крити
ческих точек статистики Д арбина-У отсона при уровне значимости р  = 
= 0,05 позволяет сделать вывод об отсутствии значимых внутрирядных 
связей в ряде остатков.

Estim ate

D u rb in -W atson  d (Коррел) 
and se ria l co rre la tion  of re s id u a ls  “ 

Durbin- ; Serial 
W a t son  d Corr.

Рис 5 Значения (/-статистики критерия Дарбина -  Уотсона

36



Стандартным способом проверяем соответствие распределения остат
ков нормальному закону: визуально по гистограмме, нормальному веро
ятностному графику и по теоретическим критериям Колмогорова -  Смир
нова, Лилиефорса и Шапиро -  Уилкса.

Для осуществления прогноза введём понятие обучающей и контроль
ной выборки. Обучающая выборка -  это просто матрица исходных дан
ных, на основе которой вычисляются коэффициенты уравнения регрес
сии; контрольная выборка -  это совокупность наблюдений, которые не 
использовались для получения регрессионных коэффициентов.

Вычисление Y по значениям предикторов из обучающей выборки на
зывается прогнозом на зависимом материале, а по данным из контроль
ной выборки -  на независимом. Последний является единственным на
дёжным способом оценки экстраполяционных свойств полученного урав
нения регрессии.

Расчёт значений Ch как восстанавливаемых, так и прогнозируемых 
осуществляется по уравнению множественной регрессии с помощью 
вкладки Residuals/Assumptions/Prediction (Остатки/предположения/пред
сказание) (рис. 6). Прогноз осуществляется в поле, обведенном кругом.

M u l t i p l e  R e g r e s s i o n  R e s u l t s

D e p e n d e n t:  Q l , 1 1 2 / c  M u l t i p l e  R = ,81913559
R ? -  ,67098311

H o. o f  c a s e s :  2 4  a d j u s t e d  R ? « ,64356604
S ta n d a r d  e r r o r  o f  e s t i m a t e :  16,857826312  

I n t e r c e p t :  29,621559606 3 t d .  E r r o r :  16.19949 t<

*  -  24,47229  
If -  2,24 
P -  ,000002

Q 3, м З /с  b e t a -  ,306

( s i g n i f i c a n t  b e t a s  a r e  h i g h l i g h t e d )

r ....i 1—j
Alpha la  highightino effects J jH  g

Quck | Advanced Hesiduab/assumptioro
r - i

Рис 6 Окно результатов модуля «Множественная регрессия»
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Результаты прогноза выдаются в виде таблицы (рис. 7), из которой 
выпишем коэффициенты уравнения и значение свободного члена (Inter
cept). Окончательно модель прогноза примет вид линейного уравнения:

Q, =0,613824 Q2 + 0,142025 Q3 + 29,6216.

Pred ic ting  V a lu e s  for (Коррел) 
variable: Q 1 , м3/с

Variab le
H W eight . Va lue  i В -W eight § f  

* V a lu e  i l
Q2. мэ/с 0,6138241 87.0000 53.4027:8
Q3, 0.142025 310,0000 4 4 .0 2 7 9 *
Intercept 29.6216 p i
Pred icted 127,0521 Щ
-95,0% CL 110,1414*
+95,0%CL 143,9629®

I £ 'J L .  ' . 4 1 .  i

Рис 7 Результаты прогноза на независимом материале

Для значений Q2 = 87 и Q3 = 310 получаем но уравнению регрессии 
значение Ch = 127 mVc, которое попадает в 95% доверительного интервала.

Пример 2. Прогноз расходов воды по уравнению множественной рег
рессии с использованием электронной таблицы Excel.

Для тех же данных, которые приведены в примере 1, требуется осуще
ствить прогноза с заблаговременностью 2-3  шага в заданном масштабе 
времени и дать оценку результатов прогноза на зависимом и независимом 
материале. Принципиально эта задача с вычислительной точки зрения 
ничем не отличается от вышерассмотренной. Алгоритм ее решения будет 
состоять из следующих этапов:

1. Сформировать матрицу совместных наблюдений из всех имеющих
ся рядов.

2. Вычислить матрицу коэффициентов корреляции.
3. Оставить в списке предикторов (независимых переменных) только 

те ряды, которые характеризуются высоким парным коэффициентом кор
реляции с прогнозируемым рядом (предиктантом) и незначимыми коэф
фициентами корреляции между собой.

4. Вычислить коэффициенты уравнения регрессии.
5. Проверить адекватность модели анализом остатков. Чтобы можно 

было использовать полученное уравнение для прогноза, в остатках долж
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на отсутствовать внутрирядная зависимость, и они должны быть распре
делены по нормальному закону.

6. Вычислить по уравнению регрессии прогнозируемые значения для 
заданных моментов времени.

Будем решать эту задачу на примере электронного процессора Excel, 
подбирая уравнение множественной регрессии, в котором в качестве за
висимой переменной Y будет выступать ряд Q, среднегодовых модулей 
стока, а независимых X; -  ряды Q2-Q в- Этапы 1-3 исследователю придет
ся осуществлять самостоятельно, используя для получения матрицы ко
эффициентов корреляции процедуру Корреляция из Пакет анализа (ме
ню Сервис).

Электронный процессор Excel позволяет автоматизировать нахожде
ние уравнения множественной линейной регрессии. Его Пакет анализа 
(меню Сервис) располагает для этого процедурой Регрессия.

Для реализации процедуры Регрессия необходимо вначале осущест
вить ряд установок, задающих условия задачи в окне Регрессия. Выпол
ните команду Сервис —> Анализ данных и в появившемся диалоговом ок
не выберите строку Регрессия. В следующем диалоговом окне (рис. 8) 
укажите входной интервал зависимой переменной Y путём ссылки на 
соответствующий диапазон таблицы данных.

Р е гр е с с и й *1|
гВдадные данида..........................................................................  |...... ^ ........i

^  .. ...... ................ ..... . !■ Отмена
: Вводной интервал X: ]$8$1:$С$25 " У  ...... ...........

' Р  Метки . Г  Кенстанта-нол ! , - g g s J  

Р  йгавеяь надежности; F  %  ........... 1

| <• Выходной интервал! i l

| Г 1 Новый рабочий д е т : • f .................. ..... .....

Новая рабочая {омга

V.'

•
II '«■ * ,
Ь  :  ■ -< . v  .v
1 “■ sf"' ^

д о Д ф * ' , -  ■

. Остатки ---------------г - — г

Г" С1андарти9ованныв остатки Ф  График у  дёора) ,

; .............

........- ........................... ............................ .... ...

Рис. 8. Вид диалогового окна настроек регрессионного анализа
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Далее, для следующего входного интервала укажите ссылку на диапа
зон таблицы данных, содержащий одну или несколько (не более 16) неза
висимых переменных X;. Укажите выходной диапазон путём ссылки на 
верхнюю левую ячейку предполагаемой области вывода (или выберите 
новый рабочий лист).

Если используемые диапазоны данных содержат имена (метки), то ус
тановите флажок в поле «Метки». Для визуальной проверки отличия 
экспериментальных значении зависимой переменной от предсказанных 
по уравнению регрессии поставьте флажок в окно «График подбора». 
Если необходимо, можно поставить флажки в окошки графиков и остат
ков. При необходимости можно пометить и другие поля.

Результаты процедуры Репрессия показаны в табл. 7. В качестве первых 
результатов приводятся регрессионные статистики — коэффициент множе
ственной корреляции R, оценивающий степень влияния независимых пе
ременных на исследуемую зависимую переменную, и R2 — коэффициент 
детерминации, оценивающий точность полученной регрессионной модели.

Если коэффициент детерминации (Нормированный ft-квадрат в таб
лице итогов) больше 0,5, то обычно считается, что модель хорошо опи
сывает данные (модель адекватна описываемому явлению). Если R2 < 0,5, 
принято считать, что точность аппроксимации недостаточна и необходим 
пересмотр модели путём изменения типа зависимости или набора пре
дикторов.

В середине таблицы (дисперсионный анализ) сравнивается доля из
менчивости, описываемая регрессионным уравнением, и случайная из
менчивость. Рассчитывается F-критерий и оценивается его уровень зна
чимости. Если по умолчанию допускать 5% ошибку (критический уро
вень значимости а  = 0,05), то значение вычисленного уровня значимости 
(приводится в графе Значимость F) меньшее 0,05, как и высокий коэф
фициент детерминации, будет свидетельствовать о высокой достоверно
сти уравнения регрессии (доверительная вероятность выше 0,95).

В нижней части табл. 7 приводятся значения коэффициентов и сво
бодного члена уравнения регрессии с указанием доверительных границ 
и уровня значимости, обозначаемого в процедурах Excel символом р. Ес
ли вычисленный для коэффициентов уравнения регрессии уровень зна
чимости больше 0,05, то можно считать этот коэффициент равным нулю 
и практически не влияющим на значение зависимой переменной.

Для условий нашей задачи коэффициент множественной корреляции 
составляет 0,81. Судя по значению Л-квадрат, принятая линейная модель 
достаточно хорошо аппроксимирует зависимость Qi от Q2 и Q3. В целом
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уравнение значимо, что видно из результатов дисперсионного анализа. 
Рассчитанный уровень значимости практически равен нулю (р = 2Е-6 
означает р  = 2-10 6). Так как он меньше критического, то нулевая гипоте
за о равенстве нулю коэффициентов уравнения может быть отвергнута.

Т а б л и ц а  7
Итоги регрессионного анализа

ВЫВОД ИТОГОВ

Регрессионная статистика

Множественный R 0,81
ft-квадрат
Нормированный
R-квадрат
Стандартная
ошибка

0,57

0,64

2,56
Наблюдения 24

Дисперсионный анализ

d f SS MS F Значим F
Регрессия 7 921,77 153,63 23,44 2.00Е-6
Остаток 16 825,86 6,55
Итого 23 1747,3

Коэфф Ст. ошиб. 1-стат. р-знач.
Y-пересечение 29,622 5,94 -0,38 0,07
Q2 0,614 0,13 237,17 0,04
Q3 0,142 0,01 0,17 0,01

На основании числовых данных, приведённых в нижней части табл. 7, 
можно составить уравнение регрессии. В него будут включены те ряды, 
у которых уровень значимости в столбце p -значение меньше критическо
го 0,05. Без учёта незначимых коэффициентов уравнение регрессии мо
жет быть представлено следующим образом:

Q, = 0,614 Q2 + 0,142 Q3+ 29,622.

Наглядно уровень предсказания можно представить в виде графиков 
подбора, таблиц и графиков ошибок предсказания (остатков).
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Вопросы для самопроверки

1. Каким образом можно количественно вырази ть степень тесноты связи меж
ду двумя переменными?

2. Позволяет ли установить «причинную» связь наличие корреляционной свя
зи между двумя рядами наблюдений?

3. Как определить, являете» ли корреляционная связь между исследуемыми 
переменными статистически значимой?

4. Какие требования предъявляются к виду связей между рядами наблюде
ний?

5. Какие требования предъявляются к корреляции между предикторами?
6. Какие требования предъявляются к корреляции между предиктантом и пре

дикторами?
7. В каких пределах изменяется множественный коэффициент корреляции Ю
8. Может ли коэффициент множественной корреляции уменьшаться при до

бавлении ещё одного предиктора?
9. Дайте интерпретацию коэффициенту детерминации, равному 0,65.
10. Какой метод используется для оценки коэффициентов уравнения регрес

сии?
11. Какие критерии используются для оценки качества модели?
12. Какие величины называются остатками?
13. Какие способы проверки независимост и остатков Вы знаете?
14. Как проверить согласие ряда остатков нормальному закону распределе

ния?
15. Дайте определение обучающей выборке, контрольной выборке.
16. Поясните разницу между прогнозом на зависимом и независимом мате

риале.
17. Каким способом проверяется независимость остатков в модуле «Множе

ственная регрессия»?
18. Поясните физический смысл коэффициента детерминации.
19. Критерий качества прогноза .S'/a получился равным 0,4. Является ли про

гноз:
а) хорошим;
б) удовлетворительным;
в) неудовлетворительным.
20. Какие графические возможности имеются в пакете Statistica для отобра

жения корреляционных связей?
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3. ДИСКРИМИНАНТНЫЙ АНАЛИЗ

3.1. Теоретические положения дискриминантного анализа

Дискриминантный анализ представляет собой расширение методов 
регрессионного анализа и находит широкое применение в науках о Земле. 
Некоторые исследователи рассматривают дискриминантный метод, как 
связывающий классическую элементарную одномерную статистику и мно
гомерные статистические процедуры. Дискриминация трактуется как раз
деление и имеет много общего с классификацией. В обоих случаях проис
ходит разделение объектов, однако в случае классификации количество 
объектов или кластеров нам априори не известно и может лишь предпола
гаться. При дискриминационных процедурах группы и их количество за
даны заранее. Задача состоит в достаточно обоснованном отнесении объек
тов, в том числе и вновь обнаруженных, к уже известным группам.

Все методы дискриминантного анализа делятся на параметрические 
и непараметрические. Первые из них основаны на знании закона распре
деления в классах.

Идея дискриминантного анализа заключается в нахождении некоторо
го направления (линейной дискриминантной функции), вдоль которого 
изменчивость векторной случайной величины невелика, и точки-векторы 
разных групп объектов образуют в многомерном пространстве непере- 
крывающиеся области. Значение функции, располагающееся на границе 
областей, называется дискриминантным числом и может быть вычисле
но, а впоследствии использовано для разделения и отнесения объектов 
к соответствующим группам.

Дискриминантное преобразование даёт минимум отношения разности 
многомерных средних значений для некоторой пары групп к их много
мерной дисперсии путём построения уравнения регрессии, в котором 
зависимыми переменными являются разности между многомерными 
средними этих групп. В матричном обозначении это уравнение может 
быть представлено как [L] = [b]*[D], где [L] -  вектор-столбец разности 
между векторами средних двух групп; [Ь] — вектор коэффициентов в дис
криминантной функции; [D] — матрица дисперсий и ковариаций объеди
нённой выборки. Уравнение решается с помощью операций обращения 
и умножения матриц

[Ь] = [DT1 [L].
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Значимость дискриминантной функции можно проверить с помощью 
уже известного нам критерия Т2, оценивая существенность различия ме
жду векторами средних групп наблюдений.

К сожалению, в пакете анализа Excel отсутствует процедура дискри
минантного анализа, но можно воспользоваться уже известной нам про
цедурой расчета ковариационных матриц, регрессионного анализа и на
бором матричных функций.

Пусть имеются выборки двух объектов, предполагаемых разными, т.е. 
матрицы Х(1) и Х<2) размерностью соответственно п, *р и п2ур. Обозначим 
объединённую выборку X объёмом N х р, где N = /ij + п2. Алгоритм на
хождения дискриминантной функции Excel состоит из следующих шагов.

Найдём векторы средних, соответственно X * * и Л'*2'. Используя проце
дуру ковариации пакета анализа данных, рассчитаем матрицы дисперсий 
и ковариаций [D](l), [D](2) и [D], Рассчитаем вектор [L] как разность век

торов У *  и 7 * .  Рассчитаем вектор [Ь] коэффициентов дискриминант
ной функции по приведённой выше формуле и запишем дискриминант
ное уравнение

S -  6|Fi + b2F2 + ... + bpFp.

где F|, ... F;)-  поименованные значения признаков; Ъи ... Ьр — коэффици
енты уравнения регрессии.

Пусть для простоты дискриминантным параметрическим методом 
решается задача разделения двух классов объектов А ( и А 2. Распознава
ние каждого вновь поступившего вектора (объекта) будет осуществлять
ся по знаку разницы 5(F) где S0 -  значение дискриминантной функ
ции на границе между двумя классами. Если разность положительна, то 
согласно решающему правилу (Байеса) вектор F следует отнести к классу 
Аь если отрицательна — то к А2. Руководствуясь этим правилом, мы до
биваемся минимума средних потерь, связанных с неправильным распо
знаванием.

Прибегая к геометрическим представлениям, можно сказать, что дис
криминантная функция 5(F) описывает некоторую плоскость, которая 
наилучшим образом -  в смысле средних потерь — разделяет объекты, при
надлежащие разным классам.
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3.2. Пример использования дискриминантного анализа 
для классификации речных вод по химическому составу

В качестве примера рассмотрим выборки содержаний микро- и макро
элементов в речных водах по результатам гидрохимического анализа 
проб, взятых из реки — водоприемника болотных вод (выборка Б) и реки, 
водосбор которой характеризуется малым коэффициентом заболоченно
сти (выборка А). Продемонстрируем процедуры дискриминантного ана
лиза с использованием ЭТ Excel на этом формальном примере.

Целью анализа является дискриминация (разделение) гидрохимиче
ского состава речных вод на основе обучающей выборки с тем, чтобы 
проба из нового источника была отнесена о высокой долей вероятности 
к одной из этих групп.

Используя процедуру «Ковариация» пакета анализа Excel, рассчиты
ваем ковариационную матрицу объединённой выборки. Процедура выда
ёт лишь нижнюю левую половину симметричной квадратной матрицы. 
Для дальнейших расчетов элементы, лежащие под главной диагональю, 
нужно скопировать в верхнюю часть матрицы, соответствующим обра
зом их трансформировав (табл. 8).

Т а б л и ц а  8
Ф рагм епт ковариационной м атрицы  объединённой вы борки |Г>|

Са!+ Na+ + НСО, Мп Zn
Саг* 3,52 -0 ,69 -10,61 1,24 8,27

Na‘ + К* -0,69 1,61 4,85 -0,44 4,66
НСО, -10,61 -4,85 124,14 -1,94 -107,07

Мп 1,24 -0,44 1,94 4,76 -2,41
Zn 8,27 4,66 -107,07 -2,41 97,56

Далее, используя функцию МОБР, рассчитываем обратную матрицу 
(табл. 9).

Т а б л и ц а  9
Ф рагм ент обратной м атрицы  |1)Г'

Са!+ Na+ + К+ НСО, Мп Zn
Сая 0,60 0,44 0,04 -0,11 -0,02

Na+ + К+ 0,44 1,05 0,05 -0,01 -0,03
НСО, 0,04 0,05 0,46 0,44 0,51

Мп -0,11 -0,01 0,44 0,68 0,51
Zn -0,02 -0,03 0,51 (151 0,59
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Необходимо помнить, что при расчёте обратной матрицы и при опе
рациях умножения матриц для получения результата недостаточно кноп
ки <ОК> диалогового окна, результат получается одновременным нажа
тием трёх клавиш <Ctrl>+ <Shift>+ <Enter>.

Рассчитываем разность векторов средних значений для выборок А 
и Б, используя обычные возможности электронных таблиц. Умножаем 
вектор разности средних на обратную матрицу и получаем вектор коэф
фициентов дискриминантного уравнения (табл. 10).

Т а б л и ц а  10
Фрагмент таблицы с коэффициентами уравнения регрессии

Са2+ Na++ К+ нсо, Мп Zn
0,047 -0,024 -0,137 -0,154 0,043

Записываем итоговое уравнение дискриминантной линейной функции:

S  = 0,047315 Са2+ -  0,02462 (Na+ + К+) -  0,13746 НСОэ -0 ,15444 Мп +
+ 0,043063 Z n +  ....

Подставляя значения признаков в полученную формулу, можем рас
считать дискриминантные метки всех реализаций векторных случайных 
величин. Разделяющее дискриминантное число можно получить, под
ставляя элементы вектора средних объединённой выборки. Для нашего 
случая оно равно S0 = -1,30269. Дискриминантные метки можно рассчи
тать все сразу в исходной таблице данных, подставляя в ячейки дискри
минантное уравнение.

В нашем случае разделение на две группы произошло достаточно 
удовлетворительно. Все дискриминантные метки выборки А оказались 
больше S0, а выборки Б -  меньше.

Для наглядного представления результатов дискриминации построим 
средствами Excel диаграмму, выбрав в качестве осей координат один из 
признаков и дискриминантные метки DM (рис. 9). Значимость дискрими
нантной функции проверяется сравнением средних векторов групп ана
лизов с использованием критерия Хоттелинга.

Несколько иную процедуру дискриминантного анализа предлагает 
система Statistica. Вернёмся к выборке А. В меню Статистика (Statistics) 
выберем модуль Многомерные методы исследования (Multivariate Ex
ploratory Techniques) —» Дискриминантный анализ (Discriminant Analysis).
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Рис 9. Результаты дискриминации нижняя группа -  выборка Б, 
верхняя -  выборка A, DM -  дискриминантная метка

В качестве переменной с группирующими кодами (Grouping) назна
чим столбец с названием Min из таблицы с исходными данными, а в ка
честве кодов (Codes fo r  ...) используем названия выборок -  А и Б. Груп
пирующая переменная -  это вспомогательный столбец, с помощью кото
рого объединенная выборка делится на две части.

Другие переменные, включённые в анализ, будем рассматривать как 
независимые (Independent). В этом же диалоговом окне поставим флажок 
в окошко Расширенные опции (пошаговый анализ) -  Advanced options 
(stepwise analysis). В следующем диалоговом окне Описание модели вы
берем метод вперёд пошагово. В результате реализации метода появится 
диалоговое окно Результаты дискриминантного анализа (Discriminant 
Function Analysis Results) (рис. 10).

Верхняя информационная часть окна выдаёт обобщающую информа
цию:

а) использован пошаговый анализ;
б) в модель включено 8 переменных;
в) значение статистики А. Уилкса, близкое к нулю, свидетельствует 

в целом о хорошей дискриминации с уровнем значимости заметно мень
шим 0,05.

Общие итоги пошагового анализа можно увидеть на вкладке Расши
ренный (Advanced) диалогового окна результатов анализа, где перемен
ные расположены в порядке очерёдности в соответствии с уменьшением 
их вклада в дискриминантную функцию (табл. 11).

Уровень значимости p-level показан для отдельных переменных 
в шестой колонке.
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Рис. 10. Диалоговое окно результатов дискриминантного анализа

Т а б л и ц а  11
Фрагмент результирующей таблицы дискриминантного анализа

Шаг F <«8 p-level и Лямбда F-value df\ dfl p-level
Ca2+ I 1043,72 l 20 0,00 1 0,018 1043,7 1 20 0,00

Na++ K + 2 3,62 l 19 0,07 2 0,015 592,2 2 19 0,00
HCO, 3 16,24 l 18 0,00 3 0,008 717,0 3 18 0,00

Mn 4 5,28 I 17 0,03 4 0,006 667,0 4 17 0,00

Коэффициенты дискриминантной функции (табл. 12) можно найти на 
вкладке Классификация (Classification) диалогового окна Результаты 
дискриминантного анализа, нажав кнопку Функции классификации (Clas
sification Functions).

Т а б л и ц а  12
Коэффициенты функций классификации

Выборка A Выборка Б
Ca2+ 23,00 16,93

Na++ K+ 13,85 33,43
HCO, 10,21 32,44

Mn 20,94 12,67

Постоянная -928,40 -1032,50



С помощью этих функций можно вычислить дискриминантные метки 
(классификационные значения) для вновь получаемых реализаций слу
чайной величины. Функции для вычисления дискриминантных меток 
в рассматриваемом примере будут иметь вид:

Выборка А =
= 23,001 Са2+ + 13,858 (Na++ К+) +10,217 НСОэ + ... + 928,402;

Выборка Б  =
= 16,93 Са2+ + 33,43 (Na++ К+) + 32,44 НСОэ + 1 + ... + 1032,50.

Новая реализация случайной величины будет отнесена к той группе, 
для которой классификационное значение окажется максимальным.

Вопросы для самопроверки

1. Что понимается под термином дискриминация?
2. Что такое переменная группирования?
3. Как связаны между собой регрессионный и дискриминантный анализы?
4. Что такое дискриминантное число?
5. Какая случайная величина рассматривается как зависимая при дискрими

нантном анализе?
6. Назовите основные составляющие дискриминантной функции.
7. В чём сходство и различия дискриминантного и кластерного анализов?
8. Что такое дискриминантная метка и как она рассчитывается?
9. Какие независимые переменные включаются в дискриминантную функ

цию?
10. Как оценивается вклад независимых переменных в значение дискрими

нантной метки?
11. Какой смысл имеет термин «пошаговый дискриминантный анализ»?
12. В каком случае независимые переменные могут не учитываться в составе 

дискриминирующей функции?
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4. КЛАСТЕРНЫЙ АНАЛИЗ

4.1. Основные положения кластерного анализа

Под термином «кластер-анализ» понимают набор методов, позволя
ющих выделять в исходных многомерных данных такие однородные под
множества, чтобы объекты внутри групп были похожи друг на друга, 
а объекты из разных групп -  не похожи. Под «похожестью» понимается 
близость объектов в многомерном пространстве признаков. Тогда задача 
сводится к выделению в этом пространстве естественных скоплений объ
ектов, которые и считаются однородными группами (Тюрин, Макаров, 
1995). Полученные в результате разбиения группы обычно называются 
кластерами (таксонами, образами). Кластер (cluster) по-английски озна
чает гроздь, пучок, скопление, группа элементов, характеризующихся 
каким-либо общим свойством. Это не очень строгое определение. Строго 
говоря, кластером называется такая группа объектов из рассматри
ваемого множества, для которой средний квадрат внутригруппового 
расстояния до центра группы меньше среднего квадрата расстояния 
до общего центра в исходной совокупности (Енюков, 1986).

Если данные представлены в виде матрицы X (объект -  признак), то 
анализируемые объекты удобно интерпретировать геометрически как 
точки в многомерном признаковом пространстве. Если признаков всего 
три, то исследуемые объекты представляются в виде точек в нашем 
обычном трёхмерном евклидовом пространстве. Естественно предпола
гать, что геометрическая близость двух или нескольких точек в этом про
странстве обозначает близость физических состояний соответствующих 
объектов, их однородность. Тогда проблема классификации состоит 
в разбиении анализируемой совокупности точек-наблюдений на сравни
тельно небольшое число классов, таких, что точки, принадлежащие к од
ному классу, «близки» друг к другу, а точки из разных классов «далеки 
друг от друга».

Кластеры должны удовлетворять требованиям:
1) кластер не может быть пустым множеством;
2) кластеры должны отличаться друг от друга;
3) все объекты должны быть расклассифицированы однозначно, т.е. 

кластеры не могут пересекаться, каждый объект должен принадлежать 
только одному кластеру.
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Последнее требование очень жёсткое и трудновыполнимое в данных 
с «плохой структурой». Реальные системы зачастую обладают настолько 
«плохой» структурой с трудно различимыми между собой состояниями, 
что границу между ними установить нелегко. Современные алгоритмы 
кластер-анализа не дают успешных результатов в случае, когда имеют 
место «цепочки» или «мосты» между кластерами (рис. 11, а), когда кла
стеры несферической формы (рис. 11, б-в), когда они сильно различают
ся по объёму и плотности. Если третий пункт не выполняется, то говорят 
о «зашу млении» данных.

Рис 11 Примеры формы кластеров для данных с «плохой» 
структурой (Елисеева, Рукавишников, 1977)

В отличие от других методов в кластер-анализе для группирования 
используются все признаки объектов, и отсутствует обучающая выборка 
(распознавание образов без «учителя»). Эти отличия являются достаточ
но существенными и определяют во многом своеобразие методологии 
применения кластерного анализа для решения задач классификации.

Центральное место в кластерном анализе принадлежит двум понятиям 
(мера близости объектов друг к другу и мера близости групп (классов 
объектов)), которые порождены двумя главными проблемами:

1) как вычислять расстояния между объектами;
2) по какому условию считать, достаточно ли мало расстояние между 

двумя объектами и их можно включить в один кластер, или оно «доста
точно большое» и точки должны попасть в разные кластеры?

Наиболее трудным является первый пункт, связанный с понятием од
нородности объектов. В общем случае понятие однородности объектов 
задается введением метрики — правила вычисления расстояний между 
любой парой объектов исследуемого множества.

В зависимости от способа решения этих двух проблем и сами методы 
кластерного анализа можно разбить на виды. Традиционно их разделяют
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на два вида: иерархические (древообразные) (рис. 12) и неиерархические. 
Последние ещё называют структурными, потому что в них реализуется 
идея образования кластеров по принципу выделения сгущений. Введём 
понятие сгущения как группы объектов, для которых максимальный 
квадрат расстояния её точек до центра группы меньше среднего квад
рата расстояния между объектами (Енюков, 1986), т.е., проще говоря, 
сгущения — это места наибольшей концентрации точек в рассматривае
мом пространстве. В качестве представителя структурной кластер-про- 
цедуры чаще всего в статистических пакетах выступает метод А-средних 
в различных модификациях.

По направлению кластеризации методы делятся на агломеративные 
(объединяющие) и итеративные дивизивные (разделяющие). В агломера- 
тивных вначале каждый объект образует кластер из одного себя. На каж
дом последующем шаге происходит объединение двух наиболее близких 
кластеров в один. В конечном итоге все попадают в один класс. В неко
торых алгоритмах можно заказать момент остановки этого процесса ука
занием расстояния, при котором допустимо объединение. В результате 
выделяются формальные иерархические уровни «кластеризации» всех 
объектов (Факторный, дискриминантный и кластерный анализ, 1989). 
В дивизивных методах, наоборот, сначала все объекты представляют 
один класс, а затем производится их разбиение.

т

Рис 12 Пример дендрограммы иерархической процедуры 
группирования объектов, построенной в пакете Statistica
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Результаты работы агломеративных иерархических методов изобра
жаются в виде древовидного графа — дендрограммы -  дерева объедине
ния кластеров. Если данные имеют ясную «структуру», то в иерархиче
ском дереве будут чётко видны различные ветви. В результате успешного 
анализа методом объединения появляется возможность обнаружить кла
стеры (ветви) и интерпретировать их (рис. 12).

По оси абсцисс дендрограммы располагаются символические обозна
чения объектов исследования, а по оси ординат — минимальные значения 
дистанционных коэффициентов, соответствующих каждому шагу клас
сифицирующей процедуры. Таким образом, по оси ординат можно про
следить иерархический уровень группирования.

Возможность визуального представления структуры данных в виде 
дендрограммы делает агломеративные иерархические методы привлека
тельными и удобными для анализа, поэтому в статистических пакетах 
они представлены наиболее полно.

Как методы объединяющего, так и разделяющего типов могут быть 
реализованы при помощи различных алгоритмов. Как правило, в статисти
ческих пакетах предпочтение отдаётся иерархическим методам кластер- 
анализа, например, в пакете Statistica предлагается шесть иерархических 
методов и один неиерархического типа (метод A-средних). Это объясняется 
тем, что в отличие от неиерархических, представляющих исследователю 
конечный результат группировки данных, иерархические процедуры по
зволяют проследить процесс выделения группировок и иллюстрируют со- 
подчинённость кластеров, образующихся на разных этапах работы.

К недостаткам иерархических процедур следует отнести громоздкость 
вычислительной реализации на ЭВМ, немалые требования к памяти, боль
шие затраты машинного времени. В связи с этим использование иерархи
ческих алгоритмов для задач с большим набором данных (сотни объектов) 
нецелесообразно или невозможно.

Следует подчеркнуть ещё одно различие иерархических и неиерархи
ческих алгоритмов: первые всегда построят дендрограмму, а задача есте
ственного расслоения исходных данных на четко выраженные кластеры, 
решаемая вторыми, может и не иметь решения.

4.2. Способы вычисления расстояний между объектами

Как вычислять расстояния между объектами? Для количественной 
оценки сходства объектов, как уже говорилось выше, вводится мегрика,
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используемая для вычисления расстояния (удалённости) между объекта
ми. Выбор метрики играет определяющую роль при решении задач кла
стер-анализа. Использование неадекватной функции расстояния может 
привести либо к плохому качеству разбиения, либо к разбиению, лишён
ному содержательного смысла с точки зрения исследователя даже в том 
случае, когда объекты потенциально могут быть сгруппированы.

Если входная информация задана в виде матрицы X (объект -  приз
нак), то возможные варианты вычисления типов расстояний между объ
ектами будут иметь вид:

-  Евклидово расстояние. Это наиболее общий тип расстояния. Оно 
попросту является геометрическим расстоянием в многомерном про
странстве и вычисляется следующим образом:

где djj -  расстояние между #-м и у-м объектами (точками); А -  номер свой
ства (признака) этих объектов (А = 1,2,  ... т ). Если признаков всего три 
(А = 1,2,  3), то это наше обычное трёхмерное пространство, a d — рас
стояние между двумя точками, измеренное, например, линейкой.

Евклидово расстояние (и его квадрат) вычисляется по исходным, а не 
по стандартизованным данным. Это обычный способ его вычисления, 
который имеет определенные преимущества. Например, расстояние меж
ду двумя объектами не изменяется при введении в анализ нового объекта, 
который может оказаться выбросом. Недостаток этой метрики заключа
ется в неравноправности осей пространства. При ненормированных осях 
возможен случай, когда объекты, сходные по всем признакам, кроме од
ного, по которому они сильно разнятся, будут находиться далеко друг от 
друга в евклидовом пространстве.

Этот недостаток можно устранить подбором весов ю(к), приписывая 
более важным признакам больший вес, тогда мерой сходства будет взве
шенное евклидово расстояние'.
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Выбор весов связан с дополнительными исследованиями и полностью 
находится в руках исследователя.

Понятно, что в реальных данных признаки могут очень сильно отли
чаться по абсолютному значению, что также приводит к неравноправно
сти их в вычислении расстояний, а, значит, и в оценке сходства между 
объектами. Можно устранить этот недостаток и по-другому, нормируя 
данные перед использованием кластер-анализа одним из следующих спо
собов:

z ik =  (x ik — Х,)/<У, -  обычная стандартизация, где х, -  среднее 
арифметическое значение, а, — среднее квадратическое отклонение ряда 
значений jc,;

z i к =  x ik / х  max* —отнесение признаков объекта к максимальному зна
чению в их наборе;

Zlk — Xjk /х ,  -  отнесение признаков объекта к среднему значению 
в их наборе;

z ik ~ xik/x mmi ~  отнесение признаков объекта к минимальному зна
чению в их наборе;

=л = (*<* -  нормирование к единичному интерва
лу. Значения признаков будут заключены в единичном интервале

О < z,ь < 1.

Евклидово расстояние рекомендуется применять в случаях, если:
а) признаки достаточно однородны по своему физическому смыслу, 

причём, установлено, что все они одинаково важны с точки зрения реше
ния вопроса об отнесении объекта к тому или иному классу;

б) размерность признакового пространства (л») невелика.
-  Квадрат евклидова расстояния. Иногда используют квадрат евкли

дова расстояния, чтобы придать большие веса более отдаленным друг от 
друга объектам. Это расстояние вычисляется следующим образом:

т

<1„
Ь I

-  Расстояние городских квартачов (манхэттенское расстояние). Это 
расстояние является просто средним разностей по координатам. В боль
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шинстве случаев эта мера расстояния приводит к таким же результатам, 
как и для обычного расстояния Евклида. Однако для этой меры влияние 
отдельных больших разностей (выбросов) уменьшается (так как они не 
возводятся в квадрат). Манхэттенское расстояние вычисляется по формуле:

-  Расстояние Чебышева. Это расстояние может оказаться полезным, 
когда желают определить два объекта как «различные», если они разли
чаются по какой-либо одной координате (каким-либо одним измерени
ем). Расстояние Чебышева вычисляется по формуле:

-  Степенное расстояние. Иногда желают прогрессивно увеличить 
или уменьшить вес, относящийся к размерности, для которой соответст
вующие объекты сильно отличаются. Это может быть достигнуто с ис
пользованием степенного расстояния. Например, надо увеличить вес того 
свойства объекта, которое более важно для данного исследования. Сте
пенное расстояние вычисляется по формуле:

где г н р  — параметры, определяемые пользователем. Параметр р  ответст
венен за постепенное взвешивание разностей по отдельным координатам, 
параметр г отвечает за прогрессивное взвешивание больших расстояний 
между объектами. Если оба параметра -  r a p  — равны двум, то степенное 
расстояние совпадает с расстоянием Евклида.

-  Процент несогласия. Эта мера используется в случаях, когда данные 
являются категориальными.

-  Коэффициент корреляции. В качестве меры близости точек исполь
зуется величин 1 — г, где г — коэффициент корреляции Пирсона. Матрицы 
расстояний обычно применяются с большим успехом, чем матрицы ко
эффициентов корреляции, потому что они меньше реагируют на замену 
алгоритма кластеризации.

т

d„ = max be., - х  У k | к
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Существует ещё насколько типов расстояний (Хемминга, Махалано- 
биса и т.д.), которые здесь не приводятся.

4.3. Правила объединения кластеров

Следующим важным этапом кластеризации данных является проце
дура объединения объектов в классы. По какому условию считать, доста
точно ли мало расстояние, чтобы включить объект в данный кластер? По 
какому правилу объединять кластеры? Рассмотрим некоторые правила 
объединения объектов в кластер, реализованные в алгоритмах агломера- 
тивных иерархических методов (Боровиков, 2003; Электронные ресурсы).

Поскольку в агломеративных методах на первом шаге каждый объект 
понимается как кластер, то будем говорить о правилах объединения кла
стеров, подразумевая, что эти правила распространяются и на условия 
включения объекта в кластер.

Метод ближайшего соседа или одиночная связь. В этом методе рас
стояние между двумя кластерами определяется расстоянием между двумя 
наиболее близкими объектами (ближайшими соседями) в различных кла
стерах. Отсюда и название метода одиночной связи, так как для объеди
нения нужна только одна связь. Недостатком этого метода является обра
зование слишком больших «продолговатых» кластеров -  «цепочек».

Метод наиболее удаленных соседей (полная связь). Метод полных 
связей позволяет устранить недостаток предыдущего метода. В нём рас
стояния между кластерами определяются наибольшим расстоянием меж
ду любыми двумя объектами в различных кластерах (т.е. «наиболее уда
ленными соседями»). Здесь мера сходства между кандидатом на включе
ние в группу и членами группы не может быть меньше некоторого поро
гового значения. Этот метод обычно работает очень хорошо, когда объ
екты существенно различаются. Если же кластеры имеют в некотором 
роде удлиненную форму или их естественный тип является «цепочеч
ным», то этот метод непригоден.

Невзвешенное попарное среднее. В этом методе расстояние между 
двумя различными кластерами вычисляется как среднее расстояние между 
всеми парами объектов в них. Метод эффективен, когда объекты в дейст
вительности формируют различные классы, однако он работает одинаково 
хорошо и в случаях протяженных («цепочного» типа) кластеров.

Взвешенное попарное среднее. Метод идентичен методу невзвешен- 
пого попарного среднего за исключением -того, что при вычислениях
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размер соответствующих кластеров (т.е. число объектов, содержащихся 
в них) используется в качестве весового коэффициента. Поэтому предла
гаемый метод должен быть использован, когда предполагаются неравные 
размеры кластеров.

Невзвешенный центроидный метод. В этом методе расстояние ме
жду двумя кластерами определяется как расстояние между их центрами 
тяжести.

Взвешенный центроидный метод (медиана). Этот метод идентичен 
предыдущему, за исключением того, что при вычислениях используются 
веса для учёта разницы между размерами кластеров (т.е. числами объек
тов в них). Если подозреваются значительные отличия в размерах класте
ров, то этот метод оказывается предпочтительнее предыдущего.

Метод Уорда. Этот метод отличается от всех других, поскольку он 
использует методы дисперсионного анализа для оценки расстояний меж
ду кластерами. Метод минимизирует сумму квадратов для любых двух 
(гипотетических) кластеров, которые могут быть сформированы на каж
дом шаге. В целом метод представляется очень эффективным, однако он 
стремится создавать кластеры малого размера.

Так как алгоритмы объединения работают формально, то задачей ис
следователей является подбор правильного метода для учета особенно
стей физической природы своих данных.

Из неиерархических методов рассмотрим метод A-средних, принадле
жащий к группе итеративных методов эталонного типа. Он является част
ным случаем общего метода динамических сгущений, отличающихся друг 
от друга по способу определения центра кластера. В методе /с-средних за 
центр класса принимается центр тяжести, который вычисляется как сред
нее арифметическое объектов класса. Расстояние между объектом и клас
сом понимается как евклидово расстояние между объектом и центром тя
жести класса. Например, если в кластере 2 объекта, соединим их отрезком 
прямой и найдем середину. Эта точка и будет центром тяжести нашего 
кластера. Объект относится к тому классу, расстояние до которого мини
мально. В отличие от иерархических процедур метод Ar-средних работает 
непосредственно с объектами, а не с матрицей сходства.

Принципиально метод A-средних «работает» следующим образом:
1) для начала процедуры классификации должны быть заданы к слу

чайно выбранных объектов, которые будут служить эталонами, т.е. цен
трами кластеров (число их определяется пользователем);

2) затем происходит перемещение точек: каждая точка перемещается 
в ближайший к ней кластер;
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3) вычисляются центры тяжести новых кластеров;
4) шаги 2-3 повторяются, пока не будет найдено такое разбиение объ

ектов на заранее заданное количество классов к, чтобы минимизировался 
функционал качества, вычисляющий сумму внутриклассовых расстояний 
между объектами, или число итераций не превысит заданное пользовате
лем. Шаги 2-3 представляют собой одну итерацию, т.е. одно очередное 
по счёту приближение к решению.

Сущность итеративных методов заключается в том, что процесс клас
сификации начинается с задания некоторых начальных условий (количе
ство образуемых кластеров, порог завершения процесса классификации 
и т.д.). Итеративные методы в большей степени, чем иерархические, тре
буют от пользователя интуиции при выборе типа классификационных 
процедур и задания начальных условий разбиения, так как большинство 
этих методов очень чувствительны к изменению задаваемых параметров.

Например, выбранное случайным образом число кластеров может не 
только сильно увеличить трудоемкость процесса классификации, но и при
вести к образованию «размытых» или мало наполняемых кластеров. По
этому целесообразно сначала провести классификацию по одному из иера
рхических методов или на основании экспертных оценок задать в качестве 
начального приближения к случайно выбранных объектов, которые будут 
служить эталонами, т.е. центрами кластеров. Считается, что алгоритмы 
эталонного типа удобные и быстродействующие.

Как и в иерархическом кластерном анализе в итерационных методах 
существует проблема определения числа кластеров. В общем случае их 
число может быть неизвестно. Не все итеративные методы требуют пер
воначального задания числа кластеров. Но для окончательного решения 
вопроса о структуре изучаемой совокупности можно испробовать не
сколько алгоритмов, меняя либо число образуемых кластеров, либо уста
новленный порог близости для объединения объектов в кластеры. Тогда 
появляется возможность выбрать наилучшее разбиение по задаваемому 
критерию качества.

4.4. Функционалы качества разбиении на классы

Как оценить успешно или неуспешно решена задача кластеризации 
данных? Чётких разработок по проверке адекватности результатов раз
биения данных на однородные группы пока нет, хотя имеются способы 
определения количественных критериев, следуя которым можно было бы
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предпочесть одно разбиение другому. С этой целью в кластер-анализе 

вводится понятие так называемого функционала качества разбиения Q(S), 

определённого на множестве всех разбиений. Функционал зависит от 

объёмов групп и расстояний между объектами, вошедшими в отдельные 

группы. Под наилучшим разбиением понимается то разбиение S* из всех

S, на котором достигается экстремум (минимум или максимум) выбран

ного функционала качества. Выбор того или иного функционала качест

ва, как правило, также осуществляется произвольно и опирается скорее 

на профессионально-интуитивные соображения, чем на какие-либо стро

гие правила (Айвазян, Бежаева, Староверов, 1974).

Ниже приводятся примеры нескольких функционалов качества, когда 

в качестве Q(S) используется:

1. Сумма квадратов расстояний до центров классов:

где / - номер кластера (/ = 1, 2, ... k); X  — центр /-го кластера, [А",] - век

тор значений переменных для /-го объекта, входящего в /-й кластер; d(X„ 

X ,) — расстояние между г-м объектом и центром 1-го кластера. При ис

пользовании этого критерия стремятся получить такое разбиение сово

купности объектов на к кластеров, при котором значение Q(S) было бы 

минимальным.

2. Сумма внутриклассовых расстояний между объектами:

В этом случае наилучшим следует считать такое разбиение, при кото

ром достигается минимальное значение Q(S), т.е. получены кластеры 

большой «плотности». Объекты, попавшие в один кластер, близки между 

собой по значениям тех переменных, которые использовались для клас

сификации.

3. Суммарная внутриклассовая дисперсия:

к

/=1 ie S ,

к

M i i . J e S ,

к  р

Ы\ 1=\
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где cs\ - дисперсия у-й переменной в кластере S/. В данном случае раз

биение, при котором сумма внутриклассовых (внутригрупповых) диспер

сий будет минимальной, следует считать оптимальным.

В последнее время чаще применяются критерии в виде отношений по

казателей «населённости» кластеров к расстоянию между ними. Это может 

быть, например, отношение суммы межклассовых расстояний к сумме 

внутриклассовых (между объектами) расстояний, или отношение общей 

дисперсии данных к сумме внутриклассовых дисперсий.

После распределения объектов по к кластерам сравнивают первона

чальный состав этих кластеров с вновь полученным. Если обнаруживается 

несовпадение, работа алгоритма продолжается. Локальный экстремум дос

тигается в том случае, если совпадают результаты последующей и преды

дущей группировок.

В большинстве случаев критерии качества связаны с определёнными 

алгоритмами классификации, т.е. определенный алгоритм обеспечивает 

получение экстремального значения соответствующего функционала ка

чества. Например, на принципе минимизации внутрикластерной диспер

сии основаны алгоритмы метода Аг-средних и метода Уорда.

К настоящему времени предложено много различных способов как 

вычисления расстояний между объектами, так и целевых функций, по

этому кластерный анализ - это не один метод, а набор (более 200 схем).

4.5. Сравнительный анализ различных методов 

кластерного анализа

Столкнувшись с множеством методов, каждый из которых даёт не

сколько отличающийся результат, исследователь вправе спросить, какой 

из них лучше? Зависимость результатов кластеризации от методов тем 

сильнее, чем менее явно изучаемая совокупность данных разделяется на 

группы объектов. Существенное влияние на характеристики кластерной 

структуры оказывают: во-первых, набор признаков, по которым осущест

вляется классификация; во-вторых, тип выбранного алгоритма. Напри

мер, иерархические и итеративные методы приводят к образованию раз

личного числа кластеров. При этом сами кластеры различаются и по со

ставу, и по степени близости объектов. Выбор меры сходства также влия

ет на результат разбиения. Если используются методы с эталонными ал

горитмами, например, метод A-средних, то задаваемые начальные усло
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вия разбиения в значительной степени определяют конечный результат 

разбиения.

Имеются некоторые рекомендации практического плана по выбору 

алгоритма кластеризации, полученные на основе экспериментального 

сравнения различных методов (Мандель, Чёрный, 1988):

- Результаты классификации в целом будут лучше, если признаков 

немного, а число классов большое.

- Близкие результаты наблюдаются только у методов группового сред

него и центроидного. Особенно близкие результаты из неиерархических 

методов дают вариант Мак-Кина и вариант Бола и Холла метода А-средних.

- Наиболее устойчивы к «зашумлению» данных метод A-средних (ва

риант Болла и Холла), метод Уорда; наименее — медианный метод и осо

бенно метод ближайшего соседа.

- Для алгоритмов типа A-средних очень важен выбор начального раз

биения. Случайный выбор центров классов и выбор по центроиду не ре

комендуется.

- При малом числе признаков и большом числе классов хорошо рабо

тают (восстанавливают истинную структуру) метод Уорда, метод груп

пового среднего, метод дальнего соседа. Плохо работают — метод бли

жайшего соседа, метод A-средних (варианты Мак-Кина и Хартигана).

- При большом числе признаков и малом числе классов хорошо рабо

тают метод Уорда, метод A-средних (вариант Мак-Кина), плохо - метод 

ближайшего соседа, медианный метод, центроидный метод.

- Во всех случаях хорошо работают метод дальнего соседа и особенно 

метод Уорда.

- Во всех случаях плохо работает медианный метод и особенно метод 

ближайшего соседа.

- С  учётом чувствительности к «зашумлению» и способности к вос

становлению структуры данных наилучшим является алгоритм Уорда, 

наихудшим - метод ближайшего соседа (Гублер, 1978).

- По исследованиям канадских учёных, помехоустойчив алгоритм ме

тода «средняя связь», а центроидный и медианный зависят от размеров 

групп.

- Если число объектов (образцов) велико (1 ООО и более), а число при

знаков мало (5 или 10), метод A-средних предпочтительнее иерархиче

ских, так как процесс получения решения происходит почти на два по

рядка быстрее (Дэвис, 1990).

Подчеркнём, что результаты классификации тем успешнее, чем боль

ше объём выборки я и меньше соотношение т/п (число признаков долж
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но быть в несколько раз меньше числа объектов). Для получения содер- 

жательно-осмысленной классификации (если она вообще потенциально 

возможна) полезны следующие методические приёмы:

- применять к данным несколько алгоритмов классификации;

- применять для анализа данных несколько типов метрик (расстоя

ний) с последующим сравнением результатов;

- выбирать результат, наиболее устойчивый к изменениям.

Успех применения кластерного анализа во многом зависит от инфор

мации, которой обладает исследователь относительно ожидаемого разде

ления на классы. Все вышеперечисленные рекомендации носят формаль

ный характер и могут оказать лишь косвенную помощь исследователю. 

Оценка качества и разумности полученного разбиения должна но

сить содержательный характер, поэтому при выборе окончательного 

варианта очень важны интуиция и знания исследователя в данной 

предметной области.

Несмотря на отсутствие надёжных статистических способов оценки 

адекватности результатов кластерного анализа истинной структуре дан

ных, его методы широко используются в науках о Земле. Например, ме

тоды кластерного анализа могут быть полезны как вспомогательный этап 

в районировании территории по условиям формирования стока, в задачах 

районировании территории по гидрохимическим показателям загрязне

ния поверхностных и подземных вод и т. д.

4.6. Примеры использования кластерного анализа 

при решении задач прикладных исследований

Основные сведения об устройстве модуля Cluster Analysis из паке

та Statistica 6.0. В пакете предлагается семь способов вычисления рас

стояния между объектами и семь методов объединения их в кластеры на 

основе рассчитанных расстояний. Из них шесть алгоритмов представля

ют агломеративные иерархические методы и один неиерархический (к- 

средних).

Методы кластеризации, используемые в пакете Statistica:

- Single linkage — метод одиночной связи («ближайшего соседа»),

- Complete linkage - метод полной связи («дальнего соседа»).

- Unweighted pair group average — невзвешенный метод «средней связи».

- Weighted pair group average — взвешенный метод «средней связи».

- Unweighted centroid pair group — невзвешенный центроидный метод.
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- Weighted centroid pair group (median) - взвешенный центроидный 

метод.

- Ward method - метод Уорда.

В пакете доступны следующие меры расстояния между объектами:

- Squared Euclidian distances - квадрат евклидова расстояния.

- Euclidian distances - евклидова мера.

- City-block (Manhattan) - манхэттенское расстояние (или «расстояние 

городских кварталов»).

- Chebyshev distance metric - метрика Чебышева.

- Power: SUM(ABS(x - y)p)l/r - степенное расстояние.

- Percent disagreement - процент несогласия (для бинарных данных, 

например, результатов социологического опроса).

- 1 - Pearson г— пирсоновский коэффициент корреляции (точнее, 1 - г).

Как любая интеллектуальная автоматизированная система, модуль уст

роен так, что перед началом работы программа запрашивает у пользовате

ля ряд уточняющих сведений, конкретизирующих постановку задачи.

Для определённости будем считать, что таблица с данными представ

ляет собой матрицу из п строк и т  столбцов. Пусть объекты расположены 

в столбцах, а каждая строка содержит значения какого-либо одного при

знака. В действительности данные в матрице могут располагаться и на

оборот, что непринципиально.

На первом шаге надо определиться с типом анализа: иерархиче

ский (Joining), А-средних (К-means clustering) или двухсторонний (по 

объектам и их признакам одновременно) - Two-way joining. Последний 

тип анализа считается перспективным, но используется крайне редко из- 

за недостаточности теоретических разработок, поэтому будем рассматри

вать только два первых (рис. 13).

. Л=1*1

Рис 13 Диалоговое окно для выбора типа анализа
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Второй шаг - формулирование условий решения задачи. Если был 

выбран анализ иерархическими методами (Joining), то, естественно, не

обходимо будет уточнить, какой именно метод желательно использовать.

Список для выбора предлагается в поле под названием Amalgamation 

(linkage) rule (рис. 14). Кроме того, потребуется выбрать тип расстояния 

из списка поля Distance measure и, конечно, указать программе, из каких 

столбцов таблицы брать данные для анализа.

|iJ|Cluster Analysis luinuHf i lire  ( lusteiu

Quick, Advanced | .

Variables: I EJ/nvejChdgtotagyslotaQ-M

Inpul lie; 

Ouster

I Raw data

j V a ria ble s (coKanns) -g

Amalgamation (linkage) rule: j Complete Linkage 

Distance measure:.

П 1  : Г 0
Г  Batch processing and reporting

■3

Cancel

Options:

MD deletion j

I Casewfce 1

I C Mean j
i substitution

Рис 14 Диалоговое окно для настроек кластер-анализа 

одним из иерархических методов

Диалоговое окно для выбора данных вызывается щелчком на Vari

ables. Процедура может обрабатывать как матрицу с исходными данными 

(Raw data), так и заранее подготовленную матрицу сходства (расстояний) 

типа признак-признак, поэтому следует также указать тип матрицы в по

ле Input file.

Если на предыдущем шаге был выбран неиерархический метод к- 

средних, то набор установок для него другой, более обширный (рис. 15). 

В меню настройки анализа методом A-средних необходимо указать, что 

является объектами — сроки или столбцы (в поле Cluster). Указать желае

мое количество кластеров в поле Количество групп (Number of clusters) 

(по умолчанию 2); число итераций (Number of iterations) (по умолчанию 

10). Необходимо также задать начальное положение центров тяжести 

кластеров (эталонов), которое затем будет уточняться на каждой после

дующей итерации.

В разделе Начальные центры кластеров (Initial cluster centers) для 

выбора эталонов предлагается три способа:
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- Выберите измеренные (Choose observations to maximize initial be
tween cluster distances) - Выбрать в качестве эталонов объекты, отстоя

щие друг друга от друга на максимальном расстоянии.

- Отсортируйте расстояния... (Sort distances and take observations at 
constant intervals) — Отсортировать расстояния между объектами и назна

чить эталонами точки, расположенные через равные интервалы (стоит по 

умолчанию).

-Выберите первые номера... (Choose the first N (Number o f clusters) 
observations) - Назначить в качестве эталонов первые N наблюдений (N - 

число кластеров).

^ C lu s te r  Analysis: К-Means Clustering;.Хдрдетерйс тики стона рек £

* ’ • Л  i  и "  . .

..........ЩШЫШ Щл *: g )  Variables: j О сан ки  J  river Г М К Г асто га

" 3Cluster: j  Venables (columns)

Number ot c ta t e rc  ( Г " @ ‘1  j 

po SI

--------- -it A i d e r  center*

! Choose observations to т а м т й е  initial betweervduster distances 

j Soct tistances and take observations at constant intervals 

C  Choose the first N

Г  Batch processing and lepoilino Г  M ean 
substitution

Р-ис 15 Диалоговое окно для настроск метода А-срсдиих

Допустим, Вы заказали разбиение на 4 класса, тогда при выборе этого 

алгоритма первые четыре объекта будут назначены эталонами.

Третий шаг — обсуждение результатов. Это наиболее творческий 

и мучительный этап для исследователя. К нему по праву можно отнести 

образное выражение: «Математика может избавить нас от мучитель
ной необходимости размышлять, но мы должны платить за эту приви
легию, испытывая муки раздумий как до того, как математика вступа
ет в действие, так и после» (Каплан, 1964). Задачей исследователя на 

этом этапе является максимальное использование для анализа графиче

ских и табличных результатов работы модуля.

Диалоговое окно результатов состоит из двух частей: верхней инфор

мационной и нижней функциональной. В информационной части высве
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чиваются сведения о параметрах задания, а в нижней функциональные 

кнопки для анализа результатов (рис. 16).

И Н Г  - xLlxl

Number of variables: 4
Number of cases: ? .'i
Joining of variables
Missing data were casewise deleted
Amalgamation (joining) rule: Single Linkage
Distance metric is: Euclidean distances (non standardised)

4>Ы

Quick Advanced j 

Щ П  Hoiizontai hie»acchical Iree plot

Vertical icicle plot

W Rectangu!a« btanches 
Г  Scale tree to dhnk/dmaxl 00

ffjffl Amalgamation schedule 

W4 Graph of amalgamation schedule

fin a n c e  matrix

Descriptive statistics

Matrix

Cancel

Рис 16 /Диалоговое окно результатов

Интерпретацию результатов кластерного анализа лучше рассматри

вать на примерах.

Пример 1. Классификация рек Хакасии по внутригодовому распреде

лению стока. Рассмотрим пример разбиения рек Хакасии на однородные 

группы по водному режиму. Сочетание анализа физико-географических 

условий и группирование с помощью кластер-анализа, очевидно, позво

лит в дальнейшем более уверенно проводить районирование гидрологи

ческих объектов (бассейнов) по водному режиму.

Предварительную классификацию исследуемых бассейнов можно про

водить по признаку однородности внутри классов. Задача такой классифи

кации сводится к объединению бассейнов в группы с максимальной одно

родностью внутри них и минимальной - между ними.

Для классификации и районирования рек можно использовать внут

ригодовое распределение стока, которое отражает характерные черты 

режима стока, наиболее часто повторяющиеся в группе рек данного гид

рологического района. Однако при этом теряются некоторые частные 

особенности. Поэтому мы будем иметь дело с исходными временными 

среднемесячными рядами расходов воды.
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Исходной информацией для классификации и районирования послу

жили данные наблюдений за стоком, а именно, доли среднемесячных 

расходов воды от годового для 23 рек. Таким образом, имеем матрицу 

данных размером 23><12, в качестве объекта кластеризации выбирается 

река-пост. Так как все признаки представляли собой отношение расхода 

к среднегодовому, то в нормализации данных перед началом работы не 

было необходимости.

В первую очередь были построены дендрограммы объединения рек 

в однородные группы, полученные разными иерархическими методами 

кластерного анализа (рис. 17-18), что даёт возможность сравнить полу

ченные результаты и с большей уверенностью выделять реки с общими 

условиями формирования стока.

Рис 17. Классификация рек по внутригодовому распределению стока 

методом «наиболее удалённого соседа» (D - евклидово расстояние)

Выбор типа выводимого графика дендрограммы (горизонтальный или 

вертикальный) целиком зависит от автора исследования. Для этого доста

точно в диалоговом окне результатов (рис. 16) выбрать Horizontal... или 

Vertical... Кроме того, существуют на выбор исследователя две модифи

кации дендрограммы: прямоугольная (Rectangular branches) и более точ

ная (Scale tree...). Разбиения постов на однородные группы методом 

«удалённого соседа » и методом Уорда по многим позициям совпадают. 

Например, по обоим методам в одну группу попали р. Джебаш - с. Дже- 

баш (объект С9), р. Она — п. Малый Анзас (объект С 16), р. Большой Он - 

п. Большой Он (объект С5) и т.д.
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В иерархических методах на дендрограммах, как правило, хорошо 

видно прекращение объединения в классы но довольно резко увеличив

шемуся расстоянию по оси у.

Исследователь может выбрать пороговое значение расстояния, на ко

тором следует ограничить объединение. На рис. 18 можно ограничиться 

3—4 шагами. Каждый узел на ветви — это результат очередного шага объ

единения.

Рис 18. Классификация рек по внутригодовому распределению 

стока методом Уорда (D - евклидово расстояние)

При применении метода Уорда уже при расстоянии 4 (рис. 19) обра

зовалось 4 кластера. Посмотрим списочный состав кластеров на каждом 

шаге объединения в таблице (рис. 19).

Вызывается таблица из диалогового окна результатов кнопкой Amal

gamation schedule.

В столбце linkage distance указаны расстояния, при которых происхо

дит объединение объектов с символическими именами с_1, с_2... что 

означает «объект на строке!» и т.д. Из выделенных кластеров чёткую 

интерпретацию можно дать двум группам: реки первой относятся к степ

ной зоне - это реки Тесь, Ерба, Уйбат, Бея, Табат; объекты второй - 

к району северо-западного склона хребта Западных Саян - реки Джебаш, 

Она, Большой Он. Данные две группы образуются при использовании 

всех вышеперечисленных методов. Реки выделенных групп не только 

близки по гидрологическому режиму, но и находятся в одной природной 

зоне. Последнее дает основания считать, что реки образуют районы 

с общими условиями формирования речного стока.
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Рис. 19 Таблица со списком объединяемых объектов

При рассмотрении оставшихся кластеров возникают затруднения из- 

за несовпадения их составов для горных районов Кузнецкого Алатау 

и Абаканского хребта. Поэтому для содержательного анализа и принятия 

окончательного решения необходимо более детально рассмотреть дан

ную территорию с учётом физико-географических характеристик, ис

пользуя гипсометрическую карту, карту растительности, распределение 

увлажнённости по территории, геологическое строение, гидрологические 

показатели и т.д.

Пример 2. Классификация рек Хакасии по внутригодовому распреде
лению стока методом k-средних. Решим задачу разбиения рек Хакассии 

на однородные группы по водному режиму методом A-средних. Матрица 

данных та же, что и в предыдущем случае. В качестве объектов кластери

зации назначаем строки. Рассмотрим только возможности, предоставляе

мые модулем для анализа результатов. Диалоговое окно результатов 

в методе ft-средних имеет несколько иной вид (рис. 20).

В функциональной части окна можно посмотреть расстояния от объ

ектов до центра тяжести каждого кластера и матрицу расстояний между 

их центрами (Cluster means & Euclidian distances), дисперсию признаков 

(Analysis of variance), построить графики средних значений признаков для
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каждого кластера (Graph o f means), получить описательную статистику 

для каждого кластера (Descriptive statistics of each cluster), просмотреть 

состав и расстояния от объектов до центра тяжести каждого кластера

(Members of each cluster and distances).

jg jk  Means ClusterfnQ Results} Д лм ты е J&K)

Number of variables: 12 
Number of cases: 18 
K-m.eans clustering of cases 
Missing data were casewise deleted 
Number of clusters: 4
Solution was obtained after 2 iterations

Quick Advanced

U
graph of means

Cesciiplive statistic* foi each cluster

И  Membets ol each clustai 8. distances j

Save classifications and distances

4>l«l

Siimmaty

Cancel j

M  Options •

Рис 20 Диалогоное окно результатов 

кластерного анализа методом А-средних

По графику средних визуально можно судить о качестве «расслоения» 

данных при заданном числе классов и соответственно этому корректиро

вать решение о количестве кластеров. Иллюстрацией этого приёма слу

жат приведённые на рис. 21 графики средних.

На формальном уровне этот пример очень показателен. Легко видеть, 

что кластеры 4 и 5 на верхнем графике синхронны, и их можно объеди

нить в один. Аналогичная картина наблюдается у кластеров 2 и 3. В ре

зультате деления на 3 кластера расслоение данных на группы чётче 

(нижний график).

Перенесём расстояния от объектов до центра тяжести каждого из трёх 

кластеров из таблицы, выдаваемой нажатием кнопки Cluster means & 

Euclidian distances, в ЭТ Excel и построим лепестковую диаграмму 

(рис. 22). У объектов первого кластера (ряд 1 на диаграмме) половодье
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наблюдается в апреле, у второго кластера (ряд 2) - в мае-июне (в высо

когорных бассейнах), у третьего кластера (ряд 3) - в мае.

-Ю1 х|

QwM r t 

-д е - СШ.& 2
~т~ 0« ш 3

Оиз1*- й
- с -

Cluster { 
~*~ C’umr % 
•«О» С!иг?«г ?

Рис 21. Графики средних значений признаков в кластерах

—— Ряд 1 — Ряд 2 Ряд 3

Рис. 22 Лепестковая диаграмма среднемесячных расходов 

по каждому кластеру

Меню Members of each cluster & distances является обязательным для 

просмотра. Здесь содержится информация о метрических расстояниях 

внутри классов и само разбиение на классы.

Сравнение состава кластеров (рис. 23), полученных методами Перед

них и методом Уорда, позволяет сделать вывод о достаточно хорошем
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совпадении результатов кластеризации. Полностью совпадают составы 

2-х групп с очень тесными связями:

1) реки Тесь - с. Боград, Ерба - с. Ерба, Туи (С7, CIO, С18) с малыми 

расстояниями 0,05-0,07;

2) реки Бея - с. Бея, Табат- с. Табат (С12, С15) с расстояниями 0,101.
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Рис 23 Вид таблиц с информацией о кластерах: номер кластера (подчёркнут), 

символические имена объектов (С 1 ) и их расстояния до центра кластера (Distance)

Чем меньше расстояния, тем более компактную математическую об

ласть занимает класс и тем он статистически более устойчив.

В кластере 3 «лишним» является объект С2, в методе Уорда он попа

дал в кластер 4. Действительно, из всех объектов третьего кластера он 

наиболее удалён от центра (расстояние 0,29), поэтому, возможно, лучше 

перенести С2 в кластер 4. Однако такое решение должно быть подкреп

лено анализом физико-географических особенностей бассейна.

Естественно полагать, что степень компактности объектов в кластере 

отражает уровень близости объектов в признаковом пространстве.

В ряде задач удобно использовать в качестве меры близости объектов 

коэффициент корреляции, а точнее величину 1 - Pearson г. Процедура 

применения кластерного анализа в этом случае имеет особенности в бо

лее удобном представлении дендрограммы. Таким образом, кластерный 

анализ обеспечивает относительно простой и прямой путь классифика
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ции объектов и позволяет представить результаты в удобном для пони

мания виде.

Пример 3. Уточнение сезонов гидрологического года методом к-сред- 

них. Рассмотрим задачу уточнения сезонов внутри гидрологического года 

по водному режиму рек Хакасии. Кластерным анализом также можно вы

делять сезоны внутри года (рис. 24), если в качестве объектов кластериза

ции выбрать признаки, расположенные в столбцах матрицы данных, т.е. 

характеристики стока. Иерархические методы хорошо выделяют все фазы 

водного режима, что немаловажно, так как отпадает необходимость в по

строении для этих целей гидрографов стока.

Сравнение результатов кластерного анализа с сезонами, выделенными 

на типовом гидрографе для рек равнинной Минусинской котловины, по

казало полное совпадение.

Дендрограмма, полученная по методу "ближайшего соседа"

Рис. 24. Выделение сезонов водной) режима

Выделены зимний (XI, XII, I, II, III месяцы) и летне-осенний (VII, 

VIII, IX, X) сезоны. Наиболее тесная связь наблюдается у зимних меся

цев, менее связаны величины стока за весенние месяцы (IV, V, VI).

Вопросы для самопроверки

1. Дают ли различные алгоритмы кластерного анализа сходные результата!?
2. Дайте строгое определение поня тию «кластер».
3. Как вы понимаете признаковое пространство?
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4. Что собой представляет объект исследования?

5. Чем отличаются агломеративные методы кластерного анализа от диви- 
зивных?

6. Поясните принцип работы итеративных методов кластерного анализа?
7. Как ещё называют неиерархические кластер-процедуры?
8. Объясните смысл термина «зашумление данных».
9. Какой алгоритм кластеризации наиболее устойчив к зашумлению данных?
10. Для чего проводится процедура нормирования исходных данных?
11. Что такое метрика?
12. Какие метрические расстояния Вы можете назвать?
13. В нижеприведённом списке укажите алгоритмы кластерного анализа, ко

торые рекомендуется использовать в условиях малого числа признаков и большо

го количества классов:
- метод Л-средних;
- метод ближнего соседа;

- метод дальнего соседа;
- центроидный метод;

-метод Уорда.
14. Какие графические возможности имеются в статистических пакетах для 

отображения результатов кластерного анализа?
15. Можно ли заранее задать количество кластеров?
16. Какие кластер-процедуры называются структурными - иерархические или 

неиерархические?

17. Поясните смысл термина «размерность признакового пространства».
18. Какой физический смысл имеет евклидово расстояние, если объекты ха

рактеризуются всего тремя признаками?

19. Верно ли утверждение «Кластер-анализ использует при разбиении на 

группы только несколько наиболее важных свойств объектов»?
20. Используют ли методы кластер-анализа, как и дискриминантный анализ, 

обучающую выборку?
21. Какие величины откладываются по осям дендрограммы?
22. К какому типу методов принадлежит метод Л-средних?
23. Что такое эталон в методе ft-средних?
24. Как можно оценить плотность класса?

25. Что такое функционал качества?
26. Какой должна быть дисперсия полученного класса, чтобы признать каче

ство разбиения хорошим?
27. Каким должно быть расстояние между классами, чтобы признать качество 

разбиения хорошим?

28. Что такое пороговое значение?
29. Назовите алгоритмы, дающие сходные разбиения.
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5. ФАКТОРНЫЙ АНАЛИЗ

Фактор (от лат. factor -  делающий, производящий) -  причина, 
движущая сила какого-либо процесса, явления, 

определяющая его характер или отдельные его черты 
Советский энциклопедический словарь

5.1. Общие положения факторного анализа

Факторный анализ (в широком смысле) - это совокупность моделей 

и методов, ориентированных на выявление и анализ внутренних причин 

(факторов), формирующих процесс, на основании информации об их 

внешних проявлениях в виде измеренных характеристик (признаков).

В основе различных моделей факторного анализа лежит следующая 

гипотеза: наблюдаемые или измеряемые свойства являются лишь косвен

ными характеристиками изучаемого объекта или явления, на самом же 

деле существуют внутренние (скрытые, неподдающиеся прямому изме

рению) параметры или свойства, число которых мало и которые опреде

ляют значения наблюдаемых признаков. Эти внутренние параметры при

нято называть факторами. Задача классического факторного анализа — 

представить наблюдаемые параметры в виде линейных комбинаций фак

торов и, может быть, некоторых дополнительных, «несущественных» 

величин - «помех». Таким образом, хотя сами факторы неизвестны, такое 

разложение можег быть получено и, более того, такие факторы могут 

быть определены, т.е. для каждого объекта могут быть указаны значения 

каждого фактора (Девис, 1990).

Рассмотрим очень показательный пример (Благуш, 1989). Он взят из 

минералогии в силу очень удачной иллюстративности латентных пере

менных. Месторождение руды, содержащей олово и цинк, с высокой ве

роятностью определяется совместным действием трёх факторов: темпе

ратурой, силой деформации подстилающего пласта и проницаемостью 

горной породы. Известно, что месторождение руды, о котором идёт речь, 

может образоваться там, где значения этих трёх показателей или в иных 

терминах - латентных (скрытых) переменных - комбинируются на опре

делённых уровнях. В соответствующих единицах эти уровни характери

зуются значением около 80 для температуры, 40 — для деформации и 50 - 

для проницаемости. Латентные переменные были потенциально измери
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мыми в далёком прошлом, ныне же они не подаются прямому измере

нию. Однако латентную температуру мы можем косвенно оценить по 

трём непосредственно измеряемым переменным, значения которых уста

навливаются с помощью химического анализа, а именно по количеству 

Mg в кальците, Fe в сфалерите и Na в мусковите. О силе деформации 

подстилающего слоя можем косвенно судить по образованию оолитов, 

разломам и складчатости. Проницаемость горной породы можно оценить 

по количеству жил или обломков на 1 м2. Всего, таким образом, набира

ется и = 8 непосредственно наблюдаемых переменных хг

При исследовании большого числа N  образцов (например, N > 20) 

можно вычислить корреляционную матрицу размером 8Х8 и с помощью 

факторного анализа установить существование т  = 3 латентных пере

менных - общих факторов /ь /г , /з, а их значения оценить по непосредст

венно измеряемым переменным. В тех случаях, когда все три получен

ных значения достаточно мало отличаются от установленных уровней 

f\ = 80, f i  = 40, f 3 = 50, можно с высокой вероятностью ожидать, что по

иск рудного месторождения увенчается успехом. Обратите внимание - 

измеряемых признаков 8, а факторов — 3. По терминологии прикладной 

статистики произошло «сжатие» (снижение) размерности признакового 

пространства с 8 до 3.

Пример применения факторного анализа в метеорологии. В метео

рологии существует огромное множество переменных, используемых для 

предсказания погоды, и они коррелированны между собой, что затрудня

ет применение регрессионного анализа и приводит к накоплению оши

бок. Ортогонализация с помощью компонентного анализа (раньше фак

торный анализ считали частным случаем компонентного) позволяет 

в значительной мере обойти эти указанные проблемы.

Факторный анализ применяется также в химии, гидрологии, экологии 

и других областях знаний, хотя своим возникновением он обязан психо

логии и долгое время применялся и развивался для решения проблем 

психологии, педагогики, социологии и т.д. Рождение факторного анализа 

связано с появлением работ математика и философа К. Пирсона и психо

лога Ч. Спирмена. Карлу Пирсону принадлежит первая работа, посвя

щённая методу главных компонент (1901), который был разработан им 

для решения проблемы измерения общих факторов в антропометрии. 

Чарльз Спирмен в своей статье (1904) доказывал на примере тестов для 

обследования способностей учеников английских школ, что все способ

ности человека объясняются одним главным фактором с неподдающимся 

точному определению свойством, которое пытались измерить английские
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психологи - фактором интеллекта. Впоследствии в теории личности было 

доказано, что это не совсем так, и процесс становления личности много

факторный. В дальнейшем развитие факторного анализа связано с име

нами J1. Гутмана, Г. Хотгелинга, Л. Тэрстоуна, Г. Хармана и др.

В общих чертах можно выделить следующие цели, или направления 

применения факторного анализа:

а) понижение числа переменных;

б) классификация переменных (таксономия), обычно сочетаемая с вве

дением общих вторичных переменных на основе укрупнения первичных;

в) косвенное оценивание переменных, не поддающихся непосредст

венному измерению;

г) исследование структуры исследуемой области;

д) преобразование исходных переменных к более удобному для ин

терпретации виду, осуществляемому обычно путём ортогонапизации ис

ходных переменных.

Все модели с патентными (ненаблюдаемыми, скрытыми, не поддаю

щимися измерению) переменными можно разделить на 3 группы:

1) классический линейный факторный анализ;

2) нелинейный факторный анализ;

3) анализ латентной структуры.

В каждой группе имеется ряд моделей. В данном учебном пособии 

речь будет идти только о классическом (линейном) факторном анализе.

Следует особо отметить присущие факторному анализу в определён

ной степени трудности восприятия терминологии и путаницу в терминах, 

в значительной мере обусловленные его междисциплинарным происхож

дением, профессиональным жаргоном и англоязычными образцами. Эта 

особенность отмечается во многих серьезных изданиях по факторному 

анализу. В связи с этим ниже при введении нового термина будут даваться 

его синонимы. В факторном анализе часто даже сам термин «фактор» 

приводит к неверным интерпретациям. Фактор в смысле факторного ана

лиза означает, прежде всего, математически сконструированную пере

менную, удовлетворяющую аксиомам факторной модели (Благуш,1989).

5.2. Модель классического линейного факторного анализа

Определим цель наших исследований как желание лаконично объяс

нить природу анализируемой многомерной структуры. Что понимается 

под термином «многомерная структура»? Речь идёт о множестве стати
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стически обследованных объектах Qi, Q 2, ... Q,„ представленных в виде 

матриц вида «объект - признак», «признак - признак» или «объект - объ

ект». Последние две могут быть матрицами корреляций, ковариаций или 

других мер сходства. Будем считать, что анализируемые данные пред

ставлены матрицей вида «объект - свойство» из п строк и т  столбцов 

[X] = {Х|, Х 2, ... Х ш}, где [Ху] = {х,7, х2/, ... хп/} — вектор-столбец значений 

/-го признака (свойства, переменой).

Линейная зависимость между переменными является полезным уп

рощением, облегчающим их исследование. Стремление «объяснить» за

висимую переменную (в нашем случае вектор-столбец [X,]) с помощью 

комбинации нескольких слагаемых, т.е. независимых переменных [/!], [/2], 

... [Д] приводит к многофакторным регрессионным уравнениям. Удобнее 

работать не с исходными (например, измеренными) переменными, а с их

отклонениями от средних значений xt ( — х/У или в векторной форме век

тор-столбец |̂ Ху J — Х>, что значительно упрощает математические вы

ражения. Кроме того, удобно предположить, что каждая независимая пе

ременная нормирована таким образом, при котором её дисперсия рав

на 1. Обозначим через [Y/J регрессионную оценку зависимой перемен

ной в отклонениях, тогда линейная зависимость, записанная в векторной 

форме, будет иметь вид:

[V/'J = </„ [/i] + a2l t/2] + ... + akl \JkI,

где к - число факторов, причём, к много меньше т (к «  /и). Естественно, 

что регрессионная оценка получена с ошибками, т.е. [у,] = [у/1 + [с,], где et — 

называется отклонением от регрессии или остатком. Предполагается, что 

остатки распределены по нормальному закону с единичной дисперсией.

В общем виде модель линейного факторного анализа выглядит как 

обычное регрессионное уравнение (далее везде квадратные скобки для 

обозначения векторов и матриц опущены):

* ___

у, = Y ja‘if i +ei ’ j  = k<<m ■ 
i-\

Если в уравнении учитываются все факторы (А = т), то имеет место 

метод главных компонент или компонентный анализ. В этом случае каж

дый из наблюдаемых параметров [у,] линейно зависит от т  некоррслиро-
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ванных между собой новых компонент (факторов) / 15 / 2, ... Каждая 

очередная компонента даёт возможно максимальный вклад в суммарную 

дисперсию параметров. В факторном анализе, в отличие от метода глав

ных компонент, оставляют небольшое количество факторов (к < т), что

бы на их долю приходилось 70-80% суммарной дисперсии. Однако для 

точной аппроксимации корреляций между параметрами необходимы все 

компоненты, поэтому факторный анализ не применяется для восстанов

ления или прогноза^,.

Коэффициенты a,j указывают «вес» или важность г'-го фактора в оп

ределении у'-й переменной и называются факторной нагрузкой г-го фак

тора на j -ю переменную. Другое название — факторные коэффициенты. 

Латентные независимые переменные образуют вектор/ ,  который называ

ется общим фактором модели. Точное название матрицы коэффициентов 

регрессии аи - матрица общих факторных коэффициентов, но на практи

ке используют более короткое - матрица нагрузок. Сумму квадратов 
к

нагрузок называют общностью, соответствующей переменной уу,
1=1

и чем больше это значение, тем лучше описывается уj факторами f .  

В свою очередь остатки е,2 показывают, какая часть дисперсии остаётся 

необъяснённой при используемом наборе факторов, и данную величину 

называют характерностью (специфичностью) переменной уj. Таким об

разом, дисперсия = общность + характерность и вычисляется через 

факторные нагрузки следующим образом:

* _

D, = lL al +ei j =1> - т■
<=i

Слагаемые в правой части этой формулы представляют собой вклады 

различных факторов в общую дисперсию j -й переменной.

5.3. Вычисление матрицы факторных нагрузок

Процесс нахождения факторов начинается с преобразования исходной 

матрицы данных в квадратную симметричную матрицу, которая выража

ет либо степень взаимосвязей между переменными, либо между объекта

ми. Это делается путём умножения слева или справа матрицы исходных 

данных на транспонированную к ней.
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Если матрица данных X состояла их п строк наблюдений (объектов) 

и т  столбцов переменных (свойств объектов), то умножение слева на 

матрицу, транспонированную к ней, приводит к квадратной матрице R 

порядка ш*т: R — ХТХ. Символом X 1 обозначена транспонированная 

матрица. Если данные были стандартизованы, то R будет корреляцион

ной матрицей т  переменных. Своим именем (R ) эта матрица обязана об

щепринятому обозначению коэффициента корреляции г.

Процедура стандартизации исходных данных очень важна как способ 

выравнивания влияния переменных, дисперсия которых мала. Например, 

если длины объектов заданы в сантиметрах, а ширина в миллиметрах, то 

переменная, представляющая ширину, будет оказывать в 10 раз большее 

влияние на результат, чем переменная, представляющая длину. Иногда 

предпочтительнее работать с оригинальными переменными и вследствие 

этого с ковариационной матрицей.

Если теперь матрицу данных X умножить справа на транспонирован

ную к ней матрицу Хт, то получим квадратную симметричную матрицу 

Q, которая имеет п строк и п столбцов: Q = X X 1. Если данные были стан

дартизованы, то Q будет ковариационной матрицей п объектов наблюде

ний. Обе матрицы характеризуют статистические свойства исходной 

матрицы X.

Далее находят собственные значения и собственные векторы корре

ляционной матрицы (см. раздел 1.3).

В факторном анализе используется следующее свойство собственных 

векторов матрицы — собственные векторы, принадлежащие различным 

собственным значениям, линейно независимы (ортогональны). Если [5] - 

корреляционная матрица, то собственные векторы этой матрицы являют

ся искомыми факторами.

Все методы факторного анализа основаны на выделении собственных 

значений и собственных векторов из корреляционных матриц. Собствен

ные векторы корреляционной матрицы, умноженные на корень квад

ратный из соответствующего ему собственного значения, и образуют 

вектор /  - искомые взаимно некоррелированные (т.е. ортогональные) 

факторы. Собственные значения характеризуют относительный вклад 

каждого собственного вектора в общую дисперсию. Длина собственного 

вектора, представляющего фактор, равна собственному значению (вер

нее, корню квадратному из него), поэтому факторы отражают также дис

персию (точнее, стандартные отклонения).

Существует много методов выделения факторов, которые можно раз

бить на 2 группы в зависимости от выбранного критерия оптимальности.
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Если в качестве критерия оптимальности используют минимум рас

хождения между ковариационной матрицей исходных признаков и той, 

которая получится после оценивания нагрузок, то приходят к методу 

главных компонент.

Если критерием оптимальности является максимальная близость ис

ходных корреляций признаков к тем, которые получены в модели после 

оценивания нагрузок, то возникает факторный анализ.

В пакете Statistica, например, предлагаются метод главных компонент 

(Principal components) и 5 методов из группы анализа главных факторов 

(факторный анализ):

- Communalities — multiple R2 — Общности равны квадрату коэффици

ента множественной корреляции (классический метод).

- Iterated communalities MINRES — Метод итеративных общностей 

(минимальных остатков).

- Maximum likelihood factors — Метод максимального правдоподобия.

- Centroid method - Центроидный метод.

- Principal axis method - Метод главных осей.

Математический аппарат этих методов достаточно сложен и поэтому 

здесь не рассматривается. О  методе максимального правдоподобия дос

таточно просто на примерах можно прочитать в книге (Лоули, Максвелл, 

1967).

Какой из этих методов лучше? Приведём высказывание на этот 

счёт одного из основоположников современного факторного анализа 

Г. Хармана «Ни в одной из работ  не было показано, что какой-либо один 

метод приближается к „ истинным “ значениям общностей лучше, чем 

другие методы. ...Выбор среди группы методов ,,наилучшего“ произво

дится в основном с точки зрения вычислительных удобств, а также 

склонностей и привязанностей исследователя, которому т от  или иной 

метод казался более адекватным его представлениям об общностях» 

(Харман, 1972).

Обратим внимание читателя на следующий важный момент - число 

учитываемых в дальнейшем факторов исследователь задаёт сам (кроме 

метода главных компонент, использующего все факторы). Предполагает

ся, что исследователь до проведения анализа в состоянии предсказать 

число факторов, от которых зависит изучаемая модель, исходя из некото

рых предварительных рассуждений. Теоретически эта проблема до сих 

пор не решена, хотя существует ряд рекомендаций:

а) оставлять только факторы, собственные значения которых больше 

единицы;
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б) оставлять только те факторы, общий вклад которых в суммарную 

дисперсию исследуемых рядов достигает заранее заданной величины, 

например, 60-80% и т.д.

В дальнейшем будем называть эти факторы эффективными. В пакете 

Statistica в рамках первой рекомендации предлагается вспомогательный 

чрезвычайно наглядный график «каменистой осыпи» (рис. 30), на котором 

в порядке убывания изображены собственные значения корреляционной 

матрицы. Собственные значения малой величины, как «обломки» горных 

породу подошвы горы, не участвуют в дальнейших исследованиях.

Однозначного решения системы уравнений (7) не существует, так как 

число объектов не равно числу признаков (п £  т), поэтому представле

ние корреляционной матрицы факторами (факторизацию) можно произ

вести бесконечным числом способов. Если получено решение одним из 

вышеперечисленных методов, то любое ортогональное преобразование 

(ортогональное вращение) матрицы нагрузок приведёт к той же факто

ризации.

5.4. Интерпретация матрицы факторных нагрузок.

Требования простой структуры

Следующей проблемой факторного анализа является содержательная 

интерпретация полученной матрицы факторных нагрузок. Крайне редко 

решение, полученное вышеуказанными методами, позволяет сразу со

держательно охарактеризовать факторы. Поэтому прибегают к процедуре 

вращения факторных осей в многомерном пространстве для получения 

«простой структуры» факторной матрицы.

В настоящее время существует довольно много процедур вращения 

факторных осей, но все они нацелены на выполнение основных критери

ев «простой структуры» Л. Тэрстоуна, суть которых сводится к сле

дующим положениям (Структура и динамика... 1987):

1) для каждой строки матрицы факторных нагрузок хотя бы одно зна

чение должно быть равным или близким к нулю;

2) столбцы факторной матрицы должны содержать не менее к близких 

нулю элементов, где к - учитываемые факторы;

3) в любой паре факторов должны существовать признаки, факторные 

нагрузки которых имеют максимальные нагрузки на один фактор и близ

кие к нулю на другой фактор, а также признаки, имеющие малые нагруз

ки на оба фактора;
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4) в любой паре факторов должно иметься небольшое число призна

ков, значимо отличающихся от нуля.

5.5. Вращение осей

Используя различные процедуры вращения, довольно трудно добиться 

полностью выполнения вышеуказанных критериев, особенно при работе 

с сильно коррелированной совокупностью признаков, но этот этап по

строения факторной моделей представляется весьма полезным, так как 

существенно облегчает интерпретацию результатов. В идеале при враще

нии желательно получить такой вид, чтобы точки располагались на кон

цах факторных осей (рис. 25) с небольшим количеством точек около нуля.

• •

Рис 25 Идеальное расположение факторных нагрузок 

для интерпретации в пространстве факторов f  и [, 

удовлетворяющее принципам «простой структуры»

Дадим краткую характеристику методам вращения для осмысленного 

их применения в конкретных задачах. Вращение методом варимакс Кай

зера ставит целью упростить столбцы факторной матрицы, сводя все зна

чения к 1 или 0. Вращение методом кваргтшакс ставит целью аналогич

ное упрощение, но по отношению к строкам факторной матрицы. Экви- 

макс занимает промежуточное положение — при вращении факторов по 

этому методу одновременно делается попытка упростить и столбцы, 

и строки.

У  каждого из рассмотренных методов вращения осей есть нормализо

ванный вариант (normalized), в котором факторные нагрузки нормализу

ются, т.е. делятся на корень квадратный из соответствующей общности. 

Вращение осей не всегда облегчает анализ и в некоторых случаях даже
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может приводить к дальнейшему ухудшению результатов. Последнее 

указывает на непригодность выбранной факторной модели.

Рассмотренные методы вращения относятся к ортогональным враще

ниям, т.е. в результате получаются некоррелированные факторы. Суще

ствуют ещё методы косоугольного вращения, приводящие к коррелиро

ванным между собой факторам. Эти методы есть в пакете SPSS, а в пакет 

Statistica они не включены.

5.6. Понятие о R- и (7-факторном анализе

В большинстве исследований число объектов значительно больше 

числа измеренных свойств, так что матрица Q значительно больше по 

размерам, чем матрица R, несмотря на то, что они построены по одной 

исходной матрице X  (рис. 26).

Соответственно получаемым матрицам методы факторного анализа 

делятся на два больших класса, называемых R- и Q-факторным анализом 

(Дэвис, 1990; Благуш, 1989). Первый связан с исследованием соотноше

ний между переменными, второй - с исследованием отношений между 

объектами и часто используется при анализе внутренней структуры дан

ных для представления в многомерном пространстве. В большинстве 

случаев факторный анализ проводится на корреляционной матрице R.

При решении задач районирования (g -факторный анализ) важны не 

сами значения факторов, а лишь взаимное расположение исследуемых 

рядов в А>мерном пространстве факторов.

Если взять сумму произведений факторных нагрузок на стандартизо

ванные значения признаков по каждому наблюдению (объекту), то мож

но получить значение проекций наблюдений на факторы. Анализ распо

ложения точек проекций наблюдений в плоскостях первых факторов по

зволяет выявить группировки, которые могут быть положены в основу 

районирования. Однородным классам многомерных наблюдений будут 

соответствовать относительно изолированные компактные группы точек 

в факторном пространстве. Степень компактности точек будет прояв

ляться тем ярче, чем большая часть общей дисперсии признакового про

странства будет приходиться на первые факторы (Структура и динами

ка... 1987).

Например, в задаче районирования рек бассейна р. Катуни по услови

ям формирования поверхностного стока проекции многомерных наблю

дений на факторные оси изображены на рис. 27.
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Рис. 26. Схема техник R- и Q-факторного анализа (Иберла, 1980)

п

10

8

б

4

2

твЛтлштт JU4. Т

Ч|
-А

III

* N.

• 111 2»' 'f, 
« . * •

-4  ^ - 2

Рис. 27. Проекции многомерных наблюдений 

в плоскости первых двух факторов

Вся совокупность точек (объекты - бассейны) разбилась на три груп

пы, которые по территориальным принадлежностям соответствуют раз

личным ландшафтным зонам. Полученное разбиение можно рассматри-
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вать как основу для последующего районирования территории по усло

виям формирования поверхностного стока.

5.7. Этапы факторного анализа

Можно выделить 5 этапов в осуществлении процедуры факторного 

анализа (Благуш, 1989).

1. Формирование цели. Можно выделить цели двух типов:

а) исследовательские, ориентированные на выявление и анализ ла

тентных переменных, определяющих наблюдаемые признаки;

б) прикладные, связанные с построением агрегированных характери

стик, необходимых для дальнейшего использования в задачах прогнози

рования и управления.

В первом случае неизвестны ни количество факторов, ни структура их 

связи с признаками - они-то и определяются в процессе исследования. Во 

втором случае, исходя из результатов, полученных на других данных, 

другими исследователями, или из содержательных соображений, иссле

дователь формирует гипотезу о количестве факторов и их связи с призна

ками, а потом проверяет её на реальных данных.

2. Выбор объектов и признаков. Это один из самых ответственных эта

пов, в значительной степени влияющий на результат. Следует тщательно 

проанализировать и обосновать выбор совокупности признаков и предста

вительность множества объектов. Как правило, это удаётся сделать доста

точно корректно только на основе многократной обработки данных.

3. Получение матрицы факторных нагрузок. Очень популярный неко

гда центроидный метод в настоящее время используется редко. Наиболее 

распространёнными являются алгоритмы аппроксимационного подхода. 

Метод главных компонент — аппроксимационный метод оценки парамет

ров модели с помощью последовательного «отщепления» факторов, в со

ответствии с принципом: «снимаемая» на данном шаге компонента должна 

учитывать как можно большую долю «необъяснённого» разброса данных.

В определённой степени альтернативным предыдущему является ме

тод максимального правдоподобия, разработанный Дж. Лоули в 1940 г. 

В этом методе можно избежать априорного задания числа факторов и, 

кроме того, факторы оказываются свободными от смещения, присущего 

более простым методам.

4. Вращение факторной структуры. Вращение факторной структуры 

осуществляется главным образом в связи с реализацией исследователь

87



ских целей. При проверочном анализе критерием качества вращения яв

ляется соответствие факторной структуры той, которая задана исследова

телем. При разведочном анализе требуется достижения «простой струк

туры», когда нагрузки максимально поляризованы между нулём и едини

цей. В целом решение проблемы вращении находится в начале своего 

развития. Обоснованные критерии ещё только предстоит разработать,

5. Интерпретация и использование решения. Рекомендаций общего 

плана здесь немного. В основном исследователь получает их на примерах 

решения задач в интересующей его конкретной предметной области.

5.8. Примеры использования факторного анализа 

при решении задач прикладных исследований

Пример 1. Факторная модель процессов формирования поверхност

ного стока (на примере р. Катуни). В основе построения факторной мо

дели формирования поверхностного стока лежат следующие основные 

теоретические предпосылки:

1) процесс формирования поверхностного стока представляет совокуп

ность различных состояний природной обстановки, но определяется отно

сительно небольшим числом существенных характеристик (признаков);

2) признаки, оказывающие наибольшее влияние на формирование по

верхностного стока, так же изменчивы во времени и в пространстве, как 

и сам поверхностный сток;

3) число признаков должно быть значительно больше количества фак

торов; признаки распадаются на группы, связанные с факторами (Струк

тура и динамика... 1987).

В приводимом примере будут рассмотрены как R-, так и g -фак

торный анализ. Результатом проведения первого будет установление 

иерархии в условиях формирования поверхностного стока, а второго - 

разбиение бассейнов рек на группы в качестве основы для последующе

го районирования.

Для построения факторной модели использовались 23 речных бассей

на с разнообразными условиями формирования поверхностного стока, 

в различных ландшафтных зонах бассейна р. Катуни. В факторную мо

дель было введено 14 различных характеристик речных бассейнов, кото

рые можно условно разделить на несколько групп: геоморфологические 

(гидроморфологический коэффициент (ГМК), км/(м3/с); геоморфологиче

ский фактор стока; частота потоков; густота речной сети, км/км2), мор
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фометрические (площадь водосбора, км2; средняя высота бассейна, м; 

средний уклон водосбора, %о; средний уклон русла, %о; расстояние от 

наиболее удаленной точки бассейна до замыкающего створа S, км), гид

рометеорологические (осадки, мм; испарение, мм; средний многолетний 

расход воды Q, м3/с).

Гидроморфологический коэффициент — это отношение суммарной 

длины речной сети к среднему многолетнему расходу воды: 

ук =  ^  /( / Q  . Он характеризует длину речной сети, необходимую для

формирования среднего многолетнего расхода воды в 1 м3/с (Горошков, 

1979). Коэффициент ГМК предложен И.Н. Гарцманом, чаще использует

ся в индикационных исследованиях.

Геоморфологический фактор стока Ф  характеризует крутизну и рас

члененность рельефа на водосборе и определяется по формуле

Ф = //л/7,

где /-  длина склонов, м; / -уклон склонов, %о. Коэффициент предложен

А.Н. Бефани (Горошков, 1979).

Такой подход к выбору данных обеспечивает достаточную степень объ

ективности использования метода факторного анализа.

На первом этапе исследований необходимо сформировать матрицу 

исходных данных. В случае, когда исследуется таблица многомерных 

данных, может иметь место наличие дублирующих и малоинформатив

ных признаков. При прочих равных условиях, чем больше взято призна

ков для анализа, тем хуже, ибо каждый признак, не несущий полезной 

информации, только создает помехи для анализа - создает «шум», в ко

тором теряется полезный сигнал. Для отбора независимых признаков 

исследовалась матрица коэффициентов корреляции и, принимая во вни

мание, что мерой относительной информативности признака могут слу

жить показатели его вариабельности, оставлялись признаки с большими 

значениями коэффициента вариации С„.

Окончательно был выявлен комплекс из 11 наиболее представитель

ных признаков. Характеристики бассейнов - средний уклон водосбора, 

расстояние от наиболее удаленной точки бассейна до замыкающего ство

ра и геоморфологический фактор стока были удалены из матрицы, как 

дублирующие.

Коэффициенты при общих факторах позволяют учесть бйлыную часть 

суммарной дисперсии параметров, если:
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а) показатели распределены по нормальному закону,

б) показатели линейны относительно друг друга.

Эти достаточно жёсткие требования полностью выполняются редко, 

но проверка их является обязательной, так как уже по её результатам 

можно предвидеть степень успешности модели. Требование линейности 

негласно принято смягчать монотонностью. Первый этап исследований 

можно проводить и в ЭТ Excel, хотя в пакете Statistica заложены все вы

шеперечисленные подготовительные операции над данными.

Так как признаки разнородны, то исходные данные были стандарти

зованы. В пакете Statistica этой процедуре можно подвергнуть доста

точно просто всю матрицу сразу в меню Правка (Edit —» Fill/Standardize 

Block —* Standardize Columns/Rows).
На втором этапе построения факторной модели в пакете Statistica 

необходимо сформировать условия анализа (рис. 28):

1) Выбрать R- или <2-модель. Выбор зависит от вида таблицы с данны

ми. В пакете Statistica под Variables всегда подразумеваются столбцы мат

рицы. Если в исходной матрице наблюдений (Raw Data) в столбцах раз

мещены свойства объектов наблюдений, то выбрана Л-модель, в против

ном случае - g -модель. По матрице исходных данных будет рассчиты

ваться корреляционная матрица. Можно исходные данные сразу подать 

модулю в форме корреляционной матрицы соответствующего размера.

2) Указать столбцы матрицы, участвующие в анализе (Variables).

3) Указать число учитываемых факторов (Max. по. of factor), если оно 

априори известно, или выбрать условие ограничения числа учитываемых 

факторов. Обычно накладывают условие на величину собственных зна

чений корреляционной матрицы - учитывается в модели столько факто

ров, сколько собственных значений превышают единицу (задаётся в поле 

Minieigenvalue).

4) Выбрать метод вычисления факторных нагрузок (Extraction method) 

(рис. 28).

В зависимости от критерия оптимальности (дисперсии или корреля

ции) возможен либо анализ методом главных компонент, либо одним из 

методов:

1) главных осей;

2) центроидный метод;

3) минимальных остатков;

4) общности равны квадрату коэффициента множественной корреляции;

5) метод максимального правдоподобия.
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Рис 28 Выбор настроек дня модели факторного анализа

В рассматриваемом примере факторная модель была построена методом 

главных осей, применялось вращение осей Quartimax.

На третьем этапе анализируются результаты полученной модели. 

По таблице с собственными значениями определяется суммарный про

цент дисперсии исходных рядов. В рассматриваемом примере три первых 

фактора объясняют 64,26% дисперсии исходных рядов, как видно из таб

лицы собственных значений (Eigenvalues) на рис. 29.

По графику «каменистой осыпи» (рис. 30) можно уточнить число учи

тываемых факторов и повторить анализ. По графику видно, что можно 

выделить три главных фактора с собственными значениями, превышаю

щими единицу. Построить этот график можно, выбрав кнопку Screen plot 

в диалоговом окне результатов (рис. 29).
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Рис. 29. Таблица собственных значений корреляционной матрицы

Рис 30 График «каменистой осыпи» для выбора числа 

эффективных факторов I—III

Однако самым важным моментом этого этапа является анализ матри

цы факторных нагрузок (Loadings). Обычно рекомендуется интерпрети

ровать нагрузки, превышающие 0,5. Дадим интерпретацию факторам по 

таблице нагрузок (табл. 13). Факторная модель описывает общую дис

персию полей рассчитанных параметров с помощью трёх факторов. 

Вклад каждого из них в общую дисперсию составляет: первого - 29%, 

второго - 26%, третьего - 17%, в сумме - 72%. Относительно равномер-
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ное распределение нагрузок свидетельствует о многофакторности про

цесса формирования речного стока.

На первый фактор приходится большая часть дисперсии. В его фор

мировании участвует значительная часть изменяющихся параметров. 

Наибольшую нагрузку на него имеют гидрометеорологические парамет

ры: испарение (/- = 0,92), осадки (г = 0,86). Менее значимые нагрузки не

сут морфометрические характеристики фактора: уклон склонов водосбо

ра (г = -0,69), средняя высота водосбора (г = -0,57).

Таким образом, исходя из анализа факторной матрицы, расчета про

центной доли параметров, наполняющих фактор, а также из учета коэф

фициентов корреляции между параметрами, первый фактор можно рас

сматривать как фактор комплексного воздействия характеристик, отра

жающих условия питания (увлажнение, испарение), движения (морфо

метрические параметры) речных вод.

Таблица 13
Ма гриця факториых нагрушк, получен пая методом главных осей

Мришак 1 фактор 2 фактор 3 фактор

Средний многолетний расход м’/с 0,27 0.84 -0,04

Площадь водосбора F, км2 -0,66 -0,15 -0,25

Осадки X, мм 0,86 0,31 0,03

Испарение £, мм 0.92 0,27 0,13

Лесистость, % 0,49 -0,34 -0,46

Средняя высота водосбора И, м -0,57 0.69 -0,13

Уклон речных русел /, °/т -0,09 0.82 0,06

Уклон склонов водосбора /, °/т -0,69 0,30 0,15

Частота речной сети 0,20 0,46 0,57

ГМК (1 идроморфол кочф-т) -0,06 -0,61 0,69
[ ус юта речной сети р, км/км2 0,16 0,09 0.86
Вклад факторов в общую дисперсию 29% 26% 17%

Примечание. Факторный анализ применялся к стандартизованным данным

К изложенному следует добавить, что нагрузки метеорологических пара

метров входят в первый фактор с положительным знаком, а морфометриче

ские - с отрицательным, т.е. связаны между собой обратной зависимостью.

Параметрами, имеющими наибольшие нагрузки на второй фактор, яв

ляются средний многолетний расход (г = 0,84) и морфологическая харак

теристика — уклон речных русел (г = 0,82).

В третьем факторе максимальные нагрузки имеют гидроморфологи

ческий коэффициент ГМК (г = 0,69), густота речной сети (/•= 0,86). Ин

терпретировать его можно как влияние геологических условий.
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Заключительным этапом анализа является проверка адекватности 

модели. Факторный анализ в отличие от кластерного имеет средства для 

оценки адекватности модели с помощью воспроизведенной матрицы кор

реляций и матрицы остаточных корреляций. Последняя получается по

элементным вычитанием воспроизведенной матрицы из исходной.

Стандартным образом проводится оценка значимости остаточных 

корреляций. Отсутствие значимых остаточных корреляций может рас

сматриваться как признак адекватности модели. Как видно на рис. 31, 

«остаточные» коэффициенты корреляции малы и не превышают 0,29. 

Красным отмечены коэффициенты корреляции, превышающие 0,1. По 

диагонали матрицы расположены средние квадратические отклонения 

соответствующих рядов.

Nunber ot variables: 10
Hethod: Principal factors (Principal azis factoring) 
log(10) determinant, of correlation matrix: -3,7404 
Number of factors extracted: 3 
Eigenvalues: 2,75100 2,29408 1,33671

Residual Corfrftlati 
Extraction: Prinof' 
(Marked residuals

j B  O ptions^ |

V ariab le

Рис 31 Вызов матрицы остаточных корреляций (ResiduaI corelation)

При анализе факторных и корреляционных матриц, в соответствии 

с рекомендациями Крамбейна и Грейбилла, связи считаются сильными, 

если коэффициенты корреляции г превышают 0,7, умеренными — при г от

0,4 до 0,7. Значения г < 0,4 говорят о слабых связях или их отсутствии. 

Недостатки модели:

1) не всегда выполняется линейная зависимость между признаками;
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2) не всегда выполняется нормальный закон распределения;

3) не учитывались средние летние температуры;

4) не было данных по подземному стоку.

Применение факторного анализа для построения модели формирова

ния стока позволило оценить структуру взаимосвязей в общем процессе 

формирования стока.

По анализу корреляционной и факторной матриц можно судить о том, 

что факторная модель в целом отражает реальные связи между отдель

ными признаками в общей картине условий формирования речного стока.

Пример 2. Факторная модель состава торфов олиготрофных и зв- 

трофных болот Западной Сибири. Применим метод факторного анализа 

к исследованию природы торфов Западной Сибири как многомерных 

структур для выявления их внутренних связей.

Влияние болотных биогеоценозов и их компонентов на общую физико- 

географическую обстановку Западной Сибири огромно. Отметим, в част

ности, качественную сторону гидрологической роли болот, являющихся 

сложными комплексными ландшафтно-геохимическими барьерами, спо

собствующими понижению pH, жесткости и концентрации главных ионов 

в речных водах, стекающих с заболоченных водосборов, увеличению со

держания органического вещества.

Геохимические и климатические особенности территории, несомнен

но, накладывают отпечаток на состав и структуру органического вещест

ва западносибирских торфов вследствие особенностей растительного 

покрова, а также замедления биологических процессов, обусловленного 

суровостью климатических условий.

Обработке подвергалось 140 образцов торфов по 35 параметрам, ха

рактеризующим фракционно-групповой состав углерода, азота, содержа

ние подвижных форм основных питательных элементов и поглощающий 

комплекс торфа. В случаях, когда исследуется таблица многомерных 

данных, полученных экспериментально или агрегированием возможно 

наличие дублирующих и малоинформативных признаков.

Для отбора независимых параметров исследовалась матрица коэффи

циентов корреляции и из относительно однородных групп параметров, 

несущих информацию об одном свойстве исследуемого объекта, оставля

лось но одному представителю, обладающему большей вариабельностью, 

оцениваемой коэффициентом вариации С,,.

Выбраковка нестандартных наблюдений, «отскакивающих» по терми

нологии Дж. Тьюки (1981) осуществлялась при превышении ими 2И, где 

h — межквартильное расстояние выборки. Для успешного применения
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факторного анализа должны выполняться два основных предположения 

относительно данных: независимость (или линейность взаимных связей 

с небольшими коэффициентами корреляции) и соответствие нормально

му закону распределения. Поскольку эти требования накладывает силь

ное ограничение на круг решаемых задач, то на практике выработалось 

соглашение о допустимости применения факторного анализа для данных 

с монотонно изменяющимися связями и распределением, не очень «за

метно» отклоняющимся от нормального. Нормальность можно проверить 

визуально по графику на нормальной вероятностной бумаге (рис. 32, а) 

и по критериям Колмогорова - Смирнова и Шапиро - Уилкса, монотон

ность по матричному графику рассеяний (рис. 32, б).

Б
&

о) б)

Сумма гуминовых кислот

&>’VYv.
..»Л

" 'it

Рис. 32. Нормальный вероятностный график для суммы гуминовых кислот (а) 

и фрагмент матричного графика корреляций (б)

В результате такой процедуры для включения в дальнейший анализ 

было отобрано 8 относительно независимых параметров из 35: сумма 

гуминовых кислот (£ГК), содержание углеводов (ЛГ и ТГ), негидроли

зуемый остаток (НГ), отношение углерода к азоту (C/N), сумма мине

рального и легкогидролизуемого азота (Нм + Нлг), степень разложения 

(/?), зольность (А), содержание липидов (IV). Первые пять параметров ха

рактеризуют с разных сторон биохимическую устойчивость торфов. Сте

пень разложения и зольность торфа отражают конечный результат тор- 

фообразования, а содержание липидов рассматривается как признак, на-
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следуемый торфами от растений торфообразователей и предположитель

но влияющий на состояние органического вещества торфа.

Т а б л и ц а  14

Корреляционная матрица свойств торфов

W 1ГК ТГ НГ C/N R А Ылг +  N m

W 1,00 -0,05 0,10 -0,35 0,45 -0,17 -0,039 0,02

у г к -0,5 1,00 -0,54 -0,50 -0,39 0,41 0,013 0,04

тг 0,10 -0,54 1,00 -0,18 0,37 -0,40 -0,17 0,17

нг -0,35 -0,50 -0,18 1,00 -0,02 -0,05 0,10 -0,21

C/N 0,45 -0,39 0,37 -0,02 1,00 -0,41 -0,48 0,36

R -0,17 0,41 -0,40 -0,05 -0,41 1,00 0,46 -0,13

А -0,39 0,13 -0,17 0,10 -0,48 0,46 1,00 -0,11

Nnr + Nm 0,02 0,04 0,17 -0,21 0,36 -0,13 -0,11 1,00

Будем решать эту задачу методом главных компонент (рис. 33). Глав

ные компоненты - это собственные векторы ковариационной матрицы.

Statistics graphs Icols Bata Smdow Ь Ф

Ik -  Add to Report »  Ц ?

'■ik Bosfc:

Multivariate E xp ir a tory Techniques

> ; ; g  Factor analysis

' .4J ■ ■----------------1—i - -Nonpar ametrtcs 

Щ  Qtstrlbutlon Fitting

\Й Advanced ynear/Nonlinear Models Ф г э т  n  IK  

I  P  Cluster Analysisp|3
|iSi Industrial Statistics 8t Six Sigma ! 

& I  Eower Analysis 

Date-Mining

Ш Satistks of Block Data

STATISTlC Aasual Basic

l i l t  Probabllty Calculator
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26
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15,38
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Principal Components &  Classification Analysis
Canonical Analysis 

Ш  ВвЙаЫНу/Item Analysis 

A)\ Classification Irees  

Щ  Correspondence Analysis 

NKAIdimensional Scaling 

Dscrimlnant Analysis 

Ш з general Discriminant Analysis Models

Рис. 33. Вызов модуля, реализующего метод главных компонент

Диалоговое окно результатов (рис. 34) в информационной части сооб

щит, что в системе из 8 переменных и 140 наблюдений выявлены три глав

ные компоненты с собственными значениями, превышающими единицу 

(3,64 и 2,51; 1,78), и описывающие 69,3% изменчивости исходных данных.
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Рис 34 Диалоговое окно метода гланных компонент

Матрицу факторных нагрузок для 8 факторов (табл. 15), можно вы

звать на экран кнопкой Factor coordinates of Variables, собственные зна

чения - кнопкой Eigenvalues.

Фрагмент матрицы факторных нагрузок
Таблица 15

11араметры Фактор 1 Фактор 2 Фактор 3

W -0,82 0,18 -0,03

}ГК 0,11 0,91 0,04
тг -0,18 -0,50 0,57

НГ 0,32 -0,67 -0,45

C7N -0,64 -0,36 0,37

R 0,48 0,53 -0,2

А 0,79 0,14 0,00

Ылг + N m -0,02 0,07 0,83

Вклад в суммарную дисперсию, % 26,4 25,1 17,8

Кроме того, можно построить графики разброса переменных в виде 

точек в пространстве двух факторов (кнопка Plot var. factor coordina

tes), выбор которых предоставляется исследователю. Конечно, наиболь

ший интерес представляет разброс переменных в координатных осях 

первых двух факторов, так как они объясняют большую часть дисперсии 

исходных данных. Аналогичные графики можно построить и для объек

тов (кнопка Plot case factor coordinates в окне результатов).

98



Обратимся к интерпретации матрицы нагрузок главных компонент 

(табл. 15) и таблице собственных значений (табл. 16). Первая главная 

компонента определяет 26,4% изменчивости в исследуемой системе. Вы

сокие нагрузки на первую компоненту имеют зольность (0,79) содержа

ние липидов (-0,82).

Т а б л и ц а  16

Собствеввые значения главных компонент

Собственные значения
Суммарная 

дисперсия, %

11акопленная 

дисперсия, %

1 2,6455809 26,45580 26,4558

2 2,5161047 25,16104 51,6168

3 1,789080 17,89080 69,5076

4 0,881254 8,81254 78,3201

5 0,796214 7,96214 86,2823

6 0,785071 7,85071 94,1330

7 0,292253 2,92253 97,3555

8 0,264451 2,64451 100,0000

Вторая главная компонента менее значима, но она содержит высокую 

положительную нагрузку суммы гуминовых кислот (0,91) - самую высо

кую в таблице.

В третьей главной компоненте большую нагрузку имеет общее со

держание легкогидролизуемого и минерального азота (0,83). Три первых 

фактора обеспечивают 69,3% суммарной дисперсии. Пороговая величина 

значимой факторной нагрузки в пакете «Statistica» установлена рав

ной 0,7. В связи с этим, анализируя нагрузки второго фактора, можно 

сделать вывод, что при незначительной разнице в величине объясняемой 

дисперсии (25,1 против 26,4%), параметр £G K  можно считать наиболее 

информативным (факторная нагрузка — 0,91). Третий фактор даёт не

большой вклад в суммарную дисперсию (17,8%), но лучше первых двух 

удовлетворяет принципу простой структуры.

Таким образом, можно установить иерархию в структуре анализируе

мых данных по степени их информативности:

1) сумма гуминовых кислот;

2) липиды, зольность;

3) сумма минерального и легкогидролизуемого азота.

Так как большинство параметров, включённых в анализ, имеют отно

шение к биохимической устойчивости торфов, то параметр £ГК  может 

быть выбран в качестве базового для классификации.
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Оценка адекватности данной модели может быть выполнена по при

знаку отсутствия значимых остаточных корреляций, полученных в ре

зультате вычитания воспроизведённой матрицы корреляций из исходной, 

так как это было изложено в предыдущем примере.

Вопросы для самопроверки

1. Как называются новые переменные, которые позволяет выявить факторный 
анализ?

2. Какие методы выделения факторов реализованы в пакете Statistica?
3. Является ли метод главных компонент одним из методов факторного ана

лиза?
4. Можно ли отнести факторный анализ к методам сокращения признакового 

пространства?
5. Факторный анализ относится к группе методов (выберите правильный ответ):
а) монотстической классификации;
б) политстичсской классификации;
в) автоматической классификации.

6. Каким может быть количество выделенных факторов при проведении фак
торного анализа?

7. Начальным этапом факторного анализа является (выберите один правиль
ный ответ из предложенных):

а) вычисление мер центральной тенденции;
б) вычисление показателей асимметрии и чксцесеа;
в) построение корреляционной матрицы;

г) вычисление коэффициентов взаимной сопряжённости.
8. Объясните значение термина «простая структура».
9. Перечислите свойства «простой структуры».
10. Ч то Вы знаете о графике «каменистая осыпь» (вид и назначение)?
11. Дайте определение собственного вектора матрицы.
12. Зачем в факторном анализе вычисляют собственные векторы и собствен

ные значения?
13. Какую цель преследует процедура вращения факторных осей?

14. Какие методы вращения факторной мафицы вам известны?

15. Какие типы исходных данных возможны в факторном анализе?
16. При проведении факторного анализа количество выделенных факторов 

может быть любым?
17. Что означает термин «матрица воспроизведённых корреляций»?
18. Что такое «матрица остаточных корреляций» и как она вычисляется?
19. Какую величину в факторном анализе называют «общностью»?

20. Какую величину в факторном анализе называют «характерностью»?
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ГЛОССАРИЙ

Альтернативная гипотеза - гипотеза о значимости различий.

Асимметрия (коэффициент асимметрии) - число, характеризующее 

степень симметричности рассеяния данных относительно математическо

го ожидания генеральной совокупности (эмпирический коэффициент 

асимметрии - относительно среднего значения выборки).

Антропометрия - область науки о размерах человеческого тела.

Вариация - рассеяние, разброс, неоднородность или изменчивость 

значений выборки.

Выборка — отобранная тем или иным способом часть генеральной со

вокупности.

Генеральная совокупность - множество относительно однородных, 

но индивидуально различимых объектов (наблюдений, измерений, опи

саний), объединённых для совместного изучения.

Гипотеза — это предположение, которое вызывает сомнение.

Гистограмма - графическое изображение частоты попадания элемен

тов выборки в соответствующий интервал группировки.

Главные компоненты - собственные вектора ковариационной мат

рицы.

Дендрограмма (иерархическое дерево) — график, иллюстрирующий 

соподчинённость кластеров.

Диаграмма рассеивания - графическое отображение связи между 

двумя переменными.

Дивизивный метод кластерного анализа — разновидность иерархи

ческого алгоритма, в котором вначале все объекты представляют один 

класс, а затем производится их разбиение на группы.

Дисперсия - мера варьирования числовых значений признака вокруг 

его среднего значения.

Зашумлепие данных — термин, означающий, что объекты не могут 

быть расклассифицированы однозначно, т.е. кластеры пересекаются. Та

кая ситуация встречается в данных с «плохой» структурой, с трудно раз

личимыми состояниями.

Иерархические алгоритмы - группа методов кластерного анализа, 

результатом работы которых является иерархический ряд (иерархическое 

дерево) из кластеров. Иерархические процедуры позволяют проследить 

процесс выделения группировок и иллюстрируют соподчинённость кла

стеров, образующихся на разных этапах работы.
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Итеративный метод — тип вычислительной процедуры, когда реше

ние находится методом последовательных приближений; требует задания 

примерных значений решения в качестве нулевого приближения.

Итерация — отдельные повторяющиеся шаги вычислительного цикла 

в итеративной процедуре, дающие последовательные приближения к ис

комому результату.

Категориальные данные — данные номинальной шкалы измерений 

(например, данные социологических опросов).

Квантиль — значение случайной величины Хр, соответствующее за

данной вероятности непревышения р. В гидрометеорологической практи

ке по аналогии с квантилями используются ординаты кривой обеспечен

ности Хр', соответствующие вероятности превышения р ' (р-  1 —/»')■

Кластер — группа (скопление) элементов выборки, характеризующих

ся каким-либо общим свойством.

Кластеризация — выделение различных однородных групп данных.

Ковариация (корреляция) - мера связи между двумя исследуемыми 

признаками.

Компонентный анализ (метод главных компонент) - отличается от 

факторного анализа тем, что учитываются все факторы. О  соподчиненно- 

сти этих двух методов нет устоявшегося мнения.

Контрольная выборка - выборка, на которой проверяется точность 

уравнения регрессии.

Коэффициент вариации — относительный показатель изменчивости 

данных. Представляет собой среднее квадратическое отклонение, выра

женное в процентах или в долях единицы от среднего значения.

Коэффициент детерминации - коэффициент, равный квадрату ко

эффициента множественной корреляции, т.е. R2. Имеет смысл доли дис

персии исходного ряда у, объясняемой независимыми переменными jct> 

хг,

Коэффициент ковариации — число, характеризующее меру тесноты 

связи двух случайных величин. Рассчитывается по формуле

П

cov(x, = X  (х, - х„г )(->’, - У„ )• 
i=i

Коэффициент корреляции - безразмерная величина, характеризую

щая меру тесноты линейной связи двух случайных величин. Рассчитыва

ется по формуле
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'■ = Ё < Л  - )(у, - У J !  J i  (х, ~ xsr )2 X  (у, - ysr )2;
i=i V /-I (=1

принимает значения из интервала [-1, +1].

Критерий Стьюдента — параметрический критерий проверки одно

родности по среднему двух рядов наблюдений.

Критерий Хоттелинга (Т2) — критерий для проверки гипотезы о ра

венстве математических ожиданий двух многомерных случайных вели

чин (многомерный аналог критерия Стыодента).

Критерий оптимальности - условие, выбираемое исследователем 

для оценки расхождения модели с исходными данными.

Лаг (сдвиг) — число, означающее сдвиг элементов ряда на несколько 

значений вперёд или назад относительно исходного ряда (шаг запазды

вания).

Латентная (скрытая) переменная - переменная, которая не подда

ётся прямому измерению.

Матрица воспроизведённых корреляций — корреляционная матрица 

для переменных, рассчитанных по уравнению факторной модели.

Матрица остаточных корреляций - разность двух корреляционных 

матриц: воспроизведённой и исходных данных.

Медиана - значение, расположенное в середине выборки, упорядо

ченной по возрастанию или убыванию. Таким образом, одна половина 

значений выборки оказывается меньше медианы, а другая - больше.

Методы распознавания образов - см. таксономия.

Метод главных компонент (компонентный анализ) - один из мето

дов теории латентных переменных, в котором, в отличие от факторного 

анализа, учитываются все компоненты (факторы). Устоявшегося мнения 

об иерархии факторного анализа и метода главных компонент в настоя

щее время не существует.

Метрика — правило вычисления расстояний между любой парой объ

ектов исследуемого множества.

Мода - значение, встречающееся в выборке наиболее часто.

Неиерархические (структурные) алгоритмы — группа методов кла

стерного анализа, в которых реализуется идея образования кластеров по 

принципу выделения сгущений.

Непараметричсский критерий - статистический критерий, не вклю

чающий в формулу расчёта параметры распределения и основанный на 

оперировании частотами и рангами.
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Непрерывная переменная — переменная, принимающая любое зна

чение внутри некоторой области числовых значений.

Нормировка — вычислительный приём приведения ряда к безразмер

ному виду (см. п. 4.2).

Нулевая гипотеза — это гипотеза об отсутствии различий.

Обеспеченность - вероятность превышения заданного значения слу

чайной величины.

Объём выборки — количество элементов в выборке.

Обучающая выборка — выборка, по которой оценивались коэффици

енты уравнения регрессии.

Общностью, соответствующей переменной у7, в факторном анализе

тем лучше описывается у, факторами /,.

Ошибка I-го рода — ошибка, состоящая в отклонении нулевой гипо

тезы, в то время как она верна.

Ошибка 11-го рода — ошибка, состоящая в принятии нулевой гипоте

зы, в то время как она неверна.

Ортогонализация — математическое преобразование множества ли

нейно независимых функций с сохранением их линейной независимости.

Остаток - разность наблюдённого данного и предсказанного по урав

нению регрессии.

Параметрический критерий — это критерий, включающий в форму

лу расчёта параметры распределения, например, среднее и дисперсию 

для нормального закона распределения.

Переменная - изучаемая характеристика объекта исследования.

Порядок матрицы - числа п (число строк) и т  (число столбцов).

Признак — изучаемая характеристика объекта исследования, свойство 

объекта.

Простая структура — термин, означающий вид, к которому приво

дится в результате вращения матрица факторных нагрузок. Простую 

структуру легче интерпретировать.

Предиктор — зависимая переменная (Y) в уравнении регрессии.

Предиктант - независимая переменная (X) в уравнении регрессии.

Порог (пороговое значение) - число, равное расстоянию между двумя 

кластерами, при достижении которого следует прекратить процедуру 

объединения объектов в классы. Может быть как постоянным, так изме

няющимся по какому-либо правилу. Используется в кластерном анализе.

т

называют сумму квадратов нагрузок больше это значение,
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Размах — это разность максимального и минимального значений 

в выборке.

Размерность признакового пространства — число, равное количест

ву измеренных признаков объекта.

Ранг матрицы — число линейно независимых строк (или столбцов) 

матрицы.

Ранг числа — это номер позиции числа в выборке, упорядоченной по 

убыванию или возрастанию.

Регрессионный анализ — статистический метод исследования зави

симости случайной величины^ от независимых переменных дс,-. Конечная 

цель регрессионного анализа — построить по корреляционной матрице 

уравнение регрессии, по которому можно содержательно интерпретиро

вать результаты наблюдений и осуществлять прогноз.

Репрезентативная выборка — выборка, адекватно представляющая 

пропорции генеральной совокупности.

Сгущения - это места наибольшей концентрации точек в рассматри

ваемом пространстве. Понятие используется в кластерном анализе.

Сдвиг (лаг) - это число, означающее, на сколько элементов иссле

дуемый ряд смещён вперёд или назад относительно исходного ряда (шаг 

запаздывания).

Сжатие данных — сокращение размерности признакового простран

ства или, по-другому, уменьшение числа признаков, характеризующих 

объект, без потери информации.

Среднее значение - число, вокруг которого группируется большин

ство значений в выборке.

Среднее квадратическое отклонение - положительное значение 

квадратного корня из дисперсии.

Среднее отклонение — отклонение каждого значения от среднего зна

чения в выборке.

Стандартизация - вычислительный приём приведения совокупности 

данных к безразмерному виду вычитанием из каждого члена ряда средне

го значения и делением на среднее квадратическое отклонение. Среднее 

стандартизованного ряда равно нулю, а дисперсия — единице.

Статистическая гипотеза — это предположение о свойстве генераль

ной совокупности, которое мы хотим проверить по имеющимся данным.

Статистическая закономерность - форма проявления причинной 

связи, выражающаяся в последовательности, регулярности, повторяемо

сти событий с достаточно высокой степенью вероятности* если причины, 

порождающие события, не изменяются или изменяются незначительно.
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Статистическая совокупность - множество единиц, обладающих 

массовостью, однородностью, определённой целостностью, взаимозави

симостью состояний отдельных единиц и наличием вариации.

Статистический критерий - решающее правило, обеспечивающее при

нятие истинной и отклонение ложной гипотезы с высокой вероятностью.

Стохастическая зависимость — вид неоднозначной зависимости ме

жду двумя случайными величинами, когда одному значению X  может 

соответствовать несколько наблюдений Y.

Таксон - систематизированная группа любой категории.

Таксономия - численная таксономия, распознавание образов с само

обучением — методы нахождения таксонов.

Транспонированная матрица — матрица, полученная поворотом ис

ходной на 90°.

Уровень значимости - вероятность отвергнуть правильную гипотезу, 

т.е. совершить ошибку первого рода. В анализе естественнонаучных дан

ных обычно назначают уровень значимости, равный 5%, или в долях 

единицы - 0,05.

Фактор — в факторном анализе это гипотетический, непосредственно 

не измеряемый (латентный, скрытый) показатель, в той или иной мере свя

занный с измеряемыми характеристиками, или, по-другому, обобщённый 

показатель свойств комплекса генетически однородных характеристик.

Факторные нагрузки - компоненты (составляющие) нормализован

ного собственного вектора ковариационной (в методе главных компо

нент) или корреляционной (в факторном анализе) матриц, умноженные 

на корень квадратный из соответствующего собственного значения.

Факторизация - вычисление матрицы нагрузок в факторном анализе.

Функционал качества разбиения — числовая функция, определённая 

на некотором множестве (например, множество разбиений на группы 

в кластерном анализе).

Характерность — сип. специфичность — остатки е,2 , которые показы

вают, какая часть дисперсии остаётся необъяснённой при используемом 

наборе факторов.

Эталон (эталонная точка) — точка в группе, которая по какому-либо 

правилу может быть выбрана в качестве представителя этой группы. 

В кластерном анализе эталоном считают центр тяжести группы объектов.

Эталонная группа - группа с заранее известными свойствами, с ко

торой соотносят объект для принятия решения о принадлежности к ней. 

Термин используется в дискриминантном анализе.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Основные положения пользовательского интерфейса 

системы комплексного статистического анализа 

и обработки данных Statistica в приложении 

к задачам гидрометеорологического содержания

Цель расчётов - не числа, а понимание.
Г.В. Хемминг

Применение статистического анализа в любой конкретной приклад

ной области обладает специфическими особенностями, как в выборе ме

тодов исследования, так и в оценках и интерпретации результатов. Вы

шесказанное в полной мере относится к гидрометеорологии, в которой, 

например, нормативно принято вместо интегральной функции вероятно

стей использовать кривую обеспеченности. Поэтому даже при наличии 

большого выбора литературы по статистическим методам общего плана 

остается необходимость в учебниках, методических пособиях и указани

ях узкопрофильных.

Средства пакета Statistica могут быть использованы в гидрометеороло

гии для первичного анализа данных средствами показателей описательной 

статистики, проверки статистических гипотез, расчёта ординат кривой 

обеспеченности и побора к ней теоретического закона распределения, 

создания сложных комплексных графиков, анализа и прогнозирования 

временных рядов, определения циклических колебаний в наблюдениях 

средствами спектрального анализа, кластерного и факторного анализа для 

исследования структуры рядов наблюдений и как вспомогательного сред

ства для районирования территории по какому-либо признаку. Для про

гнозирования можно использовать методы авторегрессии и скользящего 

среднего (ARIMA), множественной регрессии, нейронные сети.

Рынок компьютерных программ анализа данных очень разнообразен, 

что является отображением многоплановости задач анализа эксперимен

тальных данных в различных областях человеческой деятельности. Все 

пакеты, как зарубежные, так и отечественные, делятся на две большие 

группы: универсальные и специализированные.

Из зарубежных универсальных наиболее известные Statistica, SPSS, 

Statgraphics, S-PIus, из отечественных — Stadia, Olirnp И др. Наибольший 

интерес для задач гидрометеорологического содержания представляют
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методы анализа временных рядов. Методы анализа временных рядов ши

роко представлены во многих универсальных статистических пакетах 

STADIA, STATGRAPHICS, SPSS, STATIST1CA. Но анализ временных 

рядов - очень специфическая область статистики, отличающаяся по кру

гу задач и методов их решения, а также по составу пользователей, при

меняющих эти методы. Поэтому для анализа временных рядов имеются 

также и специализированные статистические пакеты - ЭВРИСТА, МЕ

ЗОЗАВР, FOREGAST EXPERT, СТАТИСТИК-КОНСУЛЬТАНТ и т.д.

МЕЗОЗАВР разработан специально для обработки гидрометеорологи

ческой информации. Пакет ЭВРИСТА является одним из лучших отечест

венных специализированных пакетов для анализа временных рядов (Тю

рин, Макаров, 1998). Его функциональные возможности значительно шире 

стандартных процедур анализа временных рядов универсальных статисти

ческих пакетов. Например, и трудном вопросе подбора порядка модели 

авторегрессии ЭВРИСТА проводит экспертную оценку с помощью раз

личных критериев (Парзена, Акаике, Хеннана - Куина) и выдает их ре

зультаты пользователю в качестве «подсказки». В пакете Statistica эту про

блему приходиться решать «вручную», строя и анализируя графики авто

корреляционной (АКФ) и частной автокорреляционной (ЧАКФ) функций.

Лидирующее положение на рынке статистического программного 

обеспечения в настоящее время занимает интегрированная система ком

плексного статистического анализа и обработки данных Statistica.

Пакет состоит из 19 специализированных статистических модулей, 

обладает мощной графической системой визуализации данных и резуль

татов, имеет специальный инструмент для создания отчетов, встроенные 

языки программирования SQL и Statistica Basic, может обрабатывать 

очень большие массивы наблюдений (корреляционные матрицы разме

ром 32 000x32 ООО).

Наибольший интерес для решения анализа гидрометеорологической 

информации представляют 6 следующих модулей:

1. Basic Statistics/Tables (Основные статистики и таблицы). Выдает 

описательные статистики, таблицы частот и матрицу коэффициентов 

корреляции, позволяет провести анализ однородности рядов наблюдений 

параметрическими методами, содержит калькулятор для расчёта вероят

ностей и обеспеченностей.

2. Multiple Regresion (Множественная регресия). При изучении мно

гих гидрометеорологических процессов требуется установить вид линей

ной зависимости между несколькими переменными. Для решения этой 

задачи привлекается метод множественной регрессии. На основе материа
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лов наблюдений за величиной у и определяющими её величинами хь х2, 

... х„ методом наименьших квадратов подбираются коэффициенты урав

нения регрессии.

3. Nonparametrics (Непараметрическая статистика). В этом модуле 

осуществляется проверка различных гипоте ч о характере распределения 

данных. Модуль содержит большой набор непараметрических критериев 

согласия: Колмогорова — Смирнова, Манна- Уитни, Вальда — Вольфови- 

ца, Уилкоксона и др.

4. Distribution Pitting (Подбор распределения). Предназначается для 

сравнения различных видов распределения рядов наблюдений с теорети

ческими («подгонка» теоретического распределения к эмпирическому).

5. Time Series/Foregasting (Временные ряды/Прогнозирование). Об

щее назначение модуля — построить простую модель, описывающую ряд, 

сгладить его, спрогнозировать будущие значения временного ряда на ос

нове наблюдаемых до данного момента, построить регрессионные зави

симости одного ряда от другого, провести спектральный анализ Фурье 

или Фурье-анализ и т.д.

6. Cluster Analysis (Кластерный а нал и t). Позволяет разбивать дан

ные на классы по различным признакам близости или, наоборот, по отда

лённости свойств. В гидрометеорологии привлекается для районирования 

территории по какому-либо признаку, для всевозможных классификаци

онных построений.

7. Spectral (Fourier) analysis (Спектральный (Фурье) анализ). Один 

из важнейших видов анализа гидрометеорологических наблюдений, за

ключающийся в разложении исследуемого ряда на различные частотные 

составляющие (спектр), показывающий вклад колебаний с разными час

тотами в общую энергию процесса. Используется для предсказания пого

ды, для обнаружения в спектре пульсаций морского волнения или ветро

вого потока опасных частотных составляющих для морских и воздушных 

судов, анализа колебаний речного стока и т.д. Входит как составная часть 

в модуль анализа временных рядов Time Series/Foregasting (Временные 

ряды/Прогнозирование).

Основные положения 

пользовательского интерфейса пакета Statistica

Пакет Statistica 6.0 является сложной многофункциональной системой

и, чтобы в нем ориентироваться, необходимо иметь представление об
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особенностях его функционирования. Ниже приводятся некоторые наи

более важные положения об устройстве и интерфейсе пакета.

— Данные для обработки должны быть помещены в электронную таб

лицу данных - Spreadsheet. Таких таблиц может быть несколько. Но 

только одна из них является активной (её имя высвечивается в красной 

рамочке). Данные для обработки доступны только из активной таблицы 

данных. Сделать активной можно любую из таблиц.

— Результаты выдаются в виде графиков и таблиц (Scrollsheet), каж

дый результат в своем окне.

-Для ведения протокола текущего сеанса можно заказать документ 

под названием рабочая книга (Workbook), в которой будут храниться 

в хронологическом порядке сведения обо всех использовавшихся моду

лях и результаты их работы.

— Для подготовки и печати отчета в пакете существует еще один тип 

документа - отчет (Report). В отличие от предыдущих документов его 

можно сохранить в формате *.rtf (расширенный текстовый формат) для 

просмотра и редактирования в Word. Однако возможности редактирова

ния отчета в Word значительно уступают таковым в среде Statistica.

— В соответствии со стандартами среды Windows каждый из пяти вы

шеперечисленных типов документов выводится на экран в своем собст

венном окне в рабочей области пакета. Каждый из них может быть со

хранен в отдельном файле в специальном формате: таблица с данными - 

*.sta, *.xls, *.dbf, *.txt, *.htm; таблица с результатами - *.sta, *.xls, *.dbf, 

*.txt, *.htm (в версии 5.0 - *.scr); график - *.stg, *.wmf, *.bmp; рабочая 

книга (Workbook) — *.stw; отчет (Report) — *.rtf, *.str, *.txt, *.htm, *.html.

-Как только окно документа становится активным, изменяется па

нель инструментов и меню. В них появляются команды и кнопки, пред

назначенные для обработки данного типа документа.

-Столбцы электронной таблицы называются Variables (переменны

ми), а строки Cases (случаями).

— Строки могут иметь наряду с нумерацией текстовые имена, 

Переключение осуществляется кнопкой Shows/Hide Cases Name 

(Показать/ Спрятать имена случаев).

В соответствии с соглашением о двойной записи текстовые значе

ния могут иметь числовые метки, что позволяет вместо текста 

вводить числа. Переключение осуществляется кнопкой в виде 

замка.

— Рекомендуется перед началом работы выбрать способ вывода ре

зультатов на экран с помощью Output Manager (Диспетчер вывода), кото
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рый предоставляет на выбор несколько вариантов размещения окон с ре

зультатами вычислений:

- Каждый результат выдается в виде индивидуального окна в рабочей 

области пакета.

-Окно с результатом автоматически помещается только в рабочую 

книгу Workbook.

- Окно с результатом автоматически помещается только в отчет 

Report.

- Окно с результатом автоматически помещается и в рабочую книгу 

и в отчет.

Диалоговое окно Output Manager (Мастер вывода) можно вызвать из 

меню File.

- Любой график, таблицу можно «изъять» из рабочей книги или отчё

та и преобразовать в индивидуальное окно в рабочей области пакета пу

тём буксировки мышью или командой Extract из меню Workbook.

-Любое индивидуальное окно с графиком, таблицей, а также элек

тронную таблицу с данными можно перенести в рабочую киту или от

чёт. Кнопки добавления Add to Workbook и Add to Report доступны толь

ко при активном индивидуальном окне.

- Формула задается сразу для всех ячеек столбца, а не для отдельной 

ячейки, как принято в электронной таблице Excel. Формула рассматривает

ся как длинное имя столбца (Long Name) и задается в окне его специфика

ций, вызов которого осуществляется двойным щелчком на имени столбца.

- По умолчанию выбранная пользователем операция применяется ко 

всему столбцу. Если обработке подлежит часть значений столбца, то 

диапазон ячеек надо указать с помощью кнопки Select Case. Эта кнопка 

имеется в диалоговых окнах у всех модулей.

- В пакете имеется набор быстрых блоковых операций, которые при

меняются к предварительно выделенному блоку данных. Во всех осталь

ных случаях построения графиков предварительное выделение области 

с данными бесполезно. Всё равно придется в диалоговом окне повторно 

указывать имена обрабатываемых столбцов.

- Если график построен по данным из таблицы Spreadsheet, то в лю

бой момент можно вызвать окно с этими данными и отредактировать. 

Изменения в данных немедленно отразятся на графике, причем, исход

ную таблицу Spreadsheet они не затрагиваю!’. Осуществляет эту процеду

ру Graph Data Editor (Редактор данных графика), который можно вызвать 

из меню View или Format при активном окне графика.

- Полный список модулей представлен в меню Statistics, а графиков - 

в меню Graphs.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Таблица критических точек статистики Дарбина - Уотсона
(п - число наблюдений, к — число предикторов, р  = 0,05)

к = 1 к = 2 к = 3 к = 4 к = 5

п DW, DWZ DW, d w 2 DW, d w 2 DW, d w 2 DW, d w 2
15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1,97 0,56 2,21

16 1,10 1,37 0,96 1,54 0,86 1,73 0,74 1,93 0,62 2,15

17 1,03 1,38 1,02 1,54 1,90 1,71 0,78 1,90 0,67 2,10

18 1,16 1,39 1,05 1,53 0,93 1,69 0,82 1,87 0,71 2,06

19 1,18 1,40 1,08 1,53 0,97 1,68 0,86 1,85 0,75 2,02

20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1,83 0,79 1,99

21 1,22 1,42 1,13 1,54 1,03 1,67 0,93 1,81 0,83 1,96

22 1,24 1,43 1,15 1,54 1,05 1,66 0,98 1,80 0,86 1,94

23 1,26 1,44 1,17 1,54 1,08 1,66 0,99 1,79 0,90 1,92

24 1,27 1,45 1,19 1,55 1,10 1,66 1,01 1,78 0,93 1,90

25 1,29 1,45 1,21 1,55 1,12 1,66 1,04 1,77 0,95 1,89

26 1,30 1,46 1,22 1,56 1,14 1,65 1,06 1,76 0,98 1,88

27 1,32 1,47 1,24 1,56 1,16 1,65 1,08 1,76 1,01 1,86

28 1,33 1,48 1,25 1,56 1,18 1,65 1,10 1,76 1,03 1,85

29 1,34 1,48 1,27 1,56 1,20 1,65 1,12 1,74 1,05 1,84

30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 1,74 1,07 1,83

31 1,36 1,50 1,30 1,57 1,23 1,65 1,16 1,74 1,09 1,83

32 1,37 1,50 1,31 1,57 1,24 1,65 1,18 1,73 1,11 1,82

33 1,38 1,51 1,32 1,58 1,25 1,65 1,19 1,73 1,13 1,81

34 1,39 1,51 1,33 1,58 1,27 1,65 1,21 1,73 1,05 1,81

35 1,40 1,52 1,34 1,58 1,28 1,65 1,22 1,73 1,16 1,80

36 1,41 1,52 1,35 1,59 1,29 1,65 1,24 1,73 1,18 1,80

37 1,42 1,53 1,36 1,59 1,31 1,66 1,25 1,72 1,19 1,80

38 1.43 1,54 1,37 1,59 1,32 1,66 1,26 1,72 1,21 1,78

39 1,43 1,54 1,38 1,60 1,33 1,66 1,27 1,72 1,22 1,79

40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 1,79

45 1,46 1,57 1,43 1,62 1,38 1,67 1,34 1,72 1,29 1,79

50 1,50 1,58 1,46 1,63 1,42 1,67 1,36 1,72 1,34 1,77

55 1,51 1,60 1,49 1,64 1,45 1,68 1,41 1,72 1,38 1,77

60 1,55 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 1,73 1,41 1,77

65 1.57 1,63 1,54 1,66 1,50 1,70 1,47 1,73 1,44 1,77

70 1,58 1,64 1,55 1,67 1,52 1,70 1,49 1,74 1,46 1,77

75 1,60 1,65 1,57 1,68 1,54 1,71 1,51 1,74 1,49 1,77

80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 1,74 1,51 1,77

85 1,62 1,67 1,60 1,70 1,57 1,72 1,55 1,75 1,52 1,77

90 1,63 1,68 1,61 1,70 1,59 1,73 1,57 1,75 1,54 1,78
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