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Анализ вековых вариаций. магнитного nоля. 3емJIИ nриводит к 
широко расnространившему nо.нятию заnа,ц.ного дрейфа (ем./1-З/). 
Запцд.ный дрейф nоля·nонимаете2 как систематическое (от зnо� к -
эnохе ) смещение .на заnад .недиnольной cocтВJWWЩel . магнИтного 
nоля. 3е}4)1И ,  что nролв.лаете2, в частности , в траекториях· nоJШСов 
отдельных мультиnолей на земной nоверхности ) l /. Идеа запаД­
ного дрейфа часто исnользуется nри nостроении модеЛей генерации 
магнитного nоля.. Существуют теОJ>ИИ, в кот_орых дрейф обесnечива.­
ете2 nроскальзыванием ядра относительно верхних слоев Земли .  В 
.н�которых теориах nодобное nроскальз�вание авляетоа в конечном 
счете основной nричиной генерации nола. Обзор работ и многочис­
ленные ссылки nриведены � 1 l /. 

Неемотри на nостОiiННое уnоминание �аnа,цногс дрейфа, в ли'lе­
ратуре тем не менее не встречаетсн сколько-нибудь �ерьезный ана­
лиз этого явленИli. 

. Настоащаа работа nосващена nоnытке формализации самого nо­
нятна дрейф'!f магни'fного nоля. с nрнвлечени_ем математического ап­
nарата груnnы· трехмерных вращ�ний 1<з • Удоб�С>Ц отnравной точ­
кой вQех nостроений ав.лается оферичес� гармонический анализ. 

l. Щ>ерические гармонические ко3фрициенты как комnоненты 
неnриводимых тензоров 

·Очень часто магнитное nоле Земли nредставдается в виде ряда 
по сферическим гармоникам. Этот ряд дла nотенциала внутренних 
источников выгладит следу�м- образом 1 I /: 

V{t(<f) = $ f R. [J/' и>s(m�) + �':'xn{m(f}) f}m (Ci)JtY): · <I) 
;•f ,.,_0 

Здесь R - СРедний радиус Земли, tJ' , 1f ... те�щие сферические ко-­
орДинаты точки на nоверхности, !{''(:r:.) .. nрисоедиkе.нные nолиномы 
Ле.жандра. Ко:эфрициенты ?./" и �.? вычислаются дла каждой эnохи, 
их значения �бли�ются ( см., наnример, /4/ ). Qуществует nро­
стой физический смысл рВэложениа (I): вклад в ряд членов с фик;.. 
сированным j соответствует вкладу в сумМарное nоле .:f/'-nольно­
го источника ( дИnоля., ква,цруnоля.,октуnола 'и т.д. ) , nомещенного 
в центр Земли. При этом набор из (f!/+1 ко:эфрициентов nолностью 
оnисывает. структуру соответствупцего мультиnоля.. По nричине, ко-
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т�рая nрояснится ниже, вместо разложения (1)· удобно исnользо­
вать более сиМметричное разложение 

.i 
V(�cti = R � L. . 111ж У_;·,., (tJ;Ч') .. J�.;- m�:; (2) 

г де t·,., ( t7; (f) - комnлексные сферические функции , образующие 
nолную ортонор.�ированную систему. Выбирая нор.�ировку и фиксируя 
фазу функций lj:m соr�асно /5/ · 

-lj� ( tJ; �) =: -(-�)т е �m((> 1 ��(. :;�:;: (3) 

. h1 ol"' ( hnff) (c/c.t9sf9-J1>1 Е} (�8)) 
с учетом очев� соотношений 

т � J; _,., { CJ; ер J == (--1 J t·m { &; Ц7} 1 
.lf 

·. 
A,;·m = j V(tJ;Cf} У1� {tJ;ep} cl./l, 

можно nолучить свя.эь меж,п.у ко:эфрициентами ?.,;·,., J /../ ,., и 

А; о 
:::: 

-�т = 

�·-т = 
(;!!; о у li ) 

f ( ) т h1f (, 
,., . . � nt) .,._ -f -.� - ?. . - (_ ; z . .z;; .... f 1 '/ J 

т -1' {_-f} �·m . 

1'1? >О 

{4) 

(Ь) 

' (б) 

Здесь "звездочка" означает коммексное соnряженИе; интегрирова,.. 
ние в (5) nроводится no $сей сферической nоверхности, nричем cl.fl. 
=/1-"trclfftlf( • 

Следует -обратить внимание на (4 ) и nоследнее соотношенИе в 
(б); величины А;т и сферические функции t·,., (е; lf} обладают 
сходными свойствами. Схожесть трансфор.�ационных свойств вытека­
ет из· (Ь) и расnространяется на nоведение 1;·"., и lj·м nри nо­

�орот� системы координат. Совокуnность объектов)nодобных сово­
купности величИн '!im ( m-=-.t ... j ), в литературе приЮiто назы­
ват� неnриводимым сферическим тензрром ранга ;' • . 
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2. Наведение неnриводимых тензоров nри nоворотах 
системы координ�т- Оnератор nоворота 

Нри nоворотах системы координат комnоненты �-"7 неnр>iводи­
мого сферического· тензора ранга j nреобразуются no · j -му 
nредстрлению груnпЫ трехмерных вращений (см. /5-б/): 

1 1 
J. 1 

8;m'(�tfJ =:",�- И!;�.([} Biт[tJ;Cf)7 (?) 

1 
где Bjm' - комnоненты тензора в nоверн,утой системе координат, 
tf UJ, - матрица ранга j , зависяща.н; от аксиальноГо вектора {, 
х;;р":utтеризупцего величин,у с и наnравление n (Е), Ф} nоворо11а. 
Связь у г JlOBЫX nеременных в исходной (е; {f} и nовернутоЯ ( t7/ re ') 
системах оnределяется свн.зь� радиус-векторов: ' 

Выражение (?) может быть заnисано в более комnактном виде 

Поскольку функции J(;·", (t[ (f) тwvке пвляются комnонентами не nриво­
димого тензора, закон их nреобразованин. анw1огичен (?) : . ' 1 1 .1 (j} .... 1/ Ym' {В' Cf·J = L Zl..,m • (Е) .r :,п {СУ (f}. :; 1 лr� -j , � 1 

(9) 

Выражения (?) и (�) оnисывают nреобразование ковариантных ком­
nонент неnриводимых тензоров� Термин "неnриводимыЯ" свхзан с 
тем фактом, что nри nоворотах системы координат набор из {.:(;'-t--1) 
функций ранга j nреобразуется независимо от-других наборов. 
Это свойство nозволяет существенно уnростить выклцдки nри изу­
чении явлениЯ, СВJiзанных с какимА-Jlибо вращениями. 

!1сnользуемЫЯ в (7 ) оnератор nоворота U (il(i} являетсп 
.унитарным 

. t)vJ(-!J =: f ЦuJrlJj-f =: f-Цo;cz;j'+ (10) 

з 



И · уНИМОдУ ЛllptiЬIМ 

olef -// l( �i,;, // = + { · 
Здесь и НИJ1е знаК "+" означает эр&Итовое соnряжение: 

·-+ * 
и,.",.", = ll ",,", . / 

(Il). 

Свойства . (10) и (П) обесnечивают правильный обратный nоворот и 
сохранение длины вектора при поворотах • .11етрудно убедиться. в 
том, что ·величина· 13 +В инвариантна ·относительно вращений: 

в �j}+ в (j} (12 ) 

,Явный· вид матрицы оnератора поворота проще всего . получить 
ИС,!tОДЯ из генератора груnпы 1г 3 - оnератора момента имцульса 
j· , матрица которого хорошо· известна из квантовой механиu. В 

нашем· случае � 
..,.<+ 

( .) .... -и J /l,:,.,,(l) =- (jmfe, /;'т'). �IЗ) 
ДМ мапых поворотов ( t: « 1 ) справе,ЦJU!во разложение 

" . 
'+ � �?[-i Е.:; 1 -:::: 

ilpи этоw · (IЗ)· дает 

. (j) ( -) ,..... (j "" ,., .  €. -
(.. • 1"'1 [ -i. ф ,;( . . ')( . 

. 
1 ) , (1 z t:. rm \7 . е . , ;·-т ,,+т+ -1 CJ",,",",." + 

+ е ;_,Р /(;+m'J{j-;;'-rt/cf�",��] + O(c:J. 
. -

(14) -Мо.но найти и- точное . выражение ДJ1Ji матриq,� nоворgта /5/ 

{) ;jl;;(l} = ехр [� iФ{ т-т'} ]х 
-i.EI'J ;, (}J (/) . х L. е d ",", " (е) olm'm" (е). (15) 

m" 
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.- щ . 
_Здесь. вещественные матрицы с/".,.",, (t:J) могут быть вычис.nены, 
nример, через nодИноwы Якоби !; (�, "J ( сы. /Ь/ ) 

d (J) ff) _ ? . { s/{.S+/'f+l'}/}1-t 
��'{J - (m�' . · . {.J'+j-i}.'{SrJ>jl 

где 
( . ')� ( 1)}1 (иУ) . · i'tn ..t . �s� ·Е; '' (e�>sJ)1 

на-

(16) 

f = 1 т - т' 1 , v = 1 т + т' 1 7 .:1. s = Zj -/" - v 1 

} 

1 -
т�м, 

т'< m. 

з. Дрейф nодп и вращение ·источников 

-
·i.!Ус���wйi--м"iiГНи�ноГо�трейН��-�о�-

на nоверхности в различные моменты времени сnрав�д.пивы разложе­
ния 

V., { 8; Cf} = L А;м У}м (В:�) 1 

Vz. (д; ff J =- L B;m �"" (ff, rp). 
(!7) 

Если nредnоложить, что все изменение nотенцима на nоверхности 
во времени евазано лишь с вращением источников отно�ительно оси, 
nроходящей через центр Земли' можно _н�ти связь меw �; ... и "!;м : 

·= (l8) 
m' 

Отдичие {18} от (?} сВi1зано с тем фактом, _что. коэqхрициенты раэ­
л�'ения no сферическим.гармоникам соответстцуют контравариант­
ным комnонентам неnриводиыого тензора, в отличие от ковариант­
ных комnонент -t·- (o/tt}. Кроме того, вращение �зической сио­
темы отличается от вращениа системы кооРАИнат знаком nоворота. 
Ьолее комnактно (18}. может быть заnисано в виде: 
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(19) 
nричем из (1�) следует 

= '(20) 

�ременные изменения nотенциала реального магнитного nоля 
Земли конечно ж� не �огут быть сведены только к nовороту систе­
мы источниково Можно говорить лишь о наилучшем nриближении к 
реальной вариации nоля. достигаемом тем или иным nоворотом. 

Здесь необходимо отметить следующее. �о-nервых, для каждого 
мультиnоля будет существовать свой оnтимальный nоворот. Совnа-

• дение. векторов n:оворота различных .wультиполей должно быть . обу-
словленно лишь .очень вескими причинами • иа.пример. n:роворот.ом 
ядРа ЗемЛи ( области генер�и nоля ) относительно поверхности. 
Сnраведливо И обратное утверждение: существо�е прокруЧИI\анИЯ 
приводит к совпадению поворотов'различных �лътиполей. Во-вто--·•· - ��7�По;ск'ёоiiТИ�n-оворо'f�t·х-цц�-��.I;;-�'· -н�ors: 
ходимо сразу исклю�ть вли.ание n:реобразований, нарушающих усло­
вие (2р). Частично зто достигается нормировкой коэффициентов 
разложения 

А rjJ 

в ijJ 
-

1 

·(21) 

которая не влияет на nараметры поворота. Ниже везде коэффициен­
ты А {j) и 8 (j) будут nодразумеваться НОр.tИрованными. 

Таким образом • математически задача о нахождении оnтималь­
ного nоворота сводится к задаче нахождения вектора � , мини­
мизирующего некоторую скалярную функцию, которую удобно выбрать 
в виде 

� F(E) = . ... + "' 
( Е3 - L/A) . ( 13 :- ll А) 
{B-A)-r. {В-А) 

б 

(22) 



Здесь индексы AliY льтипот.ности / у wатриц А , В и Zl оцущены. 

; 4. Расчет параме:ров поворотов 

Для анализа nараметров вращений были выбраны козqфициенты 
Г�сса из работы /7/9 отражающие состояние магнитного nола Зем­
ли за nоследни� сорок лет. Эти коэффициенты по формfлаы (б) бы­
ли пересчитаны в компоненты неприводимых тензоров, нормирован­
ных согласно (21). Минимизация функции (22) дМ срседних nяти­
летних эnох nозволила оnределить соответствупцие векторы Z (jJ 
дм j =2 ,З. Вычисление t(P проводилось методом наискорейwеrо 
сцуска. РассчитаТЬ nараметры вращения дли Аqльтиnолей nо�ка 
больше, чем i..: З, не удалось из-за ошибок, связанных с неоn­
:ределенНостью оnределения коэqфициентов I'�cca. Результаты рщ:-

е, 
грt>.д 

---- -- -----,-·----- ------.------�-.----
100 

по • · 
' 

120 

130 _}!J • 

140 • 
.. 

150 • 

160 
х 

170 
х 

1 1 1 
о 90 180 270 360 

Рис. 1. Угловые координаты осей вращения для / • 2 { • ) и 
/ "" 3 ( х ) • Средние значения. обведены. · 
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с) рад 
0.05 � 
0.04 

1 о. 03 
, _ _J ______ f ... ) ... , ..... . -·- ... ---� 

0.02 ' т • ' • 

0.01 

1':i4b ЬО ЬЬ 60 65 70 7Ь !:Ю 8Ь 
е. град 

lU(I 1'- j IlO 
120 

130 

140 

1ЬО 

ф' град 

• • 

---г t---- ---1---- -----�-------
• 

1�45 5О 55 60 . бЬ 70 '7Ь ЬО tjb 

1945 5О 55 60 65 '70 75 00 85 годы 

Рис.2. Параметры nоворотов.квадр,уnоля для.различных 
эnох. Ошибки соот�тствуют оценке (23). Лунктиром 

отмечены средние значения. 
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е, грвд 
120 
130 
140 
150 

160 
170 

1945 ьо ьь . 60 65 70 75 80 85 

. 

-�----- f--.--;- -.---:- . . f • 

1�45 ·50 55 60 бЬ 70 ?Ь 80 85 
Р, грвд, 

. 270 

180 

90 

--J--1-�---г---- _·_- -----
• • 

f 
• . . 

I945 5О 55 бо 65 ?о 75 80-85 ·годы 

fис.З. 
·
uараметры nоворотов окт,уnоJ� дли различных эnох. 

Ошибки соответствую; оценке (23). Цунктиром отмечены· 

средние зн�чения. 
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чета nриведены на рис.l, на котором отмечены угловые координаты 

осей вращенип. Временная развертка этих координат и углов nово-

рота nриведена на рис.2 и 3. _ _ Сле.цует отметит
-
ь, что публикуемые ко3фрициенты !./' и �-

"'
со­

держат некоторую оШибку, связанную со сnособом вычисления сфе­
рических гар.аоническИх коэqфициентов. Неличины этих ошибок об­
суждаются, наnример, в работе -/71. Следствием 

'
не оnределенности 

t.,., и �-... является неоnределенность векторов l(.P • Если бы 
о�бки IJI и Ll � были независимыми7,искомая оШибка .::�l(iJ была 
бы nросто суммой модулей о1дельных выражений тиnа 

Однако ввиду явной завИСlШОСТИ ошибок отдельных коэффициентов 
Г�сса наиболее разумной является следующШi оценка ошибки Ll {.vl; 

.. (_'} .. 
+(."/ r�c 1 � IJE(;'I , ", -- . ,} 4 с:; � .Z · l'lt:l.X 'dt.,., /J/.i _, 'iJA. _,., .1ft; 1 ( 111• � .. _. ,J)j . 

.1 -

(23) 

Удвоение ошибки свnзан9 с неоnределенностью не тольке начальных, 

но и конечных коэффициентов. Ошибки, 
'
оnределенные согласно (23), 

nрИведены на рис. 2-3 в виде стандартных отклонений от средних 
значений. 

5. Обсуждение результатов 

Анализируя результаты расчета, nриведенные на рис. l-3, мо­
жно сделать некоторые выводы; 

I. Параметры вращения как квв;цруnол111 так и актуnоля длЯ. различ­
ных эnох разбросаны относительно некоторых средних ( no вре­
мени ) значенИй ["c.2J и l��.J • ОткЛонения от эти� . средних 
вnолне сравнимы со стш-щартными отклонениями /J с {zJ .и '<:1 {М, 
обсуж,цавшимися в nредыдущем разделе. 

2; Ориентация сре�х 
'
векторов l���- .и Е��; не совnадает, nричем 
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различие лревышает среднее стшщартное _ от!Ulонение. -то же са­
мое можно сказать и о модулях средних векторов. 

З. Все вект�ры [(:LJ и lM наnравлены в южное ло�шарие. Именно
. 

в этом сыысле следует лонимат·ь заnадный .цре� недилольной 
. составляющей магнитного nоля Земли. �днако заnадное наnрав­

ление дрейфа не явлнется доминирукхци.м_. 

Следствием Изложенного может б.1>1ТЬ следующее утвержДение : 

. никакого физиЧеского лрокручивания ядРа Земли отно.ситедьно nо­
верхности. не существует, ибо в nротивном-с�чае наб�адось бы 
СОВnадение ВеКТОроВ .E.:•I 'И !o(JI Kat< ПО ВеЛИЧИНе t ТЕiк И no наn­
равлению. 

В закдючение В:ВТор· благодарит· В. В. Кузнецова за • обсуждение 
�оnросов, затронутых в этой работе. 
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