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Вычисление смещений объемных волн в анизотропных средах 
лучевым методом /10/ в качестве необходимого элемента включает 
расчет лучей .  В случае слоисто-однородных анизотропных сред для 
расчета лучей можно применять двухточечные алгоритмы /8,. 9, 12/ 
и параметрический способ /6/. Однако их использование не BЬ�Ы
вает затруднений только при условии, что на каждом из отрезков 
луча лучевая скорость является однозначной функцией его напра
вления. Будем называть это условие требова�ем однозначности 
волновой поверхности. 

Двухточечные алгоритмы требyR}Т однозначности волновых по -
верхностей по той причине , что они основаны на использовании 
итерационнь� процессов , а в некоторых вариантах алгоритмов кро
ме того применяется интерполирование . При расчете лучей параме
трическим способом однозначности ВОЛНОВЫХ поверхностей на этапе 
расчета одного луча не требуется. Но при пересчете найденных 
многозначных функций ( времен, параметров луча и др. )  с хаоти
ческой сетки в заданные точки приходится выполнять интерполиро
вание, что возможно только для однозначных функций . 

Таким образом, для того чтобы можно было применять двухто
чечные алгоритмы или параметрический способ в тех случаюс, 
когда для какого-либо отрезка луча волновая поверхность много
значна , надо предварительно разделить её на однозначные области 
и рассчитывать лучи последовательно для �цой из однозначнь� 
областей. В данной работе рассмаТРИВ8IIТСЯ различные пути реше
ния этой задачи. 

1. Волновые поверхности квазиnоперечНЬ!Х волн 

Основньте понятия и формулы 

При изучении распространения плоских волн в ОДНОРОДhЪОС 
анизотропных средах используют три вида волновь� поверхностей: 

1 



фазовъ� скоростей, рефракции и лучевъ� скоростей /I5/. Поверх
ность лучевых скоростей называют волновой поверхностью, приме
няя в данном случае этот термин в более узком смысле. Волновая 
поверхность - наиболее сложная из �pex видов поверхностей. для 
решения нашей задачи - расчет лучей в общем случае анизотроп -
ной среды - требуется знать свойства волновой поверхности для 
обнаружения и детального исследования 06ластейеё неоднозначио
сти. Однако свойства волновой поверхности связаны со свойствами 
поверхностей фазовъос скоростей и рефракции. Поэтому изучению 
волновой поверхности �бычно предшествует нахождение xapaкTepнъ� 
точек поверхностей фазовых скоростей и рефраКции. 

Прежде чем пристynить К исследованию волновых поверхно -
стей, приведем, следуя в основном /14, 15, 18/, некоторые опре
деления и формулы, которые будут нами использоваться. 

Фазовая и лучеваЯ скорости. в однородной анизотропной сре-
де, характеризуемой приведеННЪN тензором модулей упругости, 
(л.LJкt), ЛLjкt = ClJKL/f, (Счкt) = С - тензор модулей 

ynруг�ти, р - плотность, заданному направлению волновой нор
мали n отвечают три плоских изонормальных BOJIНЫ. их �l1;!o�bl� 

2 -(q) �К.QPQС!.И Vq (Vq ) и �e.!T.QPM !!.о.:!!Я.Е�аыи.! А (q=1,2,З) нахо-
дят как собственные значения и собственнъте векторы тензора Кри
стоq:фeля 

Л = (ЛtJКt nJ nK ). (I) 
Разделение на типы воли .( q = {, 2,3) въmолняется на основе нера
венств 

( 2) 

Волна с большей скорость!! (q = 1) называется квазипродо.пьной 
(Р) , две другие (q=2,3) - квазипоперечными (51.52)' 
Более точно неравенства ( 2) имеют вид 

V1(n)�V201)�VзПi) , 
и если для квазипродольной во.пны� равенство V1(n) = У2 (n) вы
полняется крайне редко*, то равенство фазовых скоростей двух 

* Известен пример парателлурита, см. рис. 56.I4 В /I4/ 
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квазипоперечиых волн У2 (n) = У3 (n) - рядовое явление. На -

правление волновой нормали n , при котором оно справедливо, 

называется �кхс.!и�е�К2Й_О�Ь!2.. Известно, что акустические оси 

имеются в кристалЛах любых групп СЮАМетрии, и, более того, по

ка не известны кристаллы без акустических осей, хотя в принц и

пе такие среды могут существовать. (Существование сред с 

У1 Сп) = V 2 (n ) =у.) иl) в принципе также возможно, но маловеро
ятно, см. /2�. Наличие акустической оси, как будет показано 

ниже, является одной из причин неоднозначности волновъ� повер
хностей квазипоперечных волн. 

�e�� �K2P2C.!Ь, определяемая как 
нил энергии, вычисляется по формуле 

вектор скорости движе-

(Ч) (9)А «(Р / "Ul = A i !K l AJ t hK Vq (3) 
Лучевая скорость может БЬffЬ найдена также путем дифференцирова
ния фазовой скорости по направлению волновой нормали /15/ 

где 

1),IЧ)= aVq =_ дF(п,Vq)jсЭnl 
L ani. дF(n) V9)/ЭV� 

С2. = Ai.JKL nJ n!<, 

(4 ) 

(5) 

С4= i (A"ijKa. л.lЬс.а. -Лi.jКlл..аЬса.)njnКnЬnС, (6 ) 

Наряду с въ�ажением (4 )  для лучевой скорости будем использовать 
эквивалентное ему вь�ажение /18/ � с.У) . . '] , Д"I;1:-C"� 

/ . ,, --. 
_(а) - _ ЭVq c3n / 1 ЭVq' di1 1.I ' :"UqL=Vqn+-- --+ 2 -- , (7) а РI ;)'1 sln 131 а'2 аР2 

где 
131 ' />2 - углы, определяющие единичный вектор волновой 

нормали 

n=(SLnp1cos'2' stnj31SLnj'>Z' cos/'I)' (8) 
Аналогично (8) единичный вектор луча будем задавать углами 9j,82: 
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1: = ( 5Ln 81 cos в2• SLn в, S,Ln 9г 1, СО! fЭ, ). (9) 
Поверхности фазовых скоростей и реФракпии. По�еЕХ.!!О�Т!!. 

�o�ц! �KQP.2eIe! есть поверхность, радиус-вектор r которой 
напраБJIен по ВОJlНОВОЙ нормали n и равен по величине фазовой 
скорости V � (q = i, 2, 3) в направлении n , т. е. f = V Ч n . 
Поверхность фазОВЫХ скоростей состоит из трех полостей, со ОТ
ветствуощих квазипродольной Р (q = 1) и JtвазиnоперечНШof S 1 
и 52 волнSJ.I (� = 2,3). Она описыветсяя уравнением двенццца
той степени относитеJlЬНО у. 

!lо�еЫХ.!!О�Т!!,]вiP.!КЫИ! есть поверхность. радиус-вектор 
которой направлен по ВQ�ОВОЙ нормали r1 и равен обратной вв
JlИчине фаЗовой скорости 1/ V q (q;:: f, 2, 3) в НW1р8.ВJlении n ; 
F = (1/Y�) n . Таким оС5разом, поверхнос'l'И фазовых скоростей и 

рефракции взаимно инверсны • .  Поверхность рефракции также трех
полостная (полости S 2' S 1 ',Р ) . Уравнение поверхности 
рефракции �ВJlяется уравнением шестой степени относительно У .  

Полости S 1 и . S 2 поверхностей фазовых скоростей и 
рефракции имеют оС5щие точки (выро�ЗJ)ТСЯ) на направлениях �кx
�т!!ч�с!.И! .2.С�Й 

(IO) 
Уравнения акустичесюtX осей. Равенство (10) означает нв.ли

чие кратного корня кубического уравнения (5). В этом случае оно 
может быть npедставлено. в виде /I5/ 

где 

(V2_V;)2(VZ-Vf)=О, 

2V�+Y�=Cz, 

Vi"'2V�V:=-С4, 

У:' У(:. С6 , 
С2' С4' СО определяются формулами 

(I2) позволяют найти У, Ui) , Vz (n) 
при водит к уравненИD /I5/ 
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( 14)' 
из которого определяется направлеНие акустической' оси n 
Уравнение (14) является необходимым и достаточным ус�овием на
ЛИЧИя акустической оси. 

На практике вместо уравнения .(14) удобнее применить полу
ченные А.Г.Хаткевичем более простые уравненИи (см./1, 16/) 

Rt(n,c.) =(Лtt-Л22).АfЗЛ23 - Л 12 (лfз -11. ;3) == О, (15) 

R 2 (n, с ) = ( л 11 -Л 33) Л t 2 Л 23 - Л 13 ( Л r2 - л ��) = о , 
где Л lj - компоненты тензора (1). Уравнения (15) справедJlИВЫ 
в системе координат, выбранной так, чтобы в окрестности вырож
дения А 1.) -::1 О, � -::1 j . 

в /16/ приведены уравнении для нахождения направлений аку
стических осей в крист�ах раз.ииЧНЫХ,сингониЙ, определено воз
можное количество акустических осей. В трансверсально-изотроtt
ной среде направление акустической оси, ,не совпадаощей с OcЫD 
симметрии, определяется простой форму�ой 

2 (c.'H-С66)(С33-С44) + (с\3+с.44)2 
ta ,= (СН -С66)(С66 - С44) 

, (16) 

Р - угол мецу волновой HOPМaJrЬ)) n и ось» симметрии. 
Следует о�етить, что некоторые данные относительно аку

стических осей приведены также в /19, 20/; 
Наиболее полно проблема нахождения акустических осей'ре

шена 9/1/, где авторами сформулирован инвариантный, т.е. не 
зависящий от выбора системы координат, критерий вырождения. Он 
состоит в выполнении семи равенств 

L = i, ' _ _  , 7, 
Конические акустические оси. ИсследоваНИD вырожденкй (10) 

посвящены работы /2, 20/. Построена классификаuия вьrpождений по 
геометрии контакта полостей S 1 и S 2 на поверхностях рефрак
ции и характеру особенностей полей полиризации в окрестности 
точек вь�ождения /2/. Установлено, что все типы вырожденкй, 
кроме одного, конического, неустоЙчивы,т.е. исчезает при не -
большом возмущении тензора модулей упругости с .  В случае же' 
конического вырождения малое возмущение тензора С приводит 
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лишь к смещению точки вырождения. Акустическую ось, отвечающую 
коническому вырождению, называют �о.!!И�е�К.2Й_а!у�т�ч�с�о! .2с�ю. 
Это наиболее распространенный тип акустических осей. С ним 
связано явление внутренней конической рефракции /15 , 17/ . Оно 
состоит в том, что векторы поляризации вырожденных волн S1 и 

52 могут иметь произвольнУЮ ориевтацИD в плоскости, ортогона
льной вектору поляризации невы�ой квазипродольной волны 
р , вследствие чего одному направлению волновой нормали соот

ветствует конус векторов лучевой скорости (конус рефракции). 
Волновая поверхность. Рациус-вектор волновой поверхности, 

или поверхности лучевых скоростей, направлен по лучу Т и ра
B�H по величине �евой скорости .1.1 Ч (q:: 1, 2, 3) в направлении 

l , Т.е. r=Uq L . Как и поверхности фазовых скоростей и ре-
фракции, волновая поверхность также имеет три полости (Р, $1 

52 ). Полости S l' 52 волновой поверхности (будем называть 
их волновыми поверхностями квазипоперечных волн 51' 52) не
сравненно сложнее соответствующих полостей 51' 52 поверхно
стей фазовых скоростей и рефра.:щии. Волновая поверхность описы
вается уравнением высокой степени: согласно /Iб/ , предельный 
порядок этой поверхности (относительно v ) равен 150. 

Полости 51 и S 2 ' как и соотвеТСТВyllщие полости повер
хностей фазовь� скоростей и рефракции, имеют .2С.26�е_т.2Ч�И��В�
�а1iН�е_с_а!у�т�ч.!!сш�!!и_о��и. В случае конических акустических 
осей зто линии, имеющие форму эллипсов, общие для полостей (по
верхностей) 51 и S 2 . Они являются сечениями конусов рефрак
ции волновыми поверхностями. 

Кроме того, в отличие от поверхностей фазовых скоростей и 
рефраКЦi1И волновые поверхности 51 и 52 могут иметь .2.С.2б�е 
!.o�I{� '_ с�я�аl!Н1!!е_ с _НШ>'уш.!!Н.!!е!! 'уС1!О�И! J2е!У1!Я]2Н.2С!.И_П.2В!!Р!.Н.2С!.И. 

Как известно, поверхность r = r(d',о{"), 0<',0<" - параметры, ре

гулярна, если (аr;д/Х')х(дrjдd.");iО. Таким образом, необходимым 

условием особых точек волновой поверхности r == v (/,11 '2 ) , 

'1 , '2 - параметры нормали n , см. (8), является ВЬПlОJIне-
ние равенства /15/ "' .  

(17) 
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Особые точки этого типа, как будет показано в дальнейшем, 
представляют собой замКнУТые линии на волновой поверхности, 
имеющие вид ребер; они могут иметь угловые точки и точки С81lIО

пересечения. Неоднозначность волновой повэрхности связана с 
'Г ем , что ребра представляют собой совокупности точек возврата. 

Оба типа особых точек (кривых особых точек), которые мо
гут присутствовать на велновых поверхностях S 1 и 52 , обычно 
связаны между собой. На это впервые обратил внимание С.Крэмпин 
в /20/. Он показал , что наличие конической акустической оси а 

плоскости симметрии среды при водит к резкому изменению поведе
ния волновь� поверхностей и поляризаuии волн $1 и $2 вблизи 
акустической оси в плоскостях, составляющих с плоскостью сим
метрии углы порядка нескольких градусов. 

о неоднозначности волновь� поверхностей 

Сечения волновь� поверхностей плоскостями симметрии. Вол
новые поверхности до недавнего времени исследовались главньм 
образом в различнь� сечениях и прэжде всего плоскостями сим -
метрии. При этом обычно рассчитывались и изображались т:>лько те 
части поверхностей, которые соответствуют волновьм нормалям, 
лежащим в плоскостях симметрии. Примеры таких сечений можно 
найти в /14/, где изображеНЬJ поверхности всех трех видов (r= Уn, 
F = (i/ V) n) F:: v) для кристаллов гексагональной и кубической 

сингоний. 
Следует отметить, что в плоскостях симметрии разделение 

квазипоперечнь� волн на типы производится не на основе неравен
ства (2) , а по поляризаuии, т.к. одна из двух волн является чи
сто поперечной и смещения в ней направлены по нормали к плоско
сти симметрии, в то время как вторая волна - квазипоперечная и 
имеет смещения в плоскости симметрии. Первую волну мы называем 
волной S н , а вторую - S V (более точно квази- SV ). Некото
рые авторы (см .,например. /18/) термины S V и SH используют 
для указания направления смещений в волнах $1' $2 относи 
TeльHo вертикали и гориэонтали. Тогда для вертикальнь� плоско
стей симметрии Х1 Х3 и Х2 ХЗ наши обозначения совпадают с обо
значениями из /18/, а для горизонтальной пло�кости симметрии 

Х1 Х2 они ПРОТИВОПОЛОЖhЪ!. В /18/ дЛЯ ВОЛНЬJ с поляризаuией в 
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плоскости симметрии TaIOIte ИСПОЛЬЗYDт название Sp=SII(paraLLeL), 
а ДJIЯ BOJIНЫ с ПОJIЯPизацией по НОI*aJIИ К плоскости симметрии -
- 5\",= 5j.(ri.ght) • При КJIассификации BOJIН 51' 52 по пошrри
зации сечении волновыХ поверхностей каждой из BOJIН, иазываемые 
ИlщикатриCШlИ лучевых скоростей "Vsv (е J ; V SH (в) , в = в 1 в 
(9), ЯВJIЯI)тси непрерывными функциями • . 

При рассмотрении tpahcbepcaJIbHO-ИЗОТРОПНЫХ сред, ynотреб
JUlJI выражение ЛJl()СКОСТЬ симметрии, будем иметь в ВИДУ плос
кости �ИNМетрии, nроходящие ч�рез ось еимметрии шестого (ИЛИ 
бесконечного) порцка. YrJIN l' и в . опредеmmщИ8f согласно 

.(8),. (9) нормаль и ЛУЧ, будем отсчитывать от оси симметрии хз. 
Хорошо известно, что ИlЩнкатрисы "Vsv(8) могут иметь петли. 

Точки возврата пеТJlИПРИН8Длежа� к тому ТИПУ особых точек, ко
торый связан с невыпо�нением условий регулярности ВОJIНовой по
верхности. 

Наличие или отсутствие neTeJIl? на ИlЩикатрисах лучевых ско
ростей 'Vsv ( в) устанв.ВJIИВ8ItТ, изучая поверхности рефракции /4 ,  
? 'ZЗ/� Как известно, в плоскостях симметрии УJ)&внение nоверх
,ности рефракции, я�ляnщееся уравнением шестой степени, распаца
етси на два уравнения: квадратное' (для BOJIН S Н,) и уравнение 
четвертой степени (для волн 5 V ).  На кривой четвертого порядка 
'Могут быть точки перегиба, им соответствуат угловые точки, или 
иначе точки возврата петли на ИlЩикатрисе лучевой скорости 

V sv (е) • из теории кривых четвертого порядка следует ,что' 
возможное число точек переги6а на кривой рефракции волны sv 
равно восьми, четырем ИJIИ НУJШ'. Значит, петель может быть четы
ре,две (рис. 1а ), ИЛИ ни одной. 

В трансверсально-изотропных средах петли иs�гчены достаточ
но подробно. Примеры петель в реальнЫх материалах приводятся в 
/14/ . Петли наблсдsлись экспериментально при ультразвуковом мо
делировании: на двумерных моделях ТОНКОСЛОИСТЫХ периодических 
сред /13/ и при наБJШдениях на· Fюверхности листа теКСТОJIИта 
/11/. Обнаружение петель при полевых сейсмическ�� исследованиях 
представляет со60Й несравненно более TPYДIiYI' задачу. УI<ажем на 
работу /21/, относящуося к начальной �тадии экспериментального 
изучения попере� вовн в реальных ,средах. 

Краткая сводка сведений о петJIЯX дана Ф.М.Ляховицким /7/ . 
им составлена номограмма для 6ыстрого определения наличия иви 
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Шх, фх, 

_�, �x, 

о 

6 

I 
1 У1,КМ/С 

Рис. 1. Волновые поверхности квази- S У и SH -волн 
в трансверсально-изотропной среде в сечении через 
ось анизотропии хз: а - виды петель на инцикатри-
сах 'Usv, б - поясок а Ь между индикатрисами 

MABN(usv) И мр (VSH)' 

отсутствия петель мещцу осями симметрии с помощью неравен
ства, полученного В.9.Будаевь� /4/. Заметим, что зто условие 
петли ранее было получено Пэйтоном, на работу которого есть 
ссылка в /2:3/. Данное условие является точнь� критерием. Ещё 
одно неравенство получ:ено И.О. Осипов� (см. ссылку на его ра
боту в /2:3/) , оно тоже названо им точнь� критерием. Путем ал
гебраических преобразований авторам /2:3/ не удалось привести 
условие И.О. Осипова к условию Пэйтона, хотя численно они экв�
валентны с достаточно хорошей точностью. 

Наряду с указаннь� точнь� условием, в работе /23/ при водят
ся. ещё три приближеннь!Х условия, ЯВЛЯЮЩИХСЯ достаточн�и усло
ВИЯМИ налИЧИЯ петли. Одно из них, полученное Масгрейвом, обес
печивает приемлемую точность и имеет очень простой ВИД: 

2 а h - d. 2 :> d ((ah) 1/2 + 2 С44), (18) 
a=C11-С44, h= C��-C44' d=С1з-1-С44. 

Необходимь�и условиями петель на осях симметрии ЯВЛЯЮТСЯ 
неравенства /2:3/: 

dZ>асзз, d2>hc11. 
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Кроме петли, в плоскости симметрии трансверсально-изотроп
ной среды может бъ�ь ещё одна особенность, связанная с наличием 
акустической оси. Эта особенность показана на рис. I 6. Она 
представляет собой отрезок прямой (поясок), примыкающий своими 
концами к индикатрисам Vsv (в) и 1)SH ( в) • в разделе 2 будет 
показано, что отрезок является результатом вь�ождения эллипса; 
он представляет собой его ось, лежащую в плоскости симметрии, в 
то время как другая ось, перпендикулярная плоскости симметрии, 
равна нулю. Таким образом, акустическая ось оказывается не ко
нической, а локально-клиновой, согласно классификации в /I/. 

На существование пояска указано в /I7/. Однако автор /I7/ 
полагает, что это не отрезок прямой, а дуга, которая образована 
за счет "лучей, имеющих смещения, не нормальные к плоскости се
чения и не лежащие в ней". 

Было бы очень интересно получить экспериментальные llОД
тверждения данного явления. МЫ рискнули привести здесь сейсмо
грамму из /II/, полученную при ультразвуковом моделировании на 
листе текстолита. Отрезок а. Ь на рис. 2 очень похож на отрезок 

80 

40 

о 
112 

!L ?\ 
�� 

'(J... 
"П 

� � 
�� 

200 
t, мне 

'1:::. 

300 

Рис. 2.Квази- SV волна на круго
вом про филе 0-900, источник и 
приемник ориентированы ортого
нально лучу, а Ь -поясок (пред
положительно). Данные ультра
звукового моделирования на листе 

текстолита, из /II/. 
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прямой, являющийся вырождеННЬN эллипсом. из неравенства времен 
волны на осях <р= О и 'f= 90· и небольшой аСИММБТРИИ петли сле
дует, что материал относится к гексагональной сингонии. Однако 
неизвестна константа С66' для определения которой нужны наБJШ
дения волны 5Н. Поэтому нет возможности предсказать наличие 
пояска и рассчитать его положение. Видно только, что он, как и 
положено, отходит от волны S V • Это согласуется с тем, ЧТО сме
щения в области пояска должны изменять поляризацию от 5 V к 5 Н 
по мере движения от его конца на волне S V к концу на В:Jлне 
S Н • . Поясок был бы длиннее, если бы наблюдения провщились в 

объеме и можно было бы регистрировать смещения SH. Кроме того, 
получив волну S н , можно было бы увидеть примъткание пояска к 
волне 5Н. 

Акустическая ось в трансверсально-изотропной среде, точнее 
конус акустических осей, как видно из ( I6 ), имеет место, если 

С6& > С44 . Это условие выполняется довольно часто. В случае 
тонкослоисть� периодических сред и трещиноватых пород (модель 
Гарбина-Кнопова) СЬ6 � СН ' в подавляющем числе случаев 
С66 ::. С44 • для гексагональных кристаллов и поликристаллических 

пород с ориентировкой кристаллов вдоль одной оси может быть как 
C&&� с.44 , так и СЬ6 > СН , см. /7/. Таким образом, не исклю

чено, что поясок удастся рассмотреть при полевь� эксперимен -
тальнь� наблюдениях. 

Изображение волновой поверхности квазипоперечных БОЛН в 
плоскости симметрии будет неполным, если при её расчете заца
вать нормали только в плоскости симметрии. При зацании волновьm 
нормалей в пространстве в плоскости симметрии могут появиться 
дополнительные петли. На рис. 3 такая петля изображег.а сплошной 
линией. Она является двойной, т.к. получена для волновьm норма
лей, ориентированньm симметрично по отношению к плоскости сим
метрии. В таблице I приведены параметры всех волн, которые мож
но наблюдать в данном случае в приведенном сечении по направле
нию луча L (рис.3). Назовем эти волны изолучеВЬNИ. Видно, что 
по одному направлению луча распространяется IO квазипоперечных 
волн. Дополнительные три пары волн, образующие дополнительную 
двойную петлю, имеют нормали вне плоскости симметрии. их век
торы поляризапии направлены так, что смещения по нормали к 
плоскости симметрии компенсируют друг друга, в результате чего 
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Рис. 3. Волновые поверхности ква
зипоперечных волн в арагоните 
(модули упругости из /3/) в сече
нии Х 1 Х) : 1 - ква.зи- S v волна, 
2 - SH - волна, 3 - "сдвоенная" 
волна с нормалями вне ПЛОСКОСТИ 

Х1 ХЗ• 

смещения на двойной петле имеют тип 5У. 
Волновые поверхности в пространстве. Данные о конфигурации 

волновь.'Х поверхностей в пространстве в литературе отсутствуют. 
Поэтому ДЛЯ того чтобы иметь некоторое представление о том, как 
эти поверхности могут вьл'лядеть, нами было рассчитано несколько 
поверхностей КВа3иrrоперечных ВОЛН ( S � и 52 ) ДЛЯ ромбических 
и моноклинных кристаллов (константы взяты из /3/). На рис. 4 
ПРИ водятся В качестве примера изображени.Р. волновых поверхностей 
в арагоните (ромбическая сингония). Представлены все три вида 
поверхностей: фазовь� скоростей, рефракuии и собственно волно
вая. 

На поверхностях фазОВШ скоростей и рефракции должны быть 
видны направления акустических осей. Согласно расчетам, акусти-
ческие оси имеl)ТСЯ в ПЛОСКОСТЯХ Х 1 Х 3 и Х 2 j( 3 В ПЛОСКО-

сти Х1 ХЗ ПРОХОДЯТ две оси: ось А1 под углом 220 и ось А2 ПОД 

углом 55,50 1( ОСИ )(3. В ПЛОСКОСТИ Х2 Х3 находится одна ось 
( А 3)' ОТКЛОНЯIOщаяСII от оси Х 3 на 480. На рис.4 заметны толь-
ко ВШОДЫ осей А 1) А 2. в плоскости )(1 Х3 • ОНИ лучше видны 
на поверхностях фаз ОВШ скоростей: углублениям на 51 отвечают 
выступы на S 2.. На поверхностях рефракции можно заметить то же 
самое, с той разницей, что выступам на 51 отвечают углубления 
на 52 . 

Волновые поверхности 
Надо полагать, их сложный 

51 и 52 нами не "расшифровывались". 
ВИД обязан наличию особь� точек двух 
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в 

Рис. 4. Поверхности рефракции (а) , фа
зовых скоростей ( б )  и лучевых скоростей 

( в )  волн 51 и S 2 в арагоните . 

типов,  вследствие выnnnнения равенств (10) и (17 ) ,  сложному 
взаимодействию всех особенностей. 

Для выяснения вопроса о многозначности функции 1) (I) были 
найдены все изолучевые волны для направления луча L i ( см. 

рис. 4). их параметры приведены в таблице 2. Направление Li не 
намного отличается от направления L в плоскости симметрии 
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Тип BoJlны 

Р 
51 
$2 
52 
S2. 
52 
52 
52 
52 
52 
S2 

Тип 
ВОJlНЫ 

Р 
5\ 
52 
S2 
52 
52 
S2 
52 
S2 
52 
S2 

" 
п/п 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

II 

Jf> 

Таблица 1 

Параметры изолучевых волн, рас!!ростраиmoщихся по напраВJl8НJ111 
L (см. рис. 3), задаваемому вектором 1 _(0,643, О, 0,766), 

в КРИСТ8JlЛе арагонита 

Компоненты ВОJlНОВО·Й Фазовая Лучевая Компоненты вектора 
нормали n скорость скорость ПОJUlризаuии " 

п\ nz n3 V U А\ Az Аз 
0,521 О O,ffi4 5,08'7 5,145 0,610 О 0,793 

0,574 О 0,819 4,252 4,267 0,638 О -0,770 

0,146 О 0,989 3,(ю9 3,593 0,997 О -0,071 

0,931 О 0,364 3,292 3,751 0,084 О -0,996 
0,631 О 0,776 3,732 3,732 О 1 О 
0,333 0,254 О,908 3,458 3,800 0,712 -0,697 0,083 

0,333 -0,254 0,908 3,458 3,800 0,712 0,697 0,083 
0,621 0,318 0,716 3,482 3,673 0,203 -0,880 0,429 

0,621 -0,318 0,716 3,482 3,673 0,203 0,880 0,429 

0,871 0,176 0,459 3,442 3,777 O,0i9 0,436 -0,899 

0,871 -0,176 0,459 3,442 3,777 0,049 -0,436 -0,899 

Та6JIИца 2 

Параметры изолучевых водн, распростраиmoщихся по направлению L\ 
(см.рис. 4), задаваемому вектором Т -(0,643, 0,011, 0,766), в 
кристалJlе арагонита 

Компоненты волновой Фазовая Лучевая Компоненты B�TOpa 
п/п нормали n скорость скорость ПОJIЯpизаuии 

n1 n2. n3 V u А\ А2. Аз 
1 0,521 0,006 0,854 5,087 5,145 0,610 0,010 0,793 

2 0,574 0,013 0,818 4,251 4,267 0,638 0,007 -0,770 

3 0,146 0,010 ·0,989 3,(ю9 3,593 0,997 -О,О(Ю -0,071 

4 0,931 0,021 0,365 3,293 3,751 0,084 0,030 -0,996 

5 0,631 -0,016 0,776 3,'731 3,733 О,ОП 0,999 0,0%9 

6 0,329 0,261 0,908 3,445 3,778 0,721 -0,688 0,086 

7 0,338 -0,246 0,909 3,470 3,812 0,703 0,707 0,080 

8 0,618 0,330 0,714 3,468 3,659 0,2Il -0,875 0,436 

9 0,624 -0,3(Ю 0,719 3,498 3,687 0,195 0,886 0,420 

10 0,876 0,175 0,500 3,428 3,769 О,(ю1 0,412 -0,910 

II 0,867 -0,175 0,467 3,456 3,785 0,047 -0,457 -0,888 
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Рис. 5. BoJIнoBыe поверхност. 51 t 52 в о_вине 
с константами Берма Д.IIJI в =0-240 на $1 11 е = 
=0-160 на S 2 в П.lоскос'l'И Xi Х1 (а) . 11 кумазавы 
дJUI е .0-270 на $1 11 е _0-17°!J& 52 в 
ПJ[ОСХОС'l'1I Х2 Х3 (6); .llИНIIИ, изо6p8J1[81)щ.е поверхнС>
сти. пос'l'роены Д.IIJI смки BO.lHOBЬ/X НОpiuей n с 
шаГ"'1I iI/, = 2 о. iI(j. = 10 о, , - поирный yrO.l, 

. о( - азlDtyТ. 
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х 1 Х з·, (см. рис.3), поэтому параметры изолучевых волн, npиве
денные в таБJlИЦе 2, сходны с СdответствyDЩИМИ параметрами из 
таблицы 1 для·направления L .  Главное отличие состоит в том, 
что парные волны ()fJ б, 7 ;  8,9 ; 10, П) теперь разделились, 
вследствие чего по направлениm L 1 можно было бы наб.mвдать всту
пления всех десяти кв8эиnоперечных волн, а не семи, как в плос
кости симметрии. 

Ещё одна ил�страция сложного строения волновых поверхно
стей .51 и 52 представлена на рис.5. Изображены волновые повер
хности в оливине (ромбическая сингония). Изучение особенностей. 
распространения волн· в оливине представляет особый интерес, т.к. 
с оливином, ориентацией его кристаллов, связана, как известно; 
анизотропия верхней мантии. Области особых точек на волновыХ 
поверхностях в оливине по размерам значит·еJIЬНО меньше, чем в 
арагоните. В олИвине ·иМеется одна акустическая ось и·одна при
уроченная к ней линия особых точек. для оливина с в:онстантами, 
определенными Верма (см. /3/), все особенности поверхности со
средоточены вблиэи плоскости К1 Х 3 (рис. 5а ), т. K� акусти -
ческая ось нахОДИТ9Я i3 плоскости Х 1 Х 3· и составляет с осью Х!) 
угол, равный 10, 10. Оливин с константами Кумазавы /22/ имеет 
акустическyD ось в плоскости Х 2 Х 3 ' она образует с осы') Х 3 
угол, равный 6,40; вследствие этого оБJIасть особых точек пере
мещается по азимуту на 900 и эанимает положение, соответствyn
щее направлению акустической оси (рис. 5б ). Строение волновых 
поверхностей S1 и 52 в оливине нами изучено достаточно под� 
робно и будет описано в разделе 3. 

Таким.образом, волновые поверхности могут иметь и часто 
ИМeDТ весьма сложный и не прогнозируемый (до npоведения расче
тов) вид. Это относится к анизотропныМ средам всех сингоний, 
кроме гексагональной. В с.лучае же трансверсально-изотропной 
среды ВОJIНQВая поверхность в пространстве является результатом 
вращения вокруг оси симметрии волновой поверхности в сечении 
через ось симметрии. для волны 5 Н вращение эллипса приводит к 
образоваНИnЭJIJIИI1соида вращения. В случае волны S V петля в 
сечении при вращении образует выстyn;при этом точки возврата· 
петли описъmают окружности. Вращение полска приводит к образова�· 
НИD боковой поверхности усеченного конуса. 
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2. Граниuы областей однозначности на ВJЛНОВЫХ 
поверхностях 

для разделения многозначных волновъ� поверхностей на обла
сти однозначности рассмотрим два вида линий , которые могут при
сутствовать на волновых поверхностях и являться элементами гра
ниц областей однозначности. 

Линии Е • Первый вид линий связан с наличием акустических 
осей, Т . е. направлений волновых нормалей n , д.ля KOTOPЪ� вы
полняется равенство (10). Направления акустических осей находят, 
решая уравнение (14) либо более простые уравнения (15); в част
НЪ� случаях используют ещё более простые уравнения, вплоть до 
(16). в случае конических акустических осей направлению акусти
ческой оси nAO отвечает целый конус направлений векторов луче
вой скорости /1, 15, 17/ 

где 

р = ( Q (22) _ ёi(33»/2, 
<f = ( Q (23) + Q (32» /2, 

Q .(t'S) _ Л . А (1"') А .(5)/ v J - lJKt n к t � 

(19) 

(20) 

(r,s=2,3), (21) 
- - -(2)-(3) v = V2 ( h до ) = Vз (n ДО), векторы по.ляризапии А ,А взаимно 

ортогональны , а ер имеет смысл угла поворота (О Е ер $i 1С) от 
вектора А(2) к вектору л(3) в плос�ости, образуемой этими век
торами. 

В общем случае векторы р и q линейно независимы , т .  е .  

СЕ = Р" 'f :1 о. (22) 

Векторы лучевой скорости 1) (2,3) параллельны образующим конуса, 
называемого конусом внутренней рефракции. Основание конуса орто
гональнО к ПАЙ и представ.ляет собой эллипс с полуосями Lti,2 : 

2U.1�2 =p2+92±[(f52+�2)2_4z2]i/2. (23) 
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Этот ЭJl1IИItС, называеМЬJЙ далее ЭЛЛИПСОМ Е или ди!!�й_Е_, 

есть граница, ПО которой контактирупт (сопрягSl)ТСЯ) BOJIНOBыe 
поверхности $ i и S 2. • Особенность сочленения поверхностей 

$., и .)2 по JIИНИИ Е состоит в ТОМ, ЧТО внутри 8JIJIИПса Е 
ВОJIНовая поверхность $2 оказывается неоднозначной, а повер
хность· S i отсутствует. Или, говоря образно, . внутри. ЭЛJIИПса Е 
поверхность 52. собирается в СRJI8ДКИ, сморщивается, а на по
верхности S i внутри ЭЛJIИl1са Е образуется дырка. Сама же J!И-
ния . Е. ЯВJlJ!ется общим краем поверхностей S '" $ 2 • 

Линии J . Вторым ВИДОМ J!Иний, ЯВJIJШщихся границами обла
стей однозначности H� волновых r1О�ерхностях S -волн, являются 
линии, состоящие из особых точек волновой поверхности, удовле
творяющих условШJ (17). 

УСJIовие (17) представлено в работе /15/ в компактной ин
вариантной форме 

или 

гце Э1.l' d1.l 02V 
"']= ('l'ji.K) =( dl1�) = (�) =(dni.<1n) ' 11 - матрица, взаимная к �'1 с - знак следа матрицы. 

становка (26) в (24) или (25) привоцит к выраженио 

a2v 
э2v з2v а2у =0 dnLanL dnK3nl( dn'LdnK (Эn,3nlt ' 

(24) 

(23 ) 

(26) 

По;ц-

(27) 

jюторое и является уравнением f ( n ., i n 2 ) = о ИСКОМОЙ линии 
особь� точек. Вторые nроизводные фазовой скорости У(n) , вхо
дящие в (27), нахОДЯТСЯ из �равнения (5) nyтeM дифференцирова
ния V как неявной функции n 

Из условия (17) можно получить ещё одно очень полезное 

уравнение линии особь� точен. Для этого надо использовать пред

ставление лучевой скорости (7). 
Представим производные, входящие в (17), в следующем виде: 

C-�=1,2). (28) 
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Далее, 'вьпюлнив необходимые преобразования, найдем, что 

dV OV 2 ·  - . Эl vJj at a�-J I3 =1) JSlnЭ1L-vJ2SLnEl1-ав + -е �e =0, (29) {'1 r 2 1 SL n f CJ 2 
где 

J= aef�_ дe1�, 'Jf'1 а {'2 Эр, д 1>1 

Jl= Эu дЭL _ dU a8l 
:'1 (l::.1,2). d 1'1 д Р2 а Р2 U'1 

Диqфeренuированием выражения (7) по 'L нетрудно убедиться в 
вьmолнении соотношений 

Ju (:Jz n) = J, СУ n) , 

JU(:�ln} = -J2 сL n), 

которые позволяют переписать (29) в виде 

сЭiJ сЭ1} 2. .  n 
др/' др2. = J 1..1 Stl1 61([ n) = о. (30) 

Таким образом, условие особь'Х точек (I7) приsодит к paseHcTBJ' 
нулю якобиана J: 

J=JCn)= ае1 dе2_эе,�=о 
аР1 Of>2. дfЭ2. Эf>1 . 

Произsодные эе/аРk, входящие в (31), 
стемы уравнений 

(31) 

являются решением си-

a:U aei. av -- -- :: -- ( i., К =: " ,  2 ) . (32) aei. () /ЭК д j}!{ 
Праsые части системы (32) опредеJIЯЮТСЯ путем диqфeренцирования 

по В к выражения (7) и имеют вид 

/ ЭiJ an 
дР,,:: ai,Kaf>i. ' 

гце 

(33) 

all=y+a2y/a{'f, а,lz=э2У!(дР1дрz)-сt9р,(дV!дР2)' 

<421 == а12/ .sLn 2 f" а22 = У+ ct9'1 (JV/CJ 131) + CDsec 2{'1 (J2 V/Jp;). 
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Коэффициенты системы (32) могут быть пред ставлены в аналогич
ном виде: 

где 

a'U дК 
ael=bKlJ�k ' (34) 

ИЗ равенств (33), (34) следует, что в системе координат 
с ортами вдоль дn/д!'зi и дn/д;.2. , т.е. в плоскости 
фронта, система уравнений (32) прецставляет собой две системы 
двух линейных уравнений относительно д е L / д �!< : 

Э81 � ЬН дрк + Ь12 дрк =й1к) 
ае1 � Ь21 а рк. + Ь22 д j!;K :: а2К 

(35) 
(к= 1,2). 

Производные фазовой скорости V по углам р к волновой 
нормали ВЫЧИСJllШтся из уравнения (5) путем диффере!щирования: 
V 

_
как неявной функции n (Р1' Р2) ; производные а h / д]31<. 

ёН / aBi находятся прямым дифференцированием выражений (8). 
(9) • 

Нахождение линии особых точек f(n1,n2)=O путем решения 
уравнения (3I) по вычислительной сложности приблизительно экви
валентно использованИD уравнения (27), 

Остановимся теперь на геометрическом смысле якобиана (31). 
для этого выпишем формулу, связывaющyD его с гауссовой кривиз
ной К волновой поверхности: 

J = (l: n) sln Р1 . 
K1J2 sin 81 (36) 

Из· этой формулы видно, что знак якобиана J совпадает со зна
ком гауссовой кривизны К Н, следовательно, указьmает тип 
точки волновой поверхности: эллиптический при J > О и гиnерболи
чесхий при J < О • Параболических тоцек, как видно из (36), на 
волновой поверхности нет. 

В точках ВОЛНОВОЙ поверхности, где выполняется условие (31) 
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J =: о , гауссова кривизна К обращается в бесконечност,> • Эти 
точки образуют на волновой поверхности линии особь� точек, ко
торые далее будем называть ДИ!!И!!М!! _J_ . 

Таким образом, если линии Е ЯВJ!J!I)ТСЯ краями волновых 
поверхностей квазиnоперечнь� волн, то линии J ЯВЛЯЮТСЯ грани
цами эллиптических и гиперболических областей на этих поверхно
стях . 

Особые точки в плоскостях симметрии. На сечениях волновых 
поверхностей плоскостями симметрии будем TaI�e различать.два 
типа особь� точек, аналогов линий Е и J . При описании вол
HOBЬ� поверхностей в разделе 1 были освещены вопросы существова
ния особь� точек и приведены примеры, иллюстрирующие характер 
проявления многозначности волновых поверхностей в окрестности 
особых точек. В данном разделе будут изложены способы расчета 
по�ожения особь� точек в плоскостях симметрии. 

Хорошо известные �O�K.!! !O�Bвa�a_n�T�� являются точеЧНЬN 
аналогом линий J .  ЭТИ точки могут быть найдены из уравнения 
( см .  /15/) 

iV/dn� +a2v/dn:=O, (37) 

а также геометрически очевидного уравнения 

d8/d.!, =0. (38) 

Эти уравнения аналогичны уравнениям (27) и (31) для линий 
J . Уравнения (37), (38) для определенности записаны для плос-

кости симметрии Х1 Х �. в (38) е = е 1 , Р =: '1 , см. выражения 

(8), (9) для нормали и луча; Р2. =: 62 =: о. 
ИЗ уравнений (37) и (38) получается ещё одно условие осо

бых точек 

(39) 

Все три условия (37) - (39) эквивалентны и являются необ
ходимЬNИ условиями. 

В трансверсально-изотропной среде, как известно, фазовая 
скорость У и угол е между лучом и осью анизотропии выража
ются в явном виде как функции угла J!> ' задающего волновую 
нормаль: 

У=: ( ( R-Q)/2) 1/2, 
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где 

R=a.1+Q.2'<), Q=(Q.з+2а4� +0.5'<)2) 1/2, 
w=о.6+а7�-о.8Q, Р=о.�+о.·4�-а.fQ). 
� = Si,n2 Р) 
� 1 = Л, 33 + л.'.ц, 0.2 = л. 11 - л. 33 , . а 3 = h 2 ) 

d. 1.. • 2 2 d' 0.4 = - n 9 ). Q. 5 = Я - . , 
a6= d-fh., a1=f�-d, о.в=л.1f+ilн, 

h=л.зз-л.44, .d.=2(л.13 +л'44)2, 

(4I) 

(42) 

Это облегчает нахождение производных, входящих в (38), (39) . 
Уравнение (38) принимает вид: 

где 

SLn2�:; 2PW/(WP' - PW'), ( 43) 

р'=а.4 SLn2p-о.1Q') W'= a7SLn2p-аgQ', 
Q'=Q-1/2( 0.4 + o.5�) SLn 2р. 

Уравнение (39) после подстановки в него выражения ( 40) . " для V и выражения для V , полученного диqxpeренцированием 
(40),  OкaвъmaeTc� более длинным, чем уравнение (43); поэтому 
оно здесь не приводится. 

Решение уравнения ( 43) состоит в поиске двух корней - зна-
чений f> д " р в (рис. ба ), в которых функция е ( р) ПРИНИ-
мает экстремальньrе значения. Значения в А ,ев будут точ
ками возврата на иццикатрисе лучевой скорости 1Jsv (е) , (СМ. 
рис. б б ). Начальное приБJIижение ДЛЯ ,каждОГО корня р А ,Р в 
задается на .осноВе предваритеJIЬНОГО ВЫЧИСJIения кривой в(р) 
ИJIИ иццикатрисы 1) �y (е) И уточняется путем решения уравнения 
(43 ).  Вообще говоря, для нахождения, РА ' Р 8 совсем не обя-
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о 

Рис. 6. Зависимости е (р) (а) и Usv (6) (б) для 
трансверсально-изотропной среды в сечении через 
ось симметрии Х3; � - угол между волновой нор
малью n и осью симметрии Х 3' в - угол между 

лучом 1 и ХЗ' 

зательно решать какие-либо уравнения. Достаточно произвести 
интерполяцию. Вполне.удовлетворительную ТQЧНОСТЬ дает квадра
тичная интерполяция по трем точкам в окрестности экстремума. 

В связи с рис. б а сделаем одно замечание , касающееся 
условий наличия петли на индикатрисе Usv(8). Между точками 
рд и �6 функция e(�) убывает, так что в области петли 
d е / d � < о . Кроме того , пере сечение кривой е (р) с пряМой 

в = р также происходит на отрезке ( р А, �'D) • Отсюда вытека
ет полученное Мак Курди (см. /23/) условие петли. Однако, оно 
более сложное, чем условие Масгрейва (I8) , и часто менее точ-
ное. 

ЛИнии Е в плоскостях симметрии могут быть в транс вер
сально-изотропных средах. Это так называемые пояски , стягиваю
щие волновые поверхности волн SV и S н и представляющие со
бой одну из осей эллипса. Пояски были описаны в разделе I, где 
было дано изображение пояска, полученное расчетным путем и экс
периментально (рис. Iб , 2) . В данном разделе поясним , отчего 
возникает поясок и укажем, как найти его положение. 

Пусть NДО = (n1' О, n3) - акустическая ось , вдоль которой 

У2 (nAO) = Vз(hАО)=V' В случае трансверсально-изотропной среды 
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2. 2. 2. V = А66 n1 + Л 4 4  1"1 3 ' 
а векторы поляризации А (2.) , А (3) опредеmmтся формулами 

(2) 2. Z 2 ( ) �_ v - Л..., nз - л.Н n1 _ 1"11 л.66 - л.11 А (2) .. о A-(�)- (O 1 о) 
(2Г ( '1 )  - ('\ '1 ) '  Z , - " . A i  hi h з  л. 1� + 1\. 4 4  h3 I\. 13 + 1I.4 4  (44) 

- (2 3) - (32) Найдем векторы Q и Q • опредеЛЯllщие согласно (20) век-
тор q , входяmий В выражение (19) для конуса векторов лучевой 
скорости. 

- (rs) Векторы Q определЯIIТСЯ формулой (21 ) .  Учитывая, что 

д (2)= (А (:), О , А �}) , д ('з)=(0, 1 ,0) и опуская V в знаменателе, 
получим 

(23) (2) О к  = Л 2ICjl n j А t ·  
Тензор (ЛЧкl )  таков, что 

Q (23) _ Q (23) _ Q (32) _ Q (32) - О 
1 - 3 :- 1 - 3 - ,  а 

(23) (2) (2) (32) (2) (2) 
Q ,  = л.21 n1 А 1  + А2.3 hз А з , Q 2 = л.66 n 1 А I  + А44 I"1s А з ·  (45 ) 

(2) (2) Подставляя в (45) выражения (44) для А 1 , А .3  ' найцем, что 

О (23) Q Щ) _ О 2. + 2. - . - с-аз) - (32)\/'2 Слецова'l'ельно,. q =- Q + Q /" == о , что означает обращение 
в ноль оси эллипса , перпенцикулярной плоскости симметрии. В ре
зультате конус рефракции превращается в веер векторов лучевой 
скорости, нахоцящийся в плоскости симметрии 

u (23) = 1>o + p tos 2<P ,  (46) 
где 2 1) о = 1> (2) + 1> (3) , 21'= 1) (2) _ l) (3) - оставmаяся ось 
эллипса·, или поясок. Концы пояска лежат на лучевых индикатри
сах волн SV и S н (см. рис. I )  в точках 1) (2) = Q (22.) и 
1) (3) = Q (33) • Вектор поляризации волны на пояске Е повора-

чивается от А (2) В точке =V (2) к А (3) в точке 1J (3) • 
Таким образом , в плоскостях симметрии могут присутствовать 

точки возврата петель (точки типа J ) и пояски (отрезки типа 
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Е ) . Они оnределЯlOТСЯ нормалями, находящимися в плоскости сим
метрии . Кроме этих особь� точек в плоскости симметрии могут nо
nз,цать дуги и петли от линий Е и J , волно�ые нормали кото
pь� лежат вне плоскости симметрии. Пример петли был дан на 
рис . з .  Векторы поляризации таких волн не лежат в плоскости 
симметрии и не ортогональны ей. 

з .  Вьщеление областей однозначности на волновых поверхностях 

Трехмерная среда .пюбоЙ системы симметрии , 
кроме гексагональной 

Исследование многозначности волновых поверхностей. для 
вьщеления областей однозначности сначала необходимо провести 

ыр�аЕиzе�ь�о� �с�е80�а�и�, которое ВКJIЮчает в себя определе
ние направлений акустических осей ( 10) и выяснение , для какой 
из nоnеречнь� волн S 1 , S 2 возможно выполнение условия 
особых точек ( 17 ) . Далее находятся линии Е и J , на кото
рых нарушаются условия регулярности поверхности. Очевидно,  что 
они доJIжны� стать ОnОРНЬ1Ми линиями при разделении волновой по
верхности на однозначны�e области. 

Ввиду сложности волновых поверхностей, процесс вьщеления 
областей однозначности вряд ли может бьггь полностью формализо
ван .  К 'I'OMY же ещё недостаточно полно изучены особенности вол
новых поверхностей в реальных кристаллах, материалах и геологи
ческих средах . Поэтому рассмотрим возможности и nринципы вьщеле
ния областей однозначности на nримере . 

В качестве тестовой модели была выбрана среда с параметра
ми оливина . Этот выбор обусловлен, во-первых, тем, что оливин 
играет большую роль в образовании анизотропии верхней мантии, 
и, BO-BTOPЬ� , 1'ем, что для оливина волновые поверхности не 
Jчень сложны ( рис. 5 ) .  

Рассмотрим оливин с параметрами из /22/; его волновые по-
верхности S 1 И 52. изображены на рис. 5 6 • Акустическая ось 
лежит в плоскости Х 2  Х � , образуя небольшой угол ( 6,4160 ) с 
осы!) Х 3 .  Учитывая симметрИlD упругих свойств ОJIивина , будем 
изучать его волновые поверхности 51 и 52  в верхнем полупро-
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странстве Хз � О  при X2 � O ' 
Волновые поверхности S 1 и S 2. находятся друг с другом 

в контакте по линии ЭJIJIиnса Е • Положение ЭJIJIипса Е , оп
ределяемого выражениями ( 19 ) , (20) , изображено на рис . 7 .  на 
одной ИЗ волновых поверхностей внутри эллипса должна быть дыр
ка, а на другой - ОСJIожнения (рис . 5 б ) . Вычисляя значения яко
биана J ( см. ФОРМУJIЪJ (ЗО) , ( 32)  - (35 » ,  находим, что для вол-
ны 5,! J (n» O при всех значениях n , а  дЛЯ ВОЛНЫ 52 
J (n ) '"  О , если - 0, 08 < n 1 <  0, 08 и 0 , 09 < \"12 <  0, 15 .  Таким 

образом , многозначна поверхность 5 2 ' она и является предме
том дальнейшего изучения. Линия J , находимая из уравнения 
(31 )  J(n)= O , так же , как и JIИНИЯ Е , показана на рис. 7. 

для того чтобы представить себе поведение поверхности 
Б оБJIасти линий Е и J , обратимся к рис. 8. На ней изобра
жены сечения поверхности ПJIОСКОСТЯМИ, паралJIеJIЬНЫМИ координат� 
ным плоскостям Х 1 Х 3  , X z. Х 3  (JIИНИИ сечений указаны на рис. 
7 ) . Видно , что поверхность четь�ехзначна и её ветви соотносятся 
друг с другом сложным образом . Проследим, как связаны между со
бой в пространстве различные части поверхности, представленные 
в сечениях четь�ьмя ветвями. ВОСПОJIьзуемся для этого картой изо
линий лучевой скорости � (рис . 9) , а также полем градиентов 
лучевой скорости (рис . 10) . Важный диагностический признак-знак 
КРИВИЗНЫ поверхности ( К > О  на рис. 10 а и К<О на рис . 10 б ) . 

Поверхность 1) представлена по отдеJIЬНОСТИ ДЛЯ двух её не
прерывных частей, граничащих по линии J .  Первая часть - кусок 
поверхности 52 ' ограниченный рамкой рисунка и JIинией J (рис. 
9 а ) ;  вторая часть - поверхность MeJllдY линиями J и Е (рис. 
9 б ) ; Е - край , или кромка IIOверхности S 2 , JIИНИЯ её контакта 
с поверхностью 5 1  • 

Неоднозначность поверхности S 2 в области ЛИНИЙ J и Е 
возникает по той причине , что линия J ЯВJIяется линией точек 
возврата. ЭТО ПРОЯВXRется СJIедующим образом. 

Как видно из рис .  9 а ,  по нanравлеНИJ) к линии J происхо
дит подъем поверхности. При этом верхние изолинии ynИp8Dтся в 
нижНМ) часть контура J ( А  1> С  ) ,  а нижние изолнии - в его вер
XНII!J) часть ( Аве ) .  Под контуром J части поверхности. подни -
МlШщиеся навстречу друг другу. пересекВIIТСЯ; внутри линии J 
функдия 1) становится двуаначноЙ . Пере сечение поверхностей 
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Рис . 7. Линии особых то
чек Е и J H� волновой 
поверхности в оливине с 
константами Кумазавы; 1-
-линия сечения плоско
стью 1) L � =o, 72; 2 .. плос
костью 1) L х =o, 05  (км!с ). 

а 

-0, 2  о 

1, 0 

0,8 

0,6 

v ly, KM/c 

-0,4 -0,2 О 0,2 0,4 VZX,KN/C 

0,2 VZX,KU/C 

б 

::::г �'--' -,,-' -Е..L.'-...L......----L'--г-_-____ (' J 2 J 
4,82 

4,81 

VlZ,KM/C 

Рис . 8.  Волновая поверхность S2 : а - сечение v l �  =o,72; 
б � схематическое изображение пересечения сечений u l �  = 
=o, 72 ( Р1 )  и u L X =O, 05 км!с ( Р2,) ;  1-4 - однозначные 

ветви U (1 ) .  

видно на рис. 8 б в сечении Р2  (ветви 1 ,  2) . 
Далее от линии J к линии Е поверхность опять nоднима-
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Рис. 9. ИЗОЛИНИИ лучевой скорости U ( L,1: .  1 � )  ДJ!Я областей 

однозначности 1 ,  2 (а) и 3, 4 ( 6 ) . 

ется (рис . 9б ) , .  НО только в этот раз от КОНТура ВА D линии J 
к правой части ЛИНИИ Е И от контура BCD - к левой части ли
НИИ Е , т .  е .  с раз воротом на 90° . Подъем поверхностей навстре
чу друг другу ПРИВОДИТ К их пере сечению и снова к двузначности 
лучевой скорости 1) .  Пере сечение поверхностей теперь можно 
видеть в сечении Р 1 на рис. 8б ( ветви 3, 4 ) . 

Две части поверхности 52 ' изображенные на рис .  9а и 9б , 
отличаются друг от друга направлениями градиентов лучевой ско
рости 1) и знаками кривизны поверхности. Это можно видеть , 
сравнивая рис. 10a и 106 .  Наиболее существенно различие в зна
ках кривизны. Кривизна К связана с якобианом J формулой 
( 36 ) ;  знак кривизны равен знаку якобиана. для поверхности на 
рис . 9а, 10a К > О  • как и для всей поверхности 52 ' а для 
поверхности на рис .  9б, 106 К < О • Это означает , что на ли-
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Рис . 10. Поле градиентов лучевой скорости 9 r Cl d  1.1 (lх,  l�)  
для областей однозначности 1 ,  2 ( а )  и 3 ,  4 ( б ) . 

0,04 Zx 

нии J происходит смена эллиптического типа точек гиперболи
ческим . 

Разделение на области однозначности. Вся поверхность S2 
в изучаемой области является наложением поверхностей на рис. 9а 
и 9б . Схематически она изображена на рис . 1 1 .  Видны области, 
где функция V однозначна (меJlЩy рам�ой рисунка K L L' к' и 
контуром эллипса Е , ИСlUll)чая " треугольнички" 01 А 02 и озе 04 ) , 
двузначна (между контурами Е и � , J - со срезанными "тре
угольничками" ) ,  трехзначна ( "треугольнички" )  И четырехзначна 
( внутри J без "треугольничков" ) .  Разделение поверхности на 
области одноэначности показано с помощьи условных обозначений . 
Областей однозначности - четыре . их границы состоят из линий Е 
и J , а также четырех вспомогательных линий , нанесенных пункти
ром. 
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Рис . 1 1 .  Разделение волновой по
верхности 52 на области однознач

ности 1-4. 
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4 ' 82201 0

Y
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�' K� 
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4'8195 ]: �
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4,8191 -
V;S, HM/C 

Рис. I2. Линии особых точек Е и J на волновой поверхности 
52 в оливине с константами Берма (а) и сечение волновой по-
верхности S 2 плоскостью 1) l :x:.  =0, 9825 км/ с ( 6 )  • 

Зависимость от вариаuий тензора С • По кажем , что выцелен
ные области однозначности и конфигурация линии J неУСТОЙЧИБЫ 

относительно малых изменений тензора упругих модулей .  для это-
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го возьмем другие упругие постоянные 'оливина - из, /3/. Волно-
вые поверхности 5 1  и S 2 ДЛЯ этого образца оливина изобра-
жены на рис . 5 а. Акустическая ось переместилась на плоскость 

Х1 X� , и  виц линии J на поверхности $2 существенно из -
менилея (рис . 12a) . Усложнение линии J привело к тому, что 
теперь на волновой поверхности $ 2 - волны выделяется шесть 
областей однозначности, и сама волновая поверхность существен
но усложнилась,  что демонстрирует рис .  12б .  

Критерии разделения на области однозначности. Выполненный 
анализ волновой поверхности позволяет сформулировать критерии 
для ' разделении её на области однозначности. Как было установле
но , в области однозначности сохраюmтся непрерывность функции 

1) �1 ) , её грациента gra.d 'tI (1 ) и кривизны поверхности 
K Ct )  • Наиболее простым И, как показали расчеты, достаточно 

эффективным является использование свойства непрерывности луче
вой скорости 1) (1 ) . 

Нами применялся следyDЩИЙ алгоритм. Пусть на сетке волно
вых нормалей (n 1 I n 2 ) 

(о) . (о) . ( . о i ' . о А . ) (47 ) n i = n '  + L A n 1 ,  "' 2. = "'2 +JA\'\2. \. =  • •  · · · ' \. К ; J=  , ' . · · · ' J K 

вычислены модули лучевой СI<ОРОСТИ lJi, j' и лучи 1 L i' = vL J Iu. J' • , 'J ' ") 
Требуется разделить многозначнyD функцию 1)ч =1)ч (1L,j ) на 
однозначные области. 

Элементарный акт разделения - вьmснение того, принадлежит 
ли точка поверхности lJ L  •. 1 , J  (1L+ 1 , j ) '  той же области однознач-

ности, что и точка ' 'Uц (1ч) . ИСПОJIЪзуя разложение функции 

"v (1 )у ряд Тейлора в
" 

окрестности точки 1 l•j • получим для 
точки l i+ i , j  

( ( э У L,j/Эбк ) n L,J ( .\ . t1 ) 1JL+ 1,j = 1JL,j 1 - (1 ,  \1 '  . ) ЭI<. i.+ 1 , j  - ВI< , L ,J )j ( 1< = 1,2)  С8 
L,J L,j 

где единичный вектор n = ( n \ ,  n 2 ,  n:;) определяется формулами 
(47 ) , е1 , ez - l1араметры луча "[ в сферической системе коор-
динат , см. формулы (9 ) . Теперь, сравнивая значение "VL+1 ,j 
вычисленное согласно (48) .  обозначим его "U �+1,j , С имеющимея 

.. примем, что если 
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/ 1J i+ f , J - V r.1, j I < .6V ,  (49) 
где .6 V - заданная малая величина, то точки Vl,� И 1Ji+ 1 , j  
относятся К одной и той же области однозначности, в противном 
случае - к разным . 

для использования критерия (49) необходимо задать .6 V  
при выбранных .6 N ,  , fj, n 2 • Вьщеление областей однозначно
сти в оливине ( рис. П) нами было выполнено при ь n 1 = Ь n2.= 10-3, 
А 1) = 1 0 -4 км / с  • Поскольку величины А N "  А n 2. , AV 

задаются на основе опьwа, нужно контролировать праВИJlЬность вы
деления областей однозначности . для этого нами использовались: 

а) сеЧеНИя волновой поверхности плоскостями ( рис . 8) , на 
которых выделенные

' 
области хорошо вмдны; 

б )  карта изолиний лучевой скорости V СI ) ( рис. 9) ; 
в )  поле градиентов nYчевой скорости ( рис . 10) ; 
г )  знаки кривизн поверхности V (1 ) ( рис. 10) , позвоJUm

щие вьщелить области К ( t )  > о и К (1 ) � о 
д)  СВОЙСТВО симметрии упругих свойств оливина /22/ относи

тельно I1JIOСКОСТИ Х 2 Х 3 :  симметричны левые ( n  1 < О )  и правые 
( n 1 > О) части в областях 1 ,  2 и симметричны друг другу области 

3 ( n , < О )  и 4 ( n , > О ) ( СМ .  рис . 9-П) . 

Трансверсально-изотропная среда и среды лnбого типа симметрии 
в сечениях плоскостями симметрии 

Транс версаль но-изотропная среда. Волновые поверхности ква
зипоперечных волн одинаковы во всех сечениях, проходяших через 
ось симметрии (рис . 1 )  и полность� опредеJUmТСЯ для каждого се
чения волновыми нормалями, лежащими в этом сечении. для волны 
S H  индикатриса лучевой скорости , как известно , есть эллипс, а 

для волны S V лучевая скорость 1)sv (в) может бmь из-за нали
чия петли трехзначной .  ДостаТОЧНЬN условием петли является не -
равенство ( 18) . Кроме того , между индикатрисами Vsv ( 6 ) и 

"'USИ(Э)  в случае если С66 > С44 располагается поясок а Ь 
на котором поляризация изменяется от S V к S н по мере пере
движения ОТ конца пояска на кривой �Sy (e) к KOWЦY на кривой 
USН (Э )  • Таким образом, максимальное количество вступлений 

волн S V и S н для одного напраБлею�я луча 1 равно пяти. 
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Разделение волновой поверхности .волны S V  на оОласти 
однозначности не представляет труда. Ими явmmтся ветви М А , 
А В  , B N и поясок а, Ь  ( рис. Iб ) .  

Положение точек возврата петли Л , В  определяется путем 
решения уравнения (43 ) или аналогичных уравнений , полученных 
из (37 ) , (39) с использованием выражений (40) , (42) ; возможно 
также непосредственное нахождение экстремальных точек д Ср) 
путем интерполяции , см. рис . 6 .  Ещё один способ - представление 
выражения d8/dp в виде полинома ( получается полином 8-0Й сте
пени относительно t 92р ) и выбор из его восьми корней двух 
нужных значений р д '  f3 & • 

Концы пояска а Ь  находятся из выражения (46) для веера 
рефракции. Положив ер = о и ер = � , найдем, что 

еа.= а,.сt9 (tJ �2)/-u/2») I вь = аl"сt9 (V/3)/ 1Jf�») , 
где индекс 2 соответствует SV � волне , а индекс 3 - S H  -
- волне; лучевые скорости lJsv(ЭаJ и VSH (вь) вычисmmтся для 
волновой нормали n = n до , определяемой выраЖением ( I6 ) . 

Таким образом, трем ветвям М А , Л В • В N лучевой скоро-
сти 1Jsy(8)  COOTBeTCTB�T три интервала значениЙ .параметра 

� :  (О, рд)  , (рд, р в) , (р в ,  90°) , а пояску а Ь  значение 

р= РАО '  Углы е = в(р) изменяются в интервалах ( О ,  в А )  , (  вА , 
ев). ( 8& , 90 О ) и ( да ,  8ь) , при этом в интервале ( е  А ,  е в )  

значения е расположены в порядке у�ывания ( рис.  I б ,  2) . 
Среды лабого типа симметрии ( искmoчая гексагональный ) в 

плоскостях симметрии . Сечения волновых поверхностей usy (8 )  , 

1J SH ( е )  , задаваемые нормалями в плоскостях симметрии, могут 
быть четырехзначными функциями. для 5Н - волНы имеем эллипс, 
для sv - волны - индикатрису с петлями. 

Положение точек возврата петли может быть найдено из ура
внения ( 39) . Вторые производные фазовой скорости У вычисля
DТСЯ путем дифференцирования V как неявной фунКции, опреде
ляемой уравнением (5) F (n , V) = O . Уравнение (38) приводится 
к виду (39) , если использовать известные представления в (р) , 
вытеК8Dщие из выражения (7 ) при Р1 = f' " 2  = О : 
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· dV( II)/d 11 8 = Р + a.rctg r r (50) 

жибо у(,) 
6 =  a.rct 'Uж = V(p) s Ln � + (dV(f» /dp ) cQsp (51)  

S 'Uz У (р> COS� - (dV(p)/dpJ s tnj!> 
Вместо нахождения точек возврата петли } Д , р в из уравне
нкя (39) мо_но , хак и В случае трансверсально-изотроnной среды, 
вычис.IJIв кривые е (,) COr.l8.CHO (50) ИJIИ (QI ) .  уточнить nоложе
юrе экстремальных точек 8(р) путем интерnо.пяции. 

В общем случае петли располагаются не симметрично относи
'l'8JlЬHO е =900 (рис. I3 ) .  Поэтому поиск значений параметра р в 
т�чК8Х' воз врата nетеn В'едется в интервале значений � € (О,  I800 ) • 
На рис. 13а покаэаны ЭКС'l'реМ8.lьньrе точки А • В и С , 1>  кри-
вой 8 ( f > ,  соотвеТС'l'вующие точкам возврата А , В и С .  

8" 
180 

120 

60 

а 

N 

б 

�O 

2,6 

2,2 

о 60 120 180 ро О 60 120 180. 80 

Рис . 13 . Зависимости 8 (t) (а) и 1J�v(е) ( б )  в эпидоте 
(моДУJJИ упругости из /3/) в сечении Х 1 Х � ; е :,  о - на
правление оси симметрии Х 3 ;  \) в УС.llовных единицах. 

1) neTeJIЬ на кривой U Sv ( 8 ) , см. рис . I3б. Вьщепе'l'СSf пять 
об.llастеЙ однозначности: ветви М А , А В .  ВС . CD и DN 
кривой Usv(8) . им соответствуют интерва.иы значений р : 
( О ' РА ) ' ( РА , Р В ) , ( p & , pc ,) , (p c , P 'D ) , ( � D , P N )  и QНaJlОГИЧ-

но 6 :  ( 8м , в,, ) , (8А , 8 ъ ) , ( 66 , 8с ) , (де , е » ) ,  ( Э D , Э N ) .  
в интерВaJlах ( 6 А ,  е 8) и (ее ,  8]» значения е убывают о т  на -
ч8.lЬНОЙ точки интервала х конечной . 
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Как отмечалось в разделе 1 ,  в плоскости с�етрии функция 
usy(O) может Быть более , чем трехзначной, если учитыВать се

чения волно.вой поверхности, для которых нормалJl n находятся 
вне ПЛОСКОСТJI симметрии (рис. 3) . Однако , в ВЫЧИСАИТельном отно
шении это расСмотренный вьппе случай трехмерной среды. 

4 .  Способы расчета лучей в слоисто-однородных средах 

. Вопросы расчета лучей, связа�е с многозначностЬD Фунх
ЧИЙ' 1) ( L) • Пусть -ик ( l к ) - JJYЧев:ые скорости вдоль отрезков 
луча ( 1<  = 1, ... , т) и пусть для некоторых значений К функции 

"к ([,, )  неоднозначн:ы. Тогда для расчета лучей Н8,ЦО решить 
следуащие проблемы: 

вццеление однозначных оол�стей для каждой многозначной 
функции V 1< (I к ) 

определение возможных кодов волн с учетом всех комбинаций 
однозначных ветвей ( и.пи областей) многозначныХ функций -ик (тк) ; 

выбор рационального для данной модели среды и системы на
блодений алгоритма расчета. 

Основная проблема -' разделение многозначных функций 
1) к  ([ к )  на области' однозначности. для трансверсально-изо

тропных сред проблемы как такqвой не существует , ибо в этих 
случаях лучевая скорость -- функция одной переменной 1) (1 ) • 
.. 'U ( е) , а многозначность имеет вид пет.пи и пояска. для сред 
других систем симметрии, даже в плоскостях симметрии, приходит
ся решать трехмернуо задачу расчета лучей и проводить исследо- . 
вание волновой поверхности, разделение на области однозначности 
в пространстве . Разделение на области однозначности выполняется 
на основе требования непрерывности свойств (функции 1) (1 ) ) 
на вЫщеляемых частях волновой поверхности. Если об�сть много
значности -и(1 )  мала или малы изменения 1)(1 ) в этой области,  
многозначность» можно пренебречь и алпроксимировать эту часть 
волновой поверхности однозначной гладкой функцией. Например, 
это можно было сделать в случае о.пивина, см • .  рис.  8&, 9, 12. 
Иногда от многозначности в заданной области можно избавиться не
большим изменением модулей упругости C lJ (такая рекоме�ация 
содержится в работе /6/) .  
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После разделения волновых поверхностей v 1( ( 1 к) на одно
значные области для каждого уча'стка пути с номером 1< стано
вится известным предельное число q 1< зависимостей 'Vk ( 1 1<) • 
Это дает возможность сосчитать общее число возможных типов волн 
и сформировать их коды. Очевидно , что максимально возможное чи
сло волн (лучей ) Q равно произведенИD их числа на отдельных 

"' 
участках пути: Q = П g 1( • Реальное же количество возможных 

к= 1 
волн (лучей ) должно быть меньше Q , так как на участках мно-
гозначности -ик ( 1 1<  ) не каждый луч пересекает все однозначные 
области многозначной функции "И ",  ( l k )  . Кроме того , законы 
отражениЯ-IIpеЛОМJIе� на границах ограничкв�т возможности со -
четания различных однозначных ветвей -и", (1 к)  и �К+1 (ТI<+ 1 ) '  
Поэтому не все формально составленные коды волн могут быть реа
лизованы, что выясняется путем предварительного анализа или на 
стадии процесса расчета лучей . 

Ввиду сложности и трудоемкости ахгоритмов расчета лучей в 
рассматриваемых средах, рекомендуется при построении модели 
ограничивать число слоев с неоднозначными волновыми поверхно -
стями . 

Лучи, как известно , можно рассчитывать разными способами. 
Основные способы - расчет для фиксированных направлений волно
вых нормалей в источнике /6 , 8/ и расчет для фиксированных то
чек набmoдения /8, 9 ,  12/. В случае многозначных волновых по -
верхностей при moбом способе расчета процедуры выделения одно
значных областей лУчевых скоростей к формирования кодов волн 
обязательны. В первом способе без них невозможно интерполирова
ние найденных времен и параметров лучей для получения их в за -
данных точках принятой системы набmoдениЙ . Во втором способе 
невозможен расчет каждого луча, так как он вьmолняется ктераци
ОННЬN методом или с использованием интеРПОJIирования . 

При Bь�ope способа расчета следует руководствоваться теми 
же обmими соображениями, что и в случае изотропных сред . Если 
вьщисляется небольшое число лучей к модель среды достаточно 
сложна, так что трудно предсказать, хотя бы ориентиров.ОЧНО , 
точки выхода лучей на плоскость набmoдений , оптимально примене
ние двухточечнь« алгоритмов . При большом количестве точек на
бmo��ния целесообразно рассчитывать лучи параметрическим спосо
бом с последynщим интерполированием результатов .  При этом если 
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модель сложна, для опорных точек, в частнос�и граничных точек 

плоскости наблодений , целесообразно приwенять двухточечные 
алгоритмы и найденные направления нормалей в источнике исполь

зовать при вычислениях в параметрическом виде для всех осталь
ных точек . 

При использовании двухточечных алгоритмов /9/ в случае 
сред с неоднозначными волновыми поверхностями воз нихает следую

щая трудность . Как известно , лринциnу Ферма удовлетворяот тра

ектории, для которых выполняется необходимое условие минимума 

времени пробега. Это означает , что решением являются траектории 
минимума времени , максимума или седловых точек . Расчеты показа

ли, что для волн разиых кодов , т . е .  проходяших через разные 
области однозначности волновых поверхностей, искомые траектории 

могут соответствовать всем трем возможностям. При этом заранее , 
без предварительного исслеДQвания , неиз вестно - каким именно . 

ИЗ двухточечных алгоритмов 19/ безразличен к типу траек

торий только способ их нахождения путем решения системы ура

внений , выражающей необходимые условия минимума времени про6е

га . Кратко мы называем этот способ методом итераций , т . к .  си -

стема уравнений решается методом итераиий . Это самый эффектив
ный путь решения задачи . Однако случается , что итера.ционныЙ 

процесс СХОДИТ СА к решению очень медленно или даже расходится . 

В таком случае в про граммах предусмотрен автоматический ( т . е  
в процессе расчета луча) переход к другому методу - поиску 

mLn t ( x )  )1и60 m a:c t ( x ) ,  где Х: - вектор координат точек 

пересечения лучом заданных грании в · многослоЙноЙ среде . Применя
ются методы нелинейного программирования, наиболее часто - ме

тод сопряженных градиентов ( алгоритм Флетчера-Ривса ) . Тогда и 

возникает указанная вьше проблема - что искать . Если это зара

нее известно ( был предварительно изучен рельеф целевой функции 

t (:i ) )  , то ищется I'nLn t (ж)  либо mаз: t ( :i ) • Очень часто при 

этом находится и седловая точка, для которой, в зависимости от 

направления подхода, время минимально или максимально . 

В случае неизвестных свойств функции t ( х  ) целесообразен 

поиск вектора Х из условия I g rad  t (x) l =  о или (яrаd t(X))2 : 

= 0 . Ввиду усложнения иелевой ФУНКIIИИ, поиск min I � rad H�)I 
легче вести ПРЯМЬNи ·методами , без использ ования произ водных . 
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Следует отметить, что аналогичны@ проблемы при поиске ЛУ
ча двухточеЧНЬNИ способами возникают в случае криволинейньос 
границ, когда среда изотропна. 

Вторая трудность применения двухточечньос алгоритмов связа
на с необходимостыо учета ограничений на вектор х , удержи
вающих траекторию в заданной ограниченной области однозначности 

v к ( 1  к )  . в этом случае следует выполнять поиск т L n ( t ( х) + 

-+ Gl  ( х)) , где GL (:i: ) - функция штрафа, L - номер итерации, 
G i.  (�)-o при l - oc>  • для применения методов нелинейного про-

граммирования с использованием производных функция Gi  ( х) 
должна бь�ь . дифференцируемоЙ .  

Таким образом: расчет лучей двухточечНЬNИ способами оказы
вается довольно сложным. Кроме того , подбор конкретного алго
ритма для расчета в заданной модеm-r среды для заданной системы 
наблюдений требует выполнения определенного объема предвари -
тельных исследований и расчетов.  Поэтому предпочтительнее ис
пользовать параметрические способы расчета, дополняя их по воз
можности двухточечными. 

Краткая характеристика алгоритмов .  Расчет лучей отраженных 
или проходящих волн состоит из следуищих процедур. 

1 .  Предварительный расчет лучей в упрощенной модели среды 
( без учета возможной неоднозначности волновьос поверхностей) .  

2. Исследование волновых поверхностей в заданной модели 
среды D окрестности направлений лучей , найденных при расчете 
для упрощенной модели ( определение направлений акустических 
осей и при их наличии расчет линий Е и J ) .  Разделение вол
новых поверхностей на области однозначнссти. 

з .  Формирование кодов волн с учетом всех комбинаций ветвей 
( областей )  однозначности. Например, в случае трансверсально
-изотропной среды для отраженной волны Р S V имеем коды Р S (1) , 
РS щ , PS m  - по ЧИСЛУ ветвей индикатрисы V sу ( б }  (рис. б) . 

Для волны SYSV число кодов уже равно девяти: коды S ( О  S (j) 
( L = 1 ,  2 ,  3 j j = 1 ,  2 I .3 ) , хотя не все эти волны окажутся воз-

МОЖНЬNИ, т . е .  удовлетворЯIDШИМИ закоН'.f Снеллиуса ( или приициnу 
Ферма) . Чтобы не выходить за пределы вычислительных возможностеЦ 
в случае многослойных сред надо строить их модели, задавая не
однозначнь!е функции 1)к (l"K) также на однuм или двух отрезках 
луча. Будем оБОЗliачать их { 1JKp (1" к ) }  , где р - номер обла
сти однозначности. 
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4 .  -Аппроксимация ВОЛНОЕЫХ поверхностей VKp (lK ) , т . е .  
для каждой области однозначности . В общем случае нами применя
лась аппроксимация кубическими сплайнами на хаотической сетке 
15/. Сплайны 5 к р используются либо в двухточечных алгорит
мах для вычисления 1JKp (11< ) , см. /9/, либо в параметрическом 
способе ДЛЯ определения принадлежности lJ" (Т 1< )  Р - ОЙ обла-
сти однозначности (по формулам (48) , (49» . 

. 

5 .  Расчет лучей волны заданного кода (для однозначнь� 
фуНКЦИЙ ) параметрическим или цвухточечнь� способом согласно 
алгоритмам 16 , 8, 9, 12/. Результатам счета присваиваются но
мера, соответствующие кодам волн. 

6 .  Интерполирование на хаотической сетке результатов сче
та ( времен, параметров луча и др. ) для нахождения их в заданных 
точках на6Jmдения . 3'1!а процедура применяется в случае , если 
расчет лучей ВЫПОЛНЯЛСЯ параметрическим способом. для каждой 
из однозначных областеЙ рассчитанных полей параметров произво
дится построение интерполирующих сплайнов на хаотической сетке , 
после чего выполняется интерполирование ; используются програм
мы 15/. 

Примеры расчета. На рис . 14 изображены рассчитанны�e пара
метрическим способом годографы ОТВ отражеНных обменных волн 
р 5 1 и Р 5 2 для случая среды ромбического типа симметрии и го
ризонтальной отражающей границы. Среда имеет параметры оливина 
/22/, и расчет вьmолнен в области неоднозначности волновой по
верхности волны� S 2 • Волновые поверхности $1 и $2 из06ра
жены на рис . 56, а их свойства описаны в разделе 3 ,  где также 
произведено разделение поверхности 5 2 на области однозначно
сти (рис. 11 ) .  На рис . 14a изображены четырехзначный годограф 
волны Р 5 2 и примыкающий к нему в точках Е годограф волны 
р S 1 • Годограф ВОЛНЬJ PS .2 повторяет сечение волновой повер

хности S 2 - волны ( см. рис. 8а) . Годограф волны PS 1 не опре
делен между точками Е , Т . К .  не определена волновая поверх
ность S 1  в зтой области, яв�щейся дыркой внутри эллипса Е 
На рис. 14б из06раженьr годографы волн PS 1 и Р52  (пересекаю
щиеся ветви) в плоскости � Z , совпадающей с плоскостЬD сим
метрии Х2Х! ОJIИвина. Они рассчитаньr для волновых нормалей ,  ле
жащих в плоскости симметрии . Кроме того, в 06ласти пересечения 
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Рис .  14 . Годографы ОТВ О'l'раженнЪ!х волн Р S 1 , Р 5 2 
в среде с параметрами оливина ( из /22/) на про
филях вдоль оси Х (а)  и оси � ( 6 ) . Номера вет
вей 1-4 годографа волнъ! PS2 соответствуют номе
рам областей однозначности волновой поверхности 52 ' 

указаннъ1М на рис. II; 5 - годограф р S 1 -волны. 

годографов имеется короткая дугообразная ветка, соответствую-
шая Р S 2 - волне с нормалями Р и 5 2  волн вне плоскости сим-
метрии . Преемственность ветвей годографов на рис . 14а и 14б 
видна из обозначений . 

В случае '!р!!НQВ�Q�Ь!!О.::И�О:!:Р.2П!!Оl! .QP�� годографы s 
-волн в об.na.сти неоднозначности волновых поверхностей выглядят 
так, как это изображено на рис . 15 . На годографе 5 V - волны 
видна петля . ОТ петли отходит ветвь, соответствующая пояску 
( см .  раздель! 2, 3 и рис . 1б ) ,  соединяющему волновые поверхности 
волн SV и S H  • Эта ветвь примыкает к годографу волны SH.  
Поляризация на ней изменяется от 5V дО S н . Под годографами 
схематически изображены вееры лучей - пацамщих и отраженных, 
отвечlШЩИХ направлениrJ волновой ноt:ldали i1 , совпацlШщей с аку
стической осы!! П Ай 

"Годографы волн S H  и 5V рассчитаны двухточечным спосо-
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Рис . 15 . Годогpa4!,l ОТВ от
раженных поперечных волн 
SV ( 1 )  и S H  (2 )  в транс

версалъно-изотропной сре
де с эффективными упруги
ми констаНТ8Мjf Vp l. аЗ 
им/с ; К р  .. 1 ; ;r.l. -O,4 ; 
к .. 0, 7 .  Граница HaкJlOHe

на на 100 ,  её .г.пубина 
h .1 им по нормали из ис
точника; про филь ориен
тирован по JIИНИИ падениЯ 
границы. Ось анизотропии 
вертикальна. Годограф З .  
отвечает пояску аЬ на 
рис . 1 ,  соеДИНReЩему ин

t,c 
2,0 

1,5 

о 

.' , 
." I 

.. I 
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.J X ,K-N 

дикатрисы "Usv (e) и 'usи(Э) ; падamцке .лучи О М , O N  и отражен
ныe М А , N А '  ограНИЧИВlШт вееры рефракции , образYDщиеся при 
падении и отра.'il:ении. 

бом - методом сопряженных градиентов (алгоритм Флетчера-Ривса) .  
для трансверсально-изотропных сред применение двухточечных 
алгоритмов несколько проще, чем в общем случае сред других сис
тем симметрии. 

Двухточечные алгоритмы в случае трансверсально-изотропных 
�. Существует несколько возможностей расчета. 
Рассмотрим их на npостейшем примвре расчета годографа отражен
ной SV - волны в с.нучае , когда среда над границей однородна, 
Т . е .  не слоиста, а граница плоская . Других ограничений нет: 
граница может быть наклонена на любой угол по любому азимуту, 
ось анизотропии также может иметь npоизвольную ориентацию в 
пространстве . 

Разделим трехзначнyD функциn Vsv (6) на области однознач
ности ( см .  разделы 2,  3 и рис . б) и ПРОнУМеруем их 1 ,  2, 3 в со
ответствии с ветвями М А )  А В ,  В N • ВОЗМОЖ!:IЫ 9 кодов волн, так 
как лучевая скорость -u (е) на падIШщем и отраженном луче опре
делена в одной из трех областей однозначности . для кодов волн 
установим обозначения L j  , где L - номер однозначной ветви 
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на падающем луче , j - на отраженном. 
Наиболее простой способ расчета - .!!Рl!М.QЙ_П.Qи�к m i n t (x,�), 

т а х  t (:t,�) либо mLn l � rad t(x, �)\, (X, I;j, Z )  - предполагаемая 

точка отражения на границе z = А + Вх + С � • ВЫЧИСJlЯlOтся време
на пробега источник - точка (x, �, z ) - приемник для значений 
(x, � ) , заданнъ� на прямоугольной сетке между источником и при-

емником, и
' 
ищутся экс'гремальные точки t ( х, � )  или точка 

mi.n l яrаd Цх, 1;1) I . для облегчения расчетов скорости lJ ( е) 
вычисляются путем сплайновой интерполяиии. Время t (x,�)  не вы
числяется, если для падающего или отраженного луча угол e(x,� ) 
между лучом и осью анизотропии выходит за пределы заданной обла
сти определения ( L либо j ) .  

Прямой поиск оказался довольно эффеКТИВНЬN .  для моделей 
общего вида ( произвольная ориентация в пространстве отражающей 
плоскости и оси анизотропии) шаг сетки по Х составил 0, 01 ,  а 
по � 0, 005 КМ, что обеспечивало точность' определения . t по 
рядка 10-4 - 10-5 с .  Ра.змеры сетки зависели от степени асиммет
рии среды. 

Было установлено , ч'го из девяти кодов волн реализуются 
толыю 5 :  П ,  22, 33 , 12, 23 . Коды I I ,  22, 33 дают ветви годо
графа М А ,  А В  , B N соответственно . Коды 12  и 23 реализуются 
в области угловь� точек петли: 12 вблизи точки Д , 23 - вблизи 
точки В • Интересно также , что ветвям М А и В N годографа от
вечают траектории m i  n t (х, � )  , а ветви А В - седло вые rочки 

t ( x, � ) , при этом в двумерном случае на ветви А В реализует
ся т а. х  t (x,�) . Характер седла t (x, lcj ) зависит от модели : 

это может быть { mln Цx, �) ,  tn�xt (:x:, 'V)} или наоборот . 

Расчет лучей �T���O��� �еzод�и более труден. (Имеют
ся в виду указанны�e вьппе методы �Т���Й_И_С.QП.Ея.!е!!��_г.Еа..ц.и�н
zo�) . Вдали от границ областей однозначности ( Е)  д ,  в в )  труд
ностей как правило не возникает . для счета вблизи грании функ
ции 1) ( е )  должны быть продолжены за пределы грании. Мы опробо
вали несколько гладких способов продолжения и увидели , что во 
многих случаях итерационныIe процессы сходились, часто независи
мо от способа продолжения , но , к сожалению, в ряде случаев ре
шение не удавалось найти . 
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При счете методом сопряженных градиентов возможно исполь
зование ��кци! шт�, препятствующих выходу за границы обла
стей однозначности . Перебирая различные дифференцируемые функ
ции, мы остановили свой выбор на функции 

N G� (:t,�) = bn�1e:tp (rL SII (:t, � )) , 
где Sn (:t, � )  - ограничение, b= i  при поиске tnLn (t (:t,�)+Gt(:t,�» 
и Ь = - 1 при поиске mа х(t(ж).�)+G{(:t,�» ,  L - номер итерации, 
ri - 00 при L -- 00 ; rL = ro · 2 L • 

Ограничение Sn(x, ca) состоит в том, что .Il..�обоих лучей 
(падающего и отраженного ) углы вк = a rCCQS la t "  I ( а - еди-
ничный вектор оси анизотропии, 1" - единичный вектор луча; 

К = 1 , 2 )  не должны выходить за пределы заданных областей одно
значности: в ос: дд , ев <: е ос: ед I е ::.  е в  , см. рис. ба. Вид 
ограничений определяется кодом волны. В случае кодов jj по
лучим следующие неравенства: 

j '"  1 :  S �  (x,� )  = тах(81 , 82)- дА <: О ; 
j = 2 : 51 (x,�)= mаХ(д1, Э2 )-8А < О ,  $2 (x., �)  =88 - mLn(81, 82 )<O; 

j = 3 :  $ 1  (:t, у) = Эs - mi. n (б1 , Э2 ) < О. 

Однако , nрименение функции штрафа не всегда приводит к 
СХОДlfМОСТИ итерационного процесса. Кроме того , nрименение мето
да сопряженных градиентов по сравненИD с методом итераций более 
трудоемко , во-первых, потому что сам· метод таков,  а, во-вторых, 
потому, что расчет в области А В  приходится выполнять дважды: 
для поиска m Ln Ц:x:,� )  и тах t �''<J)  . 

для вычисления функции u ( L )  и её nроизводных по коор
динатам точек отражения можnо nрименять интерnолирование , рас
считав V (в ) по точным формулам только в узлах. Как и в слу
чае прямого поиска, мы использовали Для этого кубические 
сnлаЙны. Однако , если нужна большая точность ,  целесообразно на-
ходить t � Р из уравнения t9 f' :: f (р) в)  , см. (41 ) .  решая 81'0 
в пределах заданной области однозначности.  Вместо того чтобы 
решать это трансцендентное уравнение , можно находить все значе
ния tя f' Сразу ( по одному для областей 1 ,  3 и три значения 
для области 2 ) , решая уравнение шестой степени относительно 
t9 f> • Это уравнение получается из указанного трансцендентного 
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уравнения путем алгебраических npеобразованИй и имеет вид :  

где 

6 s ( 2 · ) ..... 4 3 К60 0( + К 51 0( <f +  1< .012 '11 + 1< 40 ...... + 1< 31 0( <р +  
+ ( К 22. '{' 2 + K20 ) ot2 

+ K 11lX. <P + Ko2 1{J 2 = 0, 
Ч' = Lf / t з = t g д  J 0( " n1 / n � = tЯ Р J 

Kf,O = -с Н с  .... (с н - сн ) 2 , К51 = d (c I 1 - С"4 ) 2, 
К 4 2  = С Н  е", .. (с 33 + C..,,,, )Z - d((c 1 з+с.,.,)2 + C..j., (СН +С!3» , 

K4� =  2сн сн (d - (C13 + C.,,, )z - СН (с 1 1  + С 33») ) 

К31 = 2(  С33 с .... (е 11 - сн)2 +С 11 е44 (С33 + С.,4 }2 - d 2 ) ,  

К 20 '" К.,2 + СН (С 33 (е 11 + е .. ,, )2 - С Н  (С33 + С н ) 2. ) )  

I< 22 = К"'О С33 /С Н ' К l 1 = d (C33 - С.  .... ) 2 , 

K02 = - с.�зС.о1.о1 (сзз - с .... ) 2 , d = С11СЗЗ ':' Сi� - 2 Сf3С,44 . 
Одним из действитеJlЬНЫХ корней яв.цется значение t 9 f$ дц 
р - BOJIНЫ. дли 5У - BoJlны дейстеительныIи оказЫВ8DТСЯ один 

или три корня , остальныe четыре или два - комплексные . Располо
ЖИВ значения трех корней В порядке возрастания , получим значе-
ния . р {в )  ДJlSi трех ветвей, см .  рис . б .  

' 

ПараметрическИй способ расчета. В случае трансверсально
-изотропных сред расчет лучей параметрическим способом ВЫnОJlИЯ
ется по-разному ДЦ двумерных и трехмерных моделей . для двумер
ных не надо фоpmровать Koды волн И делить 1J sv (В) на области 
однозначности. В этом случае неоднозначность ( петля) непосред
ственно переходит с и}щикатрисы 1) SV (в) на годограф, и годо
граф делится · на однозначные ветви ДЦ про ведения интерполирова
ния . В случае треЮofерных сред и п.лОЩ8,Цных систем набmдений Н8-

однозначност. волновой поверхности может отображаться СJlОЖНЪ� 

образом во временном поле и полях других параметров .  Поэтому 
расчет лучей должен выполняться с использованием всего набора 
процецур , как в общем случае анизотропных сред . Однако сами 
про�ецуры становятся более простым • •  
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3aJU111чение 

Данная работа заверпает выполненное авторами в преДЬ\ЦуЩИХ 
работах (/8, 9,  I2/) построение алгоритм?в расчета лучей в c�o
исто-однородных анизотропных средах . Разработаны способы расче
та для сред с многозначными волновыми поверхност�и . Многознач
ность волновых поверхностей свойственна анизотропным средам 
всех систем симме'rрии и ДОJlЖна учитываться при расчетах лучей . 

В работе исследованы свойства волновых поверхностей квази
попереиных воли в обnaсти их многознаЧНdСТИ . �Ta часть работы 
представляет самостоятельный интерес . Исследования подобного 
рода нам не известны. 

Построение лучей для сложных моделей сред - это в значи
тельной степени формальная процедура, а не решение задачи о 
распространении волн. К таким средам неприменим чисто кинема
тический подход . Многозначность волновых поверхностей приво
дит к большому числу волн, имеющих близкие времена. пробега, 
разные интенсивности ( комплексные интенсивности) и pa3нyn 
прое�ранственную поляризацию . Необходим расчет трехкомпонентных 
сейсмограмм суммарного поля смещений . В этом плане расчет лучей 
следует рассматривать как подготовительный этап для расчета 
полей cuещений лучевым методом. Исходя из аналогии со сложно
построенными изотропными средами ,  можно ожидать , что резуль
таты расчета лучевым методом будут неверны ДT� угловь� точек 
волновр� поверхностей и для областей резкого изменения их 
свойств . Тем не менее основные контуры волнового поля , по-види
мому, могут бьrrь получены путем применения лучевого метода, 
основанного на построении лучей . 
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