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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Основным инструментом изучени.я . природы .явп.яется ди
станционное зондирование, которое позволяет расширить наши 

предста.впени.я о в·нутреннем строении Земли, окоJюземного 

пространства и космоса. В качестве "зондирующих" сигна
лов, несущих информацю.J о структуре уда.ленных от точки на.

блюдени.я объектов, используютс.я любые известные к на.сто

ящему времени физ}'lческие пол.я или частицы. Механизмом, 

обеt: .1ечива.ющим переда.чу информации, служит лока.'Iьное воз

действие тех или иных пара.метров среды на дальнодействую

щее поле "зондИ'рующего". ·сигнала. Под зондирующим с и21&а
лом мы будем понимат• л'/Обое фипческое поле (<р), nодч. 1~яюще
еся фипческому закону Le ip = s, где во~ожные источники {s) 
поля (ip) связаtеы с самим полем оператором »распростраштия" 
{Lв}, включающ11м свойства среды {8 ). Приведенное опера.тор
ное уравнение в концентрированной форме представляет суть 

физических процессов (законов), леж111пих в основе дистанци
онного зондировани.я. Возможности восстановления структуры 

среды 8 базируются на. Предположении об адt.кватности мате
матической. модели реальным физичес·-:им- процессам. Досто

верность модели распространения основывается, в свою оч7-

редь, на. решении множества прямых за.Дач, допуr tающих ;жс

периментальную проверку. Под прямыми задача.ми дистан14ио1•
но20 зондирования средъ~ ("еистемы") _будем nоi&и.л~ать предска
зание откл•ка среды на возмущ::нuе npu заданNы:r параметрах 
системы (8 }, известны:~: uсточнuка:r u nодчиненuu закону разви
тия, который включает граничные и нача..tьныt yc..toв'/JJI. Рабо
чим инструментом исследователей является а.ппа.ра.т решения 

обратных задач. Под 06раm11ыми задачами буде.А! ncнt1.t14amъ вос
становление napa.лcemp06 системы (8) по изаесmному 011lК.1иКу 
иа выходе систе.лсы (ip). Во~l\fожна..я неа.деl\ватность еосстано
вленноrо состояния априорным физическим предста:~злени.ям о 
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системе являете.я основой дл.я пересмотра и корректировки ма

тематической модели и физического содержания закона L11 rp = s 
(историческим примером может служит.ь опыт Резерфорда по 
рассеянию О'-частиц на. фольге, который привел к изме11е11ию 

предста.влени.я о структуре материи). Мы будем действоват• 
в рsмках принятых зако~~ов, 60.11ее того - будем с"Читать их 11ре
имущественно .11инеt1ными. Безусловно, линейные физические 

за.коны имеют за.ведомо ограниченную область примене11ия и 

.являются примером "безграничной" 0кстраnоляции и интерnо
л.яции ограниченных физических возможностей. По.()тому, ра

зумеете.я, все выводы и оценки, которые nолучаютс.я в резуль

тате решения обратных за.дач, имеют свою область 11римс11имо

сти, определяемую в зна.~ительной степени априорными пред

ставлениями. Роль априорной информации особенно велика 

при решении задач дистанционнрго зондирова11и.я, резу11ьта

том которых .являете.я построение "изображения среды". По

скольку физически количество информации при nостаноuке на 

входе обратной за.дачи всегда конечно, 'а о результате решения 

мы хотим получить (бесконечномерный) 0леме11т функциональ
ного пространства., то подобна.я обратна.я задача. с математи
ческой точки зрения .являете.я за.ведомо не7':орректной. Разви

тые методы функциональной регуляризации некорректно поста
вленных за.дач позволяют непараметрическим образом огра

ничивать множество функций 8, которые априори могут быть 
приняты в качестве возможных решений. Можно показать, что 

именно ети методы регуляризации позволяют гарантировать 

устойчивость вычислительных процессов, неизбежно использу

ющих дискр6'1'иза.цию континуальных математических моделей. 

Концепция дифракционной томографии в на.стоящее врем.я 

бурно развиваете.я, см., на.пример, публикации [4, 25, 56 - 60, 
62, 83, 88, 90-94, 100-103, 105--107, 111, 112), математи
ческий·.язык, используемый в етих работах, внешне разнообра

зен, но идеи, на которых базируете.я решение, очень близки . 
. (В гл. 1 MJ:d напомним читателю основные математические 

пои.яти.я и методы, испоы.эуемые при решении интерпретаци-· 

онных за.дач дистанционного зондирования; кратко будут 11ред

стаолены елементы функци<i.t1алыJ0Го а~.~а.лиза, мат~матической 

.статистики и методы решени.-. екстремальных задач; особое 

Еаимани.: мы уделим освещению с разных Т•>Чf'.1< зрения методоr 

регуляризации нек"рректно поставленных за;111ч {10, 19, 34, 40, 
5·", 65, 75, 78).) 
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Описание функциональных связей зондирующих_ сигналов и 

параметров среды, а также основ построения математических 

моделей распространения упругих, акустических, алектромаг

нитных волновых полей и ура1те11ия переноса лучистой анер

гии либо моноанергетических 11сйтронов (гл. 2) позволяет на
гляд1ю дщ1 читателя ра.сс:-.ютреть прикладные аспекты про

блемы.· Использование широко распространенного в разJ1ич
ных областях физики (геофизики, оптики, физической .аку
стики и .т. д.) лучсnого метода, который является коротковол

новой асимптотикой поля в 11ла.шю-неоднород11ых, медленно-

11ес;rацио11арных и слабо-ко11ссрватиnных средах, позволяет, 

на наш взt'Jtяд, глубже по11нт1, 11ринципьi· J1учеоой томографии 
(1·л. 3). В соответствии с идеологией томографического экспе
ри:\1е11та мы DВf>ЛИ (гл. 4) понятие томографического фу11кци-
011ала. 011 11.11еет с.111,1.сл фут.:1р111 вл11я1н1х разлt1ч11ых nJ1ocmpa11-
c111вe1mы.x областеr"i среды. m1 отделы1ое из.,11ере1111е. Jlop.'La rno
.1102paф11•1ec"ll:ozo фу11~·1р101щла 011рсделяется 1тте11с11в11осm•ю взf1-
и.11одсliств11н nадающеzо и 06раще1111о~о rioл~u. Воеденис этих по-
11нтий было 11еобходимо д;1я физической интерпрет<щии прин-

1t11nов ·построения мqдс.~iей измерс11ий. Срав11итс11ы1ый анализ 
11редложе1шого щtми метод<t восстановле11ил параметров среды 

и :\IСТОда Бсйкуса- rит,берта (гл. 5) 11озволлет г_оворить о пре
И:\l)'ЩССТUаХ и большей идеологической nыдержаююсти первого 

из них, 11ричем мера и11формацио1111ой чув(~твительности поля 

11аблюдс11ий от1юситслыю ли1~еii1юго фу11кцио11а11а параметров 

1юш1 :\rожет служить эффектиш1ы:.1 инструмеifтом выбора фи~и
чсски обос1юва1шuй модели. 

При постановке обратной зад~чи час·rь "системы" можно 

считать известной, например закон (Н) трансформации физи
ческого ПОЛJI t.p ПОД DОЗДЕ.'ЙСТDИС:\'1 11рибора, rtрИЧСМ оператор fl 
допустимо считать линсй11ым с гораздо большим ос11(iоа.11ием, 
чем оператор Le: "прибор" обязан бы·rь линейным по те;,ени

ческим требооаниям (к сожалению, аналогичных требований 
11еJ1ьзя предъявить Природе). Усто.явiпейся матемаmu<сескоt 
моделыо uзмepeнuil (u) стало опера.торное выражение 

u=Hcp+e:, 

содержащее аддитивный стоха.стический компонент - "шум" 
прибора. При решении интерпретационных физических за.дач 
име11110 измерения и (а не поле ер) .яв.11.яютс11 входными ,.ц.а.нньrми 
обратной задачи. При атом существенно, что впсстанов.nение 
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поля ip, дзже лока.пьного, по измерениям u представляет со
бой цекоррек·rно поставленную задачу (обратна.я фильтрация 
[69, 73, 74, 108}, деконволюция [29, 42), редукция к идеаль
ному прибору [49, 75)), типичной математической моделыо ко
торой может служить решение уравнения свертки. Для физика. 

естественным .является условие, что входные данные задачи ди

станционного зондирования (измерения u) "чувствуют" состо-
-+ -+ 

.яние среды 8: u = 'Р (8) + ~. (Здесь 'Р (8) = Hip - нелинейный 
опера.тqр, который невозможно построить в явном виде.) Тем 

не менее именно вту модель сл.едует считать основной в за.

даче дистанционного зондирования, та.к как она позволлет про

следить адекватность априорной информации о поле 8 и тем 
са~1ым более полно использовать информацию, содержащуюся 

в измерениях. Напомним, что попытка осуществить обратную 

фильтрацию потребовала. бы неизбежного введения априорной 

информации о полях ip, нелинейным образом связанных с со

стоянием среды 8. 
Разработанные методы решения нелинейных опера.торных 

-+ . 
уравнений ппи известном опера.торе 'Р опираются на ту и11и 

иную процедуру линеаризации, которую мы запишем . фор-
ма11ьно в виде 

u= Р(Во)+ P'l,0 68+i, 

где € включа.ет ка.к Шумы прибора. е:, так и остаточный член 

ряда Тейлора 0(11681/2 ). Значение Р (80 ) предста.вляет собой 
результат решения прямой за.дачи: по заданным начальным 

и граничным условиям, источникам s, состоянию среды (си
стемы) 80 найти поле ip. При построении формального опе
раторного уравнения вта. задача являете.я формально обрат

ной: ip = L; 1 s, но, к ,счастью, корректной. Само понятие 
коррчстности воз11икло из физических представлений начала 

ХХ века.: ма.лым изменениям па.р&метров системы (t'J) и ис
точников (бs) должны соответствовать малые изменени.f! (бu) 
на 'IЗЫХоде системы. По-видимому, крушением втих "розовых" 
надежд следует счита.ть "опыты" с I-.ритнческой массой, хотя 
явления бифуркации были известны естествоиспытателям на

м •~ого !'аньше. 

Возможность реши·.~ь прямую за.дачу nозво.1яет пос троить 
модель 

-+ 
'Р ( 80 ) :::: Н 'Ро , 
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где VJo - зондирующее поле в известноА среде 80. Чтобы фор
мальна11 линеаризованна11 моде11ь измерений приобрела кон
кретное содержание, необходимо уметь строИ'l'Ь линейный опе-

-+' 
ратор Р , который мы назвал11 томографическим - по аt1ало-

гии с лежащими в основе реконструктивной томографии ин

тегральными (радоновскими) проекциями неизвестноА функции 
объекта 8(х). 

В классической томографии ра.доновские проекции - инте

гралы от функции 8 (х) вдоль известных кривых в двумерных 
задачах и (n - 1)-мерных поверхностей в n-мерных задачах. 

Основными объектами дистаtщиою1ого зондирооани11 11вл11-

ются области трехмерного пространства, при зтом, как мож1ю 
д-+ 

пока.зать, томографический оператор Р = 'Р' та.кой, что каждое 
значение измерения u соответствует интегрированию полп 8 
по существенно трехмерной области, и тоЛько в ограниченном 
числе случаев математическа..я модель преобразовани11 Радона 

может служить адекват110А моделью физического томографиче

ского експеримента. Рентгеновс1<ое просвечивание коллимиро
ванными лучкамй м11гких биологических тканей при лолнора
курсном томографировании в лабораторных условиях - один 
из немногих примеров адекватного применения преобразова

ния Радона: Даже в. тех случttях, когда мы можем считать 

прямое преобразование Радона "хорошей" моделью томогра
фического експе.римента, вычис11ительна11 процедура инверсии 

Радона сама по себе имеет мате~1атические трудности, тилич

нью для некорректных задач [21, 26, 36, 41, 4_8, 65 - u7, 95]. 
По11но·.rа использования информации, содержащейс11 в изме

рениях, однозначно св.язанс1. с l')бластью применимости модели 

пrn~юй за.дачи, например, модель распространени11 луча в вол

ноuых задачах ; качестве инф()рмаrивных параметров предпо
лагает либо задержки времен прихода (фазы) сигналов, лиnо 
интегральный .1араметр интенсивности в предположении отсут

. стви11 ВJ:<.лада соседних .1учей. Пон11тно, что "сворачивание" 

информ<..•!ИИ в один - два параметра су.цес·.~:иенно обе..с,н.яет ин
формационное содержание експеримента.. БоЛЕ:з полной и по
тому более сложной 11оляе-rс11 модель "дифра.кци1.11шой" томо
г, афии. Она позвол11ет сы11зать каждое експермментальное зна
чение с состоянием (в общем случае) всей среды, т. е. описы

вает заве:домо нелучевые аффекты. Если же в невозмущешюй 

(опорной) среде попе зондирующего сигнала представляется 
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нулевым членом лучевого ряда., то модель "дифракционной" 

томографии отражает вкла.д всех однократно рассеянных лу

чей. Именно ета ситуация и привела к использованию термина. 

дифракционная mомогра;..я. 
Вернемся к построению томографического оператора Р. 

Наиболее простой путь: проа.напизирова.ть выражение для ин

дивидуального а~ксперимеита.п~ного отсчета Un = (Нерп ) = 
hn (ер), опуская шумовой компонент !n и испо11ьзуя временную 

фурье-компоненту поп.я ф(ж;L'1) и апQаратной функции Й(х,w). 
Представим индивидуальный отсчет в виде скалярного произ

!Jедени.я в гильбертовом пространстве комппекснозначных, ин

тегрируемых с квадратом функций: 

Переход к фурье-обраэа.м позвоп.яет воспользоваться стандарт

ным математическим а.nпа.ра.том сопр.яженных урав•iений. За
мечая, что попе ijJ фующиона.пьным образом ~а.висит от 8, 
можно выделить линейную по 8 часть, испо11ьзу.я аппарат ва
риационных производных: 

Un (8} = Un (80} + 668 Un (68] + 0(1168112 ) , 

при втом 

йn (Во] =· ( h 1 ,Р(8о]) ~ ( h 1 iPo) , 

6~ Un (68) = (( h J Lij 1 6~ l"0 L iPo ) 168) . 
Построение интегра.11ьного .ядра. томографического функцио-

д 
на.па. р : р (68) =< р 168 > сводите.и к решению пр.ямых задач 
в опорной среде Во: 1) построение па.дающего пол.я cpin = <ро, 
которое удовпетвор.яет ура.внению L,0 cpin = 11; 2) построение 
обра.щенного поп.я cpou1, которое удовпетвор.яет сопр.яженному 

уравнению L•Y,ou, = h. Само интегра.пьное ядро определяете.я 
пока.пьным взаимодействием попей cpin и cp0 ut. при етом опера.

тор вза.имодействи.я 

А. 6" 1 L 
8 = 68 •=•: 

зависит только от свойств опера.тора. распространения L: 

;· = ( iPout 1 а• liPin ) . 
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Линеаризованная модель индивидуального аксnериментального 

отсчета окончательно имеет следующий вид: 

Un - и~ = (р~ \ 68) ~ f Pn (z) 68(z)dz. 

В атом представлении каждый отсчет Un есть значение функ-: 

ционала от искомого поля 68 = 8- 80 , при етом его интеграль
ное ядро Pn (z)- пространственна.я весова.я функция, с которой 
поле интегрируется формально по всему пространству. Анало

гия с радоновской проекцией (22, 55, 79, 80). 

u (/,n) = j 6(1- n · x)60(x)dx 

очевидна. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фунда

ментальных исследований (проект N 93059961). 
Мы благодарны Александру Сергеевичу Благовещенскому 

за. плодотворные обсуждени.я результатов исследовани.я и по
лезные замечания, которые ~ыли учтеты нами в процессе 

работы над книгой, а таюке признательны М.В. Холевой, 
Н.Б. Никифоровой и Е.С. Макарову за помощь в подготовке 
рукописи. 
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Гпава 1 

ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АППАРАТА 

ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ 

ДИСТАl:IUИОННОГО ЗОНДИРОВАНИЯ 

Численное решение томографических задач, р·авно как и во

обще· методы вычислитеJ1ыюй математики, базиру'етс.н на при

кладном функционалыюм анализе. Опера.торный язык изложе

ния удобен тем, что в компактной форме позВОJlяет предста

влять а.лrоритмы решения обратных за.дач, получать оценки 

точности с учетом самых общих свойств входящих в алго

ритм операторов, леrко прослеживать модификации отдельных 

блокое алгоритмов в зависи;.1ости е1т конкретных фуt1кциоt1аJ1ь

ных св.язей, составляющих математическую струхтуру обрат

ной задачи. Решение операторных уравнений' первого рода, 

включающих компактный оператор, представляет собой са:1.10-

сто.яте;rьную математическую проблему - проблему регуляри

зации некорректно постаоле1шых математических задач. За

дачи же дистанцио1111оrо зондирования практически во осех 

случаях .являются неt:орректt:о rюстаnле1шы!'.11;1. Решение лю

бой интерпретациошюй задачи, св.язаююй с обработкой 0кс

r1ериме;;таль11ых да1шых, дr1лжво учитывать случайную ком

!1011енту ("шум") в данных об ратной задачи, нал!1чис кот о J"юй 
при11одит к тому, что к11ассические методы фу11кцио11аль11ого 

а.на11иза. становятся неприменимы:1.1и, поскольку в общем с11у

ча.с "зашумленные" да11ные не принадлежат образу uпtратора. 

Уж~ 0то·r факт делает веобходи1~1ым привлечеш:с методов :1.1а.

тема.тической статистики для лострое11и.я алгор1пмов и интер

нрета.uии решенил обратных задач. Сущсстоующан J1итера

тур;~. по этим направлениям: приклад11ой фу1iкционат.11ый юrа

лиз, решение некорректно постаВJ1е11ных задач 11 методы J1.1ате
матической статистики -- очень обширна и не всегда со ответ-
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ствует стилю изложени.я, прин.ятому в физической литературе, 

где традиционно установилс.я у ро'вень "физической строгости", 
когда доказательства, если и привод.ятся, то только с излож·е

нием их о.бщей алгоритмичес1<ой стру1<туры. Безусловно, при 

таком изложении теряется м&тематичес1<ое изящество и стро

гость, зато ето позво11яет заменить матеrла.тическую зрудицию 

физической интуицией, облегчающей физичес1<ую интерпрета

цию решения. 

1. 1. СЭЛЕМЕ11ТЫ ПРИКЛАДНОГО 
ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗ~ 

Аналитические методы решения применимы. только к узкому· 

кл.ассу задач. Поетому в практике естественным образом uоз

никает 'необходимость Использования конструкций-и по11ятий, 
лежащих в основе фу11кциональноtо анализа. Напомни:\1 чита

телю основные его 0лемеt1ты. 

1.ак только мы ставим задачу построе•tи.я приближР.нного ре

шения, например нахождения функции «р, с достато•шой сте

пе11ью точности удовлетворяющей уравнению Lcp = s, возни
кает необходимость определения Rоличествеtшой :\tеры точно

·сти, т. е. следует найт'И критерий "близости" фу11кций (ма
лость разности). Такой мерой может быть только число -
отображение ;элементов функционалыюго пространства «р Е Ф 

на ось дейстnите·лы1ых чисеJI R1 , иными ело.вами, следует опре
делит.ь фунtd(ионал N : Ф --+ R1 : Ука·:t.:ем 1.·ребоваt1ил, которым 
должен у довлетвор.ять етот фу111щио11аJ1, определ.яющий меру 

близости функций, например «р 1 и '1'2: · 
а) естественно считать откло11еиие функщ1й друг от друга 

11еотри11ателы1ым чисJ1ом, равным нулю, если функ11ии совпа

дают: N(«p1 -VJ2)2':_0,N(«p1 -«p2)=0<=>i,o1 =«р~; 
б) умножение обеих функций на число Л приэоАит к ";вме

нению" отклонения в >. раз, при ;этом с уче1ом свойства а) ето 
изменение в общем случае должно опр~делятьсл 1',Шожителем 

IЛI : N (>.(«р1 - «р2 )) = i>.IN (VJ1 - «р2 ); 
в) по аналогии с евклидовой геометриеА сумма уклонений «ро 

от 'PJ и «р2 от «ро превышает либо равна уклонению '{)1 от 1f'2: 
N (91 - ;ро) + N (VJ2 - IPO);::: N ((VJ1 - 'Ро) + (<ро - VJ2 )). 

Нетрудно видеть, что 0то и есть· определение одного и::. 

о<.:11овных функционалов - нор.Асы фун~.qии. Перепишем усJ~ови.я 

а), 6), в), определяющие норму N, заменив (VJ! - VJ2) =? ip в 
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условиях а) и б), (р1 - tpo => ф и tp2 - tpo => tp в) и N (ip) => llipll, 
в следуJС?щем виде: 

. l. lllPll ~о' ll1Pll ~ tp = о 
(неотрицательность нормы); 

2. ll..\ipll = l..\l lllPll 
(однородt!ость нормы); 

з. нtр + Фll ~ lllPll + llФll 
(неравенство треугольника). 

Отметим, что своим происхождением термин "норма" обя
зан своlkтву однородности, которое позво11яет r1ри 11юбой за

даt1ной фунКЦИИ tp умножением ее На MllOЖИTeJJJ, ,\ Сделать ве

ЛИЧИНУ ll..\i,oll равной единице ("нормировать" функцию). 
Требования, которые мьi ввели в норму, удовлетворяЮ'Гсл, 

ь 

во-первых, если lllPll = J lcp(x)ldx, эта норма определяет про-
11 

странство интегрируемых по модулю функций L1 на (а, Ь]; во-
вторых, если ll1Pll = max lcp(x)I, норма. ооодится в простран-

zе(а,Ь] . 
стве непрерывньiх функций С на [о,Ь]; в-третьих, если llcpll = 

[ f 11'(~ )l'dz] 112
, •т• норма опре.ое••ет простр"оство интегри

руем~1х с квадратом функций L2 на [а,Ь]; в-четвер·rых, если 

111'11 = [! IФ<• )12 dz + ! l\P'(• )12 dz] '''. •та норма опредеn•ет 
фуt1кцию WJ в пространстве Соболева на [а, Ь}; в-пятых, если 

[ 
n ] 1/2 

11 ,oll = ?: tp1 , ета норма определяет функцию в простран-
•=1 

стве nn. 
За.метим, что понлтие нормы .явл.яетс.я частным случаем по

и.яти.я рассто.яни.я-меn~J11&n р, если в формулировке нормы 

опредеnить свойство одиород11ости (б) как p(tp1 ,tp2) = ~llP1 -
V'"J 11· 

Метричесное пространство называете.я nоднwм, если люба.я 

9ундамt:нталы1а11 последовательность влеме11тов атоrо про· 

странства сходитс.н к епементу етоi'о пространства. Напомним, 

что фундомtнтu•ноil поиедовате..t•носm•ю на.эываетс.я такал. в 
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которой для любого € > О найдется такой номер n(€), что для 
любых ;:,лемевтов последовательности n', n" > О выполняете.я 
веравенство р ( IРп' , IPn" } < €. Полное нормированное простран-
ство называется ба11аховым. • 

В функциональном анализе широко используется конструк-· 

ция, авалогичная векторному анализу. Преимущество понятия 

вектора (тензора) _для физика очевидно: суть физических зако

вов, св.язей выражаете.я в векторной форме, а аналитические 

методы развиваются в конкретной системе координат. при 
зто:-.1 координаты вектора определяются скалярным произведе-

11иеt.1 ортов системы координат и исх.одного вектора. Введение 

olJf' ра11ии c'lt:a..tяp11oin 11 ро11.1tиде1111я дл н _ але!l.1с11тов функцио11а11ь-
11ых rrростра11ств 1ю аналогии с вектор11ым а11ализом 11озоол.яет 

li<IЙTИ 

S'(cp.<p)~O. S(rp,ift)=O{:}rp=O 

tlCUTJJИШLTCJll,llOCTI, ДJIИllЫ вектора; 

·· - свойство ли11ей11ости 110 второму ">Лt>:\1е11ту; 

ллн ком11лекс1ю-тач11ых элеме1пов ip, 1/•. Отсюда сJ1едует, что 

S(Л:p,1/J) = >.*S(rp,ф}, 
т. е. скал11р11ое r1рои:шеде11ие опредс1111етс11 как фор:\111, ли11сй-

11а11 llO llTOpO!l.1)' 3Jll':\le11T)' (11торое СВОЙСТВО) И t\llТИЛИll<'ЙШl.Я rю 
11ер1ю:\I)' аJ1смс11ту, причем ска11яр11ое r1роизведе11ие элемента 

п1:0.юrо 1·1а себ11 11еотринателыю. Заме1·им, что мы оr1рсдсJ1или 

:щссь ска11Rр11ое произведение как ли11ей11ое имешю по второму 

':lле:..1е11ту в соответствии с прию1тым у физикоr1 - 110 аtiалогии 
со скалярным 11роизнедt:11ием вектора S(r.p,-ф) = r.p7 't/J. 

?\·1ы будем у1ютреблять разные обозначения д11я скалярного 

11 роизведе11ия: 

S(r.p, 1/J) ~(ер, Ф), 

S( r.p, 1/J) ~ {срlФ) 
(обозначение Дирака: (r.pl-:- бра.-вектор,l't/J) - кет-вектор (от 
а11гл. "braket" - скобка: (1)). Нетрудно проверить, что r~ри
мером скалярного r~роизведени.я може·r быть· 

S(rp, tl•) = j ер• ~z)ф(z)dz. 
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Ванахово пространство со скал.ярным произведением на

зываете.я ги"нбертовым пространством Н. Покажем, что 

консtрукци.я скал.ярного произl'еденю1 позволяет естественным 

образом ввести согласованную с ним норму. Действительно: 
S(ep,ep) ~О и в етом смысле первое сво~ство скалярного произ
ведени.я аналогично свойству, введенному дл.я нормы: 

т. е. в отличие от функционала N, являющегося однородной 
функцией пеrвоrо порядка N(>.ep) = l~J N(ep), скалярное произ
ведение явл.яетс.я однородной функцией второго порядка: т. е. 

коре11ь квадратный из скал.ярного произведения элемента <р на 

ceбri щ~п.яетс.я однородной функцией 11ерnого пор.Rдка. 

Покажем, что норма может быть введена следующим обра-

зом: 

т. е. покажем, что такой функционал удовлетворяет неравен

<.:тву треугольника, а следователыю, всем трем свойстnа~t, вве

денным при пределении нормы. Запишем для етого неравен
ство Шварца: 

l(Ф, ep)I :S (ер, rp)112 (l/J, Ф) 112 , 

о :s (rp + 011/1, tp + 01ф) =(ер, <р) + 0-(rp + iJ1) + 0"[(1/1, ер)+ 0(1/•, 1/•)]. 

Поскольку < кал.ярное проАзв.едение бот,ше либ'1 равно t1улю 
n.ри любом значении 01 1 то выберем о таким; чтобы член в ква

дратных скобках был равен нулю, т. с. о= -(ф,tp}/(1/•,t/i). От
сюда получаем неравенство Шварца. Неравенс1·во треуголь.

ника lllf' + tl•ll :S llepll + 111/ill, записанное через скал.ярное произ
ведение, должно выгл.ядеть следующим образом: 

Действительно, 

(<р+t/1,ср+Ф)=(ср,ср+Ф)+(t/J,ср+Ф) ~ 

~ (<р, ip)lf2(<p + ф, ср + 1/.•)1/2 + 

+ (t1•,фjl/2(ip+t/J,ip+ф)l/2. 

Здесь последнее неравенство·- следствие неравенства Швар
ца. 
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Итак, мы показали, что в пространстве со скалярным про

изведением согласованна.я с ним 'норма, т. е. норма о гильбер
товом пространстве, определ.яетсi~ следующим образом: 

llepll = (ер, ер) 112 . 

Так, например, _если скалярное произведение определено как 

J tp" (х)ф(х) dx, то норма такого пространства 

ll<f'll = [j ер• (x)ep(x)dz] 
112 

Соответствующее неравенство Шварца: 

11 t/•"(x)ep(x)dxl :S [! <p"(z)ep(x)dx] 112 [! t/•*(x)ф(x)dxJ1 '2 
носит назва.ние неравеtсства Коши-· Буt1нJ\овсж:ого. Одновре

мс111ю мы показали, что функционал вида [ J lep(z)12 dx) 112 удо
влетворлет неравенству треугоJ1ьника: 

[j<v•(z) + ер(х))" (ф(х) + ср(х) )dx] 112 :S 

:S [! IФ(x)l 2(/x] 1 ' 2 + [! lcp(z)l 2dz] 112 

Чтобы в 11ормирооа111ю:\1 пространс.тве можно было ввести 

ска;1.11рtю1..· nроизоеде11ие, необходимо и достаточно -оыполне11ие 

р<1ве11ства nарал11елограli1ма'" : 

llep + t/•11 2 + l~cp - Фll1 = 2(ll1Pll2 + llФU2 ) 
(сравните: l'P + 1/.112 + l'P - 'f/•12 = 2(lipl2 + 11/.112)). В етом случае 
скаляр11ое произведение можно "nределить как 

1 
,{), t/•) = 4<llep.+ t/•11 2 - lllP - V'1ll 2). 

доказатеJ1ьств 

llep + Фl1 - llep - Ф112 = (~ + ф, 1Р + Ф) - (ip - Ф. 1Р - Ф) = 4(ер, ф). 
Скаллр11uс произведение в R": 

n 

(ер, t/.•) =-2:: IP• 11•' ='Рт t/1 • 

i=l 

"Сумма. квадра.то1< длин д11ух диаго11а.пей 11араппепuгра.мма, постро
енного на. векторах ip и 1/J, равна сумме квадратов дпи11 его сторон. 
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в пространстве WJ: 

(ip, Ф) = j ip•(z)ф(z)dz + j ~р'*(ж)ф'(х)dж. 
Как и в случае скалярных произведений векторов, условие ор

тогональности ('Р, ф) =О. 

Напомним определение пиt1ейt1ой 11езависимос·rи 0пементов 

{'Pi}, i = 1 + r1. Элементы {'Pi} пиней1ю 11езаоисимы, сс11и из 
равеt1ства L Oi /{)i = О следует lti = О дш1 осе~ :з11аче11ий i = 1 +1J: 

i 

Базасом г11л•6ерmова п11остранства // 11а.11.нн1стс11 м1юж1'ст110 
Ф ~ Н, такое, что для любого 011еме11та 11р0<:тра1н:·п~а J/ 11ай
дется сходящаяся к 11ем;): r~оспсдователыюст1" t·осто111щн1 и.1 JIИ

нсйной комби11ации злемс11Т(11J ip ~ Ф, и11ыми <"J1оnами, м1·ю;ю·

с·r1ю Ф - базис 11, если 0110 ли11сй1ю 11t·1~11иси:\ю и заi\1t.1юшие 
11и11ей11ой оболочки Ф соо11а.даст с 11. Б1ниr орто11ормирот111, 

ес11и осе er-o алсменты вз11имно ортогонащ,ны и их 11ор:\111 р<1111щ 
едиttице, при етом ра.змерtюст~. базиса 11а:~ывается pt1з.11111110-

crn•111 2u•бер1пова простра~сства. 
f1окажем, что в ~юбом базисе 11редстао11('t1Ие <.р = L о; у:-; 

i 

едиt1ствс11но. Предположим, что tp имеt~т nр~дс·rао11с11ие 'Р = 
L fji :Pi. тогда о= 'Р - ip.= l:(o; - {J; )Y'i. и] уrлоuия JIИllt'HllOЙ 
; . i 
ttt'Jависимости базиса спt·дует, ч1·0 n; = /-J; 11ри любом зт1ч1.:11ии 

i. 
Аналогом представления вектора в cиcT(':\lf! коордюн1т, ко·r~1-

рый эи.даtt ортонорммрован11ым базисом с;: 'Р = L(VJ,«); )1!;. в 
. i 

rильбt"ртовом пространстве ввпяется обобще1шый pitд Фуры·: 

где 1Pi (ж)-- базисные функции; &i - коеффициенты разложс
нил, равt1ые (rp, 'Pi ). Хорошо известен пример счет11ого базиса 
в бесконечном гипьбертовом пространс·rве L2 (-11"; w) -· базис 
тригонометриЧеских функций: (211")- 112, (w)- 112 sin ж, ('R')- 112 cosj 
(ir)- 112 sin(2z), (w)- 112 с:оs(2ж), ... ,(wy 1/ 2 sin(nж), (w)- 112 cos(nz) 

Тогда разложение функции l(J в рRд Фурье по тригонометри-
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ческим функuи.им: 

lf 

cp(z) = ~ j cp(z)dz+ 

-· 
00 lf 

+ );r L [cos(kz) j cp(z)coe(kz)dz+ 

1:=1 -· 
lf 

+ sin(kz) j cp(z)sin(kz)dz). 

-· 
Возможность представить функцию в виде набора коеффи1tи

еt1тов в зада•1ном базисе (в"' систем<' коорди11ат" )'и опредепне·r 
0ффектив11ость введешtой коt1с1·рук11ии ска11.ярноrо ·произв1·де-

11ия в фу11кttиоt1алы1ом п1>ост1ншс·rвс. 

Напоt.tt1им t1еобходимые с11еде11и11 из теории onepa·ropou. 
Фушщия L-f действующа.л из пространства На в Н2, называете.я 
011rpamopo,..,: 

н.!:.н2. 
Если Н2 = R1 , то опера.тор называr.тсл фунrt:14uонало.м. Опера
тор .11uщ•1'it1ыli, если 

Пример ин·rеrрапьноrо о~1ерв·1·ора в /,2: 

Lcp~ ! .C(z,.i·')cp(;r:')d~'. 
Если и11теrра11ьное .идро .~ таково, ч1·0 JJ .C2(z, z')dzdz' < .х;, 
то L - оператор Ги.11ьбер1·а -· Шмидта.. Hopмoll o111metiJC010 011t

pamopa называ.етс.и функционал 

Сравшп·е с коне'fномерным векторным .1ространствпм 1 ко1·да 
• . А • 

матрица L r1ерево.дит еектор ер & вектор V', т. е. Ly. = Lep = ф, ti 

етом c.ny'ta.e 11opbla. оператора L - е1то макси.~.1с.J11>1ю воз ... юm:1шt1 
дJ1ина IФI ве!<тора ,Р, по.11уЧе1ш01 о ripи Jtействии матр1щы L ... , 
векторы ер, лежащие на поверх,J19сти шара еди11ичко1·0 rн1ди:r·•;а 
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(lipl = 1). Если норма L меньше бесконечности, то оператор 
называется ограни'Ченным. Приведем пример неограни'Ченного 

011е1•аыора L = d2 /dx2, действующего в пространстве интегри
руемых с ~:<вадратом функций 11а интервале [-11", 7r]: 

11 
d2 ll = ll(d2 /dx2)cpll 

dx2 sup llcpll . 
В"ыбира.я в качестве ер ортонормиронанный тригоflометриче

ский базис, види!'.1, что 

li(cP/cfx 2)cpt(ж)ll = k2 llcpt(x)ll -·оо 
llcp1.:(z)ll 11+-t·(x)ll 1.:-00 · 

Из определения 1юр:\1ы опеrат()ра L еледу('т 11сраuе11ство 

llLt;ll ~ llLll · ll<Pll· 
О111:>ратор L вазыuа•·тс.я t.:Q.\ll/ll/'11/llbl.\/ ИJIИ 81/0Лllt 11(11/Н:рывиы.м, 

ес11и он каждую слабо ра.сход.ящуюо1 11ос;1едооате11ыюсть {<р"} 
из облас1·и его определенил 11ереuодит n си11ыю сходящуюс11, 
т. е. 

L: (/,tpn - t,eo) - 0=> llL(cp" - .Po)ll - О. 
'flj 

Примером компактного оператора в пµостранстве L2 лолястсл 

иi1тегра11ы1ый оператор Гильfiерта - 11/мидта 

~ср ~ jc(x, x')<p(x')dx'. 

Специфика бескснеч1юмер11ого п1J1ьfiерто11а пространства по 

сраш1еttию с ковеч1юмер111>1м 11ролвл.нетс.я в то;..1, что из сла

бой сходимости ве с JJeд.ve1· си;1ы1аJ1. Срао11ите с осктор11ы:-.1 
r1ростра11ство:-.1: если 

Vf(f,ipп-:- 'Ро) =>О, 

то очеви.шю, что ip" ~ ip0 . :Это утверждение эквющл(·11т110 

тому, что в 6ес_l\n11еч110.л1ер110.~1 11pocmptmcm1u 1 - еди1111ч11ь1ii. u11r
pamop -11el\o.л111al\me11. дейсп;ителыю, пос;1е;:оватслыюсть е11е

!'.1е11тао бесконечномерного базиса. { <f", п = 1 -:- N} слабо схо
дитс.f1 к нулю: 

fn =(/,ер") - О" 
n-r.-..: 

поскольку из равенства ПнрсеDаля L .f,~ = 11/112 = С< ос. В 1'0 
же время посJ1едов11:rелы~ост1. {l.,:in = .,::"} нс и:-.1еет предела: 

llJ(cp"• - !f'ra" )11 == ('~;?п• - IP"f1"• 'i'n' - cpn" ) 11 ~::: 

= [{cpn•1 IPn') + (ip,, 11 , 'i/'p•1» 1' 2 = ../2. 

20 



Напомним некоторые опредепени.я из теории операторов. 
Оператор L• называете.я сопряженным по Лагранжу, еспи 

сnра.ведпиво, что (ф, Lcp) = (L•ф, ер). Оп"ератор Н самосопр.я
жен, еспи н· = н. СамосоnрJ1женныi1 оператор н' СВЯЗЫD&.
ющий пространство комппексноiJИачных фут:ций, ·называется 

i1p.A.tttmoвым: Н = н+ (t:раВНИТе С.;деЙСТВИеМ матрицы Н На ВР.К
торы VJ, ф: матрица Н самосопр.яжена, если (Нф, VJj = (1/,, HVJ) 
т. е. матрица Н симметрична (H;j = Hj;)). 

Оператор U называете.я ортогоrсады1ым, если (Ucp, Uф) = 
(rp, t/•) для вещественных ер и t/•. Эквивалентное определение --
011ераторное равенство: 

и·с: = I. 
Если ;р и 4• - КОl\·tnлекс11.()ЗШ1ч11ы, то овератор l' те~ кой, что 

u+u = 1, и •1азыоаеТС.fl y11tmiap11w •. 11. (Сравните: (U<;, U~·) == 
(<р, 1/1). U -- матрина поворота, ·сохраш1ющая угт,1 l\1ежду 1н·к
тора 1и: cos(~) = (VJ,Ф}(IVJl·l'Фl)- 1 и д;1и11ы векторон IVJI, 11/11.) 

Фу11кци~1 ip;, наз~,шаются собстьо111,,,.1111 ifiy111.:ц11н.1111 оператс•ра 
11, если 

1/ "P<r = >..,, <t'o, 

11ри атом ,\ 0 11<1-зывают собс111ве101ы.1111 з11к•1е11щм1и. А11ало1· для 
111.'KTOJ>OD 

03111\Чill?T, что COUCTBCllllЫЙ l:ICKT•>p coxp:•1•1H:"J' ШLllJ'l\DJ!t"llИt:: Jl()Cjf(: 

;1ейст11ю1 матрины Й и изА1сш11.·т длину 11 ,\, раз. Собстт:нн1.н.· 
фу11ю1и.и 011ератора 11 ли11е~i1ю 11t·зarsиcи:\1i,1 и образуют б~~зи• 

1 ит,бертова Пространства. Этот uази нетрудно сде11ат1. <•Р
тоно JHIИ ронаtJНЬJМ. 

П риведс~:-.1 здесь процедуру орто1·01нн1изац11и Грам:\1а - lJ]l\lид

ot. fl усть и:.1сется :.тожество собствеi1ных вект() ров { ip0 }, то

rла в качестве первого орта nыбере:\1 е1 = <;1ll'P1ll- 1. Вто
рой ор1 011реде11им условием е2 = Лr;2l!Л<f'2ll- 1 . гдР. д<.:'2 = 
Р2 - (ip2 , е 1 )е 1 , т. ·е. из вектора ip2 nыдeJ1et!a сос~~в11яю1н:1я 
,rектора вдоль орта е1, при ато:-.1 (д~р2,е1) = О. ЛнаJю

гично e;i = дipзllЛ<;~\l- 1 , где,д<;з = iрз - {<;з,е2) - (rp::,e1)e1 "1-1 
С..\<;:1 . е2 ) = О, (д~р;~, е 1 ) = О. JJл:я nроизво11ыю;о i1 nо11уч;н·:-.1: 

n-1 
t.'" = д9"llд'f'nll- 1 , где дr;n =.у" - .L (ipn.e,_.)e<r, (д<pn,eu} =о 

cr:J 
ЛЛfl Ct = 1 -;- 71 - 1. 
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0пементы дифференциального исчисления в г~пьбертовом 
пространстве связаны с понятием дифференциалов. Линейный 

д . 
ограниченный функционал у = (6/6ip)p называется производноil 
Фреше или град•ентом фун1>14•онаАа р(ср), если справедливо 

p(tpo + 6ср) - Р(«?'о) = p'l"0 (6ip) + r(cpo, 6ср), 

( 6 ) 1. .r(cpo,6cp) 
где ,. tpo, f{J : 1m llfJ ll = О. 

ll•'P\1-0 ер 

По теореме Рисса пи11ей11ый ограниченный функционад /(ер) в 
гильбертовом прос·rранстое Н может бы·rь f1peдc'raBJ1eн едиl1-

ственt1ым образом в ви.де i(cp) = (1, с;). rJpи атом llill = 1111111-
Иными спооами, сопr:нtженное nростр;шст110 с 0лt·ме11тами {i} 
мож110 отождестоwrь с гильбертооы:1.1 nрострn11стuом. Выраже

нttе, 11редставлешюе в оnределе11ии r1роизнодt1ой Фреше, можно 

записа·rь в виде 

р(';'о + 6ср) = р(сро) + ( 6~J"0 р, b'f') +i·('f'o, 6ср). 
А на.лог 11роизводной Фреwе в конеч11омер1ю:1.t пространс1·11е для 

д 
фу11кции /, завислщеti от М1ю1·их ар1·уме11тов (.r1, ... , Zn) = х, 
имеет форму 

/(хо+ д"х) =/(хо)+ (VI /, дх) + 1·(хо, дх). 
Хо 

Отмети:w, что определе11ие npoизftOдJIOЙ ф)·нкцио11ала поз1ю

п.нет любую и11терr1ретаuионну10. эадаЧ)' в лиttt·йном прибли

жении считать оператор11ым уравнением первого рода с ком

пакт11ым оператором, ее.пи а.nриори не nредnоАагается мало11а

ра.метрическое nредставпение 'Р· действительно, любое изме
nение nредt·тавл.иет coбoii ttзбор чисел, т. е. 11абор значений 

фу•1кционалов { ln}, таких, что експерименталLные значени.я Un, 

оr1реде.n.яющие реаю&ИJО прибора на вариации состоJ111иА 'Р из

учаемой системы. о общем с.аучае могут быть представпе11ы 

J<ак Un = ln(cp) + tn (n = 1 + N, е" - стохасrrическиА шум). То
гда, ·считu известной реuс1111Ю П'>ибора tta состо11t1ие сисrемы, 
можно, испольэуа оnредепе11ие производно~! Фреw~. записа.т1.: 

Un =ln(cpo) + f,.(6~; + rn(cpo, ~ер)+ с" ~ 

~ u: + L"6cp + е-;., 
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здесь f";. = rn(rpo 1 6rp) + f"n, Ln -п-.я компонента линеАного опе
ратора L, представл.яющего собай N .nинеАных фушщионапов 
l~, действующих на 6rp Е Ф" т. е. L : Ф - RN. Поатому в 
дальнейшем уделим ос110011ое вниман1rе операторным ураоне

ни.ям первого рода. д.1111 зтого потребуете.я вспомнить опреде
ле11ие положите.11ы1ых и положительно-определеtЩых опера.то

ров. 

Рассмотрим са.мосо11ряжеш1ый 011ератор Н, действующий в 

пространстве вещестое"ных фу11кций и введем так называемый 

фу11Jt:141101н1.11 Ралt11: 

,\('t') = (<j, Hip). 
(ер.ер) 

·.;:>t;счн·мн л1.111.11· точки :этого ф~·нк11ио~1ала оrtрt'дс1r.яются ус J111-
11и•. ·:1.1 11а11енl'тва ву,;1111 m1рнн11ии фу11книо11ала (li,\(.p) ::::: О) либо 
ра 111 ·11с·т1ю:1.1 ну JI 1(• г р<1дие1пё1 Ф.\·"м1иош1 Лёt ( ,\' = О). Jlocm~д/l('t' 
ра11е111·п10 т1:j1,1111н.-н·11 1111а11110111(.\/ ":lu.:1rpa. Заr1и111см успо11ие p<1-
llf'1·1cтвa 11)' J110 на риании фуиюнют111а ,\( ,,:i), учитывал, ч1«) д11.я 
Л(<;) = /;'(;,:~)/Ф(..;) · 

{о Р(ср) _ 6F _ f'foФ _ 6F _ .Л(~р) .SФ 
Ф(-'i) - Ф ф:! - Ф - Ф ' 

т. ('. 6,\(9) = () :\IOЖllU 11редст11111п1. u IJИДС flP - ..\(ip)liФ =о. Дю1 
ко11кр1:т11о~·с1 11ила функцио~111т1 1':1J1e11 будем иметь 

ТёlК 1\ё\К 

д(i;,J/r;) = ('Р + д;;. 11(.,: + дlf')) - {ер, l/tp) = 
= (l'iip, 11 'r') + (.р, 11 д<р) +(дер, н дер)= 

= 2(Лi,:i. //i;) + O(llдcpll2). 

(J .1) 

Здесь в .rюследнем переход(' мы испо.11ьзова.11и самосоnр11жt>tt

ность onepa·ropa f/((дrp,Hcp) = (Нд~.~р)) и вещественность ср 
(( fl д~р, ~) = {rp, Н дср)); а11а.11пгично будем иметь ЛЛJI 

Л(ср, /ip):::; 2(~ip, с;)+ O(llдcplJ2). 

Урав11е1ше ( 1.1) можно, исr~ользу11 пинейность cкan.Rpнoro nро
изведени.я, переписать в формЕ:' 

(6ср, н '(J-- .Лор) = о, 
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т. е. уравнение Эйлера. дл.я функционала Рапе.я, определяющее 

стационарные точки функционала, будет записано как 

и будет совпадать с уравнением на собстве1шые значения опе

ра.тора Н. Попутно мы определили градиент квадратич!lого 
функционала (ip, Hip): 

6Л = fJ(ip,Hip) = 2(Hip,6ip), 

а градиент ) ' Имеет вид 

Напомним, что самосопряженный оператор Н = н+ имеет дей
ствительные собственные значения Л~ = Л0 : 

Лa(1Pa11Pa)(tpa 1 Htpa) = (Htpa,1Pa)• = Л~(tра,1Ра)· 
При етом собствеШiые функции { tpa} образуют ортогональный 
базис: 

О= (tpa 1 Hipp) - (Htpa 1 tpp):::: (Ла - Лр)(tра, tpp) => (tpa., ipp) =О 

при условии Ла - Лр '1 О. Из станционарности ф;нкционала 
Реле.я в точках собс;твенных функций получаем условие 

(ip,Hip) 
sup ( . ) = Лmах, tp, tp 

где -Лmах - максимальное собственное значение оператора Н. 
Аналогично 

. f(ip,Hip) ' 
1П ( ) = Лmin1 

• tp, tp 
Лmin - -минимальное собственное значение оператора N, т. е. 
д:Л.я опера·rора н = н· спраl"едливо неравенство 

Лmin{tp,ip) :5 (ip,Hip} :5 Лmax{tp,ip). 

Ограничив неоmрuчаmм•ныu onep'ltt','P Н условием (ip, Hip) ::::.i: 

О при любом значении ip, увидим, что ето еквивалентно. vтвер

>~;,..{ению Ла ~ n. Оператор Н по11ожителен (Н > О), если 
(ip, Hip) > О. hаконец~ операто::> Н положите •. ьно опf>~делен, 
если (l.f',Hip) ~ C(i;o,ip), что зквивалентно условию ..\min >О. 

Приведем примеры самосопряженных операторов: 
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1. для любого оператор-а L оператор i• L = (L 0 L) 0 > О, 
носкольку 

2. Рассмотрим оператор 

L = -:х (q(x) :,J 
в пространстве L2 на (а, Ь] при q(x) > О. Найдем условия, при 
которых L = L0 : 

ь 

(ф, LlfJ) = - j ф(~) :х [q(x) :х lfJ(x)] dx = 

" 
ь 

= -ф(х)q(х) :х lfJ(x)j: + j :х ф[q(х) pdxl(J(z)]dx = 
" 

' д 1· . д ,. = -ф(~)q дх lfJ(z) 11 + lfJ(Ж)q(x) дх ф(х) 11 -

ь 

- j :з: [q(x) :х Ф(х)] lfJ(x)dz = (Lip, ер)+ 
" '• 

+ { q(z).[lfJ(x) :х ф(х) - tJ•(x) :х sc(x)]} 1:. 
Опера.тор L .является самосопряженным в пространстве L2 на. 

[а, Ь], если класс функций, на который он действует, таков, что 

{ q(x) [\О(х) :х ф(х) - Ф(х) :х <p(z)]} 1: =О. 
Используя представление для (ф, L<p), после первого интегр•4-
Г!ования по ча ... тям, для (lfJ, L'{J) получим: 

ь 

(<р, L<p) = -<p(x)q(z) :х <p(x)I: + JI lx <р, 2 "(x)dx. 

" 
СJтсюда .видно, что на. классе функций 
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например: epl 0 = о,· /zipl 6 = О, если оператор L неотрицателен: 

_-2_ (q(x).2...) > О. 
дх дх -

3. Приведем условия, при которых L = -Л .является само
сопряженным. Используя теорему Гаусса-Остроградского 

J V · F(x)dV = J (F,du) 
V дV 

и выбирая в качестве F(x) r1роизведе11ие .,PV'{), получаем 

J [(Vф, Vep)] + фдl(JdV = J (du, .,PVep) = 
V дV 

= J (фdи · V)rp = J ф:: du 
дV дV 

(первая теорема Грина.). ВычитаЯ из правой и левой частей 
последнего равенства. а11алогич11ые выраже11ия, о которых 11ро

ведена замена ф - rp, l(J - ф, получим формулировку второй 

теоремы Грина: 

J (фдrр- ердф]dV = J [.ь:: -rp::J du. 
V дV 

Итак, если оператор L = -д определен на. классе функций, 
таких, что 

!. [Фдср_ _ердф]dи=О, дn дn 
дV 

то он будет самосопряженным. Иэ первой теоремы Грина. 

находим класс фуНJщий, на которых неотрицателен оператор 

L=-Л: 

-J epдepdV + J lfJ :: dtf = J IVcpl2dV ~ о. 
V 8V V 

Итак, (ср, -дер) ;::: О, т. е. -Д;::: О, если 

1/1 е Ф = {ер: j ер:: Jq =о} . 
дV . 
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Отметим, что на 0ТОМ же классе функций v· = -V. 
4. И1tтегральный оператор с симметричным ядром, напри-

мер: 

Lip = J ~ Cij(Ж, ж1 )~р1(ж1 )dж1 , , 
где Cij(z,ж') = Lji(ж',ж), 

является t1еотрицатсль11ым 1ta L2, если интегральное ядро 

.C;j(z, х')- ядро Гильберта- Шмидта. 

Положительные операторы Н > О позво.nлют построить 

гильбертово пространство, в котором скаллрное произведеt1ие 

определено формуJюй 

Соответственно норма в таком простращ:тве Фридрихса. за.пи-

сывается как 

11'1'\lн ~ (ip, Hip)1/2. 

Проверим, действительно ли форма (1/J,Htp) являете.я скаляр
ным произведением: 

(ф, Ф)н = (1/J, Нф) >О при ф :f. О 
по определению положительнос'l'И оператора Н; 

(Ф10'1'1'1+02ip2)H = (!/1, H(0'1V'1+0'2'1'2)) ~ 

= 0"1(Ф, '1'1)н + 0"2(1/1, 'Р2)н 

в силу линейности оператора 11; 

здесь предпоследний переход получен в силу ермитооости опе

ра.тора Н (Н = н+). 
Частным случаем пространства Фридрихса яuллется про

странство Соболева W[, норма в котором определена выра-
жени ем 

llipllwJ ,... ll'Pllн, 
где fl = 1 - Л > О, т. е. -

ll'Pllw~ = t'P. (1- i..)1p) 112 = 
1/'1 

= ({ip, 'P)t.2 + ('V<,-·, Vip)i~J-112 = [! cp2dx + ! l'\71f'l 2d.i:] -



Положите11ьность опера.тора (J - Л) есть следствие общего со-~ 
отношения L Н; > О, если хотя бы одно Значение Н; > О, а.. 

i 
•)стальные неотрицательны: {tp, L Н;<р) = L:(tp, Н; ер)> О. 

i i 
Рассмотрим проблемы, возникающие при решении опера.тор-: 

11ых уравнений первого рода.: 

Ltp = s, ( 1.2): 

где L - линейный компактный оператор. Напомним, что урав

нение второго. рода имеет вид·tр = Lip+ s. Матричное пред

ставлевие операторного у)Sавнения можно получить, исполь.., 

-~уя произвольный (счетный) базис гильбертова пространств, 
{ 1/1,_,}. Разложим единичРЫЙ оператор по проекторам: '1 

а а j 
<! 

О/ о .j 

где (1/•rзlФа} 
в виде 

=бра- Можно переписать исходное уравнение (1 .-2~ 
, ": 

4 

1 
а °' 

Наконец, проектируя обе части последнего равенства на фр,: 
получаем 

а 

Вводя 0Gоз11ачение (t/>µ ILlтJ!a) = Lµa, за.цисываем матричное 
предстаnление операторного уравнения: L LiiaV>a = sp. Сле-

а 

дует отметить·; что операторное уравнение обращается о !'tt&•. 

тричное, причем конечномерное, при юобом численном методе~ 
р~шения вследствие дискретизации. По:этом,r рассмотрим сна~i 

чала вопросы устойчивости для оператора. L в конечномерно~ 
пространстве. Исrюльзуя Jtинейность ·оператора, получаем 1 

L(cp + б;р) = Ltp + Lбtp = s + Бs, 
откуда Lbr.p =.Бs. 

П роnелем анализ влияния ошибок бs на точност1, восr:тако-. 

нле11и11 <р, которая-определяется ошибкой Otp, при задании пра
вой части последнего равенства.· Рассмотрим для е~того отно-
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шение относительной ошибки решения llcSipll/lllPll к относитель
ной ошибке при задании правой части llcSsll/lisll: 

д = llcS<f111 (llc5sl1)-l= llc51pll J.!:ll 
lllPll llsll llcSsll ll<t>ll. 

:Запишем неравенство для верхней границы д: 

llc5<f111 llsll llcS<f'll llL<f'll 
sup д ~ sup llcSsll sup ll<f'll = sup llLc5<pll sup liSёil. 

. . . 

Считая, что существует оператор L- 1 , такой, что LL-1 = J., 
записываем, производя замену переменной б<р = L- 1 ф: 

llc51pll llL- 11Pll -1 

sup llLcS<pll = sup llФll = llL 11 · 

Тогда исходное неравен~тво для sup д принимает вид 

sup д S llL- 1 11 llLll ~ condL, 
;де cond L - •1u-c.1&0 обуслов.1&енности оператора L, используя 
Еоторое, можно записать соотношение относительных ошибок 

11раnой части и решения: 

Учитывая, что 

llc51pll llc5sll· 
-п;fГ $ cond L ТsJr· 

_ llL<pll _ (1p,L•Lip; 112 _ L•L 1/2 
llLll - sup -Я - sup (<р, <p)l/2 - (>.max) , 

l'L-111- llL- 11pll _ МJ.L _ (· f llLФll)-l- (\L~L)-li~ 
1 - sup lllPll - sup llLФll -:-- ш llФll - лmin 

( щесь в пос~едних переходах использовано соотношение Рэлея 
>-t,~'" (rp, rp) $ (rp, Hrp) $ >.!f.ax (rp, rp)), для произвольного знr"чения 
1Т == н· число обусловленности можно представитъ,в с;~едую-
щем виде: 

( L • L L • L) l/ 2 
cond L = >.max / >.min · 

для симметри11ного L имеем: L = L•, ').L•L = (>.1-)2 , 'а число 
оt)ус.ловленности можно записать через собственные значения 

..\ 011сратора .L: 
cond L. = Лmах / Лinin · 
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Ра.ссмотрим теперь, 1<а.к влияют ошибки 6L при зада11ии опе
ра.тора на. ошиб1<и 6V' в решении. Пусть точное уравнение имеет 
РИд LI{) = s, а возмущеннос-(L+6L)(V'+6V') = s, причем пред
пола.га.ется, что существует L - 1 • С учетом точнdго уравнения 
получаем 

L6V' + 6L(V' + 6ip) =О, 

или 

На основании втих равенств можно записать неравенство длп 
нормы: 

l/6V'll ~ l/L- 1ll ll6Lll llV' + 6ipll. 

ВвоДJ1 в пра.вую часть формальный множитель llLll/llLll, для 
относительной ошибки поли 01{) получаем выражение, содержа
щее, ка.к и в предыдущем случае, число обусловленности: 

Та.1<им образом·, число обусловленности пвляетсп фактором. 

усиления кЗ.1< ошибок при задании правой части, та1< и ошибок 
при зада.нии оператора. Хотя число обусловленности пред

ста.вJiяет собой максимальный коаффициент усилении ошибок, 

можно пока.за.ть, что вта. верхняя граница при применении вы

числительных методов достигается практически всегда. Пре
жде всего отметим, что в нера.венстве 

равенство возможно в том случае, если функцИя V' являете.я 
собственной функцией оператора L и соответствует его мини
мальному собственному значению. J;!онажем, что при посJrедо

вательном увеличении числа узлов нонечно-ра.зностной схемы, 

если не использова.ть специальных стабилизирующих (" регу
ляризующих") методо~, число обусловленности опера:~ Jpa уве
личивается и тем самым увеличивается ошибна решения. От
метим, что именно атот фант - воэникновеиие неогранич нных 

с переполнением ра.зрядной сетки ошиб..,к решениh лри исполь

зовании :ЭВW.- стимулирова.л в свое время на.чало активного 
развития методов nешения не•·орректнчх за,,.сJ.ч. Испиrьзуем 

дл.я атого соотношения, Qолученные на.ми при введении функ

ционала. Рзлея, запИсанного для самосопрнженно ·о or•epaтora. 
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н = н·: 
. f (ср, 1/ср) \ 
1П (ср,ср) = "rnin· 

Очевидно, что именно на. тех фующилх ср, на которых функ

цио11ал Р0лея близок к нижней границе, число обусловленно

сти ма.ксималыю, т. е. максимальны ошибки в решении опера.

торного уравнения при условии одних и тех же ошибок окру

гления. Посмотрим, ка.к ведет себя нижняя граница функ
ционала Р0лея, есJ1и L - интегральный опера.тор Гильберта. -
\Jlмидта, т. е. опера.тор, интегральное ядро которого интегри

руемо с квадратом. Этот оператор заведомо ограничен,'{~. е. 

llLll < оо): 

(Lcp, Lip) J dx[J L(x, x')cp(x')dx'J 2 < 
(ср,ср) - (cp,ip) 

~ j dx j t:,2 (x,x')dx' =с< 00 1 

причем посJ1едний и11тегра11 ограничен по определенhю. 

Посмотрим, от чего зависит нижняя граница функционала 
Ралс.н: · · 

_лСL < (Lip,f,ip) = f dx[f L(x,x')ip(x')dx'J2 

min - (ip,ip) (tp,tp) 

Выражение в квадратных скобках представляет собой скаляр

ное произведение, зависящее ка.к от параметра от точки z. Без 
огра11ичени11 общности можно считать, что tp нормировано на 
единиЦу и что скалярное произведение совпадает с проекцией 

ска.л.нрного ядра {, на функцию l(J, если опустить при атом зна

менатель, равный единице. Как было показано ранее, базис 

тригонометрических функций слабо сходится к нулю. В дан

tюм случае можно считать, что далекие фурье-компоненты ин

тегрируемого ядра .C(z, z') являются бесконечно малыми вели
чина.ми (более строго - акспоне1щиально малыми), если r. не 
имеет особенностей на вещественной оси: (L:., ip) - a(z)e-"'"1 

(х 1 - ха.раК1.'ерна.я длина функции r., т. е. расстояние от ве
щественной оси до особой точки), или фурье-компоненты малы 
степенным образом, если особенность переходит 11а веществен

ную ось. Таким образом, мы получили: 

_лL:L < (LlfJn, L'fJn) -->О, 
mrn - ( IPn ' l(Jn) n-oo 
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что позволяет сделать следующие выводы относительно опе

ратора , который удовлетворяет единственному требованию -
его интегра11ьное ядро должно '5ыть интегрируемо с квадратом: 

1) нижняя граница спектра л~:; равна нулю независимо от 
того, .являете.я ли нуль собственным значением оператора L• L; 

2) нижняя граница функционала Рсэлея достига~тся на фун!<
ция'х, имеющих высокочастотную составляющую. 

Первое условие показывает, что понятие числа обусло

в11енности для операторов в бесконечномерных прuст.ранствах, 

строго говоря, не применимо даже в том.случае, если О не яв11я

етс.я собственным значением оператора L• L, соответственно 

ker L = { 'Р : Lip =О} :с 0. 

Но так как Численные методы связаны с конечномерной аппрок

симацией, нетрудно проследить, как ведет себя чИсло обусло
вленности с увеличением размерности аппроксимации. По

нятно, что нижняя и .верхняя границы, определяющие число 

обусJiовленности: 

(Lip, Lip) 
sup ( ) . , tp, '{J . 

зависят от того множества функций, на которьос мы рас

сматриваем фующионал Рэлея. Конечно-раз·ностную аппрок

симацию интегрального оператора L можно рассматривать 
как действv оператора на. множестве кусочно-постоянных или 

кусочно-линейных функций: представление матричного ;эле

мента опера.тора. L: Lmn = ("ФmlLIФn} соответствует тогда 
интегрированию· по формуле пр.ямоугольнико_в или трапеций. 

для оценки числа обусловлещ1Ости оператора L на множе-
п 

стве кусочно-линейных функций выбеnем сначала. '{J Е Фn, за-

данные с плотностью n· узлов на. единице интервала, а затем 
г . . . 

'{J Е Ф2n (более точна.я:.:ковечно-разностна.я аппро1<сим.щи.я ре
шения). Тогда можно эапис<..rь следующие неравенства: 

(Lrp, Lrp) , (Lip, Lip) 
su"' "еФ2" ~ sup м (ip,ip) ~рЕФ (ip,lfl~ . 

Эти неравенства .являются следствием очевидного вложения 
Фn С Ф2n (функция с n узлами .является частным случаем функ-
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11ии с 2n уз11ами). Ясно, что на более широком множестве ниж-
111111 граница мож_ет только уменьшиться, а. верхня.ч - только 

увР-личиться. Окончательный вывод сводите.я к следующему: 

cond "Ф L > cond ~ L, 
'РЕ 2" - .РЕ·••. 

(1.3) 

иными сJювами, при попытке построить бо11ее точную ап-

11 роксиманию решения (ее легко осуществить при ис11ользо

uании бо11ее мощных ·ЭВМ) ~1ы сталкиваемся со все большей 
е1·0 неустойчивостью (дл.я ЭВМ 0то_ означает переполнение 

любой заранее заданной разрядной сетки). Причем мо>Ю.:W 
априори утверждать, что 0ти неустойчивые решения 'бу.Дут 
принимать знакопеременные значения (высокочас*на.я фурье
компонента, которая и обусловливает понижет1е точной ниж

ней границы спектра конечно-разностной аппроксимации опе

ратора L). Разумеете.я, конечномерная ·аппроксимация опера.
тора может быть построена с помощью любого базиса. - не 

обязательно кусочно-постоянных или кусочно-линейных функ

ний, которые к тому же .являются неполными базиса.ми. На.и

более естественный базис в за.даче Lip = s - ба..~ис собственных 
функций оператора L (пусть L = А• А): 

LV'a = Ла/{)а, ·(V'a1 'PP) = бafJ· 
Т11г да функционал Рапе.я можно представить следующим обра

зом: 

( ~ (V', V'a)1Pa1 L ~(ip, tpp)'PfJ) 

= = 

(Г (1{', 'Ра)'Ра. Е<'Р. 'PfJ riPfJ) 
... fJ 

L Лаl(ср, 'Pa)l2 ('P0t1 'P0t) L l(ip, 'Pa)l2 

L l(cp, ip")12. = Л1 i: l(ip, ip")12 +. 
О1 = 

О1 о 

Здесь Л1 - минимальное собст& ~нное число оператора. L, а. 
л,р) больше нуля. Из 0того выражения ви4н1.., что если в.1<а
честве множества функций выбрать Ф 1 = {V': (V'.'Pi) =О}, то 

infipEФi Л(tр) = Л2 1 

33 



если ер Е Ф2 ={ер: (ер, ср 1 ) =О и (ер, ер2) =О}, то 

infipeФ2 Л(ер) = Лз. 
Соответственно · 

condipeФ L > cond.,.eФ, L > con<lipeФ 2 L > ... , 
если Л1 < Л2 < Лз .... Отметим, что полученную цеnочку не
равенств относительно cond L можно интер11ретировать no ана
логии с ситуацией, рассмотренной ранее, когда рост 11еустой

чиво~ти мы связыва.ли с теоретико-множественным вл.ожением 

функциональных пространств (1.3): Ф :::> Ф1 :::> Ф2 :::> ... 
Выбрасывание из решения проекций на собственные функ

ции, соответствующие малым собственным значениям оnера

тора L = л• А, способствует стабилизации реше11ил и соста
вляет сущность метода сингуднрtсого а11ад11зс1. Заметим, что 

аналогичные математические приемы ис11ользуютсл и nри чи

сленном решении прямых задач, включающих нео2р111111чс1111ые 

операторы, наnример дифференциалы1ые. в этом случае ф~р
мапьным критерием неустойчивости служит rюведение co11<I J,, 
свл~анное с максим;~.льным собственным значением, которое 

достигается на том :же классе быстро осци;иrирующих фувк..: 

ций. Можно назвать та1<ие процедуры, свлзанные с фильтра
цией высокочастотных компонент: например, испол1,зовани~ 

аппро1<симации низкого порядка (малое число узлоn и ко11ечно

ра.зностной аппроксимации}, использование урезанного базиса 
собственных функций (сингулярный анализ), ис1юльзование 
"стихийной" регуляризации. 

Попытаемся устранить рассмотренные ранее сложности, воз
никающие при решении операторного уравнения Lip = s в про
цессе перехода к вкстремальной задаче, традиционно исполь

зовавшейся при обработке експериментальных данных. Суть 
такой акстремально~ задачи сводится.к следующему. Ко11еч110-
мерный вектор 'Р = {ip", n = 1 + N} принимается за решение за
дачи Lip = s, если сумма квадратов откл0tiений L (1: Lmnlt'n -

n1 n 

sm)2 минимальна (метод наuмен•шuх квадратов), т. е. 

tP = argmin(Lip - в, Lip - s). 

" 
В пределе при m, n ---+ оо векторное ска.л.ярное произведение 
переходит в квадр'ат нормы в пространстве L2: 

fjJ = arg inf llLcp - slll2 • (1.4) 
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Решение втой в1<стремальной задачи получаете.я из уравнения 

9йлера. (6/6VJ) J =О дп.я фун1<ционала: 

J(VJ) ~ llLVJ - sl/2 = (VJ, L• LVJ) - 2(L• в, ~р} +.(в, в). 
Градиент дл.я 1<вадратичной формы (VJ, HVJ) мы за.писывали 
раньше: 

6 
6'Р (VJ, HVJ) = 2HVJ. 

Градиент (L•s,VJ) равен 
6 
6'P(L•в,VJ) = L•в. 

Окончательно уравнение Эй11ера дл.я J(cp) имеет следующий 
вид: 

(1.Б) 

Мы получили, что фун1<ци.я ip, .явл.яюща.яс.я решением вкс

тремапьной задачи (1.4), должна быть одновременно реше
нием операторного уравнения первого рода (1.5). Если опера.
тор L компактный, например интегральный, то оператор L• L 
тоже 1<омпа.ктный и неотрицательный. Точна.я нижняя граница. 

спс1<тра оператора. L равна нулю, что означает неограничен
ность обратного оператора (L• L)-1 (либо то, что он не суще
ствует, если О явп.яетс.я собственным значением). Исходную за.
дачу - метод наименьших 1<оадратов - можно рассматривать 

как конечно-разностную аппроксимацию, сформу.пирооанную в 

пространстве L2 (1.4). При втом неустойчивость, возникаю
щая при решении по методу наименьших_ ква.дР.а.Тов, тем выше, 

чем больше размерность N, при условии вложенности конечно
разностных аппроксимаций (1.2). 
Отметим, что для физиков естественным .явл.яе·rс.я Предпо

ложение о непрерывности математических моделей, описыва

ющих реальные физические процессы, т. е. малым изменениям 

параметров системы (среды) должен соответствова·rь и .малый 
отклик. Совершеf'но неожиданной оказалась ситуация,' воз11и
кающа..я при решении· даже линейных обрат rых задач, где ма

лые вариации в исходных данных оf~атной задачи ~изне!'lе
ни."х) приводят к сколь yгo.nNo большим осЦНJJ.;яцю.м решения. 
Убежденность е.:тестгоиспыта.телей ь том, чrо ма.тематическr я 
модель реальных процеrсов обязана. быть непр"рывно·:, пr-и

вепа в свое Вt">емя [65] к фо:-'мупироо1<е пон.ятия корректно, т. с. 
nрав1мьно, nocmaвAeннoil задачu. 
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1. 2. НЕКОРРЕКТНО ПОСТАВJIЕННЫЕ ЗАдАЧИ 

Согласно Г., Адамару, задача /,ip = s, tp Е Ф, s Е S', называ
ете.я корре11:т:10 1iocmaв.11~н11oil, ecJJи выполнены усJювил: 

1) разреши~ости: 

'r/ s Е R(L) 3rp: Lcp = s; 

2) единственности: 
dimker(L) =О; 

~) устойчивости: 

llL- 111 =с< оо. 
Задачи, не удовлетворяющие 0тим у.:лови.ям, называются не

корректными. Как мы уже отмечали, такими задачами .явля

Ю"l'С.Р., например, все интерпретационные задачи, есJ1и априори. 

не предполагать ip Е RN, где N достаточно мало: 0ти ~адачи 
не удовлетворяют по меньшей мере условию _устойчивости. 

Задача называете.я корректной по Тихонову, если можно ука-. п ., 
зать такое множество функций Ф С Ф, Что функция, определен

на.я на втом множестве, удовлетворяет условиям 2) и З). Су~ь 
всех методов регуляризации заключаете.я в построении такого 

множества. Логической основой выделения из пространства Ф 
п 

множества· Ф служит anpuoptcaя информа~wr о решении "'' Как 
было показано в предыдущем разделе·, решение задачи 

ф = arg inf.,.eФ llLrp - sllL2 

Р.вляется некорректным, что связано с компактностью опера

тора /,• L, т. е. с отсутствием или неограниченностью опера

тора. (L• L)- 1, а регуляризация связана с решением задачи 

tj> = arg inf .,.,eФ СФ l\Lrp - s!IL2 • 

Рассмотрим более общую задачу минимизац~-.и одного функци-
. п 

онала при наличии св.язей, которые определяют множество Ф 
через другие функционалы дJ;(ip), i = 1-:- m: 

tj> = arginf "'Ф J(ip), 
'РЕ 

п 

Ф = n;ip; :/; 0, Ф; ={ер: дJ;(ср) ~О}. 

Покажем, что решение 0той за.дачи вквивалентно поиску ста

ционарной точJ<и функции Лагранжа .C(ip, Л), Л Е Rm, причем 
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,\ ~ О. Дл.я упрощения будем считать, что все входящие в 

задачу функционалы дифференцируемы. ПуС'rь ijJ лвл.яетс.я ре
шением втой за.дачи. Класс {c5tp} допустимых вариаций опре-
деллетс.я условиями 

с5дl; (<р) 5 о, 
j: дl; (ф) =О, j = 1 + m', m' 5 m, 

или 

( c5ip, с5~ дl; ''Р=.Р) 5 о. (1.7) 

Утверждение, что ф .являете.я решением, вквивалентно утвер

ждению: не существует c5rp из класса допустимых, приводящих 
к у:-.1еньшению значений l(1p): .. 

$c5ip :. l(ф + cSip) < l(<p) 

или не существуют c5ip такие, что 

бl = (c5ip, c5~Jlip:::.,;(ip)) <о. (1.R) 

Неравенство (1.8) остается справедливым, есЛJ:' к нему доба
н1п1, нераненства (1.7), умноженные на произвольные положи
н:лы1ые константы Л;, и формально вклJQчить аналогичные вы

рнжени.я для св.язей с множителями >..i = О: 

( с5 m с5 ) 
c5ip,-c5 ll _.+I:>..;-c5 дJ;, _. <0. 

tp 'Р-'Р i=l t.p 'Р-'Р 

Условие несуществовани.я вариации c5ip приводит к требованию 

с5 m {J 
-с5 ll _.+I:>..;-c5 дlil _.=0, 

tp 'Р-'Р i=l tp 'Р-'Р 

пrичем Н > О. При регуляризации по Тихонову в качестве 
реrуляризующего функционала. используете.я квадрат нормы в 

пространстве Соболева w;. , 
Как мы видели ранее, екстремальные задачи с ограничени~ 

ями сводятся к екстремальноЙ задаче с фуЮ<цией Лагранжа.: 

.C(ip, а)= J(ip) + aдJ(ip), 

где G -множитель Лагранж~. Решение задачи с фунщией Ла

гранжа можно рассматривать как семейство а-параметричес

ких задач с неопределенным параметром а, т. е. следующим 
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образом решаете.я поспедоватепьность задач: фиксируете.я зна
чение а0 , заведомо бопьwое, при котором на.верняка. удовпетво

ряется исходное ограничение, и на.ходится решение, соответ-· 

ствующее безусповной акстремапьной за.даче в пространстве 

Ф, которое можно рассматривать как уравнение Эйлера. для 
функционапа Лагранжа. с фиксированными коэффициентами ,\i: 

m 

.C(ip, ..\) = J(ip) + .Е ,\iДJi('P)· 
i=l 

Стационарна.я точка. функционала. Лагранжа. дает следующие 
усповия: 

(1.9) 

т. е. поиск стационарной точки (1.9) является задачей, акви
ва.пентной задаче (1.6), и составляет основу нелинейного про
граммирования и задач оптима.пьного ·управления. Отметим, 
что стационарна.я точ1<а функциона.па Лагранжа. может быть 

только седло вой в пространстве Ф х ~: 

t.(ip, Л) ~ t.(,:P, Л) ~ t,(ip, Х). 

Поатому поиск ст&ционарной точки функционапа. Лагранжа 
сводите.я к минимаксной задаче: 

пибо 

t.(cp,:\)=min max .C(ip,..\), 
~рЕФ Аея; 

t.(ip,:S.) = max. min .C(ip,..\). 
Аея; ~рЕФ 

Итак, решение опер?t.Торного уравнения мы свепи к [ешению 
акстремальных задач. Н.illомним некоторые методы решенил 

акстремальных'(оптимиза1U1онных) задач. В качестве ба"JовоА 
рассмотрим зада.чу поиска акстрема.пьмой точI<И 1('Р) при от
сутствии огр;н1иченЮ; на 'Р: 

ip = argi11f.,.e1t J(lf~ 

в nредпопожении, что функционал J(ip) ограничеl' сЮ4эу. 
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Основными методами решени.я етоА задачи в спуча.е диф
ференцируемого функционапа. .явп.яютс.я методы, испопьзую

щие вычисление градиента 6f6cp.J(ip). Тогда общую структуру 
вычислительных методов можно представить в форме .явной 

схемы итерационного (релаксационного) процесса: 

l.Pn+I = Cf'n - HnJ~, Hn >О, Hn: ф• --+ Ф, 

где 6f6cpl'P='PnJ - градиент функционала J(ip); Hn определ.яет 
различные методы оптимизации. 

Смысл выбора направлени.я движени.я· Pn = HnJ~ в фун1щи-
011а~ыюм пространстве Ф можно проиллюстрировать на про

стейшей схеме линеаризации: 

J(<pn+I) = J(<pn - HnJ~) R$ J(ipn)- (J~, HnJ~) < J(ipn) 1 

1-де последнее неравенство на.писано с учетом условия J~ /. О, 
о:шача.ющего, что на n-м шаге мы не находились ·в точке ло-

калыюго минимума.. . 
Простейший выбор Hn = anl (an Е R~) соответствует ме

m()()у 11аискореilшего спуска {движение no антиградиенту). Один 
и:з способов оilределения а сводите.я к следующему: 

ctn = a.rg min J( V:in - aJ'). 
о2:0 

Выбор опера.тора Hn в форме 

[ 
62 ]-1 

Нп = 6ip2 lcp" J 

приводит к обобщенной схеме метода Нtютона, который со
ответствует квадратичной аппроксимации минимизируемого 

функционала. J(ip) по значениям функционала. И его первых двух 
производных на. n-м шаге: 

J(ip) = J( lf'n) + (J' 11.Р - l.Pn) + ~(ер - 'Pn 1 J"(ip - 'Pn)), 

t{J, минимизирующая J(rp), находится из уравнения ~йпера 

J"{cp - 'Pn} + J' =О, 

откуда 

IPn+i = 'Pn - (J~1-l J~. 
Отметим, что условие применимости метода Ныqтона. -

существование обратного опера.тора вторых производных. функ
ционала. (J"]- 1, которое обеспечиваете.я .строгой выпукпостью 
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функционала J(ip). Напомним в св.язи с втим свойства выпу
клых функционалов·. Функционал J(ip) называете.я выпуклым, 
е~:ли д:Л.я J1юбой пары ip1 и 1{)2 из области определения выпол
няется неравенство 

J ((1 - >.)ip1 + Л~р2) $ (1- Л)J(<,01) + >.J(ip2), 

где>. Е (О, 1) аргумент функционала в левой части неравенства, 
который описывает отрезок прямой 1{)1 + >.(ср2 - <р1), соединяю
щий точки <р 1 и <р2 , а значение функционала спр-ва предста

вляет собой линейную интерполяцию значений функционалов 

между точкu.ми <р1 и t,?2. Выпуклым функционалом является, 

например, линейный функционал. Нетрудно видеть, что норма 

также является вьшуклым функционалом: 

Из неравенства треугольника и из условия однородности 

11(1- >.)ср1 + >.ip2ll $ (1 :- >.)lllfl1ll + Лllcp2ll 1 

Строго выпуклым называется функционал, удовлетворяю

щий строгому нсрав.енству: 

J ((1 - Л)<р1+ Лср2) ~ (1- ~}J(ip1) + ЛJ(<р2}, 
>. Е (О, 1). 

Например, квадрат нормы .является строго выпуклым функци
оналом: 

11(1- >.)ср1 + Л<р211 2 $ (1- Л)2 111Р111 2 + Л2 1f<f'2ll 2+ 

+ 2Л(1- Л)l!lfl1ll lli;i2ll < (1- Л)ll1P1ll 2 + Лlllfl2ll 2 , 

а значит и (<р, Hip) ~ ll1Pllj,, где Н > О, также являете.я строго 
вьшуклым функционалом. 

Выпуклые функционалы обладают . ..:ледующими дифферен
циа.Jlt< ными с·110йствами. Из определения выпуклости для про

извольных 6ip: 

J(!f + Л6ср) ~ (1 - >.)J(ip) + ЛJ(ip + бср) 
получаем 

J(ip + >.6j),.,.. J(ip) $ J(ip + б~р) - J(ip). 

При>., стремящейся к нулю, Нt.равенство запишем в виде 

J(ip + б~р) - J(ip) ;:::: (J'li,o' б~р). (1.10) 
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покажем, что втора.я производная строго выпуклого ф)·нк-

11ионала J'' положительно определена; За.пишем разложение 
J(tp + б~р) в ряд Тейлора: 

J(ip + б~р) = J(ip) + (J', б~р) + ~(бср, J"!Jtp) + O{llV'li2) 

и, учитывая нераве1-u:тво (1.10), справедливое для произволь
ных б<р, получим 

. 1 . 
J(<p + 6ср) - J(cp) - (J 1 ,6<p) = 2(6ср, J 116<p) + О{l/бср\12 );::: О, 

откуда следует J" ;::: О. Для c·.rporo ·выпуклого функциона.1Jа 
неравенство {1.10) переходит в строгое: J 11 >О. 
Для Примера. запишем схему решения а1<стрбмальной за.дачи 

по методу Ньютона. для функционала. 

J{O) = ll'P(O) - u\lt + allH(11n - Oo)ll2 , (1.11) 

где 'Р(О) -нелинейный опера.тор; Н :с н• >-О; В = в• > О. 
Запишем первую производную 'функционала в точке On: 

а· 
дО 1110 J = 2[P~B(un - u) + aH(On - 00 )), 

где Pn = :11 1110 'Р, Un = 'Р(Оо). и вторую производную: 
а2 

802 111" J = 2[Р~ВРn + аН). 

Приведем схему ра.счета производных: 

ЛJ = J(On + 60) - J(On) = ['P(On + 60), B'P(On + 60)]+ 

+ a[On + 60 - Оо, H(On + 60 - Оо)] - [P(On), B'P(On))-
- a[On - Оо, H(On - Оо)) ~ ('P(On) + 'Р60, В('Р(О) + р60))-
- ['Р(Оп), BP(On)) + о-((60, H(On - Оо)) + (60, Н60)) ~ 

~ 2 · (60P~B(un - U) + al/(On - Оо))-1-

+ [60, (P~BPn + аН)60] ~ (60, J~) + i(!JO, J~бд J· 

З; .~ишем, наконец, итера.Ционный а.лгоритм р( :uения нелиней
Н"Й акстрсма.льной задачи (1.11): 

Оп+~ = Bn - (P~BPn + ан)- 1 [Р~В(ип·- t1) +aH(On - Оо)]. 

41 



Отдепьно приведем первую итерацию обобще1шого метод 
Ньютона, кorha в качестве начапьного приближении испоп 

эуетсл значение Оо из ( 1 .11 ) : 

01 = 80 + [Р0 ВРо + он)- 1 [Р0 B(u - 'Р(Оо))). 

Отметим, что исходный фу11кционал J(O) - строго 11ы11укJ1ый 

силу строгой выпуклости lf/l(O".:... 00 )11~- Метод llыотт1а r1рсд 
почтительнее по сраоштию с градие11т11ым 11 силу бот~1~ вые< 

кой скорости сходимости. 
П· 

Рассмотрим эдесь м1южество Ф, которое мож1ю 11pt!дCTILIJИT 

как квадратичное по ер огра11ичс11ие --- ;,,·ro сю1за110 1: тем, чт 

уравнение Эйлера дл.и таких задач пи11ей110 и формаJ1Ыtо i1ЛГО 

ритм может бы·rь предстаоJ1е11 в 011сратор1юм uид•!: ср = U.ч. 
Прежде всего отмет11м, что про1111ле11ие 111:устойчи,11ости 111, 

ража.лось в 11еогра11ичеш1ых по ам1111итуде ошибках реше11и 
п 

Повтому естестве11но ожидать, что, 11ыбра11 IJ 1<1tчсст11е Ф ша 

конечного радиуса в пространс'l'пе Ф, мы получим фу111<нию ijJ 
заведомо не содержащую больших ошибок. Эти сооfi1н1.же11и 

.RBЛllIOTC.R ввристической основоlt регу.1111рuзацu11 110 Ива11ону 
Лавренm•еву 

11' = arg inf { /ILcp - sJli 2 } , 

п 

tP Е Ф = {ll1Plli2 .:5 С} · 
( 1.12 

Метод регуллриза.uии Иванова-Лаврентьева (l .12) 11е отфиль 
тровывает высокочастотные компоненты, посколhку о~·ра11иче_ 

ние Jlipfj2 S С носит интегралыtый характер дJrя функции t.p 
Фильтрация высо1<Очастотных компонент будет происходить· 

если ограничение накладывается на r1оведение не только ам 

ппитуды функции, но и на ее nроазводные. Эти успо11иЯ и 011р 

деляют peгy.11.irpuзaqa10 по ТаzоновJ: 

У, = arg inf {tf Lip - sfll3 } , 

м . 
ifJ е Ф = ((Jffplfl2 + llVipflJ.3 ) .:5 С} 

_или в более общей форме 

/iJ = arg iof ( flL~ - •lfl2 } , 
1 

iJ е ~ = { (", f t.1-1)' :;, (fl•) ;. J..) $ с} (1.13) 
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где q(z) > О. Регуляризаци.и с дифференuиапьным операто
ром ( 1.13). приведенным в посnедJlем ог.раничении, называете.и 
раул.нризациеf n-го nорRдка (нулевого, первого, второго, ... , 
11-ro). Повтому огра11ичение (ll'Plll2 + llVep/ll2 ) :S С соответ
ствует регуп.иризации по Тихонову первого порл.д1<а (q(ж) = 1 
(ip, (1- д2 /дz2 )ер), а. ограничение ll'Pll12 :S С- регуляризации 
no Тихонову нулевого порлдка. 
Общую схему регуляризации м~~н6 представить как реше-

1н1е следующей вкстремалы1ой за.дачи: 

rjJ = arg inf HLep - sll1. 

rjJ Е 'ф = {llcptl~ ~(ер, Нер) :S С} . (1.14) 

Затем уменьшаем параметр 01 = qoo, q < 1, снова. решаем без
условную вкстремапь11ую за.да."lу (1.14). Та.ка.я процедура. про
должается до тех пор, пока полученное решение не будет удо

влетворять ограниче101ю 

,Ра = arg i11f { 11 Lcp - •\IЪ + о ИepJij,.} , 
(1.15) 

Заметим, что при любом значении о > О вкстрема.пьная за
дача на безусловный екстремум является зада.чей выпуклого 

11.налиэа и в сипу строгой выпую1ости ofleplf}, имеет еди11ствен
ное решение, которое может быть Получено любым численным 
методом, на.пример метода.ми градиентного спуска, методом 

Н 1, ютона. с pery пиров кой ша.га, методом сопряженных гра.JооJен
то в и т. д. [37}; В методах регуляризации нексрр~ктных задач 
( 1.1 fi) о называют napa~empoм peвyA.wpuЗaicu•, а flcpllj1, обусло
вливающий строгую выпуклость минимизируемого (" сг11а.жи
вающего") фушщионала. - с1nа6u.11uзиру10щим. 
Алгоритм решения некорректноi\ э.а.дачи выrnJlдИТ особенно 

просто именно в том случае, когда опера.тор в Задаче LVJ =в ли
нейный и 1<огда ограничения квадратичны по ер. ТоЧ1<а. 8К~тре

мума. в етом слу .... а.е должна. соответствовать пи11ейно111у ур110-
нению Эйлера, которое дпя З&J".а.чи (1.15) имеf'Т вид 

(L'" BL + oH)rp = L'" Ь11, 

где опера"'орное уравnение перв<'N' родl'. корое•\Тlю Ы\Зf't~шнм'" 

nоскоп~-ку onepar.rop ( .'}' JJL + 0tH~- 1 огра.нич:н:· дсlkr1.111т1•1н.ш, 

(ip, (~'" BL + oH)ip) =(ер, L* BLI{') + 0t(cp, Вер)~ a-~f,~in('P, ip) > U, 
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производная по параметру регуляризации а не положительн 

~ llepaШ1 ~о, 
поскольку производная представляет собой квадратичную фо 

му с симметричным, 11е положительным опера.тором. Это озн 

цает, что относительно ра.диэ.·са шара R0 , которому принадл 

жит решение <р01 можно-записать: (д/да) R0 S О. Экстремал 
11ую зада.чу 

J(ip) + oдJ(ip) - inf 

можно интерпретировать ка.к вкстремальную: 

~J(ip) + ЛJ(ip) - inf, 

что соответстпует поиску фу11кции ер: 

ер= arginf ДJ(ip), 

откуда 

ll(L* BL + ан)- 1 11 $ (oЛ~in)- 1 =С< оо. 

(1.16 

На практике радиус компакта., за.даваемого огра.t1ичение 

(ll'Pllh S С), неизвестен, и идеология решения некорректных 
за.дач .сводится к следующему. Решением некорректной за.дач~ 
L<p = :> объявляется ер, .являющееся пределом последователь• 

НОС'l'И ·ера прv. стремлении пара..v~етра. регуляризации к нулю; 

ер°' ---+ ip. 
о-+о 

Пока.'Кем, что уменьшение параметра регуляризации соот· 

ве1ствует уFеличению радиуса. компакта, что rэквива.лентн~ 
снятию огрi;..ничени.я: действительно, ' 

ll<P~tlJ1 = (I,• Bs, ((L* BL + аН)- 1 H(L~BL + alf)- 1 r · L" Bs) 

при ус.11овии J(rp) S С, nричем уменьшению параметра регул.я~ 
риэации а соответс"вуст уменьшение квадр1;та нормы невязкii 

(Л): 

llдll1 ~ llL<;- sll~· 
При известном уровне ошибок в зада.нии правой части s такой 
подход дает практический метод выбора параметра регул.яри

задии ( пр-инциn невязки [40]). 
За.м~тим, что регул.яриэацил в аспекте решенttя операторных. 

уравнений сводитсil к замене компактного оператора L* BL ·на 
строго положительный (L" BL + аН) с а> а0 >О. 
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Если используете.я метод Иванова. - Лаврентьева, то Н = 1, 
и при интерпретации (1.16) ip называете.я 7'вазирешением (u -
+О). Если используете.я метод Тихонова, то 

что соответствует канонической регул.яризации некорректных 

задач, введеннЬiх при решении интегральных уравнений пер

вого рода, например уравнени.я свертки. 

1. З. ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ 

В разви.rии ~деологии регуляризации некоррект1ю поста

вленных задач существе1~ное место занимало введеnие ограни

чений либо ца величину llcpllk $С, либо на квадрг.т нормы не
вязки llLcp- sll~ $С .. На практике указать точно границу зтих 
нер: венств не представл.яетс.я возможным. Попробуем смяг
чить жесткое требование указания границы, заменив его усло

вием, что квадрат нормы может принимать i1юбые значения, но 

среди.я.я величина квадрата нормы равна С: li1Pll~ =С. Чтобы 
формализовать поп.ятие средцего, необходимо каждому значе

нию квадрата нормы приписать опреде.i~енной вес, тс1.кой, что 

р(ср): (р, F(cp)) =С, 
(р,1) = 1, 

·р;::: о. 

В нашем случае F(cp) = llcpllh· Попытаемся определить l':ITOT 

вес, внося минимум про_извола в процедуру его построения. 

для втого напомним читателю Понятие внтрvпии как меры Бе-

011 ределенности состояния системы: 

Н = -(р, lnp). (1.17) 

Информl'-ционный функциопа_л Шеннона. Н (1.17) .-~меет ту же 
стrуктуру и те же логическИе обоснования, что и физическая 
энтропия S, введенная Больцманом [33, 63], которая в фа.зов.ом 
прr,странстве (p,q) (р-импульс, q-координа:та) имеет сле
дующий вид: 

S = -/ p(p;,q;)lnp(p;,q;) :Ц dp;dq;. 
1 
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а внтропи.я микро1<анонического ансамбл.я 

· S = lnH(E), 

где .SГ(Е)-статистический вес или объем, занимаемый в фа
зовом пространстве состо.яни.ями с 011ерги.ями Е, аналогична 
мере информации, введенной Хартли [33, 63). Изложим ло
гику введени.я количественной меры неопределенности (внтро
пии) информации. 

Пусть N состояний системы (цепочка длиной в N символов 
в теории информации) может быть зан.ято L неразличимыми 
подсистемами (число неразличимых символов равно L), при
чем чиспо еостолний 1-й подсистемы определ.яетсл числом n1 
(n1 раз встречается 1-й символ в сообщении). Тогда чисnо воз
можных распределений, соответствующих данному состо.янИю 
системы (число различных цепочек сообщений), равно числу 
равновероятных перестановок из N влементов: 

N! 
W= 1 1 1· n1. n2 .... n1,. 

Выбира.Я N достаточно большим, применим. формулу Стир
линга.: ln N! = N(ln N - 1) и, считал, что все n1 тоже ве
лики, представим меру неопределенности, использу.я выраже

ние для ентропии микроканонического ансамбл.я (информации 
Хартли): · 

S = - L N1 ln N1 + const . 
1 

Определ.я.я Pi = Ni/N, за.пишем представление информации по 
Шеннону дп.я к&Иала. .без помех: 

Н = - L PI ln Pr + conвt. ' . . 

Перейдя к пределу (N - оо, L - оо), 6удем иметь 

Н = -(р, ln р) .. 
Оста.юща.яся констант .... вызыва.ет одина.ковые трудно~ти как 
dри интерпретЩtИИ ентропии в ста:rистическоl термо.динамике, 

та.к и в теории информации при оnисNtИи сообщений в ,.;а.на.

пах без помех. 0ти трудности преодс,;леваютс.я d кВ'антовой 
статистике вв злением влемен-rа.рного об'Ьема в фазовом про

с·" ранстве (211'h)" (11-число СТf'Пеней св,.,боды1 , а в -reop.tи ин
формrщии путем введени.я неизбежных дп.я пюбого физического 
кa.hana св.язи помех. 
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Отметим очевидные свойства. функционала Шеннона. 
1. Энтропи.я стремите.я к нулю, если статистический вес 

11рисущ одному значению F(ip), в 0том случае мы исключаем 
вес и11ыс з11ачени.я фу11книо11ала: р--+ б(F - С)<=> Н --+О. 

2. Э11троnия максимальна, если р = const, т. е. весова.я функ-
11и1111с11ылеляет t1и одного из значений 11~11~', и тогда конечного 
с peдJl.f.ГO 11е существует: р --+ const <=> Н --+ max. 

Возвращаясь к nыбору весовой функции р, потребуем, чтобы 

фу11к11ия Н достига.ла максималыюго значения, или (р, lnp) --+ 

111i11 1 при условии; что (Р, F) =С с учетом условия нормировки 
(71, \) = 1. С исrюльзованием неопределенных множителей Ла.
гра11жа 0кстремалын1.я задача записьшаетс.я как 

f'J = arg i11r {(р, 111 р) + а(р, F) + Р(р, 1)}. 

Соотвстстnующее ураn11ение Эйлера имеет вид 

lnp+af'+/11=0, 

откуда 

р = poe-aF, 

r'Jte J>o = е-rн· = const. Заменив F(ip) на \lipl\~, получим окон
чатеJ1ы1ый uид оесоuой функции: p(ip), соответствующий мини
малыюму произволу в выборе втой функции 

p(ip) = poe-afjipfti = poe-o(v>,Hv>>, 

1л··~ о> О. 
Отметив, что получеш1а.и весовая функция P(ip) обn&Дает 

всеми свойствами плотности веро.итности, мы имеем воэмож-

11ость по11ьзоватьс~ всеми своАствами веро.ятностной меры и 

nроuодить статистическую интерпретаци"ю всех конструюudt, 
nк11ючающих весовую функцию р, например математическое 

()Жидание и дисперсия: 

А Eip = (ip,p), 

E((ip - Eip)2) ~ ((ip- (ip,p))2,p). 

Операция ма:tожидания Ев Явн'ом виде nliнeAиa: 

повтому 
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т. е. опера.тор ма.тожида.ния Е 1<оммутирует с линейными опе

раторами. 

Введем корреляционный one;Jamop (t<оррелятор) при Е <р = О: 
К.р.,,: E(11 1 <p)({,rp)• = (11,K.,,.,,{)V{,11. 

Из определения l!Идно, что 1<орреляционный оператор, 1<оторый 
форма.11ьно можно за.писать 1<а.1< [("'"' = Е ipip•, неотрицателен: 

(11, I<.,,"'11) = Е(11, ip)(11, rp•) = Е \(11, ip)j 2 ~ n. 
Можно записать 1юррелятор .для линейно преобразованных 

фун1<ций Aip и (Bip)*: 

ПОСl\ОЛЬl<У 

E(Air)(Bip)• = Ак.,,.,,в·' 

Е(11, Aip)({, Brp)• = E(N11, ~р)(в·~. ip)• = 
= (A·11,I<.,,.,,B*{) = (11.(АI<.,,.,,в·н). 

В частности, если 1<оррелятор фун1<ции <р ра.вен К.,,.,,, то 1<орре

лятор 1шнейного преобразования А<р равен лТ<.,,.,,А•: 

Ефф• ~ E(Aip)(A<p)* = AI<.,,.,,A·. 

Коррмхцu01ту10 функцию kl"'P (х-; х'), являющуюся интеграль
ным ядром 1<орреляционного опера.тора. /("'"'' можно предста
вить следующим образом: 

kipip(;i;,x') = Eip(x)<p*(x'), 

та.к t:a.1< зна.ч~ниЯ фун1<ций ip(x) в точ1<а.х х и х' опреде.'lяютс.я 
прое1<тора.ми Р,,, и Р,,,,: 

Р,,,(<р) = J ~р(у)б(х - y)dy, 

Р,,,:(<р) = j <р(у)б(х' - y)dy. 

Тогда за.писываем: 

Е(Р,,, <р)(Р1:нр)• = Р1: I<.,,.,, Р1:' = k.,,"(x, х'). 

Введем гильбертово простра.нст1:10 со с1<аляр11ым произведе-
ием· 

(!f 1 Ф) ~ sp Е<Рф. ~ sp к'РФ· 
Здесь оператор Е задается мерой dµ.,,", = р(<р, ф)dipd,P; [("'"' на
зове:\t ~.:росс-коррелятором фую.,;цuй <р,ф, помня, что 1<оррелятор 
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/{ор<Р, по сути дела, .являете.я ав·rокоррел.ятором. Проверим, 
что форма (<р, ф) действительно .явл.11е1'С.Я скал.11рным nроизве

денне~.1: 

1. (ip, ip) = sp Кер"'> О. 

2. (<р, ф) = Е ~рф• sp Кср..р = J kcpo/J (ж,.ж) dж = 

= J kфср (z, х) d;i: = sрКфср ·= sp(Eфip•)• = (ф, ip)". 

з. (ip, 01Ф1 + 02Ф2) = а1(<р, Ф1) + a2(i,o, tP2). 
Ортогональные фующиИ 'Р и ф называютсн некорре.1111.рован-

11ы.11и: (ip, ,Р)::::: О. 
За.мет~1м 1 что можно ввести гильбертово пространство, опре

делял скалярное произведение с мерой dµcp = p(ip)dip. _ Тогда 
зн<tчение скал.яркого проИзведени.я для влементов ги11ьбертова 

n11остранства ip(z) и ip(z') будет задаваться значением корре
л1111ионной фующии в точке (z, i:'): 

(1Plz1 'Plz•) = kcpcp (ж, .:i:'). 
Исходя из свойств скалярного произведени.я, можно записать 

свойство корр~л.я~ионной функции: из нера.венст.иа Шварца по-
лучим 

l('Plz, 'Plz• )1. $ lllP!zll 2 ll~lz•ll2 , 
т. е. lk(z, z')t2 $и; (z)o-; (z'), 

где и;. (z) = Е lcp(z)!2 • 

Введя ко0ффициент коррешщии r-дл.я вещщ:твенных.функций ip: 

kcpip ( ж, z') 
r= (' ()' О"ср . 1 Uip ж' 

пс._1учим соотнrщение для ковффициента корреляции: -1 $ r $ 
:5: 1. Опреде11им случайные пол.я <р ка.к однородные, если вы
nолнлетс:я усл lие k'l''P(x, z') = kipip (ж - :r'), которое приводит, я.1 
·аспюс .. 11 к условию п-::сто.янства дисперсии: Uipip·(x) = corist .. 
Как бJ..•ло показано ранее, максималы )-Вн ~·ропийной весовой 

функцией р(<р) .являете.я такал, ч·rо р - е-а(ср,Нср) vдовлетворя.ет 
У~ловию (<р, Н<р} =С. 
Функцию р(<р} можно И1-1.терпvетировать как плотность нор

:.111льного распределения, которое длл <р Е R" имеет вид 

~(<р) = (27r)-n/21I<cpcp1-1/2exp{ - ~(ip, к;~ <р)}. 
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Вспомttим не1<оторые свойства гауссовых интегралов. 

1. j ехр [ - ~(ip, Hip)] f)ip = 

= ! ехр [- ~(Uip,UHU.Uip)] 1::<р1 DU<p = 

= 1 Det UI j ехр [..:. ~(Ф, ..\ф)] Dф = 

= J ехр [- ~ }:..\0 ф~] П dф". (1.18 
. а а 

Здесь U - унитарна.1,1 матрица, стро1<и 1<оторой соста11пе11ы 

собственных ое1<торов матрицы Н : 11 <р0 = ..\ 0 <ра, 11 V'fJ = Ар 
( 'Ра'РР = 6ор); 

u·u = 1, DetU = I, и пи·= л; 

Л -диаrонаJ1ьнал матри~.iа; ф = Uip. 
Напомним, чему раве11 ОД11ОКрат11ый ИllTf'l'pan (11отребует 

дnR вычисленил интеграла (1.18)): 

1 = J ехр [- ~..\ж2]dж. 
Отметим, что 

о 

= ·- ~P·dp = -, 271' J 271' 
,\ ' ,\ 

/ - {2; 
-vт· 

-оо 

Отсюда 

J ехр [- ~(ip, Hip)]dip = (211')nl2(DetH)- 112 

и 11ормироаочныlt ковффиuиент 

А: J Аехр [- ~(ip,Hip)]dip= 1 

будет ра.вен 

А = {21r)-nl2(DetH)112 . 
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1 2. Найдем св.11зь оператора Н, сто.11щего в показателе гаус

совой меры и коррелятора функции tp: 

• _ J rptp" exp[-(ip, Hip)/2)dcp _ J фф• ехр[-('Ф, Еф)/2]Dф 
Ecprp - Jexp(-(ip,Hip)/2]dip - Jехр(-(ф,Еф)/2]dф 

запишем матричный впемент к..,, корреп.11тора К: 

J ф..,ф, .ехр(-(1/2) L'EalfФaФ/f) Па dt/Ja 
a(J 

/\-у6 = -------------- = (2'11')-n/2( DetE)-1/2 

= -2(2'1')-n/2(DetE)112 а: ! ехр [- ~ ЕЕа(JФо'Ф(J] п dФа· 
..,, o,(J о 

Учитывал, что 

д~..,, f ехр(-(ф, ЕФ)/2)Dф = 

= 2_-[(2'1')n/2(DetE)-1/2] = 
дЕ..,, 

= (2r)n/2 (- ~) (DetE)-312E;,, 
где 1:~6 - алгебраическое дополнение влгмента Е..,, матрицы Е, 
поJiучаем 

т. е. Кер.,.= н- 1 • 
ПоJiученна.я связь позволяет записывать плотность нормаJ1ь

ного распределени.11, используя коррел.ятор к.,.". в виде 

. ( ) - ехр[-(<р, к;~ ip)/2) 
Р'Р- 1 · Jexp[-(ip, к;.,. ip)/2)dip 

(1.186) 

Распределение называете.я невырожденным, если !("" > О. 
Вычислим значение фvнкциоf'ала Шеннона. для нормально1·0 

распределения:· 

f 1 l ) -(р, lnp) = - j Aexp[-(ip, к;~ 1p)/2]~1n А - ~(1р, к;.;.р) dip; 

= - ln А+ ~А j (rp, к- 1 ~р) ехр[-(1р 1 f(- 1 cp)/2)dcp. 
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Втuрое слагаемое,· используя за.мену t. = к- 1 12 ~р, можно пре 
стазить в виде 

А.! ('Р, к- 1 'Р) cxp[-('f', к- 1 ip)/2]d'P = 

=А f <Ф.ФУехр[-(Ф,Ф)/2](DеtК)1f2dф = 
= (Det K)- 1!2(Det 1<) 112 /(n) = f(n). 

Здесь /(n) .3ависит только от размерности пространства. Око 
ча.тельно за.писываем: 

-~ 
1 J 

Н = -(р, lnp) = 2 in Det К+ /(n). О.1, 

Если плотнvсть веро.я·rнС'сти р( 'Р) за.даете.я в форме ( 1.18), ~
Е 1р :: О вследствие четнос"Iи р( 'Р )(р( tp) = ·р( -tp)). Для плотност 
распределения " 

[ 
1 , -~ 

. р(:р) =А ехр - 2(rp - 'P9't и;~t'Р - 'Ро)) J, ··~ 

исподьг!fJt эамену переменных ф = ip - tpo, получаем Е ip = tpo. ·; 
На.помним 1:1еро.яrностные характеристи1<и описания систем.,i 

случайных функций tp и ф. :Пусть совместна.я плотность рас

пределения ip и ф будет p(ip, ,Р). Проекция 0той плот1юсти на 
Пространство Ф называете.я маргинutной nАотност•ю вероят-
ноет и: 

р(ф) = j p(ip, Ф)dip. 
Соответственно проекция p(tp, ф) на пространство ф дает ма.р
гина.льную ПЛО!НОСТЬ 

p(ip) = ! p(tp, ф)dф. 
Нормирсiванные сечения плотности p(ip, ф) определяют услов
ные плотности --плотность вероятности ip при фи1<сированном 
ф:. 

Р(~IФ) = Р~ф~), 
ПJJO'rHOCTЪ вероЯ'IНОСТИ ф При фИКСИрОDЗ.ННОМ tp: 

р(ф/ср) = p(ip, Ф). 
p(tp) 
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Независимыми называются такие случайные поля /() и ф, для 
которых выполняются условия 

P(IPIФ) = p(ip), 

I3 качестве примера рассмотрим модель u = Lip + Е:, где Е: и ltJ 
описываются нормальНыми распределениями tp Е N(O, К.,,), т. е. 

p(ip) - Аехр ,[- ~(ip, к; 1 ~р)]. 
Это распределение принято называть аnриорны.w относиmеJ1•н" 

ltCKOMOW nОАЯ tp и Е: Е N(O, к~). т. е. , 

р(Е:) - Аехр [ - ~(t, К; 1 Е:)]. 
Причем предполагаем, что tp и Е: статистически неза.висJ.Jмы: 

p(tp,E:} = р(<р)р(Е:). Распределения p(ip,t) и p(u) являются нор-
ма.льными, так ка.к 

u = llL)ll 111~11 · 
Совместная плотность вероятности р( ip, U) определяется кор
релятором 

К(;) = Е 11 ;1111•0!'0 11 = 

Ku.,, 11- '1 L• K"L · К~ 
К"'"' - j K,,,L• 

llетрудно. проверить, что' обратный спера.тор к(;) 

представить n форме 

-K;1L 11 
к-1 1' ,,,, 

к,,,, =к,,, - K,,,L.(Lк"L· + к~)- 1 LK-p. 

можно 

Если существует обратный оператор К~ 1 , то коррелятор 
К~,., МОЖНО преДСТ&ВИТЬ В ВИ:де 

_I<,,,, = (I/ к;~ L +к;~ ).-1. 
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испопьзув тождество 

Запишем усповную ппотность веровтtюсти ср п·ри заданном 

значении и = Lcp + €, которую называют anocmepuopнoil плот

ност•10: 

( 1 ) p(t1jcp) { 1 ( • -1( "))} рсри = p(u) -ехр - 2 cp-cp,I<6.,, ср-ср , (1.20) 

где. ф = f cpp(cpju)dcp ~ Е" ср =·K.,,L.(LK.,,L• + K.)- 1u; (1.21) 

Е" ср-усповное среднее ср. 
Представим условную ппотность вероятности u при фикси

рованном ср: 

p(ujep) = p~~~r> - ехр {-~(u - u, к; 1 (u - u))} J (1.22) 

где u = E.,,u = Lep. 

Нетрудно видеть, что усповнав плотность p(ujcp) независимо 
от типа совместного распредепени.я p(u,ep) дп.я модепи св.язи 
u = Lep + € совпада.е·.r с р1 -распредепе1mем €, т. е. 

p(ujep) = Pc(u - Lep). 

Повсним, как попучены выражени.я (1.20) и (1.22); дп.я етого 
выпишем ква.дратичную форму, стот.цую в nоказатепе ексnо
ненты. совместного расnределени.я р( u, 1р): 

11• :"11к(;) 1; 1 =(•,к;'•>- (•,К;' L")

-(cp, L• K; 1u) + (ср, Kj"11p). 

При фнксированном зhа.чении u можно выделить полный ква
драт дл.я ер: 

(ер- K1"L• K; 1u, к;"\l(J- K1 .• L• J(; 1u)). 

а дл.я-фиксиро.ва.нного значени.я ер полный квадрат для u запи
сывается ка1< 

(u - I<.I<; 1 Lep, K; 1(u - К.К; 1 Lcp)). 
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Следует отметить, что оператор К1"' представляет собой 
разн·ость двух полоЖительных операторов: к"' . > о и 
,,."'L"(LK"'L' + к.)- 1 LK"' >о, при 0ТОМ оператор к."'> о. 

Рассмотрим статистические критерии нахождения оценок 
1юля 1.р д11я модели и = L1.p + {, используя полученные выра
жс11ия для условных плотностей p(iplu) и p(ulip). . 

1. Пусть известно лишь распределение случайного компо-

111•11та (шума) F:, т. е. задана плотность р(€). Это распределение 
может быть получено априори путем статистического анализа. 

0111ибок измерений в вксперименте. Тогда разумно в на.честве 

ре1ыс11ия взять такое ф, чтобы разность и - Lф была. макси

мально "похожа" на шум €, т. е. и- Lф = i должно быть таким, 
чтобы вероятность Pi была максимальной: 

ф = arg sнр p1 (u - Lrp) = arg sup p(u.lip) = arg sup lnp.(u - Lip). 

Такой способ нахождения решения ip в математической стати
,_,тике 11азывасТСЯ Меmодом MaKCUMaA•HOi!O npaвдor&QiJ06uJ1 (50), 
11 ри втом lri р( ul1.p} называется функцией nравдоподобu. Моно-
101111ая неубывающая функция (логарифм) выбрана в связи с 
т•·м, что многие. 0м11ирические расnределения .являются 0кс-

11011е1щиаJ1ы1ыми, о особенности вто касается нормального ра.с-

11рf'леления, которое согласно центральной предельной теореме 

[.'iO) является самой распространенной моделью реа.льны;х рас-
11редслений. Решение вкстремальной за.дачи (1.23) может быть 
11олучено одним из численных методов. Мы здесь выделим нор

малыюе распределение, так как функция nра.вдоподобц в втом 

сJ1учае является квадратичным функщ1она.лом, и можно в явном 
виде выписать уравнение Эйлера: ' . 

~.,; arg-inf(u - Lip, K;- 1(u - Lip)), 

(L" к.-• L)1.p = L* к;- 1 u. 
(1.24) 

Ана11из уравнения (1.24) показывает, что метод максима.nь-
1юrо правдоподобия в случае нормального распреде.nения то

ждественен методу наименьших квадратов и обладает теми же 
недостатками: неустойчивостью решенил в силу компактно

сти оператора L •К; 1 L. В с.nучае распреде.nения Лаn.яаса ме
тод максимального правдоподобия nриводи-r к решению вкс

тремально« задачи в норме Li: 

ф = arg inf llu - LVJllLa, 
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ч·.rо 01<вивапентно методу наименьших модулей: 

tjJ = arginflu - Lipl. 

2. Регупяризованнuе решение !р мы можем получить 'tоль.ко в 
том случае, если обладаем априорной информаЦией о решении. 
Пусть наряду с распределением р(!) задано априорное распре-
деление р(<р). Представляется целесообразным в кэ.честве ре
шения выбрать такое, чтобы оно обеспечивало одновременно 

соблюдение двух условий: во-первых, функция !р должна быть 

такой, чтобЫ разнос'l'Ь и - Lф была как можно более похожа 1•а 
шум ! (аналогично условию максимального правдоподобия); 
во-вторых, функция !р должна как можно лучше соответство

вать априорным представлениям p(rp). Учи-rывая предполо>1<е-. 
ние о статистической незаписимости <р и Е, соблюдение 0тих 

условий сводится к требованию 

!р = arg sup p~(u - L<p)p{ip) = arg sup p(u!!f>)p(rp). 

Согласно формуле Байеса 

p(ipju) = p(rp) p(ulrp)' 
p{u) 

и оценку !р (1.25) можно представить как 

ф = arg sup p(rplu). 

(1.2.1) 

(1.26) 

Полученное решение (1.26) называется оценкой максимума a1io-· 
стериор1со1' вероятности. 

Стратеги.я Бaileca определяет. решение <р следующим обра-
зом: 

!р = Е,, V' = J IPP(Y'lu)drp, (1.27) 

которое в случае симметричного ·апостериорного распределе

ни.я !>(rplu) тождественно !риз (1.26). 
В спуча.е нормальных распределений p(rp), р(Е) МО''<НО запи

сать ЯВНЫЙ ВИД регулярИЗОf,il.ННОГО реШеНИ.Я [75,78]: 

!р = arginf[llu - Lrplli-1 + ll<J'lli-1 = . . " 
= Kv;L"(LK"L" +К.)· 'u. (1.28) 

А1:,;лиз формулы (1.28) показывает, что при использовании 
а.riриорнnй инqн/рма1.ми о попе 'Р экстремапьн~ задач& содер

жит с1абилизирующий функционал ll1Plli-• • при втом корре-. 
" лятор можно определить с· точностью до множителя и тогда 
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0кстрема.Льнал задача (1.28) принимает вид, совпадаюЩий с 
обшей схемой регуляризации ( 1.15): 

tjJ = arg inf[llu - Lcp\I~-• + al\cp - cpoll~-1]. (1.29) 
" " 

решение ip (см. (1.28)) приJ;!ято называть решением по методу 
статистическоu peiy..t.нpuзaquu. Как ви.цно из (1.21), решение, 
полученное с использованием стратегии Байеса, интерпрети

руется как условное среднее. Стат"стический подход дает воз
J\,10ж1юсть наряду с-решением получить распределение ошибок 

решения: 

Eu((cp - у?)(ср - у?)*)= I<li.p, 

I<liip =К"' - I<"'L.(Lf("'L• + K.)- 1LK"'. 

Рассмотрим частный случай представления корреляторов 

1..:,,, 1~ к.: 

К"'=а;/, K.=a;I. 
!lри этом решение <Р (1.29) находится из вкстремальной задачи 

ip = arg inf[llu - Lcp\12 + 0011111112), 

где о0 = а;Jи; -параметр регуляризации, который в B'l'OM слу
чае имеет наглядныh физический смысл: во-первых, о0 --+ О 

при и; - оо, т. е. стремление параt.'етра регуляj"lизадии к 
нулю однозначно свлза11О со снятием априорных ограничений; 

во-вторых, одна и та же степень ус·rойчивости (регуляризации) 

экстремальной задачи получается при соотношении и~ = О{а~). 
С учетом втих мuментов физически обосновывается скорость 
стремл~ния параметра регуляризациИ к нулю в методах функ
циональной регуляризации: ес.'IИ 

J(ip) = l/Lcp - u\ll2 + o\\cplli 
и если \IC,cp - ullL~ = 6, то а= 0(62). 

Обратимся еще раз к методу максимального правдоподобия. 

В точке решения tjJ пе рвал производная функционала. обраща-
ется в нуль: 

6 
6111 [ln р( иlср )) = О, · 

а. мерой чувствит~nьн"сти измерений к вариациям 6ср служит 
nторая произвuднал, входящал в квадратич11ую форму: 

-~ ( 6ср, [ 6~2 ln p(ulcp)] 6ср). 
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Провед,11 осреднение по всему множеству возможных значен 

u, получим информационный оператор Фишера. (63): 

F =-= - Е ( 6~2 ln p(u\VJ)). 

дл.я нормального распределени.я р и дл.я нашей задачи и 

LVJ + t будем иметь следуюuiее выражение для опера.тора Ф 
wepa: 

F = Е 6~2 (L1.p- и, K,- 1(LVJ - u)) = L• [(; 1 L. 

Заметим, что опера.тор Фишера определяет соответствие м · 
жду рассто.яни.ями в пространстве решений 'Р и в пространст' 
измерений: · 

(6VJ, F6cp) = (L6'P, [(; 1 L6'P) = (бu, К f(,- 16u), 

т. е. характеризует дискриминантную метрику о пространст 

решений 

ll'P1 - 'P2I\} = llu1 - u2ll~;-• · 
От опера.тора. Фишера за.висит поведение функционала. пра. 

доподобИ.R в окрестности тс;~чкll' 0кстремума.. Та.к, если предст 

вление опера.тора. F ч собственном базисе имеет вид · 

о 

где ( 1/Jo, 1/J{J) = 60/J, ,\ = ,\1 2: ,\2 2: ... , то ~аправлени.я в функц 
она.льном пространстве, определ.яемые 1/Jo при больших знач · 
ни.ях о, явл.яютс.я теми на.правленилми, вдоль которых функци 

она.л правдоподобия близок к стационарному, т. е. функции 1р· 

и 'Р2 практически неразличимы: 

если 
оа 

Е l<V'• - tp2,1/Jo)l2 = t1'P1 - ср2112 • 
o=l 

где о0 - пороговое значение индекса, при котором отношени 

,\oo/'Jimax .аостаточно мало. 
Собственный баэ~с оператора Фишера называете.я базuсо . 

Коррена -Лоава. Нормальное распределение, записанное 
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етом базисе, -ра.спа.да.ется на. произведения плотностей веро.ят-

110сти проекций на. орты ба.эиса: 

p(ip)..., ехр [- ~(~, Fip)] = ехр [ - ~ L Aal'Pal2] = 
о 

= П ехр [- ~Aol'Pal2]- ПР('Ро), 
о о 

где ip0 = (1/J0 ,ip). Записывая разложение опера.тора. Фишера в 
виде 

o=l o=oo+l 

плотность вероятности р(<р) можно приближенно пр{;дста.вить 

Оо [ } ] р(<р) ~ р(<р}..., Q ехр - 2Aol'Pol2 , 

т. е. статистический ансамбль доста.т<>чно пошt.о в вероят

ностном отношении описываете.я проекци.ями на орты, соответ

ствующи~ большим собственным значениям опера.тора Фишера 

Ла(а = 1 + cro). 
Дадим еще одну интер1'1ретацию статистической регуп.яри

за1tии и комплексировани~ измерений, испопьзу.Я оператор Фи

шера. 

Пусть наряду с моделью косвенных взмеренuil поп.я 

u = Lip+E, € Е N(O,X.), 

зада.на. априорна.я информация 'РЕ N(lfJo, К~); ету информацию 
можно формально представить в виде моде11и nр11мого uзмере

нuJ1 всего поп.я tp: 

r, е N(O, Kip)· 

Отметим, что в общем случае модель пр.нмого измерения за-. 

писыоа.ется ка.к Ui = Pi'P + Ei, где Pi - проектор, вырезающий 
значение t.p в отдельных точках парам~трического простра.н
ства, на.нример в отдельных пространственно-временных точ

'<11 х 

Ка.к мы показыва.Jiи vанее. косвР.нные измЕ:рени.я u = Lip +с 
пuрождают в пространстве 9 нормальнее ра.спредепение вида 

PL(ip)- ехр [-4(llip-y?\li_.к;-'L)], 
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Р = Р-,Р = Р2 • Если Е; Е N(O,K.,), i = l+M+l, то опт .. 
ма.льная оценка. пол.я ip, определ.яющего состо.яние исследуем 

системы: 

(
M+l ) 

ip=F- 1 ~ F;и; . 
•=1 

Здесь опера.тор р- 1 •. обратный опера.тору Фишера: 

м+1 м 

F = Е F; = Е (L; к;: 1 L;) + II<;; 11 
i=l i=l 

опреде.;1.яет коррел.ятор ошибок решени.н ip: 

Итак, процедура комплексировани.я должна включать в се 

априорную информацию либо пр.ямые измерени.я, посколь 

только в атом случае можно получить устойчивое рсшени 

Следует отметить, что пр.ямые измерения способны замени , 
априорну·ю информацию, если они охватывают измерение все 

пол.я ip, а не измерени.я поп.я в отдельных точках. 

Ра.сс.мотренна.я статистическа.я интерпретаци.я комппексир 

ва.ни.я измерений позволяет записать задачу восстановлен · 
нестационарного поп.я ip1 , описывающего состо.яние систем 

В отом случае роль априорной информации может выполи.я_·• 
уравнение, описывающее динамику ip1 : 

D11P1 + 'lt = g, '11 Е N(O, К"), 
'1 

к" = и~б(t - t') ·f 
(g -функци.я источника) при условии ограниченности обра~ 
ного оператора динамики D1. · l . ' Заметим, что в частном спуча.е представлени.я динамиче" 

ского опера.тора. D1 = ( :, + A(t)), где A(t)- положителы1~~ 
опера.тор, получаем динамическую модель, используемую в дt.4 
на.мической фильтрации Капма.на и Калма.на.- Бьюси [3). , 

Заменив комплекс косвенных и пр.ямых измерений опера.то:
ром ·L, за.пишем систему, определяющую решение ip с учетом 
априорной информации (динамической модели): 

Lip1 +е = u, 

D,ip, + 'lc = g. 
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ф = (L• К; 1 L)-1 L•v., 

а прямые (априорные) измерени_.я описываются плотностью 
нормального распределения: 

Р1(<р) ""ехр [ - ~1\<р- <J'oll~;']. 
Информация, ilолученна.я из косвенных и прямых измерений, 
считается независимой, повтому совместна.я оценка <р по ре
зу ль татам косвенных и пр.ямых измерений определяется прои.з

ведением плотностей вероятностей. Тогда 

(1.30) 

здесь операторы Фишера F1 и F2 определяют количество ин

формации, полученной соответственно в косвенных измере
ниях: F1 = L• К; 1 L и количество априорной информации ("пря
мых" измерений): F2 = I<; 1 • Уравнение Эйлера для вкстре
мальной задачи (1.30) имеет вид 

или 

(F1 + F2)tP = F1,:P + F2ipo, 
, 

ер= (F1 + F2)- 1 (F1,P + F2<po) = 
= (L• к; 1 L + I<; 1 )- 1 (L• кс- 1 u + к; 1 <ро) = 

= <ро + J("L.(LK"L" + Kc)- 1(u - L<po) 

ф - <ро = K"L.(LK"L• + Kc)- 1(u - Lipo). 
т. е. мы получили оценку стандартной статистической регуля

риза,ции для модели 

L( l{J - l{Jo) + € = и - L<po. 

Общую схему комплексирования набора М измерений (кос
венных и прямых) с мспольз.ованием априорной информации 

L1<p + €1 = U1, 

L2'P + t2 = u2, 

Lмrp+t~ =им, 

IмнlР + tмн =им+~ = <ро, 
где дл.я косвенных измерений L, -интегральный оператор, для 
прямых измерений Li = Р, - проектор, такой, что 
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Форма.льное решение можно представить через опера.торы Фи
шера., записав уравнение Эйлера: 

(L. к; 1 L + v; к; 1 D,)ip, = (L· к; 1 u + v; к;; 1 (g + V'~). 

rp~ : D11.{'~ =о, V'~l•=O = 1/'О· 
Корреляционный оператор ошибок решения являете.я обрат

ным к опера.тору Фишера F = F1: 

F, = (L•к; 1L+v;к; 1 D,)> о 

в силу положительности оператора. D~ к; 1 Dc. 
Проанализируем решения, полученные с применением идео

логии математической стати("тики. 

Пусть решение линейной за.дачи u = Lrp + ! достигаете.я с 

помощью линейной процедуры R: 

ер= Rи = RLV' + &. 

Тогда oшttбt<a полученного решения описываете.я выраж<::нием 

бrр ~ ф - у• = ( RL - J)rp + & . 

Ошибка бrр не за.висит от истинР.ого значения rp, если RL = 1. 
Таt<ой опера.тор R мы получаем при использовании метода 
наименьших J<вадратов, если существует обратный оператор 

(L• к;· 1 L)-1 • ДейсТВИТР.ЛЬНО: 

R = (L• к; 1 L)- 1 L· к; 1 , 

RL = (L. к; 1 L)-1(L. к; 1 L) = 1. 

Величина. условного среднего от ошибt<и fJrp называете.я смеще
нuем (Ь): 

Ь ~ Е" бrр = (RL - l)V'· 
Хара1;теристикой 'lочности решения является 1<орре.я.ятор оши
бок: 

Решение ip такое, что 

tP = arg i11f sp к,"· 

называете.я аффективным. 

Прежде всего отмстим, что решение не1<орректных задач по 
методу наименьших квадратов (при существовании опера.'l·ора 
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(L" К; 1 L)- 1 .11вл.11етс.11 несмещенным, но заведомо нееффектив
иым: средние ошибки решени.я бесконечны. действительно: 

E{6ip6ip•] = Е[(&)(&)•] = RE[tt:•]R• = Rк,п· = 
= (L. к; 1 L)- 1 L. к;t к,к;• L(L. к; 1 L)- 1 = 

= (L* к.- 1 L), sp Ко"'= оо, 

в силу неограниченности обратного оператора. Фишера. в не

корректных зада.чах. 

Построим опера.тор R, дающий еффе1<тивное решение

облада.юniий минимальными ошибками в среднем при всех воз

J',ЮЖНЫХ реализаци.ях ошибnк € с коррелJ1тором /(с и возмож

выми функци.ями из анса.мбл.я с коррелятором К"'. Запишем 
корµел.ятор ошибок дл:Я произвольного "решающего" опера
тора R: 

К,"'= ЕЬЬ• + Enn•, 

n=&, 

К,"' = (RL - I)K"'(RL - !)• + RK.R•. 

Условие оптимальности алгоритма R, т. е. дающего решение 
с минимальной дисперсией ошибок в .яюбой пространственной 

точке, будет следующим: 

R = arg infspK,"'. (1.31) 

Введем гильбертово пространство операторов с .огра.ничен

ным следом~ пространство операторов Гильберта - Шмидта, 
определив скалярные произведеНИJI следующим выражениt:м:· 

• . 1 

(А, В)н = (А, Н В)-= sp(A• Н В) 

при Н > О. Тогда задача (1.31) сводите.я 1< минимизации ква
дратичной формы 

R = arg i~f[ll(RL - I)• Hk.,. + 1tn•t1Jc.J = 
= arg inf[(L• n• - 1, K"'(L• R• -/)) + (R•, K.R.)), 

поатому уравнение 0йлера принимает вид 

(LK"'L. + к.)п· = LK". 

Оптимальный решающий оператор R описывается выражением 
R. = к"L.(LK"'L. + к.)- 1 
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и дает следующий корреп11тор ошибок решени11: 

К~"= К" - K"L.(LK"'L• + Kr)- 1LI<". 

При 0том дисперси.я ошибок в точке х минимальна по срав

нению с дисперсией ошибки решени.я, полученного с помощью 

отличного от R линейного оператора. 
Заметим, что оптимальный решающий оператор R (см. 

(1.32)) - 0то оператор линеiiноiI регрессии [3], который принято 
записывать в виде R = K"uK;; 1. Точность восстановления поп.я 
1fJ характеризуете.я коррел11тором 

К~"= I<" - I<"uK;; 1 Ku"'· 

Отклонение решающего правила (дR) от оптимального R при
водит к увеJJичению коррелятора ошибок решения на положи-' 

тельный оператор [12]: 

дI<6"' = дR(LK"'L" + Kr)дR. 
для решени.я конкретных задач необходимо ввести коли

чественную меру информации, поскольку только в 0том слу

чае можно провести количеств(;нное сравнение различных вкс

периментов, поставить мат<·матическую задачу плаНИ{!ОВани.я 

0ксперимента и прида"!"ь смысл утверждению о достаточности 

пибо недостаточности данных дл.я решения обратной задачи 

LlfJ+~ = u. 
Функционал Шеннона (1.17); .явл.яющv.йся мерой неопреде

ленности системы, выражаете.я через плотность распределени.11 

случайной величины р"': 

н"' = -(p(lfJ), ln p(l(J)). 
Исход.я из представпени.я совместной плотности вероятности: 

P(lfJ, u) = p(lfJ)p(ulip) = p(u)p(lfJlu), 

можно записать свойство аддитивности следующим образом: 

Н"" = Н"' + Hul"' = Hu + H"lu• (СЗЗ) 
где Hul"' и H"1u -условные 0нтропии. В качеств~ меры ин· 
формации о поле l{J, сод6ржащейся в данных u, испопьзуетсл 
разность априорной (нarr) и апостериорных (Hapo•t) 0нтроnиJ1 
(аналогично дS- ·разности бопьцма.новских 0нтропий при пе
реходе системы из одного состояни.я в друго€): 

у ~ нарr нароеt - н н 
.topu - - - 'Р - 'P(U 
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"ли, если используется свойство аддитивности (1.33), 

l"u = Н" + Hu - Hu" = Hu - HuJrp· 
Покажем, что информв.ци.я I"u всег.аа неотрицательна, т. е. 

Н 'Р ~ Н rptu. докажем вспомога.тепьное неравенство. 

- j p(lfJ)ln ~=~ dip S О, (1.34) 

где q(ip) : f q(cp)dip = 1. Используя неравенство Иенсена (50] 
Е/(ср) S /(Eip), которое справедливо для любых выпуклых /, 
можно за.писать: 

-1· p(ip) ln p(l(J) dip = Е ln q(ip) < lnE q(ip) = 
q(lfJ) Р('Р) - P(IP) 

= Injp(ip)q((1P))d1p"=ln.l =О. .. р 'Р 

Заменив р(ср) на p(cplu) и q(cp) на р(ср) в неравенстве (1.34), по-
лучим 

-j p(cplu>°In p(iplu) dcp <О 
р(ср) - 1 

т. е. 

- j p(iplu)ln p(iplu)dcp S -! p(ip\u)ln p(ip)dcp. 

Усреднив неравенства. по u, за.пишем: 

- j j р(ср, ti) ln p(cplu)dipdu S ~ J р(~) in p(cp)dcp, 

что и доказывает наше утверждение: н" ~ н.1u• 
Отметим, что неравенство (1.34) послужило.основой для вве

дения дискримина.нтной метриКи Кульба.ка (33} в пространстве 
распределений: 

р(р11Р2) = ! (р1 - Р2) ln ~ dip = 
= j Р1 ln ~ dcp - j Р2_ ln ~ dcp ~ О, 

Причем р(р1. Р2) = о ТОЛЬJ<О при Pl = Р2. 
Напомним, что плотности априорного и а.постериорного рас

пределений никак не связаны с методом решения обратно}., з;;.
да.чи, и в етом смысле колиЧес'l'во ииформаЦИJ· являете 1 объек
тивной мерой уменьшения неопредt:ленности системы в резуль-
тате пров~дения измерений. · 
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Найдем явный вид информации о попе tp, содержащейся 
данных u = Ltp + t при 'Р Е N(O, К.,,) и t Е N(O, К.), r<:~поп 
зуя соотношение (1.19) шенноновской 8trтропии для нормапьн 
распределенных фуню1ий: · 

1 - нарr yi>poat - н -_ н -
opu - - - ор opJu -

= -(p.,,, ln р.,,) + [p.,,lu• ln p(iplu)] = 
= .~ ln Det I<" - ~ ln Det K"lu• 

здесь к" - априорный коррелятор поля; 

K'{Ju:: К6" = I<" - I<"L*(LI<"L* + K~)- 1 LI<.,, 

- апостериорный коррелятор. 

Заметим, что смь1сл количества информации определяете. 

разностью хартлиевских мер информации, если детермина11 · 
коррелятора интерпретировать как число независимых состо_,. 

ний в функциональном пространстве, пропорциональное вели 

чине объема V = (П0 .\0 ]113 . Используя равенство 

Det K"(Det K6'{J)- 1 = Det I<"I<'i.}, 
можно представить количество информации как 

lipu = ~ ln Det(J + K"F), ., 

i ., 
где F - информационный оператор Фишера. В собственноъ~I 
базисе оператора к"F - информационном операторе KoзЛOBlll! 

(39, 75) - количество информации можно nредстави.ть следую'! 
щим образом: 1 

1 п 1 I"" = 2 ln (1 + .\0 ) = 2 sp ln (1 + I<"F). 
о 

Выясним физический смысл собственных значений информ&.~ 
ционного оператора Козлова: K"Fip0 = .\0 ip0 • Для 8Toro рас.;., 
смотрим функционалы Р8лея вида 

J ( ) _ (u, LK"L*u) 
1U- ( ) 1 u,u 

имеющие смысл дисперсии полезного сигнала. s = Ltp, npиJ 
чем стационарные значения функционала. J 1(u), достигаемые ·на 
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собственных функциях коррелятора LK'l'L•, совпадают с соб
ственными значениями к6ррелятора: 

J. ( ) _ (u, I<eu) 
2 u - ( ) ' и,и 

имеющего смысл дисперсии шумового компонента. n модели u = 
5 + ti. Отношение J = J 1 / J2 имеет физический смысл отноwени.я 
с11r·11ал/поме.ха: 

J = J1 => ~-
J2 n 

9тот четкий физический смысл прос11еживаетсл в том случае, 

~;ели стационарные значения функционала J достигаютс.я на. 

ф~·11кци.ях, .являющихся одновременно собственными как для 

оператора LKipL•, так и д.гr.я 1<t, т. е. в соrласованном ("ка.-

11u11ическом") базисе. 

Функционал J можно за.писать либо в форме 

J = (u, LI<ipL•u) 
1 

(и, K,u) 

лиuо введя замену переменных u = к- 1 1 2 й. 81<стремальныЕ 
сРuйства функционала можно исследева.ть на множестве функ-

ций й: 

1 _ (й, к; 112 LI<ipL· к; 1 '2v.) 
- (u,й) · 

Стационарные точки определяютси уравнени.ями на. собствен
ные знаuения: 

lJ 

"--1/2LK L• "·-1/2- _ , -.л., 'Р .л., Ua-лoUo, 

которые тождественнЫ уравнению 

KipFip0 = Л0ср0 , 

причем ср0 и й0 св.яза.ны соотношением u0 = к-1/2 Lip0 • 

И так, собственные эна.чени.я оператора. K"F имеют смысл 
отношени.я сигнал/шум для разных компонент решени.я в ка
ноническом базисе, и u..енноновска.я информаци.я показывает, 

какие из компонент решения ip = La cp0 (ip0 , ip) информацион110 
обеспечены: 

1 
1tp" = 2 Е10 <1 + л"). 

" 
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Введе~е в данной гла.ае информационные меры служ~а 
естественной базой для постановки задач математического пл · 
нирования експеримента, возможность планирования котороr · 
связана с выбором условий (D') из некоторого множества I:~ 
Например, выбор канала. измерений, выбор временного и ч..; 

стотного интервалов измерений, Jtыбор геометрии расстановКJI 
приборов в за.дачах дистанционного зондирования. Общая ма,: 
тематическа.я постановка задачи планирования 0ксперимента 

(поиск D') сводится к следующему: 

i = arg inf"eI: Ф(D') = arg sup"EI: Ф- 1 (D'). 

Uелесообраэно фуькционал Ф выбрать выпуклым, при 0том он 

должеq быть ограничен снизу (сверху). 
Постановка е1<сперимента, связанная с решением обратной 

задачи Ltp + & "= u, называется ре2рессионноfl моде,н10, если \о 
априори предста.впено в конечномерном базисе. В 0том спу~ 
чае строится наилучшая несмещенная оценка, которая, к"" 

было показано ранее, находится методом наименьших квадра

тов. Стандартное представление уравнения регрессии при от
сутствии априорной информации о tp имеет вид 

1 

tЩ = Ecpa/a(Zi)+щ, 
а 

где Е 'Pa/a(:ci) - функция регрессии. Из представлеНИll 
а . 

L(zi)l,D = .LЕФа(Фа,'Р) = Е(Фа,tр)LФа следует соответствие 
а а . 

IPa-:;. (Фа.'Р) и -'(zi) ~ La(zi)tPo ({ера}-: неизвестные пара.Ме
тры; Zi - контролируемые переменные, например координаты 

регис"J"ра.ции i = 1 + n, индекс j меняется от 1 до ri, Е ri = N). 
Норм•роеаннwм uаном ксnерuменmа D'(N) на.зовем совокуп
ность веп.ичии: 

D' = { z1 z2 Zn } 
'Р1Р2 Pn' 

где LPi :i:: 1, Pi = r1/N. в· етом спучае в качестве аргумента 
функционала испопьэуется инфор~ацИ01П1ая матрица. Фишера.: 

F(.r) = Ep1fт(zi)к;1 (z1)f(zi), 
i . 

т . 
f (z1) = ll/1(z1), /2(z1) ... /o(zi) .. · 11, 
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/o(zi) = L(zi)Фo· 
Неnр~рывным планом ~cnepuмeнma называют p(z), та1<ое, 

что 

p(z) ~О, J p(z)dz = 1. 
х 

В качестве 1<ритериев оптимальности планов используются 

следующие [38, 39, 77): 

1. i1 =.arg inf Det F- 1 (ст) = arg sup Det F(ст); 

здесь F - опеР,атор Фишера, зависящий· от плана 1<а1< от пара

метрической функции, и тогда оптимальный план;, называете.я 
D-оnтuмаЛ•ным. При атом минимизируете.я объем вллипсоида 

рассеяния оценки наименьших квадратов. Задача может быть 
бессодержательной даже в случае 1<онечного базиса для вполне 
непрерывных L-операторов. 

2. i1 = arg inf Amax(F(cт)) = arg sup .Лmiп(i'(ст)) 
( Amin, Amax - минимальное и максимальное собственные числа 
оператора Фишера F(ст)). Этот 1<ритерий приводит 1< Е
оптuмал•ному плану, при атом минимизируется оmиб1<а наи

менее информативной линейной 1<омбинации параметров 411: 

Fip = Amin'P· 

З. · i1 =. arg inf .,ei: sup8 ex(r7' (z), F- 1 (cт)f(z)). 
Это выражение - 1<ритерий, минимизирующий мuсимальное 
значение дисперсии оцен1<и функции регрессии. Соответству
ющий п.яан называете.я G-onmuмu•ным. 

4. iJ = arg inf" ! f7 (z)F-1(u)f(z)dz. 
х 

Этот 1<ритерий минимизирует среднее по Х значение дисперсии 
оцеНJ<И фуИI<ЦИИ регрессии. 

5. iJ = arg inf .AF-1(6). 
Этот 1<ритерий минимизирует величину риска, задаваемого ма
трицей А при обобщенных квадратиЧных потерях: 

E(rp - ф, A(rp - ф)). 
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Такой критерий называют L-оnтuма.А•ным. 
Задачи планирования експеримента имеют очевидное при-

1еладное значение. При етом в число критериев оптимальности 

включаются оптимальные затраты, ресурсы, качественные па

раметры и т. д. 

В каждом кон1еретном случае зада1.1а построения критерия 

может быть очень сложной,. а: меры, по которым производится 

осреднение, обладают существенной неопределенностью. Как 

правило, единый критерий построить не -удается. План експе

римента должен удовлетворять совокупности критериев, т. е, 

задача планирования становится многокритt:риальной. С вве
дением векторного критерия {Фа(и)} планы могут быть ча
стично упорядочены: говорят, что и1 доминирует над и2 по. 

отношению к множеству {Ф0(и)}, если {Фа(и1 )} $ {Ф0 (и2)} для 
всех знаuений а, причем хотя бы для одного из них выполня

ете.я строгое неравенство. Оnтu.ма.11•ным по Парето называется 
всякий план из множества Парето-:-- критерия Ф01 т. е. такого 
множества. Ео ~ Е, для элементов которого в множестве Е нет 
доминирующих условий и. 

Спецификой постановки ~м.дач математического планирова
ния експериментов, с.вязанных с обратными задачами матема

тической физики, являt:тся обязательное включение априорной 

информации, в част.ности использование согласованного базиса 

для регуляризации решения. 



Гпава 2 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ СВЯЗИ ПОЛЕЙ 
ЗОНДИРУЮЩИХ СИГНАЛОВ 

И ПАРАМЕТРОВ СРЕДЫ 

Основными влементами задач диста11цио1111ого зондирования 

Л1JJ1лются математические модели распространения зондиру

ющих сигнаJюв разной физической природы в исследуемой 

ср~:де. В втой гЛаве формулируются законы j•аспространения 
у11ругих, акустических, влектромагнитных волновых полей, а. 

также уравнение переноса лучистой анергии либо •1оно0нерге

тических нейтронов. 

2. 1. СЕЙСМОЛОГИЯ И СЕЙСМОРАЗВЕДКА 

В качестве зондирующего сигнала в сейсмологии и в сей

с:-.ю разведке используются упругие волны, возбужденные либо 

землетрясениями (естественные источники упруrих ~опн), либо 
взрывом, вибросейсмической п.nа.тформой и другими искус

ственными источниками· [1, 2, 28). Упругие волны, регистри
руе~1ые сейсмоприемниками, несут информацию о параметрах 

среды, определяющих распространение упругих вопи. 

Так, на рис. 1 приведены примеры томографического зонди
рования упругими волнами (а - схема. вертикального сейсми
ческого профилирования, причем источники расположены на. 

дневной поверхности Е; 6 - сечение вертикального сейсмиче

ского профилирования u плоскости :i:Oz; в - данные набпюде-

11ий на д11еоной поверхности и в скважине при наличии отра

жающего горизонта.). 
Основная задача сейсмологии и сейсморазведки состоит в 

Восстановлении внутреннего строения Земли по сигналам, за.-
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Рис:. 1. 

регистрированным трех1<омпонентными приемни1<ами в с1<важи:

на.х или на дневной поверхности Земли. Наиболее 0ффе1<тив-
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11ый ~етод сейсморазведки - метод отраженных волн, приме-

11яс:.11,1И наиболее широко при поисках и детальной разведке 

ра3;1ичных полезных ископаемых на суше и на море. Метод 

б;i:i~: рустся 11а регистрации упругих волн, отраженных от по

верхностей и соответствующих скачкам волновых сопротивле-

11иИ геологических сред. Эти границы, как праnило, соответ

ст11уют литологическим и тектоническим границам. При про

вс;':('i!ИИ сейсморазведки в новом неисследованном районе тре

буетrл в основном построить макромодель среды, т. е. про

следить основные отражающие границьi, и определить средние 

значения упругих параметров (желательно с и'х градиентами) 
в пределах каждого геологического пласта. При проектирова

нии разработки месторождений макромодель известна, и цель 

сейсморазведки заключаете.я в получении детальной и досто

верной информации об упругих параметрах в пределах основ

ных слоев. 

Решения задач сейсмологии и сейсморазведки определяются 

связью свойств среды и соответствующей трансформацией зон

дирующего сигнала, т. е. урав'rсением распространеншr упругих 

волн. 

Задача распространения сейсмических волн базИруется на 

модели идеально упругого тела, в основе которого лежит линей

ная связь между деформацией, т. е. изменением формы либо 

оriъсма 0лемента твердого тела, и возвращающей упругой си

.лоii. В 0той модели в неявной форме закладываете.я предпо-

110;.t;ение о "близкодейс·J.·вии", т. е. о .том, что взаимодействие 

ы1сме11тов твердого тела осуществляете.я только чере~ поверх

ности раздел.яющих их границ. Вдали от очаГа зем.Летрясения 
или от пункта взрыва мо~, •JO считать деформации ror rых по
род малыми, а потому можно "ользоватьс.я моделью идеально 

У•·РУГОГО тела. 

Запишем основные соотношения математичесхой теории 

y11pyzocmu. С ·ещение 0лементов может быть вызвано объе1-.

,1ой сип At 
df = sdV, 

А 
где s = s(z) = dC/dV - плотность объемной силь. f либо поверх-
ностной силы df = tdu. П пи 0точ t - плотность поиерхностных 

t~щ, приложенных к 0лементу поверхности da рассматривае
мого 0лемента dV, называема.я tсапряже11ием: 

А df 
t = t(x) = -. 
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Обозначим величину смещени.я относительно равновесного со. 
сто11ни.11 впемента объемом dV с плотностью р через ер= ep(z), 
запишем уравнение движени.11 

д2ер 1 

р дt2 = 8 + 8' (2.1) 

где в'= Кер- плотность возвращающей упругой сипы, вызван. 
ной смещением ер и .11впяющейс.я результатом интегрирова.ни11 

вектора. плотности поверхностной сипы, приложенной к выде • 
.пенному впементу об:ьема.: 

111s'dV=11 td~. (~.2) 

Учитывая, что t = t(n), где n-напра.впение внешней-по 
отношению к рассматриваемому епементу объема - нормали, 

можно записать: 

Из успови.11 

t(n) = -t(-n). 

1 Jf t(n)du/ _ 0 
Jf du дv-о 

для ра.спредепе11и.11 напряжений на. епемента.рном. тетра.едре 

(рис. 2) можно записать: 

Откуда. 

t(n) = _Е t(e; )(е; · n) = L t(e; )n;, (2.3) 
; ; 

т. е. соот.ношение (2.3) оп.редеп11ет св.язь плотности поверх· 
постной сипы (на.пр11жени11) t, действующей в направлении n, и 
плотностей поверхностной сипы в на.правлении ортов е. Пред· 

ста.впение (2.3) дает возможность ввести тензор напряжений: 

t = fn, (2.4) 

т. е. ti = [; r;;n;, где r;; = t;(e; )- i-я компонента вектора на.-
; 

пряжений, действующего на плоскость, нормальную орту в;, 

вызванного действием упругой возвращающей ca.tnы со cтopoнltl 

частей тела, внешних по отношению к выделенному объему. 

Заметим, 1о1то f = f{z), т. е. деформированное тело описываетСJI 
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Рис. 2. 

полем тензора напряжений. Симметричный тензор f можно 

привести к диагональному виду: Tij = ri06i;, здесь r,0 -гпа.вные 
оси напряжений; 61; = 1, i = j, bi; =О, i :f- j (6i;-симвоп 
Кронекера). Испопьзу.я (2.4) "' применя.я теорему Остроград
l'Ко1·0 - Гаусса, получаем: 

jj t(11)du= jj fщlи= jff<V·f)dV,. 
откуда для плотности объемной возвращающей упругой сипы 

(2.2) находим 
s' = (V · f). (2.5) 

Е n·,шейной тесрии упругости связь между напряжениями и 
Ле1t 'J 1-1маци.ями ( смещени.ями 1Р) принимаете.я пинеАной (за.кон 
Гука), 'I'. е. 

f = Йi, (2.6) 
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где с- тензор деформаций, определяемый выражением 

d<p ~ i,dx ~ idx - izdx. (2.Т) 

В ~том выражении общий тензор i, прсдстаuJ1яетс~ в виде Р4 
ложснил на симметричный: 

t = t+, 

и антисимметричный: 

i/ = -iz, 

Причем антисю.tметриЧный тензор r/ = (V х <рх)/2 описывает 
вращение при условии. что jдр;/дх;I < 1, а]( -тензор 4-rt 
ранга модулей упругости, 

т;; = L Ki;t1€1c1 (2.8а) 
/с/ 

(i,j, k, l = 1-;- 3) определяет упругие свойства среды и облада.ет 
свойствами симметрии вследствие симметрии тензоров напрJ1-

жений и деформаций: · 

l<;;1c1 = К;;А:, = Ki;11c = K;i11c, (2.86) 

т. е. тензор ]( имеет 21 независимую комnоненту. 
Дл.я решения задач сейсмологии и сейсморазведки в ПОА&

влл:ющем большинстве случаев используете.я модель изотроп

ной неоднородной упругой среды, локально инварИантной от

носительно вращения. Рассмотрим модель среды, в которой 
главные оси тензора напряжений и тензора деформаций совпа

да.ют. Пусть, Нёi.пример, растягивающие напряжения прило

жены вдоль однородного стержня, который удлиняете.я в про

долыюм направлении и сжимаете.я в поперечном. Если первый 

координатный орт направить вдоль стерж1111, то можно за.пи

сать (2.6) в виде 
1 

€11 = Е т11, (2~9&) 
(Т 

€22 = !зз = - Е т11. (2.96) 

Коаффициент Е называете.я модулем !Онга, и - ко3ффиv,uеНfn 

Пyaccotta, при этом Е и и - константы материала стержня, опи

сЫвающие его упругие свойства. Все компоненты тензора на.· 
прлжений, кроме т11 , и три компоненты тензора деформаций -
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€2з, t12, t1з - равны нулю. Если к тензору напр.яжени.я т11 до
бавить тензоры т22 и тзз, то деформация t11 И;;$ (2.9а.) Изме1:ится 
в соответствии с принятой линейной моделью и условием (2.96) 
следующим образом: 

1 tТ tТ 
t11 = Е т11 - Е т22 - Е т33, (2.9n) 

при втом Т23 =О и t2з =О. Выражение (2.9в) можно переписать 
в виде 

Et11 = (1 + ст)т11 - сr(т11+1"22 + Т3з) 

или Ef = {1 + u)f - uspfi, (2.10) 

(!- едицичный опера.тор). Ка.к видим, св.язь тензоров напря
жения и дt'}орма.ций в случае изотропной упруг~й среды опр~::

деляется двум.я па.ра.метоа.ми, на.Пример модулем lОнга. и ко
эффициентом Пуассона.. ·сворачивая тензоры в левой и правой 
частях формулы (2.10), получаем 

Espi = {1 + u)sp f- Зиsр f = (1- 2u)sp f, 

поэтому (2.10) можно переписать как 

(1 + u)f = Et + 1 иЕ2 spti 
. ! - tТ 

или 

• Е • и Е . ·1· д 2 · ' ·1· (2 • 1) 
т = 1 +и€+ (1 + u)(l - 2и) spt = µt + лspt . .1. 

Пара.метрыµ= Е/[2(1 +и)] и Л = иЕ/[(1+.7)(1-2и)] известны 
как параметры Ламе. Тензор упругих модудей I< из {2.6) для 
изотропной среды принимает вид 

I<i;1c1 = Л6;;61е1+µ(б;1е6;1+6;16;~). 

Выясним физический смысл sp€ из (2.7): 

. - ( ) ,..., П;{l + дipi/дzi)dzi - пi dж, ·- dV - dVo 
sp t - V · 'Р - П, dzi - dVo ' 

т. е. sp € чИсJr~нно равен относительному изменению объема., 
которое называется дu.tamaqaet, отсюда ясен смысл пара.метра. 
Л11.:-.1е ~ (.Л - ковффициент при ди.;1атации). 
Смысл второго параметра. Ламе(µ) проявляете.я при дефор.:. 

:щщии, не с.вязанной с изменением объема, т. е. при дефор

~.:ации сдвига.. Пусть бр.усок (рис. З) за.креплен на плоскости 
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Рис. З. 

z3 = О и к верхней грани при1<ладывг.етс.я 1<асательное сдвига
ющее напряжение т1з· Тогда. малое смещение drp1 можно выра
зить через величину угла.{: dtp1 = {dx3 , т. е. dtp1/dж3 = { из 
(2. 7а) на.ходим ка.1< €31 = t1з = а2 и т31 = µ{. С;1едовательно, 
физический смысл параметра Ламе µi - модуА• сдвига. Упру
га.я свободна.и Е'Нерги.я F = · !( i /2 с точностью до членов вто
рого пор.ндка. выража.етс.11 через 11араметры Ламе следующим 
образом: 

F = ~(spi)2 + µ I>?t· 
i,t 
i# 

Отмеча.и, что любую деформацию можно представить как 
сумму деформаций чистого сдвига и всестороннего сжатия 

(i = consti), записываем: 

. (· 11· ·) 11·. 
€ = € - 3 sрё. + .3 Sp€. 

След тензорг., записанного в круглых скобках, очевидным 
образом равен нулю, nоетому F можно представить li форме} 

, 
где /с = Л + 2µ/3 - модуА• всестороннего сжатuк. За.пишем 
уравнение движения (2.1), "1спользуя формулу для вознрR.щаю-
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iueй :;пруr-о·й силы (2.5) и закон Гука. (см. (2.6)): 

{}"t.p - - дер 
о-·- =8+V·Ki=s+V·K-
• {}~2 дх' 

(2.12) 

так как из (2.7) следует 

дVJ • • • [ 1 (V ) ] дх =t:-11=F:- 2 Xl(JZ' 

V · [K(V х VJ):i:}:: о. 

У11авнение (2.12) будем называ'l'Ь уравненuем Ламе, а оператор 

д 2 - • 
L = рд, - V · Кя:дх (2.13) 

011ератором Ламе, при атом (2.12) записываете.я как 

LVJ = s. 

Обобщенным оператором Ламе будем называть опера.тор r,, 
учитывая граничные и начальные условия (линейные), накла.-
дываемые на l(J: 

tl(J = •. гl(J = g. 

Тогда 

Для изотропной среды уравнение Ламе приобретает вид 

д21(J 
р- - (,\ + µ)VV · VJ- µAl(J - V..\V · VJ-
~2 ' 

- Vµ х V х VJ- 2(Vµ · V)VJ = 8. (2.14а) 

Д;1я однородноil uзomponнoil среды (,\ = COR8t, µ =' COD8t, р = 
const) формула. (2.14а.) переписываете.я 1<ак 

д21(J 
р ~2 - (..\ + µ)VV ·ер- µAV' = s. 

Учиты!Jа.я тождество: 

V · Vep = VV · VJ- V х V хер, 

Уравнение (2.14а) перепишем в виде 

д21(J 
р дt 2 - (..\ + 2µ)VV · VJ - µV х V х V' =, 8. 
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Используя теорему Гельмгольца, векторное поле '{' J1.iожно 

представить как сумму потенциального (Ч'р)-и соленоидаJiьного 
(ip1 ) векторных полей: 

д 

'Р = 1/'р + IPs = -VФ + V х А, (2.15) 

где А : V ·А = О; Ф-ска.п.ярный потенциал; А- векторный 

потенциал. Подставив в (2.14в) представления Ч' = t,t:lp +ер, и 
s = sp+ss, а затем применив к правой и левой частя~' операторы 
V х (-) и V · (-), получим систему волновых уравнений для fPp: 

д2 л + 2µ д 
V х 1/'р = 0 => -д 2 1/'р - --VV · 1/'р = 

t р 

И ДЛЯ 1{'8 : 

д2 µ д 
V х ср8 =О => -д 2 Ч's - -VV · IPs = t р 

~ (%t22 - v;л )"'• = ss. 

Подставив частное решение уравненнй (2.16) в форме 

'l'ps = eps/ps(n · Х - Vpst), 

(2.16а) 

(2.166) 

(2.17) 

где lep,al = 1, и учитывая, что из условия V х 'Рр =О следует 
[n х ер]/' = О, а из услови.я V · 'Ps = О следует [n х е1]/' = О, 
можно интерпретировать компоненту 'Рр как nродо.яъную воАну, 

распространяющуюся со скоростью vp = ((_Л+2µ)/p) 1 f'J., причем 
F.аправление вектора поляризации ер совпадает с направлением 

распростра.нения плоской волны с нор..-.1алью к фронту n; соот
ветственно интерпретируем V'• как nопереоеную воАну, скорость 
которой 111 = (µ/ р) 11 2 , а на,..µа.вление вектора смещеhИЙ е8 -

ортогонально направлению распространения втой вошщ. В 

с11.1у условий V • tp, = sp t и V · V's = О поперечная волна tp, 
не связана. с изменением объема., а .Рв::яетсл волной сдвига.. В 
тn же время в силу V х 'l'p :: О продольная волна. тз nяeтcJi 
вvлно" дилата1n-1и (сжатия- ра.стяжения). Следует отметить, 
что пред(.та.вление о продольных и поперечной JJолнах ;-,JJи.iJocь 

следствием трансляционной (по времени и пространству)' и11-
ва.риа.нтности характеристик среды. 
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Рассмотрим более подробно си'l·уаЦию дл.я однородной а.ни-

30тропной среды [45 - 4 7). В силу симметрии (2.8) тенз.ор мо
дулей упругости /( можно представить в виде блочной симме
тричной матрицы: 

(2.18) 

/(61 /(62 ](66 

I<ct{J = Kpai 
если между парами ij и kl из (2.8) и а, /3 .соответственно вве
сти св.язь, например, вида i, i +-+ i; (2, 3) = (3, 2) +-+ 4; (3, 1) = 
(1, 3) +-+ 5; (1, 2) = (2, 1) +-+ 6. Из {2.18) видно, что тензор К в об
щем случае имеет не более 21 независимого параметра. В -силу 
трансляционной инвариантности три степени соободы опреде

ляются выбором ориентации системы координат, повтому не

зависимыми остаются 18 пара.метров. 
В изотропной среде в представлении (2.18) тензор К имеет 

следующИй ви~: · · 

,\ + 2µ ,\ ,\ о о о 
,\ ,\ + 2µ ,\ о о о 

Йаrз = 
,\ ,\ л+ 2µ о о о 
о о о µ о о 
о о о о µ о 

о о о о о µ 

Запишем уравнение движения пр.и отсутствии источника (s = 
О): 

д2rpi " - д д 
р дt 2 = Ki;1:1--tp1: . ....- дz1 дz; 

1:,IJ 

(2.19) 

Подставив сюд:~. частное решение в виде плоской в.олны: ip = 
ef(t-(p · z)), где р- ве11:mор мед.Аенностnu (градиент ~эйконала), 
поJiучим усло~·1е 

det,pfJi1: - ЕКц1:1Р;Р:I= О 
'1 1 ,, (2.20) 

Общее решение уравнения (2.20) дл.я произвольноii анизотроп
н '.! среды отсутствует. 
В изотроцной среде уравнение (2.20) сводите.я к трем ква

дратным уравнениям дл.я компонент мед,JJенности: продольной 

Волны и поперечной двух· типов. 
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2. 2. АКУСТИКА ОКЕАНА 

Акустические методы нашли широкое применение при изу~ 
нии океанической то;rщи и океанического осадочного чехпа. 

В ходе исследований выяснилось, что глубокий океан имее-z 

разпичньiй рельеф дна. К его основным структурным злемеlr. 
там относятся абиссальные равнины, среди11110-океаничсск11е 

хребты, малые формы (среди11110-океанические острова и шелi.. 
фы архипелагов), крупные зоны разломов.· Особое значение 
детальное изучение зтих структурных злементов приобрело 

в св.язи с бурным развитием геодинамики, а также при ре. 

шении прикладных задач (на.пример, .. ри поиске железист(). 
марганцевых конкреций, j1ефти и га.за в шельфово'й зоне). На. 
пичие волновода в пр,1поверхностной водной толще, обесriе

чива.ющего дальнее распространение звуковых волн, обусло

вливает уникальность акустических сигналов при зондирова

нии громадных акваторий. Анализ подводного распростране

ни.я звука базируется на законах теоретической акустики [16-
18]. Распространение звуковых колебаний подчиняется вол11О
вому уравнению с соответствующими граничными условиями 

на. поверхности и на. дне океана .. За.дача. акустической томогра
фии сводится к восста.новлени:о пол.я скорости распростране

ния звука., т. е. к восстановлению во . .nнового опера.тора. по зна
чениям поля акустического давления в несксльких простран

ственных точках ("точках приема."). 
Запишем уравн·ение движ~ния в форме 2-го за.кона Ньютона 

дпл 0лемента объема (dV) жидкости: 

~ J pvdV = S + S', (2.21) 

v 
где S = f spdV - внешн.я.я массова.я сипа по аналогии с (2.1 )i 
. v 

S' = J s'dV - результирующа.я сила воздействи.я окружающе~ 
v . 

жидкости на влемент объема, т. е. 

S' = - f pdt1' = - J VpdV (2.22) 

8V V 

(р-давление). Чтобы записать полную производную по врео 
мени в левой части уравнения (2.21), на.помним св.язь су~ 
ста.нциальноА (d/dt - производной по траектории) и 11ока.льно~ 
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(8/дt) производных: 

d д д/ dz{ дf dz2 д/ dжз 
d/(z(t), t) = а/+ дz1 dt + дz2 dt + дzз dt' 

d д 
т. е. dt = дt + (v · V). (2.23) 

Представим также выражение для субстанциальной производ-

110й от интеграла по малому объему V, движущемус.я вместе с 
вь~деленным алементом жидкости, т. е. составленному из одних 

"' тех же частиц: 

:i j FdV = :t j FJdV = j :i(FJ)dV = 
v v v 

=f~~(FJ)DV=f[~F F(~dJ)]dV= 
J dt dt + J dt 

v v . 

= J[:tF+(v·V)F+(V·v)F]dv. 
v 

Здесь J - якобиан; в последнем п_ереходе использовано равен-

стuо 

1 dJ 
--=V·v J dt . 

С ис11ользованием формул (2.23) и (2.22) лева.я часть (2.21) 
принимает вид 

j ~(pv)dV~ j(v:tp+p:iv)dV= 
v v 

= /{v[:tp+(v·V)p+(V·v)p] +p:,v}dv. 
v (2.24) 

В уравнение (2.21) входят переменные функции р, р, v. Дл.я 
nо11учени.я замкнутого уравнения необходимо дополнить (2.21) 
соотношени.ями, связывающими 0ти функции. Учитывu, ·что 
термодинамическое ураэнение состоянил в общем спуча.е пред

ста1JJ1яетс.я как р = р(р, Н) (Н -0нтропия системы), запишем 
nош1ую систему для уравнения движения в виде 

d 
dt (pv) + Vp_ = s; (2.~5) 
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дпя уравнения неразрывности: 

д - -
дtр+ V -(pv) =О 

(из условия 

:i J pdV = - f pv - du ~ - J (V · pv)dV 
v ьv v 

о 
и11и дtp+p(V·v)+(v·V)p=O); 

для уравнения состояни.я: 

Р = р(р, Н); (2.017) 

и для уравнения изоантропи'чности (а.nиа.б~тичности): 

д 
дt Н + V · (Hv) =О (2.28) 

(жидкость не обладает теплопроводностью). _,, 
В силу уравнения неразрывности (2.26) выражение в квlf 

дратных скобках в (2.24) будет равно нулю, и уравнt:ние дв~ 
женил (2.25) (уравнение Эйлера.) принимает вид - ,·;. 

д 1 
-8 v+(v·V)v+-Vp=s. - !; 

t р ~-

Линей11ые уравнения движения можно получить,_ Использу11_ 
ряд упрощаюJllИХ предположений: несжимаемости жидкости~

V · v = Q ; ее'"баротропности - р = p(p(t)); малых возмущений 
стадионар~ течений-р:::: ро + р1, р = ро + р1, v = vo + v~ 
Заменим исtодную систему уравнений (2.25) - (2.28) с учетоМ 
сдеJiанных t.'IРедположений системой вида. 

д 1 
(2.29,} 

;~ 
(буд~м счи1·ать, что решение системы (2.25-)- (2.28): Ро -~ 
О, Ро = О, vo = О - соответствует rидростатИЧескому состояниЩ 
и вызвv.но действием массовой сипы s0 (например, полем си~ 
тяжесТlf- g ::: so, а наличие возмущений р" р, v - действием во t 
мущаJQшей силы Es1, содержащей малый параметр). Систе : 

-д v-!- (v · V)v + -Vp = so + E"s1 t р 

вида 

д 
дt р + ~v · V)p = О 
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соответствует (2.26) при учете несжима.емости (V · v =О). Но 
возможна. и система вида 

р = р(р). (2.31) 

Тогда система уравнений для возмущенной среды записывается 

следующим образом, если опустить индекс 1 (р1 => р, р1 => р, 
v1 ::} v, sJ. => s): 

8 р. 1 
-v- -Vpo+-Vp= s; 
дt р~ Ро 

(2.32) 

д 
дtp+po(V ·v)+(v·V)p0 =О; (2.33) 

_dp д 2 
р= -р= с р. 

dp 
(2.34) 

Как правило, в задачах акустИУ.и оJ<еана. l'l:епосредствешю из

~1сряемой величиной является давление. Лля вывода замкну
тоrо уравнения относительно р опустим в последней системе 

(~!.:"2), (2.33) члены, содержащие Vpo и V ро (пренебрегаем 
Ю'Йствием объемных сил типа силы тяжести). Продифферен-
1111ровав по времени (2.33): 

а2 а 
дt2 р + po(V · дt v) =О 

и подставив вместо д/дtv выражение из системы (2.32), а вме
по р -nыражение из (2.34) (р = с- 2р), получим 

1 а2 
Лр - с2 дt2 р = V · s. (2.35) 

Итак, волновое уравнение (2.35) описывает распространение 
во;1н, вызванных действием возмуща.к..цей силы (s), при в·rом 
сЕорость распространения звуковых волн с= (/Jp/fJp)112 • 

Заметим, что по известному решению {2.35) р = p(x,t) можцо 
путем интегрирования (2.32) при VPo = О получить поле ско-
рщ:ти (v = v(ж,t)): ' 

t 

v(ж,t) = v(ж,to)- ..!..vjр(ж,т)dт. 
. Ро 

· to 

Закон распространен:Ия акустического зондирующего сигнала 
(2.35) можно представить теперь в опера.торной форме, а.на.ло
гично за.кону распро.странени.я упругих волн (2.13): Lip = s, 
злесь L => Л - [c2 (x)J- 1 дf, ip => р, s => V · s. 
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2. 3. ВОЛНОВЫЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ПОЛ.Я 
В ЗАДА ЧАХ ГЕОВЛЕl<ТРИКИ 

И ЗОНДИРОВАНИЯ ИОНОСФЕРЫ 

Электромагнитные методы разведки основываются на влия

нии параметров среды на распространение ~электромагнитных 

полей. Первичные ~электромагнитные пол.я можно возбудить, 

пропуска.я переменный ток через небольшую рамку, состоя

щую из многих витков провода, или большую петлю. Откли
ком среды будет по.явление вторичных ~электромагнитных по

лей. Возникающие пол.я можно обнаружить с помощью пере

менных токов, индуцируемых ими в приемной рамке под влия

нием 0лектромагнитной индукции. Первичное ~электромагнит

ное поле распространяете.я от генераторной рамки к прием

ной как выше, та~< и HillЖC поверхности Земли. В условиях 
однородного разреза 0лектромагнитные поля, распространя

ющиеся выше :sемной поверхности и через разрез, различа

ются лишь незначительным ослаблением при прохождении че
рез разрез. Но в npиcyтc'LIJИJ.A проводящего теr.а магнитная 
компонента 0лектромагнит11ого поля, проникающего в среду, 

возбуждает в теле переменные индуцированные или вихревые 

токи. Вихревые токи порождают собственное вторичное елек

тромагнитное поле, приходящее к измерительному прибору, ко
торый фиксирует сигналы прихода первичного и вторичного 

полей. Эти сигналы отличаются как по фазе, так и по ампли

туде от сигнала, обусловленного одним первичным поJ1ем. Та

кие различия между переданным и принятым сигналами 0лек

тромаг11итных полей обусловлены присутствием проводника и 

несут ~нформа.цию о его геометрических и 0.r.ектрических свой·· 

ства.х [27]. Аном;~.льАые поля с высокой 0лектропроводностью 
вызывают сильные вторич~е електромагнитные поля. С .на.
чала 70-х годов для електрома.гнитного зондирования ЗемJfИ 
активно применяются мо .tные импу.Аьсные магнитогидродина.
мические (МГ Д) генераторы. Один МГЛ-генератор позволяет 
произвести съе~ку на обширной терри!ории и достичь глубин 

зондирования порядка первых десятков ~лометров в разрезах 

с высоким сопротивлением. 

- Большое прикла.дное значение имеют та.иже исследова.ни11 
ионосферы метода.ми 0лектрома.гнитного зондирования. При 

помощи втих методов найдены основные закономерности стро

ения ионосферы. 



Математическая модель распространения епектромагнит
ных сигналов может Gыть построена на основе системы урав
нений Максвелла. Приведем основные физические законы, на 
которых базируется построение етой системы. 

Закон Кулона Е = (q/Jrl3)r, откуда вследствие суперпо
зиции (Е - вектор напряженности ;электрического пол.я; q -
вс11ичина заряда) 

f Е · du = 411' j qdV. (2.36а) 

дV V 

Используя теорему Гаусса-Остроградского: 

f Е · du = j V · EdV, 
дV V 

запишем дифференциальную форму выражения (2.36а): 

V · Е = 411'q. (2.366) 

Эксперименталы~ое подтверждение отсутствия магнитных 
зарядов (поле Н - вихревое): 

f Н · du = О (2.37а) 
и11и в дифференциальной форме: 

V·H=O. (2.376) 

Обобщенный закон Фарадея (св.язь ;электродвижущей силы в 
контуре, стягивающем поверхность S, с изменением ~агнитного 
потока через ету поверхность); на рис. 4 показаны дифферен
циалы векторных величин в формуле Стокса.): 

f E·dl= -~~ ! Н ·dO'. (2.38а) 

По теореме Стокса J Е · dl = J(V х Е) · dtr, поетому (2.38а) 
можно переписать в виде 

! (V х Е) · dtr = -; ~ ! Н · dtr 

или в дифференциальной форме: 

VхЕ=-!~н. 
с дt 
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Рис. 4. 

Гипотеза Максве.11.11а состояла. в предположении, что цирку

ляция магнитного пол.я связана. с изменением потока (по а.на,.; 
логии с (2.38в)): · .... , 

1 д ; 
V х Н = ё дtЕ. (2.39} 

Закон Эрстеда (св.язь движения зарядов с возникновением 
магнитного попя в контуре, охватывающем ток): 

f 411"!, 411" 
н . dl = - J . dtr = -J 

с . с 

или в дифференциа.льной форме: 

V н 411", 
х =-J. 

с 

(2.40а) 

(2.406} 

Если принять гипотезу Максвелл&, те. с1.на.лиз выражений (2.39} 
и (2. Шб) по~азывает, что цирку~.яция магнитного поля связа.на 
1<&1< с токами j, так и с изменением Е ("токами смещения") 

1 д 411'. 
VxH= --E+-J. 

сдt i: 
(2.41; 

9тметим, чт.:; nmотеза Максвелла. (2.39) может быть 1босно
:~ d.11& применением уравнеfUl.Я неразрывности (" влектрические 
за.ряды не возНЮ<ILют И не исче~а.ют"), т. е. И;;iменение заряда 
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рну1·ри выделенного объема V св.язано лишь с потоком зар.яда 
через поверхность, охватывающую объем V: 

%i j qdV = - f (qv)du ~ 
V 8V 

~ - j j · du = - j V · jdV, (2.42а) 
8V V 

а в дифференциальной форме: 

!!...q + v . j = о (2.42б) 
дt . 

Если использовать дл.я св.язи циркул.яции магнитного пол.я и 

тока лишь за.кон Эрстеда (2.40а.), то, примен.я:я опера·rор .ди
вергенции к правой и левой частям втого выражени.я, эа.писы-

ваем: 

v. v хн= 411' v ·j. 
с 

Здесь лева.я часть уравнени.я тождественно равна., а права.я 

не равна нулю: в соответствии с уравнением непрерывности 

(2.42б) права.я часть должна. быть дополнена. слагаемым д/дt q, 
т. е. 

V V Н 411' V • д 411' V • д 1 V Е . х = с . J + дt q = с . J + дt 411' . , 

где при последНем переходе мы использовапи за.кон К)·лона. 
(2.Зба). Ка.к известно, наиболее простые уравнения дл.я ди
намики влектрома.гнитных попей получаются при введении nо

тенц иа.сов nо.ся. В сипу (2.376) и -rождеств V · V х А:: О, VA, 
вектор Н всегда может быть представлен следующим обра.~ом: 

Н = . " х А, (2.43) 

где А - векторныil nomeнquu. С использованием А (2.38в) 
принимает виД 

VxF=-!(vx !!...л). 
с дt 1 

(2.44) 

т. е. V х ( Е +~~А) =О. 
Последнее равенство с учетом тождества V х Vl(J =О, Vl(J, дает 
возможность за.писать представление вида 

1 д 
E+;дtA=-Vl(J, (2.45) 
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где ip- ск&мрныА потенциал. 
Лп.я опредепени.я А и ip испо11ьзуем формулы (2.Збб) .11 

(2.41). Подставив выражение дnJI Е иэ (2.45) в (2.366), n~, 
пучим 

1 д 
д~р = -411"q - ; дt V ·А. ·(2.46) 

Подставив (2.43) и (2.45) в (2.41), аналогично получаем 

1 д2 1 д 471'. 
V х V х А= - с2 дt2 А- ;V дt'Р + -;-J· (2.47а) 

Использовав тождество V х V х А= V · V ·А- дА, формулу 
{2.47а) перепишем в виде 

1 д2 411" ( 1 д~р) 
дAc2lJt,2A=-7J+V V·А+;т . {2.476) 

Наконец, используJI свободу в' выборе А и <р, примем следую-
щее условие: 

v.л+! 8~ =О 
с дt 

- "калибровка Лоренца". В етоА капибровке выражение 
(2.476) принимает вид eeicmopмoeo eo..tнo4to10 •1111гненая: 

1 д2 А 4". 
дА - с2 lJt,2 = -7J, 

а выражение (2.46) - вид сtм..tярного го..tнового урагненu: 

, 1 д2 
д~р - с2 дс2 'Р = -4'11'9. 

Запишем уравнениJ1 Максвеnла (2.366) -(2.41) д.11.я изо· 
тропных сред: 

V·tE=~'ll'q, 

V ·µН ='О, 

1 д V х Е = _" __ Н 
,.. с дt 1 

4'11'. 1 д 
· V х Н = -J+t--E. 

с , с дt 

(2.48а) 

(2.486) 

(2 . .48в) 

(2.48г) 

Здесь t и µ -.,- соответствеtmо диепектрическая и магнитная 
проницаемости среды. Уравнения (2.48) обычно дополн.яютСJ~ 
законом Ома: 

j = стЕ, (2.49) 
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r.де (f -у дельна.я електропровод.ность средЫ. 

В однородной изотропной среде (О' = conвt, t = conвt, µ = 
const) при отсутствии сторонних токов (j) и свободных эар.я
р.ов (q) поля Е и Н удовлетворяют однородным mе.Аеарафнмм 
уравнениям: 

д2 дЕ 
дЕ-€-Е-0'- =О 

дt2 дt 1 

д2 дН 
дН - µ дt2 Н - u7fi" =О. (2.51) 

Применительно н задачам геоелектрики можно ввести ква.т

стац ионарные no..t.я (д2/дt 2Н < ё/дtН, д2/дt2Е < З/lhE), при 
0том телеграфные уравнения переходят в однородные уравне-
ния диффузии: ' 

д 
дЕ-и--Е =О 

дt 1 

д 
дН- {hH =0. 

(2.52) 

(2.53) 

Напомним, ка.к из уравнений (2.39) и (2.41) можно получить 
снлзь анергии и вектора. потока. анергии (вектора У мова - Лойн
т1т~а). Умиожив (2.39) скал11рно на 11, а (2.41) скапярно на 
Е и сложив полученные ура.внени.я, запишем: 

Е · ~ Е + Н · ~ Н = сЕ · V х Н - сН · V х Н - Е · 411-j, (2.54) 

а отмечая, что Е · V х Н- Н · V х Е:: -cV · (Е х Н), проинте
грируем обе части выражения (2.54) по объему: 

!__ ! (Е. Е) + (Н. Н) dV = ! v. (~(Е х н))dv -/j. EdV. 
& 811' 411' 

v v v 
(2.55) 

Уравнение (2.55) становится уравнением неразрывности для 
сох ран.яющейся величины Е, .имеющей физический смысл внер
rии: . ~ ! dC = - ! V • RdV - ! j · EdV, 

v v v 
Е2+н2 

где dC = dV; 
811' 

с . 
R = 41Г(Е х Н) 
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- вектор 1&оmока гн~ргии (в силу J V · RdV = - J (R · dи). На. 
V дV 

конец, последнее выражение имеет физический смысл потерь 

на джоулево тепло (при j = qv сила Кулона F = qE, а работа 11 

единицу времени равна F · v = qE · v = j · Е). 
для изотропной среды аналогично из (2.48в,г) с уче·rом 

(2.49) получаем 

!._ j gE2 + µН2 dV = -f (R· du)-J uE2dV 
дt 8it - ' 

V дV V 

т. е. плотность внергии в среде описыпается как 

gE2 + µН2 
811 

E·D+H·B 
87Г 

., 

а вектор Умовг.- Пойнтинга и:меет тот же вид, что и в ваку

уме: R = (с/(411")] Е х Н; мощность потерь на джоулево теп.110 
выражается следующим образом: 

j · Е = (иЕ) · Е = uE2 • 

Представленные в етом разделе соотношения служат осно

вой математичес1<ой модели распространения електромагнит

ных волновых полей в вакууме и изотропных средах. 

2. 4. ЗОНДИРОВАНИЕ АТМОСФЕРЫ 

дистанционное зондирование являе·rся важным средством 

изучения стру1<туры и динамики атмосферы. Так, на. рис. 5 
показа.на схема зондирования атмосферы со спутника (геоме~ 
трия наблюдения лимба). Получаемая информация исnоJ1ьзу
ется для улучшения качества_ прогноза погоды и разработки 
методов искусственного воздействия на нее, для исследования 

загрязнения атмосферы. · 
диста.нционное зондирование атмосферы основывае·rся на 

J{ВЛении переноса солнечно1·0 излучения либо- генерированного 

атмосферой ·rеплового излучения, .являющихся по своей при

роде електромагнитными. Феноменологическую теорию nepe
nocз. можно рз.ссматривать как предельный случай строгой ста

тистической теории, опира.ющейся на стохастические волновые 

уравнения [7]. Теория переноса оперирует та.к называемыми 
фотометрическими понятиями (как указывают авторы работЬI 
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Солнечные 
Л!JЧU 

Рис. 5. 

[7), фотометрические величины с равным успехом могут на
зываться акустометрu"СесJСUмu). Применимость феноменологи
чес. ой теории переноса обеспечиваете.я следующими услови

ями: 1) волновое поле выступает как лучевое, т. е. выпол
нены условия применимости геометрической оптики; 2) полна.я 
некоrерентностъ лучей (аддитивность переносимой вел.1чины), 
т. е. исключаете.я интерференция; 3) наблюдаема.я величина.
осредненный по времени и пространству процесс (т. е. исполь
зуются квадратичные величины волновых полей); 4) излучение 
предr1ола.га.етс.я стационарным и 0ргодичным. 

Рассмотрим в пространственной точке Х лучистый поток dP 
в на.правлении n (lnl = 1), проходящий в телесном угле dn через 
ш1ощадку du (рис. 6): 

dP = ер(х, n)(n · dtr)dO. 

Величина. cp(:i:, n) называете.я uнтенсиеност•ю или яркост•ю t!З-
.11ученu, т. е. 

dP 
ер( :i:' n) = dOdcт сов( ndu) 

Рассмотрим физические основания дл.я вывода интегродиф:. 

ференциа.льного уравнешиr переноса.. Изменение 

интенсивности излучения (дер) на. малой длине (дl) в на
правлении n связано, во-первых, с поглощением, которое про
порционально интенсивности (ер), во-вторых, с рассе.янием из-
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Рис. 6 Рис. Т 

пучения 1р с направления n по всем другим (на рис. 7 приве
дены примеры угловых ра.спредепений интенсивности излуче

ния рассеяния меп1<ими (а), крупными (6) и сверх1<рупными (в) 
частицами): · 

...,_!_ j q(n' - n)cp(z, n)dn1 = 
411' 

= ip(z,n) 4~ j q(n' - n)8n', 

в-третьих, с в1<падом в интенс~ность пото1<а с направлением n 
излучения, рассеянного во всех .цругих на.правлениях: 

,.., 4~ j q(n - n')ip(z,n')dn', · • 

в-четвертых, с источни1<ом излучения. Повтому уравнение пе
д 

реноса имеет вид (с учетом V n = (n, V) и а1 + а" = а)· 
(n · V)ip(z, n) t aip(z, n)- 4~ j q(z, n,n')ip(z, n')dn' == в(z, n), _ 

(2.56) 
а в операторной форме 

Lip =в, (2.57) 
~ 1 

где L = (n · V) + al - 4,.. < q(n,n')I. 
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nричем символ < q(n, n')I означает f q(·)dn~; V' = tp(i:, n) '-попе 
зондирующего сигнала; в= в(:r:,n)-источник сигна.па. Под
с'l'авив опера.тор L из (2.57) в виде L · = Lo - S (S - оператор 
рассеяния), . 

~ 1 
S =о!+ 411' < q(n,n')I, 

можно записать решение уравнения переноса в виде ряда по 

~ратностям рассеяния: 

V' = V'o + Lo1 SLo 1 в+ Lo 1SL'0 1 SL; 1 в+ ... • 

L-1 
где 0 в= tpo,. 

Отметим, что уравнение переноса (2.56) используется дnJI 
решений чрезвычайно широкого круга задач, например при из

учении переноса моноенергетических нейтронов (в етом случае 
принято называть его уравнением Больцмана), в задачах рент
геновской и сnе1<трапьной томографии, при активном паэерном 

зондировании и т. д. 



Гпава З 

ЛУЧЕВАЯ ТЕОРИЯ 

РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛНОВЫХ ПОЛЕЙ 

Точные решения за.да.ч распространения зондирующих сиг

налов построены дл.я очень ограниченного класса моделей 

ер.ед: ка.к правило, вто либо однородные среды, либо слоисто

однородные, либо однородные с включениями, имеющими вы

сокую степень пространственной симметрии. для интерпрета

ции реальных геофизических попей (сейсмических, акустиче
ских, еtnектрома.гнитных) необходимо построи·rь приближенные 
решения для волн, ра.спростра.няющихс.я в неодно~)Одных сре

дах. Та.к, в Земле существуют не только границы слоев, на. 

которых упругие свойства. меняются скачком, но и обширные 

области, -Вhутри которых происходит систематическое и плав
ное изменение модулей упругих свойств. С физической точки 

зрения лучевая теори.я интерпретируется следующим образом: 

волны распростра.няются с лока.льной скоростью вдоль луче

вых тра.екторий, прибыва..я в точку на.бпюдени.я с а.мплитудой, 

определ.яемой геометрическим расхождением лучей от источ

ника. к приемнИ1'у. 

3. 1. ОСНОВЫ ЛУЧЕВОЙ ТЕОРИИ 

Одним из самых ра.сnростра.неН111>!J' методов решения ура.в
нений для во.nновых попей .явпяет.:.я метод zeoмempuчecicof 
Qnmuim (8,9,32,89]. 0тот метод является коротковолновоl 
асимптотикой nол.11 в ллавно-неоднородных, медленно-и стацио

нарных и спа.бо-консервативных средах: характерные размеры 

неоднородности 11оtного больше длины волны и характерные вре

менные интервалы нестационарности много больше периода 
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1<олеба11ий. Корот1<овопновал асимптотика :tозвоп.яет считать 
средУ ло1<апьно однородной и стационарной и основь\ваетс.я на. 

nредставлении волнового пол.я ( <р) в виде "быс"I·рого" фазового 
и "медленного" амплитудного множителей. 
Рассмотрим формальную схему пространственно-временного 

лучевого метода. Пусть попе <р удовлетворяет однородному' 

линейному уравнению, 1<оторое мы, следу.я n)·бr.ика.ции ('/], за
nишем в виде интегрального: 

Lcp = J L(:z:, z1)cp(ж')d4z' =О (3.1) 

(в 0том разделе мы принимаем :z: = (z 1 ,x2,zз,t)). ~удем счи
тать, что оператор L содержит часть Lo, ответственную за опи
с~"ние динамики поп.я <р в консервативной среде, и часть L', при 
которой введем формальный малый пара.метр cr: 

L = Lo + aL'. (3.2) 
Поле <р представим в виде асимптотического разпожени.я ("де
бdево" раможенuе): 

<р = А(у, cr) ехр{ ~r(y)}, (З.3} 
где у = аж - "медленный" аргумент; r - фаз& (или 0йкона.л); 
А--- амплитуда. волны, при атом разложение А по cr имеет сле-
дующую форму: ·· 

А= .Ао(у) + 0А1(У) + О(а2). 
Пусть L - опера.тор, близкий к дифференциа.льно~·у, т. е. 
L(x, х') f О при малых значени.ях дж = ж' - ·ж. Тогда ра.зпо
же1-;ие фазовой функции ex"{(#/o)r(oz)} в точке ж' с точностью 
до О(а2 ) может быть предста.ЕJ~ено следующим образом: 

ехр{ ~r(u(x + Лж))} = ехр{ ~ [т(оzо) + о(дz · д11)т+ 

+ ~о2(дх. д_ )2т + О(а-2 )]} = ехр{ ~т(у)} х 

х exp{i(p · Лх)} (1 + ~о(дz. д11 ) 2 т )-t .J(o2), 

r д V р О{ 2) ц~ р = yr. азложение амплитуды с то~. юстью до а 

З<111исы~зается та.к: 

А((Ух') = .A(a(r + Лх)) = (1 + а(Лх · д, ))A(z), 
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эдесь z = oz. Окончательно вопновое попе в точке z' BЫPllJtCa. 
ется формулой 

ip(z') = ехр{ ~т(у)} exp{i(p ·дж)} х 

.х ( 1 :- а((дz · д.) +~(дж· д11 )2т(у)]) х 
х A(z)l•=!I + O(or2). (3-4) 

С' учетом етого раэпожениR уравнение (3.1) можно, остав.111111 
чпены первого порядка. по о, за.писать следующим образом: 

J L(z, z')ip(z')Jf:e1:: ехр{ ~т(оrа:) }х 

х j d4z'L(z,a:')eJtp{ip(z' - z)}x 

х ( 1 + or {(дz -~,) + ~(дz · д11 )2т(u)J ).д(z) = 

= ехр{ ~т(аz)}( 1 - or [i(д,д,) + ~(д"д11 )2 т(у)]) х 
х j d4ж' L(z, z') exp[ip(z' - z)].A(z). 

Введя обоэна.чение J d"z' L(z, а:') exp[ip(z'-z)) Е i.(р),·перепишем 
(3.1) в виде· · 

(1-- iа[(д1д.)+ ~(д,д11 )2т(у)J 11 =а.1' J)i.{p).A(z)l:=as =О. 
Наконец, ра.скла.дыва.и а.мппитуду в выражении дл.я .A(z) в 
точке z по степеням or, П!)едставп.я.я L{p) в виде L = L0 + orL' 
и приравнивая члены одноГQ порядка. по or, попуча.ем систему 
рекуррентны~ уравнений для определения амплитуды (прирав· 
нив·аем теперь формальный пара.метр а к единице): 

i.o(p).Ao(z) =О, (3.5) 

Lo(p)A1(z) = { •[(д,д~) + ~(д,д11 )2т(у)/11="] lo(P)- l'(p) }ло(z) 
(З.6) 

и т. д. 

98 



Если попе многокомпонен1'но, н-.пр11мер .none смещений в 
уравнени.ях Ламе, впектромагнитное попе, попе ip, !о амппи-
1у да А .является векторной функцией, .а.. опера.тор L(p) - ма
тричным. Ус.Аовuе разрешвмостu (3.5) сводится к требованию 
равенства нулю определителя: 

det Lo(p) = О. (3.7) 

Если Lo соответств.ует консервативноlt среде, то опера.тор L0 -

8рмитов, и спра.ведпиво кв.ионическое представление матрицы 

Lo: 
(3.8) 

rде {.Лi}-собственные значения; {еi}-ортонормирова.нные 
собственные векторы матрицы Lo, т. е. Loei = Л;е; и еТ е; = ~i;. 
Условие разрешимости (3. 7) с учетом канонической формы 

(3.8) дает дuсnерсuонные уравнения: 

i = 1,2, ...• (3.9) 

которые опреJ.:tеn.яют как свяэи пространственных волновых 

векторов д/джiт, д/дж2т, д/дzзr) и частоты д/джоr ~ д/дt.т, так 
и поведение фазы (вйкона.ла.) .,. в пространстве и во времени. 
Поскольку р = д/джr, то дисперсиоm1ые уравнения .явJ1.яются 
дифференциальными ура.внениями первого порядка., которые 

обычно реша.ютс.я методом характеристик. Уравнение харак
теристик обычно за.писывают в .гамипьтоиовоА форме, вводя 

параметр 1: 
d1z = д,>ч, 
d1p = -дz>.;. 

(3.10) 

Уравнения (3.10) при разных значениях iописыва.ют лучи, со
ответствующие волнам разных типов. 

з. 2. ЛУЧЕВАЯ АППРОКСИМАЦИЛ РЕШЕИИЛ 
СКАЛЯРНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

Скалярное вопновое уравнение представляет собой ма.тема
тичес1<ую модель, лежащую в основе описа11и.я множества физи

ческих процессов распространения сигналов в среде. Повтому 
Изложение коикретных примеров испопьэоваиия простра.нствен-
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но-:nременного лучевого метода [9] начнем с волнового ура.11 • 
нени.я: 

(3.Щ 

В соответстnии с: на.ми принятой формой опера.торноr·о ур11.вне. 

ния распро.странения зондирующего сигнала. Lrp = s в да.нноt,~ 
с луча.с 

1 д2 
L = Л- с2 ·дt2 ; rp = rp(x,t); s =О 

(rассма.трива.ем волновое поле в области, не содержа.щей ие~ 

ТОЧНИ!<И). 
Общий вид асимптотическоrо ра.зложенип (3.3) 

.явнсм виде вы_делив время, следующим образом: 

rp(x, t) = А(а, ах, at) ехр[i/ат(ох, at)]. 

за.пишем,·~ 
:f 
:t{ 

Заметим, что волновой опера.тор О локален (дифференциа.n·1' 
ный), т. е. в предс·rавлении опера.тора. L в виде интегра.льноrl, 
(Lrp = J L(~,t;x',t')rp(x',t')dx'dt') ядро опера.тора. сингул.ярно~; 
т. е. интегрирова.ние снима.ется. 

Аппроксимация фазовой части волнового поля ip вбли311 

точки r.o, to (3.4) с точностью до О(о) выглядит ка.к 

rp(x, t),.., eJrtP(i(pдx - родt)], 

1 1 д 
где р = aVтlz0,i 0 • Ро =а дt тlzo,io' 
дt = t - t0 , дх = х - хо, 

т. е. аппроксимация вблизи точки хо, to предста.вд.яет собой 

плоскую волну. Из уравнения разрешимости (3.5) следует, что 

1 2 
(р; р) - c2(z, t)Po =О 

(здесь Lo = д- [~2(х,t)]- 1 д2/дt2 ); ооответственно 

( 1 а2) Lo(p) = exp[-i(pz - pot)] д - с2 дt2 exp[i(px - pot)]. 

(3.12) 

Условие разрешимости (3.12), записанное на.ми в форме дне-
. д 

персионного уравнения, да.ст связь частоты ро = (.1 и волнового 
д 

вектора. р = /с (пространственной частоты): 
""= i.i(k) = clkl, 
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где с = с(х, t), а. WJ явл.яе'l·с.я решением дисперсионного уравне
ния ILo(WJ{k))I = О. 
Лучевую аппроксимацию решения ура.внени.я (3.11) можно 

представить в следующем виде: 

cp(k,WJ) = A(k)б(Lo(WJ(k))) = .A1tc5(WJ -WJ(k)), (3.14) 

где Ak д AlдWJL(k,WJ)l- 1 (следствие формулы c5(/(z)) -
::: iд"Jl- 1 c5(z - z'), где z' - корень ура.внени.я /(z) =О ). Нали
чие в (3.14 ) дельта-фун"КЦии c5(1Lol) означает, что амплитуда 
поля ср может быть отличной от нуля лишь для волновых век
rоров k, удовлетвор.Яющих дисперсионному уравнению, т. е. 
;вязи частоты и модуля волнового вектора. (3.13). 

Отмети!'', что в записи (3.14) предполагаете.я нцличие одного 
rипа волны, ето соответствует одномодовому из.пучению в кон

~ервативной среде, а математически означает наличие един
ственного вещественного корн.я уравнения ILo(u.i(k))I = О. 
В общем слу_чае многомодового излучения поле ср можно 

1Jредставить в виде суперпозиции нескольких тИпов волн (мод): 

ср = LAkcS(u.i - u.i"(k)). 
µ 

В пространственно-временном предс·rавлении решение ср запи

сываете.я- в виде набора бегущих плоских волн: 

cp(z, t) = (211';312 j A1t exp[i(kz - u.i(k)t)]dk. 

Записывая обратное преобразование Фурье от ~(z, t), можно 
заметить, что 

А eiw(k}I = 1 ! tл(х t)e-ik= dx 
k (211')3/2 т 1 1 

т. е. пространственный оператор Фурье свободного волнового 

поля .является осциш1ирующим. 

Уравнение разрешимости (3.5), записа.нное для фазы т, на
зываете.я обобщенным ура·вненuе.w aй~oнa..ttl: 

1 [ д ]2 
(V "т, V "т) = c2(z; t) дt т , (3.15) 

являясь обобщением уравнения ейконала д.n.я известного слу

чал стационарных сред (с = c(z), т = т - t, обычно c·-2(z) ~ 
n2(х)-показатель преломления среды). 
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Уравнение (3.15) м:оЖно ·на.звать характеристическим урав
нением д.n.я вопнового ура.внени.я (3.11). Гиперповерхности 
т(z, t) = const - характеристиКи волнового уравнени.я. Уравне
JtИе (3.15) можно предста.вить в виде уравнени.я Гамипьтона
Я1<оби: 

дт 
дt + H(V 11 т, i:, t) =О, (3.16) 

где Н = c(i:, t)IVтj. Основным методом решени.я втого ура.вне
ни.я .яв.n.яетс.я метод хараt<Теристик. Напомним алгоритм втого 
метода. д.nя общего варианта уравиени.я (3.16): 

!1 [i:", ::"] =о, "=о,". 1 м, (3.17) 

т. е. мы рассматриваем сбщее уравнение в чtо,стных производ

ных второго пор.идка (индекс µ = О сJJ.изываем с пара.метром 
времени). Лопопнив (3.17) начальными успови.ями, за.данными 
на. гиперповерхности Q, переходим к решениk- за.дачи Коши. 

Считаем Q 11е.nичиной, заданной параметрически, т. е. 

Q = {z": :1:~(11, ·· · ~'Ym)}, 'У Е Г, 
причем векторы {дх/8-у} линейно независимы, т. е. поверх
ность Q регуп.ярна·(в малом). Пусть невырожден на поверх110-
сти Q детерминант D: 

дН/дто 
D = дz0/д11 

дz0 /81m дzm /д1т 
А 8 

где .,." = lh11 .,., 

Зададим начальные условия на Q в виде 

~о. 

тlq = т0(1), :~ IQ = т:(1). 

(З..18) 

Характеристиоеескоil системоil 11равнениil дл.я (3.17) будет 

di:"/dв·= 8Н/дт11 , 

dт11 /ds = -дН/дz", 
dт/dв = - 'Е т11дН/дт11 , (3.19) 

где 
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в силу предположения (3.18), т. е. поиа.пьно (вбпиэи •)система 
1<оордмна.т (в, -у 1 ,.;. , 7m) невырожден-.. · · 

п·риведем эдесь схему вывода системы характеристических 
уравнений. Уравнение (3.17) будем рассматривать ка.к урав-

. 4 
нение связи неза.висимых nеременмьtх {zll} и {Р" = дт/дж"}, 
т. е. будем искать решение в ~азо110.м Rространстее Х х 1', 
где Х = {z = (z0 ,z1 , ••• ,zm)}, 1' = {р = (ро,р•, ... ,pm)}, 
Н(жР,рl') =О. Лифференциа.п Н в сипу втоА св.язи об.яэа.и быть 
равным нулю: 

~(дН дН ) dH = L- · дж" dz" + дрР d,,. = О. 
/А 

Отсюда видно, что формальные векторы дН/дж, дН/др и соот
ветственно dz, dp о.ртогональны. Условие uртогональности за
ведомо будет выполнено, если первые 1<:омпоненты dж, dp будут 
пропорциональны вторым компонентам дН/д:с, дН/др, а соот
ношение оставшихся компонент имеет противоположный знак 

коаффициента ·пропорциональности. 

Ввом формальный параме'.1,'р в, т. е. считая р = р(в), z = z(в), 
,а.писываем: 

dж11/dв = дН/др11 , 

d,,./dв = -дН/дzР. 

А для ИСl<ЛЮЧения параметра. в записываем третье уравнение, 
'Пределяющее dт/dв, с учетом того, что р = дт/д:е: 

Решая систему (З.19) с учетом начальных условий, получим 
zl' = zP(в,11 1 ••• 7m), т" = тµ(s,11 , ••• -ym), т = т(в,71 , ••• 1m). 
Возвращаясь 1< исхо.Д..ым координатам (z0 , ••• ,zm), приходим 
~функциям т = т{z) и т" = тµ{z), т. е. 1< решению за.дачи Коши, 
удовлетвор.яющему уравнению (З.17) и на.чальным услови.ям. 

Возвращаясь к уравнению. (З.16), запишем хара.ктерис·rиче-
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скую систему (хо = t): 
dt . dx 1 дН dxm дН 

ds =- l, ds = Ьт1 · · · ds- = дт m ' 

dт1 дН dтm дН 
ds = - дж 1 · • • ds = - дхm ' (3.20) 

dт . ~. дН 
ds = Т() + L..J Т µ дт . 

µ=1 µ 

Здесь в последнем уравнении выделено слагаемое то = дт / дt и 
учтено, что ЭН/дiо = 1. 

Напомним аналогию лучей в оптике и траекторий в меха

нике. Записав уравнение вйконала как 

Н(ж,р) = ~ [(р,р) - n2(x)] =О, 
получим уравнение лучей в гамильтоновой форме: 

dx/ds = р, 

dp 1 2( 
ds = 2Vn х). 

Дл.я вйконала т на основании дт/дs = (р,р) получаем 
' . 

т =-т0 + j p2ds = т0 + j n2(x(s))ds. 

•о lo 

Параметр s связан с длиной дуги (dl) луча в силу 

( д/l)2 (dl)2 = (dx) 2 = - ds2 
. др 

(в пос11еднем равенстве мы учли первые уравнения из харак

теристической системы). В данном L;1учае ds = dllдH/дpj- 1 = 
dllPI 1 = dl/n(x) и зависимость т от длины дуги l выражается 
там: 

в 

т = т0 + j n(x)dl. 
А 

Систему уравнений относительно х и р, записаню х в га

миль·.1.оновой if ')рме, ·южно представить, исключив р, в виде 

d2x 1 
ds2 = 2 Vn2(x). 
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Рис. 8. 

Сравним его с ура.вьением динамики дп:я движения частицы 
в потенциальном силовом поле (F = - V ip): 

d2x/dt2 = -Vip. 

Эта аналоги.я позволяет резу~. ,таты, полученные в оптике, ис
Пvльзова.ть в J111еха.ни1<е, и наоборот. Существенным отличием 
постановки механических и волновых зада.ч является задание 

начальных даliНЫХ: в силу специфики волновых задач на.ча. .... -
ные усJ:~вия определJТТот не -единственную тра.еtсторию, ка.к 

зто принято в меха.инке, а семейство (ко~.rrруенцию) "траек
торий" - лучей. 

для волновых задач представляет интерес ( е1<зотический с 
Т()чки зрения механики) tлyчafi 

H(#;тi,t,z) = kH(тi 1 t.z), 

где i = 1 + т, k > О, т. е. последнее уравнение системы (3.20) 

105 



Рис. 9. 

имеет вид -
dт/ds = т0 + Jl = дт/дt + Н =О, 

означал, что т = const вдоль кривой - решени.я сист.емы (3.20) 
и имеет физичеекий· смысл отсутстви.я дисперсии. •. 

Зз.метим, что решение характеристической системы (3.19) 
как снстемы обыкновенных дифференциальных уравнений с за
данными на.ча.льными услови.ями в силу теоремы единственно~ 

сти предста.вл.яет собой в фазовом пространстве семейство кр~ 

вых без пересечений, 
Простра.нствеюt0-временную пр·оекцию характеристики ура.в· 

пения ейконала. принято называть в геометрической опти~ 

пространственно-временным .11учом, zl' = z1A(s, -yl, ... , -ym), ко
торый может быть получен либо как решение системы уравн~ 
ний (3.19), либо ка.к вкстрема.ль функционала: 

в 

т= f Lтµ ~~ds 
А µ 

по всевозможным траекториям, соединяющим точки А и В. (И! 
рис. 8 показаны проекции характеристики, заданной в фаэсr 
вом пространстве, на физическое пространство :r: 1:r:2 с oGpaз(r 
ванием каустик.) Для простейшей 'фун~ции Гамильтона Н rt;; 
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Рис. 10. 

[(р,р) - n2(x))/2 етот функционал принимает uид 
в в 

т = j n(x)dl = j ct~) 
А А . 

и ю1еет физический смысл времени пробега возмущения от. 

точки А ДО точки в. при етом луч отвечает ~ациона.риому 
аре:..1е11и пробега. У сЛовие стационарности· функционала т: 
6-:- = i: называется принципом Ферма. Решение соответству
ющей 0кстремальной зада~!и служит основой для построенил 

а.лrоритмов численного расчета лучей в неоднородных средах. 

Сс1времt:нна.я интерпретация принципа Ферма опираете.я на 
Представление об интерференции во.11новых возмущениf (71рин
цип Гюйгенса - Кирхгофа), распространяющихся иэ точl<И А в 
точку В по всевозможным виртуа.Ji.ьиым траекторИ.llм. При 
&том "выживают" лишь те траектории, для которых вариация 
81h<овала (фазы) имееr величину ,..,, ')../2. На рис. 9 оставлены 
11Учи. имеющие одну общую точку с границей зоны Френеля, 
1· «::. с учетом зоны Френеля вклад всех оста.яьных. тра.екто
РlЩ будет пренебрежимо мал u силу взаимной компенса~.iии 
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интерферирующих волн с разными фазами (в вычислителы1-
математике 0то соотsетс·rвует принципу стационарной Фaэlii), 

Соответственно современное представление о луче - простр._; 

С'lВеННВ.11 лучева..я трубка. (рис. 10) С ПОПереЧНИКОМ ПОр.Rдка. Пеj,. 
вой зоны _Френел.R. Отме·rим, что в частном случае недисnеji.;, 
гирующей среды принцип Ферма. можно интерпретировать qt 
условие стацИQНарности времени пробега во11ны от точки А.-0 
точки в. ·~/' 

;·. 

3. з. КОРОТКОВОЛНОВАЯ АСИМПТОТИКА РЕШЕНИ.Я ; 
ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА. 

(МЕТОД ВК:Б)* 

Рассмотрим еще одну реализацию теории возмущений. ка 

примере решения уравнения Гельмгольца: 

d2 
dz21P + V(z)ip =О. (3.2l) 

. . 
в· соотве·rствии с теорией возмущений, используемой в геом&
трической оптике, запишем: 

ip = exp{iт(z)}. 
Тогда уравнение (3.21) при1;1имает вид 

-(т')2 + iт" + V =О. 

(3.22) 

(3.2~J: 
" -~.~" 

Предпола.га..я т" малой величиной, получаем т' = ±v'V, т. е. :_: 

т(z) = ± j ./Vdz. (3.24) 

Условием применимости етого приблиЖения будет 

iт"I ~ !,~, <: IVI. 
2 ..;v 

Из формул (З.22) и {3.23) видно, что (../V)- 1 имеет физиче
С:t\ИЙ смысл длины волны (" ексщ>ненциальной длины", т. е. ха
рактерного интервала изменения· V в случае Irп т > О). Таким 
образом, приближение (3.24) справедливо, если изменение V 
на расстоянии г.орядка. длины волны много меньше, чем само 

.значение V, т. е. l/(z) мало меняется на длине волны. 

*Метод Оентцеля - Крамерса - Вриллюена был предложен дпп п~;и· 
ближенного решения уравнения Шредингер&. 
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Следующее приближение найдем, решая уравнение (3.23) с 
учетом 

Интегрируя полученное выражение, записываем 

'Т(z) ~ ± j ../Vdж + ~ ln V. 

(З.25) 

(3.26) 

Используя приближение (3.26), можно построить суперпози
цию двух решений" соответствующих двум знакам, т. е. при

ближение )jJ<B справедливо, если IAV(z)I ~ IV(ж)\. 
В точке сшивания V(~) = О, а АV(ж) сингул.ярно, соответ

ственно точное решение (3.21) в втой точке обязано быть ре
гулярным, в то врем.я как решения ВКВ имею·.r в ней особен

нос1и. Повтому ищем решение <p(z) в виде комбинации Ф+ и 

<p(z) = а+Ф+(z) + а_~р_(ж). 
Эти ковффициенты определим, задавал св.язь дл.н производной 
cp'(z): . 

<p1(z) = a+Фi.(z) + а_<р'_(ж), 
а+ = const, а_ = const. Решением втой системы относительно 
а+ и а_ будет 

1РФ'- -· 1Р1 ip_ 
а+ = - :;.1 -1 - ' 

'Р+'У- - 'Р+'Р-

а дл.я (3;26) -

р(ж) ~ (V(ж))- 1 /4 { с+ exp(i j Гvdж) +с_ ехр ( .:..i j Гvdж) }· 
(3.27) 

Решение (3.27) пригодно в любой области, где выполняете.я 
условие применимости, но оно за.ведомо нарушаете.я в окрест

ности точки ж0 : V(ж0) = О и необхе>димо уметь сшивать вкс
rюненциальные (в области V(x) <О) и осциллирующие (при 
\/(х) >О) решения, иными словами, необходимы формулы св.язи. 

Заметим, что решения ВКВ (3.27), которые мы записали в 
виде Ф+ и Ф- (соответствуют с+ = 1 и с_ = 1), являю·.rся точ
ными для уравнени.11 ~:эида {3.21), где V(x) заменено следующим 
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выражением: 

А 1 V" 5 V' 
V(z} => V(z}+ дV(z) = V(z) + 4 -v- 16 (у}2 , 

ipip'+ - ip' ip + 
0 -.= - -1 -1 - • 

V'+'P- - 'Р+V'-

Учитыва.л, что детерминант системы li>+li>'- - с'f;'+Ф- = -2i, 11. 

IJ'tP~ - ip"ip,,_ = дV(z)ipф::;:, получаем 
da± i _ 
dz. = т2д V(z)V'V':r- = 

i дV(х) { 1"' г.-; } =т2 ~ а::1::+а,,_ехрт"'0 vVclz . 

Это выражение является оценкой ошибки, которая может нако

питься вдоль б~льшого инте!>вала дz в приближении ВКБ. 

З. 4. ЭЛЕМЕНТЫ ЛУЧЕВОЙ ТЕОРИИ 
УПРУГИХ :ВОЛН 

Согласно лучевой теории в применении к распространению 

сейс~ических сигналов объемные волны распространяются с 

локальной скоростью вдоль ·лучевых траекторий, имеюIЩ'!Х 

точки излома. на границах упругих сред (в соответствии с за
коном Снеллиуса), с амплитудой, определяемой r·еометриче
ским расхождением лучей [8, 23, 43]. Используя общую луче
вую теорию (см. разде11 3.1) и считая среду стационарной, в 
асимптотическом разложении представим 0йконал т(z, t) в виде 
t - т(х), где -:-(ж) по традиции называется во..ановым фуонтом. 
Лучевое описание связано с предположением существенно бо

лее быстрого изменения характеристик волнового процесса. в 

направлении нормали к волновому фронту (n = Vr/IVтl) по 
сравнению с изменениями характеристик среды, т. е. с корот

J.:ово.11новой аси..wnтотикой, коГда. малым ·параметром .является 
отношение ~лины волны --1< характерным размерам неоднород

ности среды. 

При выбранной нами форме вйкона.ла.: волновой вектор р = 
(ро;р1,.Р2,Рз) = {ро,р) = (1, Vr) и вектор р, совпадающий по 
на.правлению с вектором фазовой скорости (нормально к вол
новому фронту), называют вектором рефракции. 
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Оператор Ламе в форме (2.13) имеет векторную структуру· 

, , а2 -
L = lp-;:;-;;; - V · I<дх, 

oi· 

здесь 1- единичный оператор в пространстве R3 ; опера.тор дх: 
lli ~ ~ 
дх, д.r, д.r, 

дха = lli !!.о.а. ~ 
дr, д:t:, "д:t:, 

lli !!.о.а. ~ 
дr3 д:t:3 дr3 1 

Запишем конкретную форму уравнения (3.5) для оператора. 
Ламе: 

(pi - Г\-р рт )Ао =О. (3.28) 

Здесь (J(ррт )ik = L L K;;tkP;Pt ,р = Vт. Условием разреши-
; 1 

мости уравнения (3.28) будет 

det(pi - Йр рт) = О. . (3.29) 

Это ураnнение описывает возможные_вол)iовые фронты в упру

гой среде. Запишем тензор упругих моделей Й дпл изотропной 
упругой среды: 

I<i;kt = Л6i;6k1 + µ(6i1,6;1 + Di16;k)· 
Выбрав локальную систему ортогональных координат (луче
вых): 

запишем координатное представлениЕ: для Lo(p)Ao =О: 

(Л + 2µ)(:Р ·рт) - р О 
о · An =0. о 1 11·А, 11 

µ(р . рт) - Р 1 А" . 
" О µ(р. рт) - р 

о о 
(3.30) 

Условие разрешимости системы (3.30) приводит к выводу, что 
в изотропной упругой среде нулевое приближение лучевой 

асимптоти1<и дает три типа волн (аналогично случаю однород

ной среды): 
1) квазипродольную волну с вектором пол.яриЗ\1.ЦИИ, который 

совпадает сет, и скоростью (.\(z) + 2p(z))/p(z) ~ c:(z), описы
ваемую уравнением ейконапа: 

, р(ж) 
\Р · р) = .Л(z) + 2µ(z); 
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2) Квазипоперечные волны двух типов с векторами пол.яри". 
эации en и efJ, распространяющиес.я с одинаковой скоростью 

µ(z)/p(z) ~ c:(z), которая описываете.я уравнением (р · р) :::: 
p(z)/µ(z). · 

з. 5. ЛУЧЕВОЕ ОПИСАНИЕ 
ПОЧТИ СТРАТИФИЦИРОВАННОЙ 
СРЕДЫ 

Ра.спростrанение а.кустических волн в океане достаточно хо

рошо &ППро1<сим:ируютс.я моделью почти стратифицированной 

среды, т. е. среды с nлавиЬlм (по сравнению с глубиной) из
менением с1tорости распространени.я сигнала в горизонтальной 

плосности. Следу.я логике иэложени.я раздела. 3.1, рассмотрим 
гор11зонта.льные ноординаты р = (z, у) нан ~медленные" аргу
менты, а вертикальную координату z - как "быстрый" аргу
мент, т. е. снорость с= c(az, ау, z). 

Волновое уравнение для временного фурье-номпонента в 
области, не содержащей источников (2.35), переходит в урав
нение Гепьш·ольца: 

( а2 а2 а2 2 ) 
дz2 + ду2 + дz2 +А: (az, ау, z) tp =О, (3.31&} 

"12 
А:2 - ~. 

- с2. 

Пусть пространственной областью, в 1<оторой рассматриваете.я 
решение етого ура.внени.я, дпя гра.ниц водной толщи будет zж = 
z:!:(()z, ау) и будут справедливы граничные услови.я 

(a*(az, aJI)/ ± ь±(аz, ay)(n · V))\~,., tp =О, (3.316) 

Где а*, 6± веществеlDIЫ, 'а BHeDDl.ЯJI нормаль 

n* = [1 + (дz-J:)I + (tJ±)]-1/2 (-дz± ,-дz± '1). 
дz дJ1 ' д:~: ду 

Запишем уравнение (3.1) и rраничяо~ условие (3.2) в виде 

J:,1.~ = о. причем r. = 1~1 и оператор г в .явном в пара.метр 
асимптотичес1<оru разпожения. 

Сжима.я горизонтальные координаты, переходим к одинако
вым масштабам иэменени.11 с1<орости по всем трем 1<оординатам: 
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:со::: ах, Уо =ау, zo = z. В новых координатах оператор t. вы
глядит следующим образом: 

_ [ 2 ( а2 а2 
) ·( а2 2 >) ] д 2 -L ===> а + д 2 + д 2 + д 2 +k (zo,yo,zo =.а до+L., 

zo Уо Zo (3.32а} 

t => [а± i + ь± (д~о -a2(n± · Vo})] lz:1:. (3.32б} 
С учетом асимптотического представления 

ip,.,, A(zo, Уо, zo; а) ехр{ ~~(zo, Уо)} 
условие ра.зреtпимости (3.5) при наличии за.данных граничных 
условий (3.32б} запишем в виде 

(e-i(Voт·p) а2 доеi(Vот·р) + L.]Ao = О, 

. А(±" 'zд) Г" = а 1 + Ь дz Ао =:= О, 

где р = (z, у), т. е. 

[(Vт': Vт)- L"]Ao =О, 

, Г .r lz:1: Ао = О. 

(3.33а.) 

(3.33б) 

Уравнение (3.33а.) предста.впяет собой за.дачу на. со<.;ствеЮ1ые 

функции и собственные значения опера.тора· L, с граничными 
условиями (3.33б): 

- 2 L.Ao = ~ Ао, 

f'lz:1: =О, 
(3.34} 

г1е ~2 = (Vт · Vт). (3.35) 

Ра.сс111отрим подробнее уравнение ,3.34) (опуска .. нулевой 
индекс): 
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ВвеДJI обозначени.я Cz,y (z), z;.,,. мы выдел.нем "медленные" i
гументы, т. е. рассматриваем задачу на собственные фун~ 

и собственные значения (задачу Штурма - Лиувилл.я) как Ot_ 
раметрическую от точки (х, у). · 

Уравнение (3.34) можно решить методом ВКБ (см. ра.здt~ 
3.3), который позволяет найти коротковолновую асимптотlikу 
дл.я ампли-rуды А0 . Собственные значения Л~ очевидным обр;~,. 
зом зависят от положения границ z;.,,, частоты t..1 и от конкре-r. 
ной зависимости скорости от глубины: 

Л~ = Л~ (z;,,,t..J, Cz,'11 (z)). 

Уравнение (3.35) (уравнение вйконала) можно решить методом 
характеристик (см. раздел 3.2): · 

dp = dp = !vд2( ) 
ds р, ds 2 р' 
dт dr 
ds = (р · р): ds = Л 2 (р). 

Представим амплитуду А~ в виде 

А0 = Ао(х, у, z) = ао(х, у)Фn(х, у, z), 

z+ , 
где {Фn}-ортонормированный базис оператора., J 'ФnФn•dz= 

z- . 
6nn'. Тогда можно получить ура_внение переноса дл.я nрйведеи· 
НОЙ аМПЛИТУДЫ ао, ЗаВИС.ЯЩеЙ ТОЛЬКО ОТ ГОрИЗОllТаЛЬНЫХ КООр· 
динат; в соответствии с (3.6) запишем: 

a0 '\72r + 2(Vr · Vao) =О. 

Уравнение переноса можно переписать так: 

V ·(a~Vr) =О (3.36) 

и, интегриру.я (3.36) по объему лучевой трубки (см. рис. 10), 
а также использу.я теорему Гаусса, получаем: 

f <a~ · Vr) · du =О. 
Отсюда с учетом того, что поперечное сечение лучевой трубJО! 
du = Vr/IVrlu, а вдоль стенок ·лучевой трубки Vr · du ==О, 
за.писываем: .Лnа~ · ди = const. Здесь ди - площа.дЬ ceчeJllfJI 
лучевой трубки, т. е. приведенна..я амплитуда. меняется как OfJi'" 
r-1/2. 

114 



а 

1 z 

z" 
z 

5 
с' с 

z 

Рис. 11. 

Длл пространственно-временных лучей, используя асимпто

тическое представление вида 

<р,..,, А(хо, Уо, z, to; а) ехр [ f т(хо, уо, to)], 

и~1сем 

л;. = л;.(tи, х, у, [c(z)), t) 
и соответственно уравнение ейконала -

(Vт · Vт) = л;. (tu, х, у, [c(z)), t). (3.37} 

То1'ла характеристические уравнения с учетом (3.37) записы
ва.ются как 

dx dy dt dт 
-=-= = = 
Pz Pv Лn д.., Лn Лn ( Лn - wд.., Лn) 

dpz dpv dw 
= Лnд"Лn = ЛnдуЛn = - ЛпдtАn (3.38) 

(р. == д/дх r, Pv = 8/ду т) и определяют простра.нственно
вре~1е•:ные горизонта11ьные лучи. 

Лиффере1щv:>у.я уравнение (3.37) пор= (pz,p11 ), получаем с 
Учетом того, что "' = "-'(Р): 

р = Лnд..,Лn У'рtи, (3.39) 

Ис11,)лъзуЯ первые два равенства иэ (З.38) и уравнение (3.39), 
мо:-1;110 заnисать: 
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Таким образом, горизонтальные прос·rранственно-време ..... 
ЛУЧИ опреде.'IЯЮТ траектории точек, ДВИЖУЩИХСЯ С rpynпoaiit' 
сtюростью. J' 
. Приведем зде.сь представление точ.ного решения задачи (3.~) 
в виде нормальных мод для стратифицированного океана.. К• 

ждал нормальная мода представляет собой решение ура.вне
(3.31 а.) с разделенными переменными: · 

ip(z, р) = ер• (z)cpP(p), 

[ ::2 + (A:2(z) - .\~)] ip" (z) = О, 
Гlz:i: ip(z) = О, 

[:р (р :р) + .\~] срР(р) = 0, 

Гlао срР =О. 

(3.40) 

(3.41) 

На рис. 11 пока.за.на. система лучей в звуковом ка.на.пе с гращ.; 
цами z', z" - точками поворота (в терминологии метода ВКВ). 

Задача Штурма. - Лиувилл.я (3.40) обладает бесконечньiМ 
числом простых вещественных собственных значений .А~ > .\f > 
.\~ > ... , где число .\n : .\~ >О конечно и .\2 <О бесконечно. М.. 
выберем Лn >О, если Л~ >О, и lm.\n >О, если .\~ < О. В вто11 
случае решение уравнения (3.41) срР удовлетворлет при Х = .\ii 
условию излучения: 

lim р1 /2 (!....!рр - i.\ipP) = 0 
р-оо др 

и пропорционально функции Ханкеля Н~1)(Лnр): 

срР ..., H~l)(.\np). 

Таким образом, точное реwение однородного уравнения 
(3.31а) cp{z, р) с использованием базиса уравнений (3.40) {i.on(i)} 
можно представить в виде бес1<онечного ряда: · · 

00 

ip(z, Р) = L Ani.o; H~1 )(.\np). (З.42) 
n:O 

Исполь::sуя 0то выражение, запишем решение волнового YPaitr. 
нения с точечным источни1<ом 1 т. е. 

(V2 + k~)ip = -б(z '- zo) б(р). 
- 2ц 
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Рис. 12. 

для втого воспользуемся равенством 

[~ ( !.) .л2 ] н<1>(.л ) _ 4iб(р) 
д Рд + n о nP - 2 · 
р р ц 

Подставив решение (3.42) однородного уравнения (3.Зlа) в 
(3.43), получим выражение, отражающее св.язь коеффициентов 
An и собственных функций ip~(z): · 

00 • 

L AnlP~ = :i6(z - zo). 
n:O 

Отсюда, умножая последнее ра.венс·rво с.кал.ярно на ip:i 1 полу-
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ча.ем 

An = ~ip~(zo). 
Таким образом, точное решение акустического ура.внени.я, 

описывающего распространение сигнала., генерируемого то

чечным источником на глубине zo, в стратифицир~ванном оке
ане с постоянной глубиной имеет следующее представление: 

• 00 

ip(p,z) = ~ I: ip~(zo)ip~(z)H~ 1 )(,\np). 
n=O 

(3.44) 

На рнс. 12 представлен типичный профиль скорости звука в 
океане (а) и соответствующие ему первые три моды для ча

стоты 30 Гц (С). 
АсимптотИку точР.ого решения (3.44} в ·дальней зоне (р боль

шое) можно записать, используя а..:имптотику для функций 
Ха.нкел.я: 

ip(p, z) р::оо 2,э121r:1 2 pl/2 ~ ,\~l 2ip~(zo)tp~ (z).exp [i (,\np - ~)]. 
(3.45) 

(Представления . (3.45) будут и..:пользованы для построен11.я 
практических алгоритмов.) 

з. 6. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЛНЫ 
В ВЕРТИКАЛЬНО-НЕОДНОРОДНОЙ 
СРЕДЕ 

При исследовании строения земноi;i коры и верхней мантии 

широко используете.я информация, содержа.ща.яс.я в выделенных 

на сейсмограммах поверхностных волнах, что связано с доста

точно высокой величиной отношения сигнал/помеха. по срав
нению с объемным:t1 волна.ми (амплитуды поверхностных волн 
определ.яютс.я факто·ром р- 1 /2 , а объемных - фактором r- 1 ). 

Проход.я через области с различным геологическим строением, 

поверхностные· волны а.ккумулирую"1' информацию об упруrих 
свойствах и геометрии етих областей. Наиболее концентри

рованно вта. инфо""ма.ци.я представляете.я зависимостью скоро

сти ра.спростра.нени.я от частоты. В свою очередь, выделение 

вклада поверхностных волн обеспечивается наличием поляри
зации. 



Дальнее распространение поверхностных волн поэ~эол.яет в 

лучевом описании воспользоватьс.я асимптотическим разложе

нием, аналогичным раэлсжению акустического пол.я в стра.ти

фиuи!)ованном океане (см. раздел 3. 5): 

t;1(x, у, z, t; о)= А(о-х, ау, z; о) ехр{ ±r(ax, 0ty, ~t) }; 

В атом представлении фаэова.я скорость с= IVrl- 1 , кроме того, 
рассматриваются лучи, лежащие в горизонтальной плоскости. 

Оператор Ламе дл.я изотропной неоднородной среды эапи

с1.шаетс.я как 

L = рд~ - (Л + µ)V(V·)- µд - (VЛ)(V·)

- (Vµ) х (Vx) - 2(Vµ, V). (3.46) 

Чтобы использовать представление (3;5) при построении нуле
вого приближения геометрической оптики для векторного поля 

зондирующего сигнала. 

Lo(p)Ao =О, (3.47) 

необходимо получить р-предста.вление оператора. Ламе (3.46): 

exp{-i[(p · х) + pot]}Lexp{i[(p · х) + pot]} ~ L(p). 

Здесь р = (р", p'll )- градиент по горизонтальным координатам; 
р0 = дr/дt. В декартовсй системе координат (х", у, z) матричный 
опера.тор L имеет следующие 1<омпоненты: · 

L;; = рд/ - [t.1 + µ)Щ + µ t. дJ + (11..\)д,- . 

i+2 3 

- j~l(д;µ)д; +2{;(д;µ)д;]. 

где i = 1 2 3 с циклической перестановкой (на.пример, 3 + 
2 

2 = ): 
у 

у z z 

Li; = -[(..\ + /J)дiд; + дi..\д; + (д;µ)дi]· 
Соответствующие елементы опера.тора. в р-представлении с 
Учетом~= r(z,y,t) за.пишем отдельно для Li;, где i,j #: z: 

L;i(P) = -рр~ + (,\ + µ)р~ + µ(р,р)- µд:- д.µд. = 
= -рр~ + (,\ + µ)р~ + µ(р,р) - д.µд., 
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LiJ = (,\ + µ)PiPJ 
дл.я i,j ':/: z и дл.я :компонент, содержащих 

L;z = -i[(,\ + µ)д11 + (дzµ)р;], 
L11; = -i((,\ + µ)р;дz + (дz,\)р;), 

Lz11 = -рр~ - (.\ + 2µ)8: + µ(р • р)- (д.(,\ + 2µ))дz · 
Выберем локальную ортогональную систему координат ( cu. 

стему л,..евых ~соордкн11m) с орта.ми 

Vr д р 
е" = IVr/ = /pl' е. = е., efJ = [е" хе"]. 

Тогда А·= (А",.А",А11 ); р::: (р",р"), причем PfJ =О, 

L""(p) = -рр~ + (.\ + 2µ)(р, р) - дz(J.&дz), 
Lpp(p) = -рр~ + µ(р,р)-д.(µдz), 
L11z(P) = -рр~ + µ(р,р)- д.((Л + 2µ)дz), 

L"11 (p) = -i[(.\ + µ)р" ~ + (д;,µ)р"], 

L11"(p) = ....:i[(.\ + µ)р" ~ + (д.Л)р"], 
Lp" = L"" = L"-. = L11" = О. 

Таким образом, матрица. L(p) имеет следующее заполнение: 

· 1L"" L(p) = О 

L." 

О L,...11 LfJfJ О , . 
О Lzz 

а векторное ура.внение.(3.47) преАСТЗ'tJLЯетс.я в виде 

L""A" = О, 
L.,.".A .. + L.,. • .A11 =О, 

.- L • .,..A.,. + L"z.A• = О. 

(З.48). 

~З.49) 

Ура.внения (3.48) и (3.49) необходи'\1<; дополнить соответству
ющими граничными усповl!ЯМИ. Если рассматривает ~.я ра.с-

1.рос'! ранение rоверхностяых волн в .полупространстве со сла

бой горизонтальной неодноро.t с1остью, то граничные условИJf 
должны быть эада.ны на. дневной поверхности z0 = z0 (r, /3) и на 
z-+ 00. 
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За.пишем оператор Г граничного усповия на дневной поверх-

110сти t = тn = О: 

вспоминая, что 

Г.А = Гi;.А;, 

Гii = ni(,\ + 2µ)дi + L: n1:µд1:, 
l:;ti 

Гij = n1.\д; + n;µдi. 

n = (1 + (дтZ0)2 + (дрZ0)2)-1/2(дтzо' дрzо' -1), 

запишем р-предста.впение оператора. Г(Г(р) = е-i(р,•)Ге(р,•), 
р = (рт,рр)): 

11 

µдz О 
Г(р) = - . О µдz 

1.\рт О 

iµрт 11 

(,\ + ~µ)д" . 

Полное усповие разрешимости дпя уравнения Lcp = О, Гер = 
О или Сер = О имеет вид .Со(р).Ао = О, т. е. в нашем. спуча.е 
уравнение для ,В-компонента. амплитуды .А (Lpp.Ap =О, Г .Ар =-0) 
превращается в за.дачу Штурма.- Лиувиппя: 

д"(µд").Ар - (,\~ - РРб).Ар = 0, 

д" .Ар lzo = О, 
(3.50) 

Здесь ,\~ = µ(р, р), т. е. ура.внение вйкона.па, а соответст~енно 
и геометрия лучей поверхностных вопи определяются модой 

(>.") и осцилляциями ком_поненты .Ар вдопь осн z. 
Заметим, что в за.даче (3.50) появляется только мояуль 

сдвигаµ, вектор попяриза.ции волны ортогонален на.пра.влению 

распространения и лежит в горизонтальной ппоскости. Эта. 
волна соответствует хорошо известной вопне Лява [35). 
Па дневной поверхности оста.вшиес.я граничные условия дл.я 

пинейной комбинации описываются вектором с попяриза.ци.ями 
е, и ет: 

µд".Ат - iµрт.А11 = О, 
i.>.p".,4.,. + (,\ + 2µ)д".А" =о. 

дополненные успоu~ями при Ат -- О и .A.r -- О в. ОЧР.Тании 
. z-+oo z~w 

с системой уравнений (3.49) они оо.исывают волны, соответ
ствующие волнам Репе.я [1, 35, 82). 
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3. Т. ЛУЧЕВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПUЛЕЙ 

О11иса11ие процессов paCllJJOCTJH\lle11и11 u tt1"од11ород11ь1х cpt. 
дах OCHOllЫIJlteтcя IН\ Jtучс~ооИ теории ЗJJCKTJIOl\.t:l.ПIИTllЫX llOJJel. 
Важ11ос мстод0Jю1·ичс~ское :t1шче11ие э·1·ой теории состоит о ·ruм 

что 11а ее базе мож11u 1юJ1учит1. ур;~11111·11ю1 11ерс11оса и yc·l'a: 
11овить связь между ст;~·rистич(_•скими хщнiктеристиками сред.,. 

и параметрами фе11ом1~1юJю1·ичсской теории nсре1юса ~J1ек·rро

маг11ит11.ого излучс11и~1. 

Запишем у ра1111е11и1: дJIJI 111·кто ра tHLllJHJ>tнmrюcти эJJС~кт ромаr
нит11ого поля, испот.зуя фо1)муJ1ы (2.4: 11,1·): 

1 д 
V х Е= -11--Н 

t: {)t ' 

V н 4r. ед Е 
х =-J+--;-. 

с с (}l 

считая, что среда оt1исыв11ется тс11зо1юм диэJ1ектричс~1·кой llJ)О-

11ицаемости i, а маг11ит11а11 11ро11ицасмост1. 11 ::::: 1 и сторош1ие 
токи отсутствуют (j = О): 

LE= (vxVz-c- 2 : 1
2
2 t)E==O. 

Как обыч110, используем общую ко1ще1щию раздела ~$.1 и· е 

качестuе асимr1тотичсского разложе11ия осктuра Е 11рим1·м 

Е = .А(у,о)ехр{ f т(у) }• 

д 

где у= (Уо,J/1,112,уз) = (at,ax,ay,oz). Оператор/, имеет сле-
д А 

дующеер-nредставле11ие (р = (ро,р1,р2,рз) = (ро,р)), о да1111ом 
случае (Ро = "1): 

2 
L(p) = e-i(p,:r:) i.,i(p,z) = -р х рх - ~i. 

с2 
-~ 

Опера.тор L(p) за.пишем в виде L = L0 + oL', причем oL' = 
(-"12 /c2)(i - i Resp €/3) описывает анизотропию и 11еконсер8а
тио11ость среды, а L0 = -р х pz - (1.iJ2/c2)e0 /, е0 оеществе111tа 
и равна Resp i/3. Уравнение для нулевого приближения луче
вого метода. в локальной системе координат 

р д.е1 
е1 = IPI' е2 = lдaeil' ез = ei х с2 
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14 ,..еет вид 

о 

( .> 
-р,р)+~ео 

о 

о 

о 

-(р, р) +~!о 

т. с. п каtю11ическом 11рсдставm·11ии мож1ю за11исать: 

(З.51) 

УчитЫОiL)\ СОВШ\Д('llИС собст11с11111.1х ЗШ\ЧСllИЙ .Л2 = ..\3 = 
::: (i...1 2 /с2 )е0 - (р, р), мож110 сдслат~. зак;1ючс11ие о 1ю1111ризани
о1111ом 11ырождс11ии 11011ереч11ых 1ю1111 ((t!2 · р) =О, (e:i · р) =О). 
Ура 1111с11ис ( ~ .9) 11 да1111ом с11уча<· Jщст lt>I:! = (""'2 /с2 )ео, т. е. 
;111спс1н~ио1111ое соот1юше11ие ИMl't'T нид .,., 

r.J - с..1(р, х) = с..1 - IPIC!~ • = О. 

['ру111ю11ан ско1юсть Угр = (D/др)с...1(11, .r) в дашюм с;1учае ра1ша 
1/"' v,.I" = се~ "е1. Вместо лучевого 11а.рамстра. s введем длиt1у 

дуги /, 0ти 11ара.метрь~ с11.нзаны между собой соотношением 

(d/)2 = ( ~~) 2 dв2, 

1·де Н = ~ [(р,р)- :: !о]. (3.52) 

Отсюда. следует dl = \p\ds. 
Запишем лучевые уравнения, используя длину дуги про

странственной проекции луча. dl: 

dx l dx 1 ..!!:.е._ 
dl = IPI ds = ~pfp = lvrpl = ei, 

(З.5За) 

dt ldt w 1 
dl = IPI dв = \pf = fvrp\' (3.636) 

dp 1 dp 1 дН Jpf t~/2 _ 1 

d; = IPI dв = - IPJ дх :; IPl-c-дxw = Vгр дхw, (3.53в) 

d""' 1 d""' 1 дН 1 w _1 
dl = \р\ ds = - \р\ дt = IPI C2 toдi"1{p, .r) = vrp дiWJ. (З.5Зr) 
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С учетом (3.53а,г) можно за.писать уравнение кинематики двlt-
жения точки на. луче: 

dx 
dt = Vгр· 

Следовательно, движение точки происходит с групповой ско. 

ростью, которая в силу изотропности среды совпадает с на.: 

правлением вектора. р. 

Из уравнений (3.5_3в,г) вытекает связь волнового вектора с 
пространственным градиентом 1AJ: 

dp 
-d = дxlAJ• t . 

Наконец, из соотношений (3.53) следует, что полная производ~ 
на.я от частоты /AJ по времени совпадает с локальной цроизвод-. 

ной: 
ш., 

dt = д,IAJ. 

Идеи лучевой томографии реализуются на основе не только 

Измерений фазы (как было пока.за.но), но и измерений вектора 
поляризации. 

Приведем схему вывода закона вращения ве~стора no.11яpuзa

quu [7). для етого за.пишем соотношение (З.6) для амрлитуды 
нулевого приближени.я Ео: 

где 

дрд~Lо (р)Ео (z) = L'(p)Eo(x), 

L'( ) "12 (. ·1 1· Re ") р = -- Е:- - spe. 
· с2 3 

(3.54) 

Используя вместо Lo(P) удвоенную функцию Гамильтона Н 
(3.52), перепишем формулу (3.54) в виде 

др_0 Нд,Ео + дрНдхЕо = ~L'(p)Eo(z). 
Заменив производные от фуНJЩИи Гамильтона.: 

dt dx 
дроН = ds' дрН = ds 

и перейдя к параметру / (длине дуги пространственного луча), 
получим 

дt dx 1 , 
81 д,Ео + dl дхЕо = 2IPIL Ео. (3.55) 
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Заметим, что в левой части равенства (3.55) стоит полная 
производная от Е0 по дJ11111е нестационарного геометрооптиче-
с1<ого луча, т. е. 

d l.tJ ~ / 
d/Eo = 21 vE:oL Ео. 

Записывая уравнение нулевого прнближения для Е0 на диспе
рсионной поверхности, иными словами - учитывая, что в со

ответствии с (3.51) 

Ео = .А2е2 + .Азез, 
спроектируем уравнение (З.55) на плоскость, ортогональную 

l.tJ r:: ' P1d1Eo = 2с vE:P1L Ео, (3.56) 

где Р1 = 1 - ei · ef. ' Если анизотропия поглощения отсутствует, то L' = О, и со
отношение (3.56) переписывается в виде P1d1Eo = О, т. е. мы 
получаем систему двух уравнений относительно А2 и Аз. Обо
значим дифференцирование по / точкой: 

А2 + А2(е2, ез) =О, 
Аз -t-Аз(ез, е2) =О. 

(3.57) 

Умножая первое из уравнений (3.57) на Аз, а второе-на А2 
и складывая, записываем: 

• . 2 2 
АзА2 -А2Аз = А2(ез,е2}-А3(е2,ёз). (3.58). 

Поскольку d1(e2 ,e3 ) =О, уравнение (3.58) можно переписать в 
виде 

( . ) АзА2 - А2Аз 
е2,ез = А2 А2 

2 + з. 
Заметим, что в последнем равенстве в правой части стоит про
изnодная ·от arctgA2/Aз = fJ, а сi<алярное произведение (е2,ёз) 
равно leзl . В свою очередь; lезl по определению есть хру-сенuе 
кривой (луч"). Обозначив величину кручеНИJI чере:;; Т, записы
ваем закон вращения вектора поляризации: 

d,fJ = т. 
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3. 1. ПОСТАНОВКА 3Ад.А.ЧИ 
КИНЕМАТИЧЕСIWЙ JIУЧЕВОЙ 
ТОМОГРАФИИ 

Рассмотреннал в nредыдущИх разделах даш1ой г11аnы лу

чевал а.nnроксима.цил полей эщtдкрующих си1·11а11011 ш1шн:·rсJJ 

естественной основоА ·дп.и постаtю1tки задач ки11сма·rиче<:ко~i 

лучевой томографии. Во всех J1учш1t.1х 111)едста11111~11ю1х 11 1ш
ном виде содержитсл фазовый м11ожи·rс111. с•т и11и еi"'т, где з11а
чение .,. в прострамствеttноА точке z 011редеш1с·rсн з11аче11ием т 
В Н6КОТОроЙ ТОЧКе Zo {например, ТОЧКе ИСТОЧllИКёL) И Иll'J'СГра
ЛОМ от лучевого nока.эател11 препомпс11ин, 11з11то1·0 вдuт, 11уча, 

соединяющего точки i:0 и z. 11оетому, если еtкс11ериме11тащ,

ные дatl(fыe nоэвоnJ1ют проследить за фазой си1·11аJ100, то 11ы

.ивляетс.и св.язь свойств среды и оремс11и пробе1·а зо11дирующщ·о 

сигнала.. Эта же ко1щепциJ1 1юзво11.иет 011r,едеш1ть 11оле коеtф

фициента. ослабпе11и11 среды. 

В качестве примера 11уч.сной и1~терщ>ста1tии рассмотрим 

случай аниэотрошtой оnор111:й среды. Будем считать, что ска

л.ярное волновое пол.е cp(z,t) :1дооJ1ет1юр.ие·r ура1111еt1ию рас11ро-
ст ранения 

/,'('=о, (3.59) 

где L = д: -Е Ai;(i:)дiд;, i,j = 1+3, 
ij 

причем матрица А положителы10 определена независимо от 

точки z, т. е. оператор L во всей оола.сти гиnерболичесi<иИ. 
Уравнение характеристик в етом случае имеет вид 

(р,Ар) = 1 (3.60) 

и играет роnь уравнен~ еАконапа; вектор р как обычно· ра

вен Vf'. Приравнивал градиент ха.ра.ктеристической поверх· 
ности иупю, nопучим ·векторное дифференциальное уравнение 

первого пор.я,цка относите.яьно производных р: 

. 2(V. р)т Ар+ (р, (V А)р) =о. (3.61) 

Иэ етоrо · ypaвиelUUI nопучаем уравнения характеристик: 

4х • 
4• =.Ар, 

.dp 1 ( • ) ~=-2 p,(V·A)p . 
(3.62) 
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(Jослед11ее раnе11стоо есть урав11ение хараастеристик (З.60). 

Характеристические урао11ени11 (З.62) оnреАе11.11ют бмхарак
Тl'l'истики ИCXOДllOl'O IIOJlllOIJOГO урао11е11ия (З.59), 4.11.R ПOC'lpo
('llИll которых 11еоfiходимо задать да1шые Кощи: 

xl = х(О) 
.•=О ' 1•1 = р(О) 

•=О ' 
11рИЧl'М )J(O): (р10 ' 'AplO)) = 1. 

Н 1111pa1JJ1e11иe Jl)'Ч•t. JJ точке в = О опреде.1111еи из первого урав-
111·11ю1 сиетсмы (3.62): 

tlX 1 · (О) 
-, -о = Аа-•1) . 
( 11 ··-

:~a:\l•:ЧitJI, ЧТО р: л- 1 cJx/1/s, ypatJllCllИC (3.60) ПредСТаОИМ В ВИДС 

( clx 'л-· ilx) = 1. 
tls ds 

(3.63) 

11 а рам1•т р .ч с точ11ост1.ю до а;utитиоt10А nост.0111шоR совпадает 

1·11 11щчт1ис11.1 ;,йко11ала т, rюскольку 

tlт ( clx) -1 = Vа-т.-:;- =(p,Ap}=I. 
( 1! (~/! 

llо..,тому из ура~тс11и11 (:J.63) 11олуча.ем 

ds2 = dт2 = (dx, .A- 1dx), 

на ос1юна11ии че1·0 мож110 провести и11·rерпретацию ха.рактери

стичРских ура1111с11ий (3.62): 11оскольку 

т = т0 + f (dx, л- 1 dx) 1 12 1 
с. 

(3.64) 

то характеристические ураrше11ип (3.62) определяют параме
трич•:ское зада11ие геодезических кривых в пространстве с ме

трикой dт = (dx,11- 1 dx). Ис110J1ьзуп равенство ldxl2 = dl2 (dl-
11;11·мс11т длины .•1уча.), можно записать dx = 11{z)dl (11(z)
t'J1И11ич11ый вектор t1anpauJ1c11ия распространения сигнала в 

точке х). Выражение для об.ра.таtой скорости (мед.11енности) 
можно представить u сJ1едующсм виде: 

dт -1 ( ) ( А-' ) dl::;v z,n = n, n. 
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Повтому интеграл из формулы (3.64) по геодезической{, имеет 
следующий смысл: 

J (dx, А- 1 dx) 1/ 2 = j ~, 
v(z,n) 

1:. 1:. 

т. е. смысл минимального времени пробега. сигнала. вдоль кри

вой, соединяющей две пространственные точки. Зависимость 
скорости v(z, n) в .явной форме от на.пра.влени.я ра.спростране
ни.я сигнала. (n) отражает специфику принятой модели анизо
тропной среды. 

Восстановление ковффициентов Ai; (z) по известным длинам 
геодезических .С, соединяющих произвольные пары точек х 1'! 

хо, соста.вл.яет сущность обратной кинематической задачи. В 

ста.ндартных постановках та.ких задач пары точек х и Хо счита

ются лежащими на. границе исследуемой области. Рассмотрим 

постановку линеаризованного варианта. решения трехмерной 

обратной кинематической за.дачи; Будем считать, что опор

ная среда. характеризуете.я матрицей Ао (х), и за.дача. состоит 
в том, чтобы восста.новить А(х): 

A(z) = Ао (z) + 0А1 (z). •(З.65) 

Здесь о - ма.,;ый пара.метр, Ао и А1 - положительно опреде
ленные матрицы. Представим вйкона.л в виде разложения 

00 

т(zо, z) = L on Т"n (zo, z). 
n=O 

(3.66) 

Полста.вив (3.65) и (3.66) в уравнение характеристик, получим 

(Ро + ор1, (Ао + 0А1)(Ро + ор1)) = 1 . 
. А 

Здесь в разложении по р = Vт ~ Vто + 0Vт1 = Ро + ор1 сохра-
нены только линейные по о члены~ С учетом 

(po,Aopo)=l (3.67) 

сохран.я.я члены порядка c:r, получаем уравнение 

2(р1 , Ао) Ро + (Ро , А1 Ро) = О. (З.68) 
Уравнение (З.67) определяет геодезическую {,о (z0 , z). Учить~.; 
ва.я, что ds = dто, можно за.писать: 

(Р1 ,Аоро) = {Р1, ~::) = ~~~, 
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nовтому из (3.68) получаем выражение дл.я поправки т1 : 

т1(ж,жо)=-~ j (ро,А1{ж)ро)dто. (3.69) 

.Co(zo,z) 

Оно является основой для р~шения линеа.ризова.нной обратной 

кинематической задачи.· Заметим, что на. А1 (ж) необходимо 
11аJ1ожить условие: {А1 {ж) + Ао (ж) >О). 
В задачах дистанционного зондирования кинематическая по

становка, как правило, связывается с изотропной опорной ере~ 

дой, поетому · 
Ао (ж) = ао (z) = v~ (ж), 
А1 (ж) = а1 (z) = v~ (z), 

(po,A1po)=a1(z)(po,po)= ai(z), 
ао 

dть = dlo' 
Vo 

и соответствующее уравнение св.язи поправки времени прихода 

сигнала из точки жо в точку ж выглядит следующим обр.азом: 

v~ (ж)dlo д j 
v~ (ж) = IJ(ж )dlo . (3.70) 

.Co(zo,z) 

Здесь dlo - длина дуги луча lо(жо, z), соедин.яющего точки жо 
и х в опорной среде с полем скорости v0 (:i:). 

Представление (3.70) .являете.я базовым дл.я поста.ковки за.
дач лучевой томографии. Как будет пока.за.но в Приложении, 
уравнение характеристик определяете.я только старшими про

изводными оператора. распростра.нени.я L. Поатому лучева..я 

ко1щепция легко переносите.я на восстановление полей коеффи

циентоо ослабления, св.яэа.нных с п~рвыми производными, вхо
мщими в опера.тор распространения L: 

!Ф(с.1)\ J . 
ln IФо(с.1)\ = - {J,,, (ж)dlo 

l.o 

(Ф((V) -фурье-образ зарегистрированного в точке ж сигн.1.ла ер; 
Фо (w) -фурье-образ теоретического зондирующего сигнала, 
генерированного в точке :i:0 и распростран.яющегос.я в онор

llой среде; луч 1:,0 (:i:0, :с) соединяет точки источни:ка и на.(,лк · 
дений; f3w (ж) -- лучевой коеффициент ослаблt: 1ия nu 4 :<1ксиро
ва.н11ой частоте с.1). 



Гл1tо1t 4 

ПОСТРОЕ~IИЕ И ИНТЕРПГЕТАНИJJ 

ТОМОГРАФИЧЕСКИХ ФYHIOIИOllAЛOD 

Восст1нювJ1t•11ис ко0фс!.и11ис•11тоu -- фу11к11и~i 11 рщ:тра11~т11tщ-
11ых коордш1ат, 011исы11ающих локаJ1ь111.1е e11oikт11a ('/1t'дt.1, ·-· no 
ИЗ1}с'с1·111.1м харак·rер_истикам llOJIJI зо11диру111111•·1·0 сип1ала со

ст1ш1нн•т 11рt'дМС'Т обрат11ой ."1адачи 11 ма·1тма r11ч1·0"oii физике 
[11, t:J.\[1, 51, [1~, 71i, !)7). llrи 1юста1ю11к" 1·1н1т111~·r1·т11ую111нх 
обрат11ых задач исходными да1111ыми с11ужат 1юJ1я, д•·терми

ниро1нш11ым образом зада1111ые· на 11ростра11ст11е11110-оремеююм 

ко11тинууме. 11 р1_•аJ11.1юм ф1вич1_•ском R1<c11er11:..11·1пc, в T~!l.I чи

с11t! н диста1111иu111юм зщщи1ннн\11ии, 1шблюд1·11и11 11роводнтс11 о 

ко11е~1юм числе> "точек" простра11ст1ш, 111}и 11иф ро11ой за11иси 

о.сущестол11t•тс:и 11 ремt>111юс юн11по1ншис 1н~1·11СТJ•И руемоа·о си1·-

11ала, при 0том сам :1ар1·1·и1·триро11а11111.1й сипшл 111>едспш11иет 

собой трансформацию физич"с1<1.11·0 11011я 11а UX(lдe щн11·:..111оrо 

устройстна. С11ести реат.111.1й "кс11срим1·1п к траi1иниоа111ой ма· 

тематичt•ской 1нн:тit.1юоке можно 11 том сJ1учас', с•сJ1и счи r:1ть 
приuор11ую за11ись 111·11111·1н~1111юй 1ю r'рс•м1·11и и с11·t.ча11а осуще
ствить так 11аз1.111<(1•мую "рс·дуюн110 к ИдР1н1ы10111у 111•11riopy" (что 
предстаuляt•т сuбой широtю 11·ш1·сп1ую 111·1шр1н·кr11ую зад:~чу 

[49, 65)), 1t зат1·м щю1н~ст11 11ростра11ст1J1·11110-11рРм1·1шуk.1 и11т ... r
поля11ию. Подоб1щя 111ю111·дура 11р111шюп к 1ют1·р•· иi1форма1111и, 
хотя и ПpИMt'll.НC'fCH 11 JHIJll~ с J1уча1•11 [!" 11. . 

Чтобы сформуJ1иро11ать матс:1.1ат.ич1·екую мuдет. и 11~стаuить 
обрат11ую задачу, адекuатную реальному фи:зичсс1юму ;jJ<c11e· 
риме11ту (диста1щио11110111у зо11ди1нн1а1111ю 11 часr11ости), 111:об.
ходимо учесть ос1ю1111ые факторы, о~1р•~деJ1наощ11с фор:~.1ирооа· 
_ние модели. Естестнt•1111ой 111атематич1•скоii :-.111д1•J1ыо инп·рпре· 

тации физическо1·0 "кс11еримс11та 1шл11ется 11uсста1юuJн•1111е по· 

пей искомых 11арамстроо среды nu :~11ач1·11иJ1!'.1 11afiopa фу11кuи· 
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011 aJJOH --- "фу11кни1111аJ1011" 11.1м1·р1·11нi;. Так 11 и1111·р11J1t>т1111иu11-

••"' х "Jада чах IHa:IJIИKi\t'T 1· 1111 р.11ж1·111101• 11р111·т111\lll"f lttl JI ИJll'Йlll.I х 

фYllKllИOlli\JIOH. .tfll JHl/tJlllИ Xt' 11 \la ·• ··ма .• и ч1•1· """ MllJll'JIJ.11) JIИllt.•й-

1••·• X 11p11Gop111.1x устр11й1·п1. ," .• Иl"'l 1•11J')'IOIШ1X lllllJlltpy1t•IШIЙ 1·и1·
tli\JI. К<tк Gуд1·т 1юка:щ110 11 -..той t'J1a1t•". -..10 t•11111н1ж1·1111111· 11ро

с·rра11•·т11111ю 1щ1JJlll'T Jta п. 11р111рач11ую фи 111ч1·1·кую и11·r1·p11pc·ra-

11111" структур1.1 фу11к11ищ1ал1111. д1·й1·т11у1ощих 111·1юt~р~:дстuщшо 

11 ,1 11uлн и,·кс1ма.1х 11а рам1· 1 р1111. ~,.,и фу11к1tиошt•J11J 11а.зuа11ы 1111.ми 

JllU.\IUlpaфuчt CKllM 11. 

4. 1. llOCTPOl-;tlИE JIИНЕЙНЫХ 
ФYllKHИOHAJIOIJ ИЗМЕРЕJIИЙ 

1\ср11ый "Tёtll рс·1111·11ш1 0G11aтt1uй ·1ад1LЧИ ДИС1'1\1ЩИС111tlОГО зон

диро11а11и.t1 ест1, rюстрш·11и1.• мuд1·;1и ешви между д1~1111ыми И.J

мсрс11ий и 111:и:шссr111.1ми 1101111ми 11щ1амсч1110 среды. В каче

стuс исход111..1х да1111ых и ис11uщ.:~уютс11, как 11раuило, цифро-

11ыс записи, регистрируемые 11рисм11иками, ·1юкализоuа1шыми 

о 11ростра11стuе. Искомые 11араметры, 011исынающие сuой

ства среды, 1111т1ютс.н ~,,лем1·11тами (O(.r)) фу111щионалы1ых nро
стра11сты (0): O(.r) Ее, 1rа11ример llOЛH магнитных и 1·раuита
цио1111ых а1юма11ий-, щюнодимuсти (u(.r)), у11руrих 11араметроы 
Ламе (Л(х), µ(х)), ш:отности (p(.r)) и т. д. Простра~1ство изме
рений - 0то nростра11ст1ю фу11кцит~алоо {lan} над 1юJ1нми зо11-
д11рующих сигналоо (ер Е Ф); модель измерений 

Ur.: Un = lln(t,?) ~ (t•n l'P}, 
n = 1 + N - число цифровых отсчет.Jв 11риеi.t1юй системы, 

{h"} Е ф•. 
То,"оzрафичсский i1Kcriepuмet1ш 011рсдt:л.яетсJ1 отображением 

фу11ю1иональноrо r1ростра11стоа u 11ространство измере11ий: 

е (ll3 ) - nN. Здесь аксnериме11талы1ые да1шые, сод1'ржащие 
шум, нчл.яiотс.я фу11кциона11ами и~;комых нолеА параметров: 

u"=P"(O)+!n. (4.1) 

Пусть процесс расnространени11 011исываетс.я ли;-1ейным onepa
·ropoм L,: 

L, V' = s, (4.2) 

"де ер - поле зондирующего сигнала; s - поле источника; 

Le : L, (оср + {Jip) = 0tL1 ср + /JL1 ф. 
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Оператор L, определяет свойства среды. Проблема интерnре,. 
тации томографического аксперимента с математической точ~11 
зрени.я сводите.я к восстановлению оператора Le по измере11• 
ным данным. Чтобы получить решение, необходимо построит~. 

функционалы 'Pn Е е•, опиралсь на св.язь Hn(v>(8)) = 'Pn (8) 11 
закоl1 распространения (4.2). 

Будем считать, что по,/Jе 'Р генерируете.я группой источников 
и регистрируется, приемником с диаграммой направленности(} 

и фиксированной ориентацией главного лепестка диаграммы е. 

Пола.га.я размеры приемника малыми по сравнению с харак

терными размерами задачи (длиной волны зондирующего сиг
нала, характерными масштабами неоднородности), будем счи
тать приемник локализованным в точке. Так, например, при 

интерпретаЦии сейсмических данных полный набор экспери

ментальных значений мы получим, если учтем, что в ус;юви.ях 

аксперимента ·участвуют J групп источников, 3 х /\ ( /( ·-- число 

точек приема) трасс от каждой группы и обрабатываемых от
счетов цифровой записи сейсмотрассы: N = 3 /{ J L отсчетов. 
Нужно отметить, что фиксируете.я не непосредственно поле ер, 

а его трансформация аппаратной функцией регистрирующего 

канала Н, который включает _временное и амплитудное•кuан

тование. Сама.я обща.я модель трансформации зондирующего 
си1·нала, регистрируемого каналом, представляется линейным 

оператором свертки. Ввод.я сквозную нумерацию отсчетов (ин

декс n = 1 + N), отдельный отсчет цифровой записи можно 
представить в виде 

н: Hnl/) = !!! dzdтdOhn (en,e;tn -T,Zn - z)ip(z,e, т), (4.3) 

e:eER3, 

здесь все неизвестные свойства среды включены в оператор 

Li1 ; аксперимеитальные данные- результат свертки пол.я ip 

с аппаратной функцией h. Только в идеализированной поста

но9ке (когда hn(tn - t) = 6(t - tn), что соотJЗетствует бесконеч
ной спектральной полосе пропуска.ни.я приемника - физически 

нереализуемой, и когда диаграмма направленности h(en, е) = 
h(e-:; ,е)) вкспериментальное значение, не отягощенное случай
ной ошибкой е, совпадает с проекцией пол.я 'Р( z, t) на напра
вление n. В качестве реальной модели детерминированной 
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ча1~ти конкретного измерения может быть прин.ят фу_нкционал 
hп ::::: hn (ip), который счит·ается непрерывным по физическому 
смыслу задачи и линейным по техническим требованиям. В 

спнзи с нелинейностью функционала 'Pn (О) Из (4.1) (даже при 
наличии .явного вы_ражения его действия на поле О и при осу

Ult'ствлении условия En -+О) решение с необходимостью имеет 

1111 терпретационную форму. Как правило, основным влементом 
на. каждом шаге итерации является линеариза.ци.я функци~нала 

'Pn- llусть среда описывается полем 0 0 = 00 (ж), тогда модель 
ttз11н•рений (4.1} переходит в 

Un = 'Pn (0о) + :О leo 'Pn (60) + Ёn, 
гле Ёn включает как случайную ошибку En, так и ошибку, об

уо1оnJ1енную детерминированной частью модели и связа1П1ую 

с л1111еаризацией. 

Дш1 11оля 0 0 реализуется уравнение распространения L0 ip = 
s. l)удем считать, что искомое поле О является близким к полю 
8 0 , т е. О= 0о + 60, 60 ~ 00. Решение ipo может быть полу
че1ю иногда в аналитической форме, если используется один 

ю 11риб11ижtЧ-шых методов, 11а11ример геометрической оптики. 

ФормаJ1ьное решение для среды с полем параметров О записы-

(4.4) 

(Н8 = L0 -Le --возмущающкй оператор). Равенство (4.4) есть 
следствие операторного тождества: 

L;1 :: L01 + L01 (Lo - Le )Li1 

представ11ения <р = L; 1 s. 
Отметим, что представленная конструкция (4.4) может быть 

получена в случае, если поле 'Ро удовлетаоряет однородному· 

уравнению L0 ip0 =О. Записав оператор L = Lo-6L1 1 а.решение 
VJ-- н ниде ip = tpo + 6ip, получим уравнение 

Lo 6ip = 6L1ip, 

т. е. попра.вка возмущенного поля описывается тем же уравне

нием, что и поле <ро в опорной среде, но уже с аффективным 
Истuчником: s = 6L8 ip, включающим в себя помимо поля tpo еще 
И ""Правку 6у;. 

liолная модель (4.3) с учетом (4.4) будет записана как 

Un = Hn [IPo + Lfj 1 6Le у;]+ En. (4.5) 
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Здесь свойства среды отражаются как членом /JJ,,, так и cu. 
множителем ер. Из-за наличия зависимости <р от 60_ дете1•ми. 
нирова.ннал часть модели измерений оказывается 11t~J1и11•·й11Qij 

от11осительно 60. Если /JO доста.точ110 мало, т. е. ес11и 111.ащ, 11 • 
няетс.я условие 

(4.6) 

(В-оператор ма.тематическ~го ожида11ия), то 'Р в (4.5) можеt 
быть заменен.о на ср0 . С физической точки зре11ия uы110J1111·11ие 
неравенства (4.6) определяет адекватность мод1:ли и; (ер) ре~ 
альным измерениям; в результате замены ер 11а ip0 моде111.11ан 

ошибка в (4.5) много меньше, чем ошибка измере11ий. 
Проана.Лизируем норму ошибки линеаризации, исrюл1.зун 

следующее неравенство: 

llH L; 1 ы, (ер - cpo)ll :5 llH L;•н, 1111~ -·сро 11. 
Норма разности полей ср и ср0 огра11иче11а, что вытекает из фи
зических соображений (физические 11оля 11е об11адают беско

нечной анергией): l!'P - l(Jo 11 :5 с< оо. Оператор 11 L-;; 1 Ио ком
пактен, что св.язано с компактностью оператора ll (и11те1·раль
ного оператора свертки), 011ределяющего простра11стnенно

временную дискретиза.цию. При /JO - О ll/l L01/JLe 11- О и усло
вие (4.6) заведомо удовлетворяется. Учитывая (4.6), запишем 
модификацию модели (4.5): 

Un = lln [ipo + Lo 1 f>Le сро] + ln. (4.7) 

Ошибки, включающие ошибки линеаризации, подав11яются дей
ствием оператора. Hn. За.пишем модель (4.7), введя билиней-
ную форму: ' 

иn = {hnlY'o )v,т,n + {hn IL01 6L, cpo)v,т,n + in, 

(~l7J)v,т,n = j j {(e,z,i)•71(e,z,t)dzdП 
· n v 

( • - знак свертки по времени; V - область зондирования; Т
в. ~менной интервал измерений). 

Редуцируя екс~ериментальные данные на. известное значе-
hИе: 

и~ = 'Pn (0о) = (hn lcpo )vт п, 
1 • 
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r~олучим 

(4.8) 

4. 2. ТОМОГРАФИЧЕСКИЙ ФУНКЦИОНА~'1 

Выделим в возмущающем опера.торе 6L1 мо11отонную функ-
111110 v(60). Принимал во внимание тот факт, что. во многих 
rо~101·рафич<•ских задачах оhератор 6L1 близок к локалыюму, 
111111римt>р 1111ш1стс11 диффсре1щиалы1ым оператором, запишем 

(4.1'1) как 

Un = ((L01 )• Jin l6Lв <Ро )v,т,n + ln = 

= ({G~ li" ,6
6v 6Lв IПо i1)т,n !v(tSO))v + iп, (4.9) 

1·д<' G0 = L';; 1 ; 6
6/1L11 : ~: = (r;0Ji" , 66,.,м,в j'f'o)т,n· 

И11тР1·ра11ыюе '1дро фу11кцио11а11а относителыю 1.1(60) будем 
1ia 11.111ат1. 111омl11-рш/111-чrо:11м фу111\14иинадом: 

(4.10) 

1·л1· "'"' = IPo -- ll<Lдающес llOJIC о и:111ест1юй 011ор11ой с редс 0 0 : 

ер,. /.о i,:>11 = ~. 1Ри111 : L0 IPмt = 11" -- обраще1шое 11олс, "ге11сри
рова111юt'" 11рием11иком; S" = (/l/6v)/!J,, - 011ератор взаимодей

ст1нн1 tlOJlt'Й !р111 и <Po"t. 
Учип.111а11 ('1.10), за11иш1~м модель (4.9) как 

u = Pv + l, 
· 11- - - llт - 11 · - - llт и= t11 1 .",u",.",uN ,t:= t:i,.",t:n,.",t:N , 

(11 11 I {Р1rn1 {РIМ 1 l '.~t_) 1 

Р = (J1"1I (71nml (р"мl /.1 = 1 I~~) 

1 (Jlfv1! (PNml (p.vмl lvм) 
Томографический функционал определяет влияние всех 0ле

Ме1поu пространственной области на n-й отсчет 0ксnеримен

Та11ы1ых дан11ых. Нужно отметить, что п тра.диuиошюn луче
вой томографии томографический функционал является сингу-
11Rр111.1м и локализуетс'я .вдоль луча, соединяюШ.его источник и 
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приемник; вес его вдоль луча постоянен, в то врем.я ка.к в д11;. 

фракционной томографии даже при условии применимости п.у~ 
чевого описания полей 'Pin, 'Pout каждый 0лемент объема иссп.е
дуемой области управляете.я двум.я лучевыми траекториями: 
от приемника и исто.чинка (причем каждый 0пемент простраq.. 
ственной области имеет собственный вес, который опредеп.11. 

етс.я взаимодействием полей 'Pin 1 'Pout). Нужно заметить, что 
математические методы вычислительной томографии базиру. 

юте.я на методах решения задач интегральной геометрии, ко

гда данные (проекции) представлены интегралами параметри
ческих функций на многообразиях меньшей размерности (лучи, 
двумерные поверхности), в то врем.я как в дифракционной томо
графии носители томографического функционала принадлежа.т 

пространству R:'. Отметим, что основное содержание томо
графического експеримента связано с перекрытием носителей 

томографических функционалов, т. е. информация об одном и 
том же елементе объема содержится во всей последовательно

сти измерений. Измерения связаны как с изменениями локали
зации группы источников ('Pin в (4.10)), таК'и с локализацией, 
ориентацией приемника и отсчетов ('Pout в (4.10)) дннамиче
ских попей. 

Априорные данные могут быть представлены как в верояf.. 

постной, так и детерминированной форме, например задается 

определенный тип пространствеЮJой симметрии. Детермини-· 

рованна.я форма. зада.ни.я априорной информации позволяет пе· 

ревести томографический функционал в пространство меньшей 

размерности. Если априори среда. предполагаете.я горизон'
тапьно однородной, то носитель томографического функцио· 

нала. .являете.я однородным, а соответствующий томографиче

ский функционал .являете.я проекциt:й Радона обобщенного то· 

могра.фического функционала. на вертикальное направление. В 
r.луча.е сферической симметрии пара.метр .ядра томографнче
с1<ого функционала. .являете.я радиальной координатой. 

"· 3. ПРИМЕРЫ ПОСТРОЕНИЯ И ИНТЕРПРЕТАЦИИ 
ТОМОГРАФИЧЕСКИХ ФУНКЦИОНАЛОВ 

Рассмотрим Примеры построения и интерпретации томогра
фических функционалов. 

Скап.ярвое вопвовое уравнение. Операторы Lo и Le имеJОТ 
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L д . -2 ( .) д2 
О = - + Со Ж . дt2 ' 

L д -2 ( •) д2 '= - +с z дt2 1 

00 =со (z), О= c(z), z Е .R:', 11 = v(z) = ~ (i - ~). 
а2 

S"-- дt2 1 Р = ( C/'out 1 :21~n) Т • 

в 0том случае сопряженный оператор Грина. 

а• : a•(z, z'; t - t') = G(z', z; -(t - t')) 
определяет распространение волны от приемника. в обратном 

времени. Носитель томографического функционала. в однород
ной опорной среде..лока.пизуетс.я в параболическом спое, когда 

па.дающее попе .являете.я плоской волной, и в вп.nиптическом 

слое, когда. падающее попе .являете.я сферичес1<ой волной (при 
условии точечности приемника.'). 
На рис.13,а показано сечение носителя томогра.фического 

функционала, проходящее через ось симметрии; спой па.рабо

лоида образован кинематически вквивалентными точками (с= 
const). На рис.1.3 ,6, в ~хематически дана }<онфигура.ци.я носи
~еля томографического функционала, если источ1mк (в) точеч
ный, а приемник (r) с а.ппара.тной функцией h(t) = 6(t), причем 
6- пространственно-временное представление полей ~n, C/'out, 
в -- носитель томографичес1<ого функционапа. ~ 
Уравнение Ламе длл одяоро.цвой изо-rропuой безrравич

вой сре,цы. Опера.торы распространения волнового пол.я в 
опорной (Lo) и возмущенной (Li) средах эа.nисываютс.я в виде 

д2~р 
Lo ер= Ро -8 2 - [(>.о - µo)VV ·ер+ µодер+ V..\oV ·ер+ 

t . 
+ V µо х V х ip + 2(V µо · V)ep] , 

д2ер 
Lp V' = р дt2 - [(..\- µ)VV. V' +µдер+ v.>.v. ер+ 

Здесь 
+ V µ х V х ер+ 2(V µ · V)ep] . 

l.>.o (х)) 
00 = lµo (х)) , 

IPo (х)) 
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t 00 = const 
tn ~----'-----.. 

Рис. 13. 

11( 68) = ЫJ , Л(х) = Ло (х) + 6Л(х), 
µ(х) =µо (х) + 6µ(х), 
р(х) = ро(х) + 6р(х). 

Структура оператора Р в данном случае будет оnисыватьс11 

как 

Возмущающий оператор 6L = L0 - Le из (4.4) раве11 

и = и>. + и" + ир . 
6L>.: 6L>.cr> = 6..\VV · lf' + V6,\V ~ lf' = V(6,\V · lf'), 

и" : н"#f' = 6µVV • lf' + 6µЛlf' + V6µ х v х lf'+ 

+ 2(V6JJ · V)lf' = 26µЛ~р + 6µ х V х Vlf'+ 
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+ V611. х V х ip+ 2(VcSµ · V)ip, 

02 
cSLp : 6Lpip = -6р дt 2 ip. (4.12) 

13ь1rаже11ие (V6µ · V)ip в координатной форме с единичными 
,екторами с; мож110 за.писать как 

L(V6µ · Vip;)e;. 
i 

j.1сnо111,зуя тождество 

тра11сформируем выражение 

26µд~р + 2(V 6µ · V)ip 

так, что 0110 примет вид 

Ис110111.зу я тожд~стоо 

V х_(~) = V{ х f + {V х f, 

мы получаем 

611.V х V х ip + V6µ х V х ip::. V х 6µV х ip. 

IОко11чатель110 запишем действие оператора 6L-,. в форме 

l 6Lµ = V х (611.V х ip) + 2V · (611.Vip). 

I llапо:1.111им, что :шаче11ия томоr·рафических функционалов 
1(4.!О) ~IOЖllO 3iШИСаТ1. 11 uиде 

(p8 j60) ,, = J lf'out (<) cSLe 'Pi11 dx 
v 

Апя вариаций любого поля параметров 6() ( симвоJt 0 означает 
свертку 1ю времени и суммирование по всем индексам вxoдя
lltllx lkкторных либо тензорных выражений, символ * оставлен 
4пя об1,1ч1юй свертки по времени): Например: 

А 
V1il.: (<,) /f'lm = 'f/J;1.: * 6;1 61.:m lf'lm . 



ДетерМИНИрОВаННУЮ ЧаСТЬ Un = Un - Ёn МОдеЛИ (4.9) MO>t<Qo 

представить как 

й" = j cpout®6Lлcpind:i:+ j cpout ®6L"cpindz+ j cpout®6Lpcpindz. 
v v v 

. (4.13) 
Выделим дивергентную часть первого слагаемого (4.13) с уче
том выражения дп.я 6L>.. (4.11): 

cpout ® 6Lл cpjn = cpout ® V(6>.V · cpin) =: 
=: V · (cpout ® 6)..V · cpin) - 6)..V · cpout ® Vcpin 

и примем теорему Га.усса.-Острогра.дского: 

j V · (cpout ® 6ЛV · cpjn )d:i: = j ds · (cp0 ut ® 6)..V · 'Pin ), 

V дV 

за.тем выбираем объем интегр~ровани.я достаточно большим, 

так, что можно прин.ять 6Л/вv = О, тогда соответственно ин
теграл по поверхности исчезнет и первое слагаемое- R (4.13) 
можно записать как 

j cpout ® бLл cpin dж = j 6).. V · cpout ® V · 'Pin dж = 
v v 

= J рА (ж)б.\(ж)dж = ,((cpout /S>.. /cp;n )т /6Л)v, 
v 

S>.. : РА = {cpout /SA /cp;n) = -V · cpout ® V · 'Pin1 (4.14) 

т. е. действие оператора Qзаимодействия 5>.. полей 'Pin и cpou1 
сводите.я к симметричной трансформации полей 'Pin и cpout в 

попе их дивергенций: V · cp;n и V · \"out· Чтобы определить 
действие оператора. S" ,· воспопьзуемс.я тождеством 

V · (('f) = V( · f + (V · f, 

с учетом которого, а также выражени.я дпя 6L" из (4.12), по
лучим 

J fPout ® V -(6µVcpin )d:i: = j V -(cpout ® cSµVcp;n)d:i:-

V V 

-J Vcpout®6µVcpin)d:i:. (4.15) 

v 
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Применение теоремы Гаусса- Остроградского и учет услови11 

6µ/вv = О приводит к исчезновению первого интеграла в правой 
части (4.15), а во второй интеграл 6µ входит множителем. 

Аналогично взаимодействие 'Pout со вторым слагаемым в 

(4.15) дает 

j 'Pout 0 V Х (6µV Х 'Pin) dx = 
v 

= j V · j d: 'Pout(t - t') Х 6µV Х 'Pin(t'}dz+ 

v т 

+ j (6µV Х 'Pout 0 V Х 'Pin)dz. (4.16) 
v 

Здесь первый интеграл в правой части имеет дивергентную 

форму и исчезает: 6µ/вv = О. Окончательно, использу11 (4.15) 
и (4.16), находим: 

j 'Pout 0 f>Lµ. 'Pin dz = j dz [V: Х 'Pout 0 V Х 'Pin -

v v 

- 2Vcpout 0 v'Pin ]бµ = ! dxp/A (z)6µ(z) = ((~out IS/A l'Pin )т l6µ)v' 
v 

SIJ : р/А = ('Pout IS/A l'Pin} = V .Х 'Pout ® V Х cpjn - 2Vcpout ® '7cpin .· 
(4.17) 

действие оператора S' с учетом (4.12)' опредеп11етс.я выраже
нием 

j cpout ® 6Lp cpin dz = - j cpout 0 ~22 cpjn dz, (4.18} 
v v 

которое можно записать в .явно симметричной относитепьно по

пей (cpout и cpin) форме; провод.я интегрирование в (4.18) по 
Част11м: 

, а2 
'Pout 0 дt2 cpjn 

00 

=! 
·-оо 

а2 
dtcpout (Т - t) дt2 cpjn (t) = 
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д 100 ! д д = .V'out дt V'in -оо - дt V'out дt V'in dt 

и принимал во внимание, что V'out l+oo = О, д/дt V'in 1-оо О, 
получим 

д д 
SP: рР = (V'out ISPl'Pin) = дtV'out ® дtV'in · (4.19) 

Итак, формулы (4.14), (4.17) и (4.19) определяют онераторы 
взаимодействия S" , S" и SP попей V'in и V'out. Физическая 
интерпретация томографических функционалов заключается в 

том, что их интегральные .ядра представляют собой простран

ственные функции влияния вариаций полей искомых параме

тров среды на отсчетные 0кспериментальные значения волно

вого поп.я зондирующего сигнала. Носитель томографического 

функционала опредеп.яетс.я областью взаимодействия полей V'in 

и V'out. заведомо ограниченной в силу физических условий то

мографического 0ксперимента. (конечный временной интервал 
измерений·и конечна.я сt<орость распространения поля 'Pou1). 

Норма томографического функционала обусловлена ~rмnли

тудой функции вли.яни.я, связанной с оператором взаимодей

ствия. На рис. 14 приведены диаграммы амш1итуды воздей
ствия полей V'in и V'out в однородной опорной среде: а -- оба 

пол.я - продольные волны, 6 - поле Фin .является продо11ы1ой, 

а поле 'Pout - поri~речной волнами (пунктирные окружности 
на рис. 6 определяют 0квивалентные амплитуды V'оu 1 -во1шы). 
Поле генерируется "источником" с временной зависимостью, 

опреде.Ляемой аtшаратной функцией сейсморегистрирующего 

канала. Вс11едствие ограниченной полосы частот аппарат

ной функции при взаимодействии полей V'in и V'out, которое 
во всех случаях носит характер свертки· во временной области 

( соотuетствешю произведения - в спсктралы~ой области), uы
нисыuаютс.я лишь перекрьшающиеся спектральные ком-1ю11е11ты 

полей 'Pin и V'out. 
Анализ томографических функционалов позволяет 11роое

сти математическое планирование томографического акспери
мента, управляя входящими в структуру томографического 

функционала парам.етрами (пространственной локализацией 
источников и приемников V'in и V'out, формой зондирующего 

сигнала 'Pin 1 выбором временного интервала регистрац11и 'Pout)· 
При втом характер взаимодействия определяется только вли

янием параметров среды на физику распространения зо11диру-
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Рис. 14. 

10щего сиг11ала: например, если поле .являете.я чисто вихревым 

(1юпереч11а11 волна. о опорной однородной среде), то томогра
фический функционал р:л становите.я нулевым, соответственно 
такой томографический 01<сперимент заведомо обладает нуле

IJой информативностью по отношению к полю пара.метра. Л. Фи
Jически содержательный томографический вксперимент опре

д!'ляетс.я не только нормой томuгра.фических фун1<циона.лов, но 

и областью пересечения носителей. · 
Отдельно рассмотрим ситуацию, при которой oriopнy10 среду 
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можно считать однородноil. 
Пусть вариации упругих параметров в однородной изотроп

ной среде таковы, что IV.ЛI, IVµI и 6р достаточно малы. Рас
смотрим дВе ситуации, когда поле 'Pin .является чисто продоль
ной волной и когда 'Pin - чисто поперечная волна. В первом 

с.Лучае введем функцию 

2 [ v~ ] Vp ( vp ) = Ро v~o - 1 , 

при атом Ро 6(v~) = 6(.Л + 2µ). Записав действие опера.тора воз
мущения на попе epin:: ерр, где ерр : V х ерр :: О, получим: 

6Lepp = 6.Л vv . ерр + 26µдер, = 
= (6.Л + 26µ)дерр = 6(.Л + 2µ)дерр. (4.20) 

Замечая, что в точках пространства., где отсутствует источник, 

справедливо уравнение 

(Ро :: - (.Ло + 2µо )д )ерр =О, 
заменим в ( 4.20) дсрр на л0!\µ0 f,.r ерр. Тогда 

а2 
6Lepp = 6v1 дt2 ерр. 

Соответствующий томографический функци_онап и оператор 
взаимодействия имеют вид 

д д 
S"• : р"• = ('PinlS"•lepout~ = - дt epin 0 дt epout• (4.21} 

Во втором спуча.е введем функцию 

Vp ( v: ) = Ро [ v; - 1] , 
v •• 

тогда 

p6(v:) = 6µ. 

Запmuем действие возмущающего опера.тора. на попе epin :: '1'11 
где ер. : V · ер8 :: О: · 

6Lep8 = 6µдер8 • 

Используя уравнение дл.я соленоида.т.ного пол.я ер8 : 

(Ро :i22 - µд }ер. = о J 



получаем 

. д2 . 
6Lip. = 6118 дt2 V'• . 

Томографический функционал дл.R 118 имеет вид 

(4.22) 

Несмотря на то, что операторы S"• (4.21) и S"• в {4.22), опре
деJ1лющие взаимодействие полей V'in и V'out, идентичны, но

С11Тели соответствующих томогра.фичес1<их функциона.nов раз
личны, что связано с разными скоростями распространения 

волн сжатия (vp) и сдвига (v1 ). Чтобы проиллюстрировать 
ко11фигурацию носителя томографического функционала., рас

смотрим плоскую па.дающую волну. 

На. рис. 18,а изображены характеристические конусы, соот

нr·rствующие полю точечного источника. V'out 1 генерированному 

приемником в момент tn и распростра.няющемус.я в обратном 
времени. Внешняя !<оническая поверхность соответствует рас
пространению со скоростью волны сжатия внутренней волньi 
с;шига. В трехмерном пространстве R3 поле сосредоточено 
м•~жду 0тими коническими поверхностями (для упрощения на 
р11с. 15,а опущено действ.ие свертки по времени, в предпоJ10-
;мнии1 чт·о "источник" моделируется 6-функцией по времени). 
Нормаль к фронту плоской волны ориентирована. в на.правле

нии, противоположн\)м ez. На. атом рисунке поле V'in предста.
нл ;1ет собой плоскую волну сжатия с конечной ддитепьностью 

сигнала,. Носитель томографического функционала. (рис. 15,6) 
ограничен в пространстве двумя поверхностями: внешняя -
па.раболоид вращения, являющийся пространственной проек

цией сечения внешнего характеристического конуса. (vp) плос
К()стыо фронта па.дающей Р-волны. Внутренняя поверхность -
в;1nипсоид вращения, соо'l·ветствующий пространственной про
еющи сечения внутреннего_конуса (v1 ) плоскостью па.дающего 
nо.'1.я Р-волны. Оси симметрии обеих поверхностей, ограничи

ва.ющих носитель томографического функЦионала., совпадают 

с ~z. 

На рис. 15,в nада.юn ~е поле V'in -плоска.л 8-волна.. ·в В"'ОМ 
с;1учае внешняя поверхнос·rь, ограничивающая носи~ель функ

Щюнал'а ·(рис. 15,г), - гиперболои.Р. вращения, внутреаняя
nараболоид вращения, ось симметрии та же: ez. 
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Рис. 15, а,6 

Уравнение переноса стационарного зон,цирующеrо сиr· 

напа. При исследовании пространственной структуры атмо

сферы Земли и других планет, плазменных объектов в широком 
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8 t 

Рис. 15, в,2 

классе физических ~экспериментов, где измеряемые величины 

щ111лются квадратичны:1.1и функциями волновых полей, а также 

llpи описании прохождения потокоn частиц в среде возникает 
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уравнение переноса. 

Пусть попе зондирующего сигнала будет: 

_cp(:i:,n), nEO={n: nER3 ,lnl=l}. 

Запишем операторы уравнения переноса дп.я опорной (Lo) и 
возмущенной (L, ) сред в случае изотропного рассе.яни.я: · 

Lo ер= (n, Vcp) + а0 (z)<p - и0 (z) j <p(z, n)dн, ( 4.23) 

n 

L1ip=(n,Vip)+a(:i:)<p-O'(:i:) J <p(z,n)dn (4.23) 

n 
(а - ковффициент абсзрбции; /3- коаффициент рассе.яни.я; 
00 = lltro (z ), /30 (z )11, v(cSB) = 68). Оператор взаимодейсТВ"1! 
имеет два компонента: S" = [S0 , S 0 ], а томографический функ
ционал представляете.и как (р" 1 = [(р0 j, (р0 j]. Операторы вза
имодействия sa и S0 легко на.ход.яте.я из представления опера
тора возмущения дп.я уравнений (4.23) и (4.24): 

cSL = cSLa + cSLp , 

cSLa : cSLa l(J = cStrip, 

cSL" : cSL_" ip = сSи J ip(z, n') dn'. 
n 

Томографические функционалы записываются в виде 

(р0 lcSa)n = J 'f'out cSLa 'Pin dn, 
n 

(р0 lcScт) n = ! l/'out cS L" l/'in dn . 
n 

Подставив cSLa и cSL" в форме (4.25), (4.26), получим 

(4.25) 

(4.26) 

sa: (j,0 (:i:)I = ('Pout IS0 l'Pin)n = (1PoutlS0 lcpin)n, (4.27) 

sa: (р0 1 = ('Pout ISV l'Pin)f& = ('Poutl ! ер~ (z,n~)dn')n. (4.28) 

n 
Анализ формул ( 4.27) и ( 4.28) показывает, что в изотроп

ном случае· действие томографического функционала, соответ
ствующего ковффициенту поглощения а, сводится к интегри

рованию произведеНИJI полей 'Pin и l/'out по полному телесному 

148 



·уrлу, а действие томографического фун~ционала ковффициента 
рассеяния определяется произведением интегралов по полному 

телесному углу полей lf'in и lf'out. Отметим, что попе lf'in, вхо
дя~нее В выражение ТОМОrj>афичеСКИХ фуНКЦИОНаJIОВ, ЯВЛЯетСЯ 
решением уравнения переноса в опорной среде (4.23). Попе 
i,oout удовлетворяет сопряженному уравнению 

-(n, Vip) + ао (ж) - ио (z) j ip(x, n') dn' = h, 

n 

~де 11 - поле, "генерированное" приемником. 
Уравнение диффузии. В задачах геовпектрики, как пра

вило, рассматривают квазистационарные поля Е и Н, 1<оторые 

при отсутствии токов и зарядов удовлетворяют однородным 

уравнениям диффузии: 

д 
дер - и дt ер = о 1 

здесь ср является вектором Е или Н. Эволюционные операторы 
в 0111;рной (Lo) и возмущенной (Le) средах имеют вид 

д 
Lo = д - ио ( х) дt , 

д 
Lв = д - u(z) дt, 

где и(х) = ио (ж)+6и(z). Оператор возмущения 6L(1 можно эапи
са.ть БL" = 6ид/дt, тогда томографический функционал будет 
выражаться .как 

(1 д 
Р = epjn ® дt epout · (4.29) 

Заметим, что epin и ep0 ut в (4.29) удовлетворяют уравнениям 
соответственно 

Lo epout =О, L(iepin =h, 

где Lo• д ( ) д == + ио z дt. 
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4. 4. ЛУЧЕВЫЕ ТОМОГРАФИЧЕСКИЕ ФУ;RКЦИОНАЛЫ 
В ДИНАМИКО-КИНЕМАТИЧЕСКОЙ 
ИНТЕРПРЕТАЦИИ дАННЫХ 

ДИСТАНЦИОННОГО ЗОНДИРОВАНИЯ 

Интерпретация данных дистанционного зондирования велась 
в двух вариантах: в качестве данных томографического эксnе.. 

римента использовались либо фазовая характеристика зондИ. 

рующего сигнала - и тогда мы имели дело с лучевой томоrра.. 

фией, либо волновое поле самого зондирующего сигнала- 11 
и тогда это соответствовало дифракционной томографии. В 

последнем случае структура волнового поля сигнала содер

жит в себе информацию о пространственной области, огра.. 

ниченной лишь кинематически, в то время как в лу'чевой то
мографии сбор информации о характеристиках средь~ проис
ходит в окрестности криволинейного луча. Кинематическое 

ограничение в дИфракционной томографии возникает только 

при наличии включенного в некоторый момент времени источ

ника, до начала действия которого среда находилась в покое. 

Можно построить томографическую интерпретацию и при на

личии стационарных ~игнапов. Она будет учитывать l<aJ< ки
нематическое, так и динамическое ограничения, причем интер

ференционный принцип формирования волнового пол.Я позволи1 
строить его спектральную амплитуду как суперпозицию полей, 

имеющих лучевую структуру. 

Проиллюстрируем формирование амплитудного спектра вол· 
ны на при:111ере акустического поля, созданного точечным ис

точником внутри однородного поля толщиной li и удовлетворя· 
ющего однородным граничным условиям на верхней и нижней 
границах слоя: 

(V72 + k2 )lf' = -Б(z - zo) Б(р) , 
27Гр 

lf'lz:O = Q 1 

(4.30) 

Рассмотрим сначала удовлетворяющее условию излучения ре· 

шение (4.30), не учитывая граничные условия, т. е. ~a(z):: 
eil' 1 /(47Гl) (l- отрезок прямой (отрезок" луча~"), соединяюш"й 
то-:1ку источника (O,z0 ) и точку наблюдений х = (р, z)). Интер· 
претация отрезка l как отрезка "луча" усиливается характер0~1 

убыванИя амплитуды обратно пропорционалыю площади попе· 
речного сечения лучевой трубки. Лучи, падающие на верхнJОI<' 
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rраницу z = О, отражаются от нее, при вт.ом xapal<'I'ep отраже-
11ия определяете.я граничным условием 'Plz=O =О. Чтобы сумма 
11адающего и отраженного полей равнJJлась нулю, необходимо 
считать ковффи1tиент отражения равным -1. Поскольку все 

отраженные лучи ведут себя так, как будто они были испу

utе!IЫ из мнимого источника, расположенного зеркально отно

сительно плос1<ости z = О в точке z = -zo, то отраженная волна. 
ведет себ.я как eikl /(41Г/) (/-отрезок прямой от мнимого ис
точника до точки наблюдения). Аналогично происходит от
ражение от нижней границы,, коэффициент отражения О'Х: ко

торой будет равен +1, а мнимый Источник расположен в точке 
(2h-zo). Тогда многократное отражение приводит к появлению 
семейств лучей, каждый из которых генерируется мнимыми ис

точниками с координатами (2hn +zo), где n·= 0,±1,±2, .... 
Волновое поле в этом случае равно сумме падающей и мно

гократно отраженных волн. Каждая из отраженных волн - вто 

сферическая вол!1а, излученная соответствующим мнимым ис

точником (метод изображения): 

1 оо [eiklr eik/1] 
ip(:i:) = - L: {-'1)" - - - 1 

41Г n=-oo /т li 
(4.31) 

где lт = [р-2 + ((z - z0 ) + 2hn)2 ] 112 

- луч, выходящий из источника по направлению к_ верхней 

rpa11и•te; 

li = [p2 +((z+zo)+2hn)2 ] 112 

- луч, выходящий из источника по направлению к нижней гра

нице. 

Покажем, как связано простейшее лучевое представдение 

(4.31) с более сложной аппроксимацией волнового поля в вер
tИка;1ыю неоднородной среде. Учитывая осевую симметрию 
за.дачи, запишем волновое уравнение для ханкель-образов пол.я 
~(ku, =): . 

00 

iji(ka,~) = 21Г j Jo(kap)ip(p,z)pdp, 

о 

rде Jo (akp)- функция Бесселя »УЛе.вого порядка; 

00 ~ J д ( дrр) д- ip(ka, z) 
21Г Jo(kap) др Р др dp + дz2 + 

о 
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+ k2 n 2 (z)rp(ka, z) = б(z ·- zo); (4.32) 

,P(ka, О)= О; дtjJ/дz - (ka, h) =О; 

n(z) - лучевой показатель преломлени.я. Учитывал, что 

00 

2ir j J0 (kap) :р (р·~~ )dp = -k2a2rp(ka, z), 
о 

получим следующую форму записи для (4.32): 

д2tр~~:• z) + k2 [n2 (z)- ~2 )cp(ka, z) = -б(z - Zo) (4.33) 

с теми же гра.н~чными условиями. Вводя для решения урав
нения (4.33), удовлетворяющего первому граничному условию, 
обозначение tp1 (ka, z> ), а для решения, удовлетворяющего вто
рому граничному условию - Ф2 ( ka, z< ) , можно зацисать общее 
решение: 

,P(ka, z) = <P1(ka, z< )i,?2 (ka, Z;> )/~f(ka), 

( ip 
где W= ~ 

д11 

Ф2 ) !!fJ. - вронскиан 

д6 

( 4.34) 

символ z> , z< ознэ.ча.ет, что z > zo и z < zo соответственно. 
С учетом представлений 

'Р1 (ka, :<) = U(ka, z<) + r1 (ka, z<·) D(ka, z<), 
'1J2 (ka, z>) = D(ka, z>} + r2 (ka, z>) U(ka, z> ) . 

Здесь U - решение однородного уравнения, представляющего 
асимптотически при больших .значениях ka в окрестностях· zo 
во'J1ны, распростра.н.яющиеся вв'ерх (up) в на.правлении отрица
тельных значений z; D - соответственно волна, уходящая вниз 
(down). П'ри етом нормировка. U и D выбрана та.к, что 

W[U,D] = -2ik, 

U(ka,0) 
" 1 = D(ka,O)' 

- коеффициенты отражения. соответственно на верхней и· ниж
ней границах. 

Учитывая, что 

W(Ф1, i'2) = (1 - r1 r2 )W(U, D) = 2ik(1 - r1 r2), 
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3апишем окончатепьное представпение дп.я волнового поп.я, ис

попьэу .я ханкепь-образ ,P(ka, z) ( 4.34).: 
00 

tp(p, z) = ~~ f Jo{kap)[U (ka,z<) + ri D(ka, z< )]х 
о 

х [D (ka, z> ) + r2 U (ka, z> )](1 - ri r2 )-10 da. 

Раскпа.дывая бином (1- r 1 r2 )-1 на множитепи, попу~аем ~ред
ставпение многократного рассе.яни.я, а.на.поrичное пучевому: 

00 'k 100 
!f'(p, z) = L ~11' Jo (ka, p)[(r1 r2 }n U (ka; Z< )D (ka, z> )+ 

n=O О . 

+ (r1 r2 )n+l U (ka, z>) D (ka, z<) + r~+l r; D(ka, z< }х 

х D(ka, Z>) + rr r~+l U(ka, Z> )U(ka, z<) ]а da. 
(4.35) 

Здесь первое спага.емое описывает вопну, котора..я вышпа из ис

точника вверх, отразилась n раз на. каждой границе и распро
страняется вниз; второе слагаемое описывает такую же кар

тину с (m+ 1)-кратным отражением от каждой границы; третье 
и четвертое слагаемые интерпретируются как вопна., вышед

шая из источника в одном на.пра.впении, отразивша.ясл n раз от 
одной границы и n + 1 раз от другой и распростра.няюЩа..яс.я 
после 0того в противопопожном на.правлении. Понятие отра

жения вкпюча.ет эдесь понятие рефракции, т. е. со.ответству

ющие точки поворота. описываютс.я равенством n2(z) =.а2 (см. 
(4.33)). 
Решение, попученное Для (4.35), nредста.вп.яет собой вопно

вое попе дл.я точечного источника, помещенного в точку р = О 
и z = z0 , т. е. функцию Грина. Лучева..я интерпретация функ

ции Грина, проведенна.я ранее, в значительной с"tепени опира
ется на. тот факт, что функцию Грина для волнового уравнения 
Можно записать в виде лучевой суммы: 

G(z, zo) = L g;(z, zo )exp[i"1тJ(z, z~ )] , 
; 

r.це У; - а.мплитуда волнового поп.я, отвечаю·~:а.я j-му лучу~ 
т;- соответствующий 0йконал. Оttевидно, что все вти лучи 
11eit<a.т в плоскости, ортогональ':ой к границам слоев. 
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4. 11. ПОСТРОЕНИЕ ПАДАЮЩЕГО 
·И ОБРАЩЕННОГО ПОЛЕЙ 
В СЛОИСТОЙ ОПОГllОЙ СРЕДЕ 

Входящие в ко11струкцию томографических фу11кцио~1апов 

(4.10) попл 'Pin и 'Pout -попнютсл рсшс11иями 11рнмых задач, ко
торые в случае произвопыюй опор11ой среды с1ноа11ы со з11а

читепы1ыми математическими труд11ост11ми. Как о(iыч110, ре

шение таких прлмых задач у11рощается, сс11и оrюр11ую среду 

можно считать априори 11аде11е1111ой оnрсдспс1111ыми 1·1Jойспнtм19 

симметрии. Наибольшей симметрией, естест11сщю, я111111стс" 

однороднал безгра11ичная среда, и имеющиеся а11а11итичсскиа; 

представления попей 4Pin и 'Pout отtюсятсн имс11110 к такому r 11у. 
чаю. Следующий к11асс сред, обшщающий ме11t.111Рй симме
трией, - класс слоисто-отюродных сред. Такие сред1.1 чр(~:f 

вычайно широко распространены ( 0то задачи диста1111ио111101~. 
зо11дирова11ия в геофизике) в силу общ1очсч1юй структурN 

Земли и околоземного 11ространства. При локапыюм 0111t 
са.нии сферически-симметрич11ые обопочl<и а1111роксимируютс\t 

11лоско-пар.аплелы1ыми слоями. ОnИшt'М ат·оритмичРску.Q 
структуру построения попей 4Pin и 'Pout в етом с11уча1• [ Hi, 43, 
9~. . 

Задачи распростра11е11ия уr1ругих акустических и з11ектро

магнитных волн с нулевыми начальными условиями могут быть 

сведены к решению.диффере1щиапы1ого матрично!'о ура1111с11и11 
первого порядка (109, 110): 

д:з Ф = РLФ =. Р 1122 ~1 11·11:~11 · < 4 · 3б) 
Так, если уравнение Lip = О 011исывает рас11ростµа11е11Ие упру
гих вол" в изотропной среде с пара~етрами р, >..,µ, то за
писываем фурье-преобразование по латеральным координата~ 

(z1, х 2 ) и 110 временной частоте "1: 
00 

ip(w.i,p1,p2,xз) = /// dtdx1dz2cp(t,x1,x2,xз)x 
-оо 

х exp(i"1t- ip1x1 - ip2x2]. 

для ф получим представление 

1 д, с.ё(з) 
Ф1 = 1 ~<1> 

0"(2) 
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0-(з) 
Ф2 = д. с.ё(I> 

д, Ф<2> 

(4.37) 



где U1<f'(i) - скорость частиц в 11аnраuле11ии i-го орта; tТi = 
113; - компоне11т те11зора т~щmж~11ий; тильда оз11ачает соответ

ствующую фурье-тра11сформа11ту. 

i3 0том случае 

1 2Ь_ 2.& 
А+2µ ,\+2µ А+2µ 

jJ\ ~ а 
А+2µ - ~1:1A+2 1.1s,s, 

Х+2" 
~ 
.\+2µ - µ(З.\+211).'i,S, 

Х+2" ь 

l'JlC а= р - 411(.\+µ)S~ JlS2. ь - р JlSI 4µ(A+1»s:. 
Х+2" - 2 • - - 2 - .\+2" • 

о 11· Jl 1 

iд('СЬ S; = р; /WJ (i = 1; 2) -- ком1rо11е11ты вектора Мt:'дJ1е11ности; 

,-1 = -iWJ. 
Ура1111е11и1: ( 4 .:HJ) оr1исы11;н·т шюскую Р - SV-во11ну с 11ор

~1а11ыu 11 = t! 1, el'JHI 11nча111.11ы•~ усливиJt выбирать о виде ir'l = 
iJ, 92 = О, и ПJ10скую .':J'J/-вoJ111y, ecJJИ 11ача11ы1ые услооия вы

()ирать n виде S1 = О, ir1 = 0-з = iJ, if1 = {), ifз = О. Наконец, 
если Ft качест1:1е нормали к фр1111ту плоской uот1ы выбрать е3 

и 11ачалы1ые условия 0- 1 = ii'2 = д1 '1; 1 = д1 tj;2 =О, то урав11е11ие 

( 4.Зfi) будет описывать шюскую Р-вол11у. 
Лля 011сктром11л1ип1ых 11от1 записывается уравнение Макс

велла для изотрошюй среды: 

ан 
V х Н = tТЕ +с - . 

дt 

Лля фурье-тра11сфо1ща11т, а11<u1щ·ич11ых (4.З7), получим следу

ющее nр1~д<:,1·;111;11:11111· /~ 1 , i,~, <{i 1 и 92 и·1 уран11е1шя (4.36): 

{3 = -iWJ' - 11 1-;1 11 <;1 = f_'~ ' 

- 11 µ - 5. -~ 11 - ll 1 - ~ L1 = .., 5 , , L2 = " 
-~ Jl- .::i ~ .., .., " ~11 s' 1- :::J. 

" 
Здесь 8; = Pi/WJ, i = 1; 2 и 1 = u/(WJi) +с. 

Граничные условия требуют, чтобы та11ге11циаль11ые компо-

11е11ты F. 11 11 б1.1ш1 1н·11рерыв11ыми 11ри 11ереходе череЗ границу. 



В спуча.е гориэонта.пьно-споистой среды 0то требование св0• 
дитс.я к непрерывности векторов ip1 и ip2. Выбо.р составnяJО. 
щих вектора. ip сдепа.н с та.J<ИМ расчетом, чтобы поток 0нергии 
в zз-напра.влении представл.ялс.я в виде 

R 1 ( -• - -• - ) 1 -• М -з = -4 IP1'h + IP21P1 = -41Р 1Р, 

М=Н ~11 
(1- единична.я матрица размерностью 2 х 2). 

Лл.я акустической среды представление векторов i;,1 

матриц L1 и L2 уравнения (4.36) дается в виде 

fJ = -il..J, ср1 = llдc i.Oзll, ср2 = 111711, 

i1 = 11 Х ~ ~2 11 ·. L2 = llPll, s2=s~+s~ 
""2 

и ip2 и 

Решение 0волюционного уравнения.(4.36) может быть пред
ста.впено в общей форме через матрицу перехода Р(ж3 , xg}, удо
влетворJООщую уравнению 

д о - о -д Р(жз, ж3 ) = {JL(xз) Р(хз, х3 ) 
%3 

(4.38) 

и начальным условиям P(:cg, zg) = 1. 
Учитывая, что уравнение ( 4.38) можно представить в вкви

ва.лентной форме: 

:r:;s 

Р(:сз, zg) = 1 + ,8 j dz3 L(z3) Р(ж3, xg), 

:r:: 

за.пишем матрицу перехода в итерационной форме: 

:r::s :r::s . :r:~ 

Р = 1 ·+ J i(z3) dz3 + j d:c3 i(z3) j dx~ i(x~ )+ 

:r:: :r:: :r:: 

:r:;s :r:~ :r:~ 

+ j d:c3 i(z3) J dzg L(z;) j dz;1-i(ж;1 ) + ... 

·= ·= :r:: 
Отметим, что матрица перехода. для сопр.яженного уравне-

ния отличается эна.ко._ /J. 
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Гп:ава 5 

ТОМОГРАФИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ 

ЗАдА Ч ДИСТАНЦИОННОГО ЗОНДИРОВАНИЯ 

Представление о реконструктивной томографии как о задаче 

восстановления изображения объекта по его лучевым проек
uиям постепенно трансформировалось в зада.чу интегральной 

геометрии -.восстановить функцию O(:i:) по значениям задан-
!ЮГО и: 

u(:r) = J O(:i:')w(:i:,:i:')dlТ, ·. 

~(z) 

х Е Rn; Е( :i:) - семейство k-мерных многообразий в RI:, k < n; 
w(х,z')-весова.я функция; dи-елемент меры на E(:i:). Как 
мы видели в предыдущей главе, где было введено понятие то

мографического функционала, Задачей реконструктивной то
мографии можно считать любую задачу восстановления рас

пределенных параметров системы, в частности любую зада.чу 

дистанционного зондирования. _При атом исходными данными 

томографической задачи считаются интегралы от .пара.метри

ческих функцuй, заданных на многообразиях той же размер

ности, что и размерность области определения. В пинейilом 
приближении ети многообразня фиксированы, в общем с.пуча@ 
они перестраиваются не.явным образом на. каждом ш8.ге итера-
ции. . . 

5. 1. 8ЛЕ:МЕIU'Ы ЛИНЕЙНОЙ ТО:МОГРА•МИ 

Мв.тематическую основу классической томографии соста.-
1111яет преобразование Ра.дона. [79, 80]: 

u(p, n) = kip = j .~(х)6(р - х · n)dx ~ (6(р - х · n)l~(x)), 
х 
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где u(p, n)- радо~~образ функции rp(x), Зада11ной о N-мер11uм 
пространстве; 6(р - х · n)- си11гуллрное ядро nреобразованин 
Радона, ·вырезающее (N - 1)-мер11ую 1·и11ершюскость (щн1мую 
в двумерном случае), зада1111ую вектором 1юрмали 11 и 11араме
тром прицельного расстояния р-расстоя11ием от 11ачала коор

динат до гиперплоскости: х · 11 = р. 
Преобразование Радона возникло о классической ·томогра,

фии как математическая модель оnиса11иt1 м1101·оракурс11ыJt 11ро

свечива11ий рентгеновскими лучами био1ю1·ических "мш·ких" 

объектов, т. е. объектов, в которых рассея11ие ре1пге~ювских 

лучей можно считать малым. Ураонс11ис 11сртюса точеч11оrо 

(:i:o ), моноенергетического (Ео ), коллимирова111ю1·0 (v0 ) источ
ника .рентгеновского излуче11ия есть рсдуцирооа111юс ура1ше11ие 

переноса: 

(v · V)/(x) + rp(x)/(x) = сб(х - zo)t5(v - 110)/i(E - Ео) (5.1) . 
(/(ж) - поток nервичных рентгеновских фuтot1uo; v - 11а11равле-
ние коллимации источника; rp(:i:, Е) - 11и11ей11ый .кu•)ффи11иt~11т 
ослабления; Е--=- внергия фотонов). 11 ри в том пр~дr1u11а1 аетс.11, 
что векторы v комп11анар11ы, т. е. задача рассматр1111аетс.11 как 

двумерная. Реше11ие ypaBllCllИЯ (5.1) MOЖllO 3allИCaTl.> 1 llpUOCДH 
замену переменных х -+ (р, 11): 

l(p, ~· Ео) =со ехр{- J rp(:i:) dx}, 

.C(p,n) 

(5.2) 

где .С.(р, n)- линия, вдоль которой распространяется излуче
ние. Логарифмируя соотношение (5.2), nолу•~аем запись пре
образования Радона для двумерной задачи: 

l(p, 11, Ео) д ! ! - ln с = u(p, n) = rp(x) dx == rp(:i:)/i(p - х · 11) dx, 

.с х 

здес1, в 1юс11ед11см раоснстое и11тегрирооа11ие расnростµа1111етс11 

11а всю область о~1ре,Ltеле11ия rp(x). 
Модель планарного сечения объекта возникает при описа

нии зондиров~ния плоским лазерным пучком ("световым но· 
жом"), если исследуется ПJJазма. При 0том плоский пучок r10· 

с .. е прохождения исследуемого объема плазмы фокусируется 
на фотодиод. Как нетрудно видеть, в обоих случаях томо· 

графический 0кспериме1п опирается на адекватное исnользо· 

вание лучевого описания расnроетра11ениR зондирующего сиr· 



,щ11а (дпи11а во11ны маJ1а no сравнению с характерными разме
рами 1н·од11ород11ости и сипыю вытянутой вперед индикатрисой 

рассе1111ия). . 
Перед рассмотре11ием ос11овных свойств прямого преобразо-

11а11и11 Радо11а 11а1юмним некоторые свойства лине!tных непре

р1>1ш1ых фу11к11ио11а11ов - обобщенных функuий: 

д 
/('f') =(/,ер)= (/(ж), ip(z)), 

где х Е R". 
З1tмсн/\ пер•~мснных. Пусть ж = Ly + жо - невырожденное 

11 реоб разоuа11ие, тог да· 

отсюда для депьта-фу11к11ии 

(cS(Ly + жo)lip(y)) ~ (6(.c)llLl- 1 't'(L- 1 (ж - жо))). 

В частности, 

а) (б(ж - жo)ltp) = ip(xo); 

б) (6(a11)1't'(Y)) = (6(ж)l lal-"cp(a- 1 ж)); 

в) если L: L" /J = / и хо= О, то 

(6{Ly)l(p(y)) = (6(ж)l<Р(L0 ж)); 

г) (6(.С(ж))tр(ж)) = L(б(y)ll L'lr. l- 1cp( L'l;.1 У+ Жt)) = 

·де Жt : L(xA:) = О. 
Например: 

= L 1 L'lr. 1- 1 ~р(жА:), 
А: 

.S(ж 2 - c2 t 2 ) = -1 [6(х - ct) + б(ж + ct)]; 
2ct 

00 

6(sinж)= L b(.r-kir); 
k=-oo 

6(ж-zо)= [Пlh;l]-l IJ6(q;-q?). 
• • 
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Здесь 9i = 9i (z), hi = Е (дzt/дqi)2 , что соответствует переходу 
А: 

от декартовых к криволинейным ортогональным координатаt.t 

9i (z ). 
Дифференцирование обобщенных функций. Пусть / Е С", 

\о\ ~ n, тогда 
(D°' 1, rp) = (-1) 0 (1, D°'rp). 

В частности, 

< D°'6\rp >~ (-lY°''D°'rp(O). 

Перечислим основные свойства [48, 79] преобразовани.я Ра
дона. 1) Линейность следует из определени.я 

k[a1<p1 + n2rp2] = a1R['f'1] + a2R[rp2]. 

2) На. основа.нии (5.2) поворот объекта приводит к повороту 
вектора. n в аргументе радон-образа.: 

R[rp(Oz )] = u(p, On), (4.7) 

преобразование подоби.я с ковффициентом а '/- О приводит к 
уiJелИ:чению прицельного ра.ссто.яни.я в о раз и уменьшению 

значения радон-образа в a 1-n раз: 

R[<p(oz)] = a-n u (р,;) = a 1-:"u(ap, n). 

_3) Сдвиг объекта. на. zo приводит к сдвигу прицельного ра.ссто
.яни.я на. n · хо: 

R[rp(z - zo)J = u(p - n ·хо, n). 

4) Радон-образ от производной функции <р, описывающей объ
ект, за.писыва.етсll ка.к 

R[(k · V)cp] = k · n дu(р, n) 
др ' 

соот.ветственно дп.я смешанной производной 

От~: юда. 

R[(k. V)(l · v)rp] = 0 (k. n)(l · n) 82 ~~;n). 

R[(V. V)rp(z)] = \n\2 ~:~ = 82 ~~· n). 
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Наконец, по отношению к произвольным линейным диферен-
11иальным опера.торам с посто.янными коеффициента.ми i = 
L(д/дж1_,д/дж2, ... ,д/дж") 

• • • ( д д) R[Lip(ж)] = L n1 др, ... , ""др u(p, n). 

В качестве примера использовани.я свойства (5.3) применим 
nр.ямое преобразование Радона к трехмерному волновому ура.в-

нению: 

( 
2 1 д2 ) . 

'iJ - с2 дt2 ip(ж,t) =О, 

• [ ( 2 1 д2 ) ] ( д2 1 д2 ) 
R 'iJ - с2 дt2 ip = др_2- - с2 дt2 u(p, n) ' 

что позвол.я.ет свести трехмерное волновое уравнение к одно

мерному. 

5) Дифференцирование ра.дон-образа 

. д • 
(k · V)R[ip(ж)] = --д R[(k · х)~р(ж)) . р 

дл.я двух векторов k и 1 и производных по компонентам единич
ного вектора n позвол.яет за.писать: 

д2 • 
(k · V)(l · V)u(p, n) = др2 R[(k · x)(l · x)ip(ж)J. 

6) Радон-образ свертки функций будет следующим: 

k[f g(ж - ж')s(ж')dж'] = J s(ж')dж' J g(ж - ж')6J.р- n. х)dж. 
П роЕед.я замену переменных: ж - ж' = у, Получим 

u(p, n) = j s(ж') dж' j g(y)6(p- n · х' - n ·у) dy = 

= j s(ж')R[g(p - n ·у, 11)] dж' = 

= j R[g(p - р1 , n)J dp'f s(ж')б[р' - n · x'J dж', 

т. е. R[g * sJ = R[gJ * R[s]. 
Отме·rнм, что ра.дон-образ от многомерно" све1- r10• равен 

одномерной свертке - по прицельн"му расстоянию р· ра.дон

об разов. 
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7) Св.язь преобразования Радона с; пр~образооанием Фурье. 
Запишем преобразование Фурье по прицельному расстоянию 

от радон~образа и(р, n): 

U(p, n) = (21Г)- 1 1 2 j e-ipv dp j ip(x) б(р - х · n} dx = 

= (21Г)- 1 / 2 j dx ip(x) j e-ipv б(р - х · n} dp = 

= ~211"}-1/2 1 ср(х) e-iv(x n) dx, 

а. в операторной форме: 

Fp [u(p,11)] ~ Fp [R(cp(x}]] = (27r}(n-l)/2 Fx (ср(х)]. (5.4) 

Одномерное nреобразооа11ие Фурье радон~образа 0кuиоа

пентно многомерному преобразованиюА>урье от фу11кции ср(х), 
характеризующей объект. ПоJ1уче1111ап связь фур1,е-преобразо

оания радонооского образа и многомерного фур1.с-11реобразо

оа11ия от ip форм.упируется как обобщенная теорема о це1tтрапь

ном сечении: при фиксированном n одномерное фурьс-преобра
зование от радон-образ11. даст це11тра11ьное сечение м1101·0!.!ер

ного спектра Фурье вдопG луча нv, проходящего через 11ача110 

координат. 

Приведем вывод обратного преобразования Радона, пользу

ясь соотношением (5.4): 

ip(x) = (21Г)(-n+l)/ 2 F; 1 Fp и(р, n} = 
= С" j li(v11) eivt1·x j dp e-ivp и(р, 11) = 

= Cn j d(vн) j dpeiv(q-p) и(р, 11)-, 

где q = n · х. Учитывая, что d(1.--·11) = dнvn-I dv, запишем 11ред
ст11.впение rp( х) в uиде 

°" 
ip(x) = Cn j dн j dv vn-l j dpeiv(q-p) 11(р, 11) =_ 

lnl=l О 

=Cn j dnJ(н,q). 
lnl=l 
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Расширим пределы интегрирования по 11 от -оо до +оо, введя 
чет11ую функцию J.(n, q): 

J. (11, q) = ~[J{11, q) + J(-11, -q)] 

или используя Я!Нtый вид интеграла J(п, q): 

00 00 

J. (11, q) = ~ 111n-I dv 1 и(р, _11) ei"(9-p) dp+ 

о -оо 

00 00 

+ ~ 1 lln-I d11 1 u(p, -11) e-i"(q-p) dp+ 

О ·-оо 

00 00 

= ~ 1 lvln-I d11 1 tt(p,11)ei"(q-p)dp. 

-оо -оо 

Рассмотрим отдельно случаи четного и нечетноrо значений 

11. 1) r1 - нечетное. 11 роведя интегрирование по частям Jн (11, q) 
11 - 1 раз, получим 

l 100 100 
( {) )n-1 . 

Jн (11, q) = 2 (i) 1-!'. d11 d7> др t1(p, n) e'"(q-p) = 
-оо -оо 

l lоо(д)"-1 = -(i)l-n -;- u(p,11)1S(q-p)dp= 
2 . ар 

-оо 

1 ( {) )"- 11 = 2(i)1-" др u(p,11). 
lp=q=n·r 

Итак, для нечетного значения 11 вычисление интеграла 

./11 (11, q) сводится к nзнтию производной (п - 1)-го порядка по 
rrрицельному расстоянию р в точке 1> = g = 11 · з: от радон-образа 
и(р, 11). Окончательна.я формула обращения Радона в атом слу
чае представляете.я в форме 

<р(ж) = c. li. (:.) ·-·1·=··· •(р, о) J," (5.5) 

l'Де Сп = {27ri} 1-n /2. 



2) n - четное. Аналогично случаю нечетных n проведем Иlf
тегрирование по част.ям n - 1 раз интеграла Jt•zlq (n,g): 

1 1"° / . ( д )n-1 J"(n,q) = 2(i)1-n sgn(v)dv dpe-•v(p-q) др u(p,n) = 
-оо 

l /
00 

( д )n-1 !"° . = 2(i) 1-n dp {)р u(p,11) d11sgn(11)e-• 11(p-9) = 
-оо -оо 

= (i)-n / (д/др)n-1 u(p,n) dp. 

211' р- q 

Здесь использовано соотношение 

F[sgn(v)] = f 1' (~) , 
1'- символ интегрирования в смысле главного значения Коши. 

Ввод.я обозначение 'Н дл.я преобразования Гильберта: 

?i(u) = _.!.р(~ • и(р)), 
. 1r р 

можно записать обращение Радона в четномерном простран

стве: 

00 . 

=-iCn / dn1'/ (д/дp)n-lu(p,n)dp. (5.6) 
11' p-n·x 

lol=l - 00 

В случае четного значени.я n восстановление функции (f'(x) 
требует последовательного применения операции производной 

(n - 1)-го пор.яДJ<а по прицельному рассто.янию р от _радон
образа u(p, n), преобразования Гильберта по прицельному рас
сто.янию р, интегрировани.я по сфере. 

Анализиру.я представлени.я инверсии Радона дл.я четно- и 

нечетномерных пространств (5.5), (5.6), .можно отметить "ло
ка11ьность" инверсии Радона при n нечетном. В этом случае 
используютс.я радоновские поверхност1:1 по гиперплоскост.ям, 

проходящим в окрестности пространственной точки восстано

вления х. В нечетномерных пространствах инверсия Радона 
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существенно нелокальна, что в .явном виде представлено инте

гральным преобразованием- Гильберта. Про.явление локально
сти и нелокальности инверсии Радона. вызвано глубокими св.я

злми между преобразованием Радона и гармоническими функ-

11иями. В частности, вта св.язь про.являете.я в нелокальности 
волнового фронта в четномерных пространствах: за волно

вым фронтом следует диффузионный шлейф в отличие от Ло
кального резко очерченного волнового фронта в нечетномерном 
11ространстве. 

Представим преобразования Радона в операторной форме. 

Лля произвольной функции ф(р,11) (где р = n · х), та.кой, что 
~'(Р; n) = ф(-р, -n), введем сопряженный оператор Радона n•: 

п· ф = J ф(n. x,n)dn. 

lnl=l 

Тогда инверсия Радона для нечетного значения n Имеет следу-
ющую.операторную форму: ·· 

п- = n• Гч, 

Гч - Cn 1 
_ (~)n-11 

др 
p=n·z 

а для четного значения n -

R- = R• Гн, 

( д )n-1 
Гн = -iCn 1f. др 

Операторы Г 0 и Г • .являются аналогами оператора. (RR• )- , 
входящего в структуру решения интегрального ура.внени.я Rip = 
!1 методом наименьших квадратов: ip = R• (RR• )- и. Индекс 
в обращении Радона п- использован на.ми в св.язи с тем, что· 

инверсия Радона являете.я неустойчивой процедурой и требует 

Г!рименения регуляризации [48, 66). 

s. 2. ПРИМЕ:ЦЕНИЕ ИНВЕРСИИ РАДОНА 
В ДИФРАКЦИОННОЙ ТОМОГРАФИИ 

Линеаризованная модель измерений в зада.чах зондирования 

объекта сигналом ip с законом распространения Ltp = s пред-
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с:тавлена выражением (4.9): 

Un = ((Li) 1 )* /1n l6Le !()о)+ fп ~ 

~ {VJn (out) l6Le IVJin) + fn • 

Идеализированный аналог атой модели получим, ecJJи ~шnа

ратную функцию (hn) представим точечным приемнико:-.t с бес
конечной полосой пропускания, т. е. если hn::} c5(x--xn)Б(t-tn), 
и пренебрежем шумами: fn ::} О. Тогда модель йп будет пред
ставлена как рассеянное поле в точке наблюдения Xn, т. е. 

Un = <Plz" ~ (VJ - VJin )\z" · 
Запишем ату модель: 

ер = ( !(Jout \c5L1 \VJin ) · 
Рассмотрим пример скалярного волнового уравнения 

(с- 2 82 /дt 2 - д)VJ = О в случае, когда опорная среда счита
ется однородной, т. с. со (х) = со = const. к."к было показано 
в разделе 4.3, ч~мографический функционал р для скалярного 
волнового уравнения имеет вид 

р: <P=(plv(x)), 
где v(x) = с0 2 (1 - с5/с2 (х)), а интегральное ядро томографиче
ского функционала представлено выражением 

1 
()21 

Р = (VJout дl 2 VJin )т · 

Для точечного источника s в однородной среде поля ~in и VJout 
имеют одинаковую структуру: 

VJin = 4 1 1 . 1 с5 (t -t, - lx - х, 1 ·) ' 
1Г Х - Х, Со 

VJout = 1 Б (t - t - lx - Xr 1 ) 
47Гlх - х, 1 " с0 

(х. , t, - соответственно местоположение и момент вк11ючс11и11 

источника s; ·х" , t" - соответственно местоположение прием
ника и тек:Ущее время регистрации). Конкретный вид томо

графического функциона:Ла: 

1 ! 1 ( lдх"1 ) д2 
р" = (4;r)2 dt lдх" 16 t" - t - --;;- дt2 х 

1' 

1 ( lдх, 1) 
х IЛх, 1 с5 t - t, -~ ' 
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jAx,I = lx - х, l 1 lджr 1 = lx - Xr 1 · 
Раскладывая lджrl и lдж,1 в ряд и оставляя в знаменателе пер
nые члены разложения, а в аргументах 6-функции два первых 

члена разложеш я (что соответствует приближению Фраунго
фера), будем иметь 

1 ! ( . lxr 1 Dr · Х ) · р = . dt 6 tr - t - - - -- Х 
(41Г)2 lxrllx,I · со Со 

т 

х 6" [t _ t, _ lx, 1 _ n, · х ] = 1 х 
со со (41Г)2 lxrl · lx, 1 

Х б"·[(tr _ t,) _ (lx, I + lxr 1) _ (nr + ~. ,х) lj = 
со со 

Со /1 (. ) 

= ( 411")2 lxr l lx, 16 qr - n. Х ' 

t/r = (tr - t, )Со - (lx, 1 + lxr 1), 
Xr 

Dr = lxr 1' 
х, 

n, = lx, I' 11 = Dr + n,. 

Здесь вектор 11 соответствует нормали к плоскости, относи

тельно которой пучок <f'in с вектором n зер1<ально отражается 
в направлении -llr. О1<ончательно рассеянное поле связано с 

функцией v(x) преобразованием Радона: 

Р = {plv(x)} = (411') 2 ~rl lx~ I j v(x)6"(qr - n · х) dx = 
{)? J = coпst-0 ? v(x)6(p- n ·.x)dx. 
1>-

11 :н~образование Рад.она, формадыrо записанное ка1< интеграл 
П•> точкам плоскости { Х : р = n · х}, при разных значениях вре
~1е11и регистрации (tr) является аппроксимацией представления 
,Р: 

ф = (411"):! ~:rl jx, ('[(tr - t, )со - (lдxr 1+lдх,1)]. 
Эта форма за11иси предподагаст при раздичных значениях вре
~k;1и регистрации интегрирование 110 соответствующим 0лли

nrоида~1 вращения с осыо сим:-.1.нрии, проходящей через ·точки 

Источника (~.) и приема (xr) - фокусы эллипсоидов, что соот

!1f~·1 стоуст физически прозрачной интер11рета11ии: прои..:ходит 

1111те1·рирова11ис 110 множеству кинематически 0квиоале11тных 
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точек в пространстве, т. е. по уровням постоянной-суммарной 
фазы. 
Обобщенную инверсию Радона в идеализированной iдифрак

ционной томографии рассмотрим на более сложном примере, 
приведенном в работе [88). Скалярное волновое уравнение в 
опорной среде со скоростью распространения с0 (z) 

( 1 а2 ) 
с~ (z) дt2 - д cp(z, t) =О 

представим в форме уравнения Гельмгольца 

(k2n~ (z) + д)cpin (z, k) =О, 

где k2 n2 (z) = "12 /c~(z), "1 -круговая частота. Вводя безраз
мерную функцию µ(z): 

"12 
µ(z) = - k2 11(z), 

1 ( c~(z)) 
v(z) = c~(z) 1 - с2 (z) ' 

запишем уравнение Гельмгольца в среде со скоростью распро

странения волн c(z): 

[k2 (n~ (z) + µ(z)) + д)<р(z, k) =О. 

Возмущающий оператор (оператор умножения) имеет вид 6L = 
k2µ(z). Будем считать, что опорная среда такова, что поля IPin 
и <pout достаточно хорошо аппроксимируются нулевыми чле
нами лучевого разложения. Тогда рассеянное поле предста.-
вляетсл как 

ф(k, z") = k2{1Poutlµ(z)lcpin) = (p" lµ(z)) = 

= k2 j Aout (z, z" )eil:т(z,z,) µ(z)Ain (z,z, )e-A:т(z,z-,) dz. 

Амплитуды А удовлетворяют уравнению переноса, а.,. удовле
творяет уравнению ейконала; 

(V-r, V-r) = n~ (z), 

[<vт, V) + 4д.,.].4 =О. 
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Томографический функционал р представляете.я интегральным 
ядром: 

р = k2 Aout (z) Ain exp{ik[r(:r:, Zr) + r(z, z.)]} ~ 

~ k2 А(ж) exp(ikr). 

Определим обобщенное причинное преобразование Радона, 

ассоциированное с представлением рассеянного пол.я tjJ = (plµ) 
в форме 

Rµ = (A(z)cS(q - r(z))lµ(z)), 

причем R = О при t < О. 
Заметим, что рассеянное поле ip с точностью до множителя с 

можно представить как преобразование Фурье от обобщенного 
радон-образа Rµ: ' 

tjJ =с F9 Rµ. 

Пусть точка локализации источника. z, находится внутри за.
:-.1Кнутой области V с границей дV в предположении та1<их опор
ной сре,ды и границы, что каждая точ1<а. на границе может быть 

соединена единственным лучом с точкой источника, при атом 

лучи не пересекаются. В атом случае можно параметризовать 

точки на. границе дV соответствующими точка.ми на. единичной 
сфере, окружающими источник. Тогда. действие сопряженного 

оператора. л· определяете.я следующим образом: 

R" ф = j ф(q, Жr ~lq:r(z.,z.,z) w(z, Zr) dжr, 
дV -

:'де u:(z, Zr )- гладкая неотрицательная весовая функция, КОТО
рая выбираете.я в виде 

w(:r:, Zr) = D(:r:, Zr }А- 1 (z, Zr )h(:r:, Xr), 

rде h(:r:, Xr) - режущий множите11ь, обеспечивающий неотрИца
·гельность w(x, Xr ), т. е. взаимную однозначность ·точек на дV 
и на. единичной сфере: 

D(x,xr)=. 
а;2т 

a;2z,1 1" 

a;2z.2 1" 
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Можно показать (88], что Ddxr = Do dfl (f! -телесный угол) и 
что Do (х, Xr) = n(x)[l + cosO(x)] (cosO(x) = e 0 ut · eini е = е(х)-
еди11ич11ый вектор на.правления луча в точке х). · 
Запишем обобще1111ый интегральный опера"tор Фурье, опре

деленный сле,дующим образом: 

00 

Ф11(х) = (4~)3 j} j eikт(z,z',z,) ii(x,x', Xr)µ(x') dx'dxrk2dk, 

О дV V 
(5.7) 

где т(х,х1 ,Хr )-= т(х',хr ,х,) - т(х,Хr ,х, ); 

1 A(x',xr) ( ) ) 
а(х,х ,Xr r= А( ) D x,xr h(x,xr . 

X1 Xr 

Замечая, что обобщенный оператор Фурье (Ф) вf<лючает u себя 
оператор Фурье (F+): 

00 

F+ . р+ - 1 . J - -ikq dk 
· k lfJ - (211")3/2 lfJ е • 

о 

можно записать обобщенное Преобразование Фурье ка.к компо

зицию трех операторов: 

Ф = n· pk+ F9 . 

Проанализировать смысл введенного обобщенного фурье-опе

ратора можно, записывая линейный член разложения фазы: 

т(х,х') ~ 'Vz т(х,хr ,х, )(х - х'), 

00 

/ /J = _1 _ ;·; j eil:V" т(z,z"z,)(z-z') Х 
avo (47r)З 

0 (1\'О V 

Х D(x, Xr)µ(x')dx'dxrk 2dk. 

Вводя замену переменных 11 = k'V z т(х, Xr, х, ), последний инте
грал можно переписать о форме 

lдvo µ = (4 ~)3 · J J eip(z-z') µ(х) dx' dp. 

n•r.r) v 

Здесь f!0 (х)- образ 0611асти интегрирования 11ри принятой 
замене переменной. 

170 



Анализ формулы (5.7) показывает, что обобщенный опера
тор Фурье обеспечивает восстановление спектра функции ll(x), 
определяемой спектралыюй областью n° (х), последняя,о свою 
очередь, сонза.на с частью поверхности границы av0 • по кото
рой ведется интегрирование расселшюго поля tj;, и с неоыро
жденностью якобиана. перехода от координат на. поверхности 

(координат регистрации) к лучевым координатам. Поатому 
приближенное- опера.торное _равенство 

lдvo ::::::: n· F: F9 

определяет опера.тор реконструкции 

R• р+ -µ::::::: k '(). 

Отмстим, что полученное решение является математически 
изшщ1ым, но, на наш взгляд, достаточно далеким от реаль

ных и11тсрпрстацион11ых задач. Даже при сделанных идеализи

рооа1111ых предположени.нх о связи рассеянного поля с восста-

11аnJ1иваемой структурой среды используется линеаризованная 

модет,, которая опирается на лучевое представление волновых 

110;1ей о опорной среде. Нсоырожденность якобиана, входящего 

в обобщенный сопряженный оператор n•, заведомо не 'Выполня
ется, если поле t,Oin имеет какую-либо временную структуру, от

JJичную от 6-функции по времени. Это нетрудно видеть из об

общс1111ого преобразования Радона, включающего 6(q- т(х)) -
~шогообразие той же размерности, что и размерность задачи. 

Каждое значение соответствует интеr-рированию по трехмер

ной об;1асти. Так, о случае точечных источников такой об;1а

стыо является повсрх11ос·1ъ эллипсоида с фокуса.ми в точках Xr 

их,, если временная заnисиыост1, представляется 6-фушщией и 

слоем аJ1:1и11соида вращения при конечной длительности поля 

'Р111 (с:-.1. рис. 13,б). 

5. 3. ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ АЛГОРИТМОВ 

РЕКОНСТРУКТИВНОЙ ТОМОГРАФИИ 

Чтобы построить алгоритм реконструкции, запишем модель 

( '1. 9), ис11011ьзу л понятие томографического функциона;1а: 

t1 11 = L (711, n lv1, ( W)) + gn (5.8) 
1• 

171 



(µ - индекс соответствующего поJ1я, µ = 1 + М). Невязка ~i 
включает как случайный. компонент, генерируемь1й полями не

идентифицируемых источников и аппаратурными шумами, так 

и возможную неадекватность модели, порожденную, во-первых, 

ошибками в задании аппаратной функции; во-вторых, ошиб

ками в априорном представлении о среде, т. е. игнорированием 

диссипативных и. нелинейных ;эффектов в описании процессов 

распространения зондирующих сигналов; в-третьих, ошибками 

вследствие линеаризации поJ111 <р; в-четвертых, предположе

нием гладкости О(х), и т. д. Исходя из физических представле
ний о стохастической структу~е шумового по:Ля как о сумме 

большого числа независимых источников, допустимо рассма

тривать случаt_iную" компоненту как аддитивную и 11орма11ыю 
распределенную [24, 7.-:.., 72). Статистический анализ акс11ери
ментальных данных обычно ограничивается определением пер

вых двух моментов случайного компонента. Как мы уже у110-

ми11али в гл.1, при заданных двух моментах максимально эн~ 

троnийным распределением является нормальное, что служит 

еще одним аргументом в пользу выбора гауссовых ~:лучайных 

величин при построении модели. 

Наиболее простой и чаще всего используемой моделыо (/\t) 
при построении практических алгоритмов является :11одель 

равноточных некоррелированных ошибок, т. е. К, = 17; 1 (1 -
единичная матрица, а единстве11ный параметр и? - дисперсия 
случайного компонента). для неравно·rочных некорре11ирова11-

ных наблюдений 

(]'2 
1 

() о 

Кс 
о и- о 

= 2 

о о и2 
2 

Простейший для математической обработки способ описания 

коррелированных ошибок наблюдений - модель марковского 

случайного процесса. с матрицей корреляций 

1 1 12 1N 

1 1 1 1N-1 

Кс = 12 1 1 1N-2 

1N ~N-1 1N-2 1 

Эта. форма удобна тем, что можно в явном виде записать обрат-
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11ую матрицу К;- 1 : 

1 --у о о 
--у 1 + "2 --у о 

к-1 = 1 ....:. -у2 t 

о о о --у 

о о о 1 

Заметим, что К;- 1 представляет собой конечноразностный 
аналог симметричного положительного опера.тора. (-д + -yl), 
юнорый часто используется при регуляризации по А.Н. Тихо

нову. 

В дальнейшем изл_ожении будем предполагать матрицу ко

в<ч.iиаций ошибок измерений известной, однако одновременное 

11ilе11ивание параметров распределения и искомых параметров 

··реды не представляет принципиальных трудностей, хот.я и 

т1)(·бует дополнительных затрат :.1аши11ного времени, поскольку 

·•адача оuенивания становится при атом заведомо нелинейной 

~75). 
В сипу того, что случайный ко:.шонент € принципиально не

устраним, любан проце~ура решения обратной задачи, св.язан-

11ан с интерпретацией реальных акспериментальных данных, с 

i1•·йзбежностыо становится задачей статистического оценива-

1111н. Отметим;.что uce представ11е11ные в гл.1 методы регул.яри
:1а.11.ии позволяют строить формально устойчивые решения то

~1ографических задач, представJI.яя искомые поля v(50) в любой 
точке исследуемой области простра.нства.. Пол.я, представляю-

11:и~ ср~ду, можно считать многокомпонентньv..1и [106]. Однако 
;н·шсвие таких задач при интерпретации данных ·дистанцион-

1101·0 зондирования теряет физический смысл вследствие ин

фr1рма1111оююй 11еобеспече11ности, т. е. практически не происхо

;111т уточнения априорных представлений о полях параметров 

,. реды. "Идеология восетановления полей по значениям конеч
нщ·о числа функuиона-!JОВ измерений развивалась в геофизике в· 
работах [84, 85]. В 'соответствии с атой идеологией попьlтаемся 
З<L:.1енить поле параметров среды во в.сем пространстве восста

новлением 3Начений некоторого числа линейных функционалов 

1 от поля v(50). Эта задаqа корректна только в т->м случа.е, 

~:огда искомый функционал / принадлежит линейной оболочке 
то~ог-рафических функционалов {Pn , n = 1 + N}, т. е. лежит. в 
подпространстве 

п• 

<Э = {/: 3а: (1- р•о:)v(бО) = OV11}. 
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Этот способ регуляризации сложился стихийно в процессе ре

шения практических обратных задач и широко используется в 

различных модификациях, хот.я и без должного анализа. 

Если априорна.я информация о 11(60) отсутствует, то устой
чивость решения, полученного по методу максимального прав

доподобия, определяете.я оператором Фишера, который заве

домо вырожден. Вырожденность оператора Фишера означает, 

что в пространстве е существует направление, определяющее 

ТаJ<Же элементы функционального пространства, о которых от

сутствует информация, а потому дисперсия соответствующего 

линсйtrого функционала неогранИчена. В то же время функци

онал / явп~тсл линейной комбинацией томографических функ
ционалов {Рп } , иными словами, если разрешимо сопряженное. 
уравнение р• а - / = О, то его решение обладает конечной дис
персией. 

На практике часто применяете.я способ ре•uени.я обратных 

задач путем представЛени.я искомого решения 11(60) в виде ко
нечного ряда: 

q q 

В этом случае необходимо, чтобы оценки ко:эффицие1iтов 119 

имели конечную· дисперсию, т. с. должны быть ра3рсшимы 

уравнения Р~ - v9 = О. В качестве базиса {119} использу
ется либо несколько функций из полного ортонормированного 

набора. (например, р.яд Фурье, Фурье - Бесселя, базис Кару

нена - Лоева и т. д. - выбор базиса, как правило, определя

ется интуитивш,;ми априорными пр~ставлевиями о среде), но 

заведомо не поJшый базис (характеристические функнии непе

ресекающихся пространственных областей, В-сш1айны. и т. д. 

(68, 70)), либо эвристический (нс1101111ый, неортогоналы1ый)
функнии типа "модс11ы1ых TCJ!" (11а11ример, .представление по
лей в :-.щrнито- и гравиразведке). 

Ошибка Лv в восстановлении поJ1л v(60) при представлении 
в виде КО/IСЧНОГО ряда: 

lv(60)) = L 119 IФ9 ) 
f 

определяется, во-первых, ошибками Лv9 в восстановлении ко
е>ффиц11ентов v9 , т. е. значений линейных функционалов (1/,• 11 lv); 
во-вторых, составляющей rюлл 11(60), не вошедшей в да~щое 
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разложение, т. е. 

дv(60) = L:дv9 IФ9 ) + v, 
1/ 

Отметим, что при анализе решений практических задач бес

ко11ечl1ая ошибка, связанная с О, обычно игнорируете.Я, т. е. 
интуитивно· предполагается, что искомое решение действи

телыю принадлежит подпространству, соответствующему вы-

бранному базису. . 
Задача восстановления значения произволыюго линейного 

функционала может быть введена .в ю1асс корректности, если 

использовать дополнительную информацию либо путем введе

ния оероятностной (невырожденной) меры в пространстве е, 
либо введением дете.рминированных ограниЧ'ений (как 11р.а.вило·, 
кuадратичных). Введение вероятностной меры, например гаус
совой с положительным коррелятором ](1 , приводит к тому, что 

дисперсия trf любого линейного функционала l становится ко
нечной: 

trf = l(I<e д/) = l((F + к;- 1 )- 1 1), 

здесь F = р• кЕ-I Р- оператор Фишера; Д/ = 1-Р" о. Понятно, 
что если воести детерминиронанное ограничение, за.фиксиро

uав замкнутую обJiасть в пространстве параметров, наnри:1.1ер 

шар: llv(60)/IL 2 = l, то дисперсия любого линейного функцио
нала будет конечной. Но далеко не всегда такая постановка со

дсржате11ьшt: ошибка может достигать. размеров поперечника 

априорной об11асти, даже сели разрешимо р• о= / [40]. 
Реrуляризания с введением компактов в пространстве 8, 

например множества мо11отош1ых ограниченных функций в L2 
[1 О], реализуется методами математического программирова
ния - в от11ичие от случая квадратичных ограничений соот

в~:тствующие алгоритмы не11ьзя представить в т1дР. замкнутой 

фор:1.1улы: вти алгоритмы существенно м11огошагоuые. 

СJJедует отмет1-;т1" что uce ранее приведсннью выводы янля
l<Jтся с11едстnием связи (/, v) = l(v), т. е. 11аиJ1учшая оценка 
111111сйного функ11ио11а11а 1ю11н v conr1aдaer со значением втого 
ФУ111щио11ала от 11ю1J1учшсй оненки пош1. Все ос1юв11ыс фор
Му;1ы и сnнзи ыогут быт1, ПOJIYЧCilbl аналОI'ИЧ/IО OllTИ:l.НLJIЫIOMY 
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решающему оператору, схема построения которого была при
ведена в гл.1. Тем не менее, чтобы п'одчеркнуть совпадающие 

и различающиеся моменты в подходе Бейкуса - Гильберта и 

в подходе, излагаемом в данной главе, представим схему ре

шения обратной задачи. 

По N значениям Un суммы М линейных функционалов р" вос

становить значение заданного линейного фующионала / от не
известного поля параметров среды v". ·для произвольного лИ
нейного функционала l(v) мы будем искать решение в форме 
линейной комбинации измерений: · 

l(v) = LO'n Un =(а, u), (5.9) 
n 

l(v) = (llu). 
Используя модель вкспериментального материала (5.8), запи
шем линейную оценку ( 5. 9) в окрестности точки Х: 

v" (60) = L((a: , Рµ' )lv"1 (60)}v + «~:, t). 
". 

Уточним теперь· формулировку "поле в окрестности точки 

:i:": в качестве v(60:) можно принять, например, среднее зна
чение в шаре радиусом р с центром в точке Х, т. е. значение 

линейного функционала от неизвестного поля v(ьо: ): 
v" (60х ) = (lz lv" )v, 

( 4 )-l 
1Х = 3ц3 н (p- lz - XI)' 

Н(~) = { ~ при ~<О, 

при ~~О. 

Независимо от конкрет~ого выбора линейной процедуры ошиб
ку 11; восстановления (/Х lv") можно формально записать в 
виде 

". 
= (/-(а,р")!11") L ((a,p"•)lv"•)-(a,t). 

p';lp (5.10) 

Пrоведем качественную интерпретацию етого выражения. 

Ошибl'.а 17" зависит как от искомого п.оля v1, (60) (первый член 
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в (5.10)), та.к и от других полей v"• (µ' "# µ), а также от слу
чайной компоненты Е. Составляюща..я ошибки, зависящая от 

поля v", тем меньше, чем меньше норма функциона11а 1-(а,р" ), 
т. е. чем лучше аппроксимация оцениваемого функционала / · 
линейной комбинацией томографических функционалов р" . Не
трудно видеть, что удовлетворительную аппроксимацию 1, но
ситель которого сосредоточен в окрестности точки Х, можно 

осуществить только в том случае, когда в совокупность {P"n} 
входят такие функционалы, что их носители имеют пересече

ния с втой окрестностью. Ошибка '1~ - сумма линейных форм 
от неизвестных v" ( µ = l+M) и Е, при етом кажда..я из форм за-, 
висит от вектора. ковффициентов а, определяющего выбор кон

кретной процедуры восстановления. 

Вектор а следует выбирать так; чтобы модельные ошибки 

восс,тановления lч"1 или (r1" )2 были минимальными. В свою 
очередь, квадрат ошибки можно охарактеризовать квадратич

ной формой, в которую должны войти все линейные формы, 

составляющие 77" в (5.10). 
Мы рассмотрим решение, которое минимизирует квадрат 

ошибки восстановления: 

& = arginf[(Л - Q•a)• /( (Л - Q•a)] , 

где Q = llPITll и ! -единичный оператор размерностью числа 
измерений; 

(Q•a)• = \la1 ... o:n ... aнllx 

(P11(x)I (P"1(x)I (Pм1(z)I 1 .. ~ о 
о 

.Х (P1n(z)I (P"n(z}I (Рмn(ж)I о о 

•' о 

(P1N(z)I (p"н(z)I (PмN(z)I о 1 

д• = llЛi ... ,\~ ... ,\M···,\M+l~ .. ,\M+Nll1 

где л· с индексом 1 + м равны (01 (кроме л; = (/(ж)j), а л· с 
Индексами (М + 1) + (М + N) равны нулю. Оператор [(де лжен 
быть положительным. · 

Оптима,пьна..я оценка &, котора..я в силу линейности модели 

и линейности оценивае.-10го фун1<ционала определяет и оп ... ·и·· 
мальную оценку самого функционала /, в етоr.· случае даете.я 
выражением 

(5.11) 

177 



Поскольку ошибка оценки (5.10) зависит от неизвестных попей 
v" (60) и случайных величин t, то выбор конкретного оператора 
К в критерии опредеп.яет класс фу11кций {v", µ = 1 + М} и ста
тистическую структуру спучайttого компонента t, что ;эквива
лентно введению априорной информаци~. 

Приведем статистическую интерпретацию оператора [( и 
оценки о. Если множество попей { v11 ( 60)}, принимаемых в ка
честве допустимых решений, характеризуете.я гауссовой мерой 

в соответствующем функциональном пространстве и спучай

нал компонента имеет нормальное распределение, то решение, 

реализующее минимум квадрата. ошибки восстановпени.я Е( '1~) 
(среднее по пол.ям {v11 (60)} и реа.лиза.ци.ям t): 

К",", . К","" К","м к",. 

/( = /(""", к"""" /\11"11м [("". 

[(,", [(,"" [(,"м /(rc 

Здесь К" " , - опера.тор инт~гра.пьного типа., такой, что дл.я 
"" любых линейных функционалов { и '1 выполн.яетс.я условие 

({![("" "", 1'1) = E({lv11 )(v111 1'1), 

Кн = E(ttт), 
К,"" : Et(v" 1'1) = /(,"" 1'1) · 

Оптимальна.я оценка. а Из ( 5.11) определ.яет структуру ал
горитма. восстановления с минимальной дисперсией ошибок. 

Можно записать оценку, в которой в явной форме предста

влены статистические связи пол~й v" и v11• (в предположении 
отсутствия св.язей между полями v11 и случайным компонентом 

t к". =О): 

о-= [Р11 к"""" Р; + Е (Р", [("", "" Р; + Р11 к"""", Р;. )+ 
11''#/А 

~ L L Р11' к"",""" р;" +Кн ]-l х 
111 '#1111 11 '#/А 

х (Р11 к"""" + L Р".к"-,.,"" )11). 
111 #11 
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В частном случае, когда отсутствуют статистические связи 
различных полей v" (60) и v"• (60), а также свпзи v" (60) и t, 
оптимащ.на.11 оценка ( 5 .11) примет вид 

iхм = (Р" К"""" р; + L Р"· к"","". Р;. +Кн )-l Р" К"""" 11)' 
".~" 

Р" К"""" Р; = 
(p1" IK"" "" IP1") (p1" IK"" "" \рн") 

= (Pn" IK"" 11" IP1,..) 

(рн,.. IК"" "" IP1,..) 
- ковариационная матрица полезного - относительно восста

навливаемого µ-го поля параметров - сигнала; 

( L Р"1 К" , " , Р;, + Ксс) - кооариационна.я матрица зффек-
µ'#1' " " 

тивного шума, включающа.я статистические св.язи полей 

{ v,..• , µ' '1 µ}, а также случайного компоне11та t. Запишем дис
персию ошибки оценки (5.12): 

E(q~ )2 = (llK"" "" - К"""" Р; (р" I<"" "" Р;+ 

+ L Р,.. 1 к"","", Р;. + I<cc )-I Р,.. К"""" 11) 
,...~" 

или, ввод.я оператор Фишера: 

E(q~ )2 = (llF; 1 ll), 

(L Р,..· к"","", Р,... + I<cc -)-' Р, +к;: •• ]. 
µ''/-µ 

Из последнего выражени.я с очевидностью следует, что каче

с·rоо оценки µ-го пол.я тем лучше, чем выше чувствительность 

обрабатываемых данных к вариаци.ям µ-го пол.я и чем меньше 

вли.яние вариаций остальных полей(µ' '1 µ)на 0_ксперименталь-
11ые данные. 

Модель 0кспериментального материала (5.8) формально 
включает [69] все поля пара.метров среды, которые входят в 
уравнения ра.спространен_и.я зондирующего сигнала.. Априори 
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11сно, что не все пол.я из v" (с58) обладают необходимой величи
ной отношения сигнал/помеха, учитывая систему наблюдений 
при выбранном плане аксперимента. Чтобы построить аде

КIJатную модель акспериментального материала, надо ввести 

количественную меру влияния вариаций каждого параметра на. 

11011е измерений. С атой целью введем понятие информационноil 
чувствиmеА•ности noAJr набАюдениil (и) no отношению к фикси
рованному Аинеuному noA'IO параметров (v(с58))-как преде.11 
производной информации Шеннона / 0 (l(v)/u) по о (о"J;ношение 
сигнал/помеха) при а - О: 

Sf = lim ~ la (l(v)), 
о-О да Up 

• 1 2 

I ( /(11)) = ! 1 Е(77арг) ( / )2 ( I I) 
Q Up 2 n Е(77~)2 1 Е77арг = IKvv 1, 

Е(77~ )2 = (ll(P• к.-, 1 Р+ к;,,1)- 1 11) 1 

Кн=и;I, I<""=и;I, а=и;;и;. 
Найдем .явный вид производной по а: 

~] ('(11)) - _! (111) х 
да 0 Up - 2 (llJ - оР•(оРР• + 1)- 1 Pll) 

[ (llP•(oPP* + 1)- 1 Pll) 
х - (111) + 

(llP*(oPP*.+ 1)-1 РР* (оРР" + J)- 1 PI/)] 
+о QIQ 

и, переходя к пределу при о - О, получ11м: 

sP _ 1. 1 . (/(11)) _ ! (/IP* Pll) _ ! llPI/ > ll~н 
/ - о~ а Up - 2 (/11) - 2 1111 > lli 2 

(5.13) 

Сфера применения информационной чувствительности пол.я на
блюдений -формирование модели вкспериментального мате

риала и планирование томографического вксперимента. 

Физический смысл выражения (5.13) следующий:- информа
ционная чувствительность данной системы томографических 

функционалов тем выше, чем больше анергия полезного сиг

нала., прошедшего через среду с неоднородностью, поле кото

рой совпа.да.ет с весовой функцией оцениваемого функционала. 

1. В случае лучевой томографии и оцениваемого функционала 
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типа среднего в влементе объема подобный качественный вы
вод очевиден. Но важной особенностью введенной меры ин
формационной чувствительности является то, что она позво

ляет получить количественную характеристику для произволь

ных томографических функционалов (напомним, что дифрак
ционные томографические функционалы знакопеременны - см. 

раздел 2.3) и произвольных оцениваемых функционалов (на
пример, оценивания ковффициентов пространственного фурье

преобразования искомого поля параметра). Мера информаци-
0111юй чувствительности позволяет определить вклад каждого 

ю •~ходящих в модель (5.8) полей и построить адекватную мо
дель, исключив из нее ПОJIЯ, информационно не обеспеченные 

данным планом вксперимента (набором томографических функ

шюналов). 

5. 4. ОШИБКИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ, 
РАЗРЕШАЮЩАЯ ДЛИНА 

И МЕТОД ВЕЙКУСА-ГИЛЪВЕРТЛ 

Ана11из ошибо.к восстановления проведем, следуя схеме, ис-

11ользова~11ой в гл. 1. Пренебрегая влиянием всех полей v", 
~<роме одного, перепишем ошибку оценки (5.10): 

1/ = (/ -(et,p)v)...., (а,€) (5.14) 

или, вводя обозначения Ь (смещенне) и е (шyr:i): 

ТJ = Ь + е, 
где Ь = Ev ТJ = (/ - (а, p)v) :: (/ - ilv); 

е =-(а, t); 

Ev - символ условного математического ожидания. 

Заметим, что основной причиной некорректной постановки 
задачи оценивания является отсутствие априорной информа
ции о множестве решений {v(c58)} (84,85]. Действительно, не
смещенную оценку можно построить только в том случае, когда 

оцениваемый функционал / принадлежит линейной оболочке то
мографических функционалов (а,р), но вто условие заведомо 
не выполняется, если, например, / синrул.ярен, а Pn регулярны 
(n = 1 + N). Повтому ошибка оценки rJ' в силу неограниченно
сти множества {v(c58)} в общем случае может быть бесконеч
ной, и невозможно ввести какой-либо критерий оптимальности 

оценивания. 

181 



В втой свлзи приведем анализ метода Бейкуса - Гильберта, 
(B-G), получившего в последние годы достаточно широкое 
распространение в отечественной и зарубежной литературе 

[2, 72, 81, 98).. Кратко изложим идею и алгоритмическую 
структуру работы [85), в которой признаете.я наличие спу
чайной компоненты в измерениях, но декларируете.я отсут

ствие априорной информации о множестве решений {11(с58)}. 
Используя обозначения формулы (5.14), за.пишем критерий 
оптимальности в смысле критерия Бейкуса - Гильберта. В 
публикации [59) рассматриваете.я одномерна.я задача: ж е 
R1• В критерий Jв-а включены две составляющие. Пер
вая- часть: R-7'pumepuil "дм•тоо6разностu": оцениваете.я син

гулярный функционал (fв _а 1 = с5(ж - Х) и, если обозначить 
(ar,p):: (аr(Х),р(ж)) = i, то 

R = (lв-а -ilKв-allв-a -i), 

где интегральный оператор к:_ 0 имеет сингулярное ядро 
вида. 

k~ _ 0(ж', ж") = с(ж' - X)(z" - X)c5(z' - z"), 

в явной форме содержащее точку оценивання Х, а, а относи
тельно параметров ar: 

где 

' 

v·: Vnт =с JJ dz'dz"pn(z')(z' -·X)c5(z' - z")(ж" - X)pm(z") = 

=с jf Pn(z)pm(:i:)(z - X)2dz. 

ВеJtичина R св.языва.етс.я с разрешающей способностью метода 
по координате :i:; длл втого константу с в R полагают р'ав11ой 
12 из того услови.я, что если в критерий 

R = 12 j l(z)(z - X)2dz 

в::.:есто линейной комбинации 

N 

i = L arn(X)pn(z), 
n:I 
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0бразующей "разрешающее ядро", подставить равномерное на 
t111тервапе д распределение, то R численно будет равно вели
чине интервала д, т. е. 

Х:+-4/2 

R = 12 J P(z){z - X)2dz - 12 / [~ (z - X)2]dz Ед~ 
Х-4/2 

При в'rом д интерпретируется ка.к разрешающа.я длина по ко

ординате z. 
Влияние с.11у-саtно20 хомnонента Е, вызванного, на.пример, 

0щибками измерений, учитывается вmopoil состав.11яюще'1 xpu
rrщ1uя Jв-о: 

N(a, Кеа) 

(/\, = Е(ит)- кова.риационнал матрица. ошибок измерений). 
Окончательно, в качестве критерия оптимальности оценива.

ния функционала / предлагается минимизировать сумму взве
щенных квадратичных по а форм R и М 

Jв - а = (1 - 1).(l. + 1N, 1 е [О, 1), 

или 

Jв - G = (1 - 1)(1- ilI<в- о 11- f) + 1(а, Кеа) 
ри условии (fll) = 1. дополнительное условие введено по 
11а1югии с (/в- oll) :: J 6(:i: - Х)dж. Легко видеть, что без 
того дополнитепьttого условия критерий дает единственное -
у левое - решение. 

Минимизацию критерия Jв _а предлагаете.я проводить при 

азных значениях пара.метра. "'f, и в качестве оптимальной 
ценки (а) выбирается такое значение, которое соотв~тствует 
инимуму суммы R и N, обеспечи9а.ющее в интерпретации ме
да Бейкуса. - Гильберта компромиссный выбор между "ра.з
ешающей длиной" и "ошибкой". 

Проведем сравнение критериев оптимальности Jв-G и кри
рия оптима.льностн, вводимого на.ми дпя реконструктивной 
Мографии (Р-Т) и рассмотренного в разделе 5.3: 

Jp _ r = [(Л ·- Q*a)* КР-т(Л - Q*)], 

'l'орыА для данного случал (единственное одномерное оцени

емое попе без априорной связи v(60) и Е) за.пишем в виде 

Jр _т = (/Р-Т - fj](""j/p _ т - i) +(а, I<6a). 
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Ка.к уже у1:<азывалось, первая составляющая 1:<ритери.я Jp _ т, 
связанная со смещением Ь, обязана. в1:<лючать априорную ин
формацию о 11(60), и в критерии }р - т 0та. априорная информа
ция за.даете.я опера.тором /(р _ т, определяющим множество воз

можных решений {11(60)}. Априорная информация может быть 
за.да.на. введением вероятностей, на.пример гауссовой, меры на 

множестве {11(60)} и тогда Кр_ т имеет смысл априорного ко
вариа.ционного оператора пол.я { 11( 60)}. 

Класс решений 11(60) можно та.иже за.дать условием {11IHl11) ~ 
С, где Н -0рмитов положительный опера.тор, на.пример в слу

чае 

r 

z Е R1 , Н = Lд9(uд9 ), и< О, 
q:O 

и тогда. с точностью до множителя -у- пара.метра. регуляриза

ции - /(р _ т представл.Яет опера.тор Грина. ~ля оператора. Н, 
при 0том 1:<ласс {ч(60)} интерпретируете.я 1:<а1:< 1:<ласс решений r-й 
степени глад1:<ости. 

Нетрудно видеть, что в критерии: Jв _ G перва..я составляю

щая представляет собой квадратичную форму смещения, при

чем в качестве оператора, ответс'!венного за априорную ин

формацию О J:<Лассе решений, ИСПОЛЬЗУЮТСЯ ИНТегра.ЛЬБЫЙ опе
ра.тор Кв- G с сингулярным .ядром. Этот оператор в .явной 
форме зависит от точки Х, а так как выбор оцениваемой точки 

Х произволен, то "априорные" представления в методе Бей

куса- Гильберта волевым образом трансформируются вместе 

с изменением точки Х, что недопустимо при обработке фик

сированного объема экспериментальных да.иных. Кроме того, 

интерпретация первой составляющей Jв _ G, связанной со сме

щением, как разрешающей длины представляете.я неравномер

ной, хот.я бы потому, что "разрешающее" .ядро ((a(X),p(z))) 
.являете.я знакопереме~mым. Более естественно использовать в 

качестве оцениваемого функционала не 1:1: = 6(z - Х), а функ
ционал, имеющий наглядный физический смысл среднего зна

чения искомого пол.я 11( 60) в окрестности точки Х, при этом 
диаметр 01:<рестности определяет "разрешающую длин.У", а 
ош"'бка. оценки имеет дисперсию (llFll) и включает в себ . .я как 
смещение Ь, та.к И шуме. 

Линей1.1ое условие (ill), используемое в Jв- G, привнесено 
искусственно, его Р..ведение обуслов11ено двум.я факторами: во

первых, оцениваемый функциона.л сосредоточен в точке Х; во-
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Рис. 16. 
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вторых, .Ядро к:_G обращаете.я В нуль В ТОЙ Же ТОЧКе, от
сутствие линеRного услови.я не позвол11ет получить осмыслен

ной оценки. Следует подчеркнуть, что дельта-функция дирама 

определ11ется не условием (/ХЩ = 1, а условием (/ХIФ) = 1/i(X}, 
и если быть последовательными в развитии логики метода 

Бейкуса- Гильберта, то необходимо накладывать бесконеч

ное множество линейных условий "дельтообразности" (ilФr) :::: 
Ф(Х~ ({Фr}-полна.я система базисных функций). 

Если же .ядро k5 _ G не обращаете.я в нуль в точке Х, то 
критерий оптимальности не требует линейных условий. От
метим, что в работе [85] был.и рассмотрены разные варианты 
задани11 .ядра kl _ 0 , но в дальнейшем в подавляющем боль
шинстве приложений используете.я именно форма .ядра kG _ 0 = 
с(ж' - Х)(ж" ....... Х).S(ж' - ж"). 
Можно показать, что введение пинейt~ого условия в Р-Т

алгоритме приводит к увеличениtо дисперсии оценки. В етом 

случае (Р-Т)-критерий имеет форму 

jP-tr = Jр _т +-у(/ - ilvм)~ 
(11" -модельное поле) и оптимальна.я оценка 

iit = arg inf jp - т 
определяет~ в виде 

Ot = K;ul ( Ur + ХUм), 
где Ur = РК""11); u" = Р11"; I<uu = РК""Р· + Kti 

· (/Х 111") - u~I<;;.}u" 
х- . 

- u?; I<;u1 Uм 
Используя_ выражение дп.я х, окончательно получаем 

- [1 1 ·к-• т]v-1 (lxl ) I<;;.}u,.. а= - Т -1 м uu UмUм "'uu Ur + llм Т .. •-1 . 
U 11 Kuu U Uм /\ uu Uм 

Запишем увеличение дисперсии оценки функционала /Х при 
введении дополнительного _линейного условил в _критерий 

( ,1х · · с -1 )2 
д 2 - (- - ">2 ....; \ 111") - u"Kuu Ur ....... о 

1/ - " '1 - т -1 ~ . u"Kuu Uм 
Анализ дq2 показывает, что введение дополнительного линей
ного условия (/Х -il1111) = О аналогично использованию в крите
рии Вейкуса- Гильберта услови.11 (ill) = 1 приводит к умень
шению еффективности оценки. 
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Проведенный анализ позволяет за.ключить, что ко_ррект11ое 
построение вычислительного алгоритма восстановления попей 

уnругих пара.метров по сейсмотомографическим данным сле

дует проводить на основе квадратичного критерия оптимапь-

ности: 

здесь в качестве оцениваемого функционала 1~ _ т Используется 
функционал, который имеет наглядный физический смысл сред

него значе~и.я искомого поп.я в окрестности точки Х; напри

мер, в прямоугольном пара.ппепепипеде аЬс с центром в точке 
(Х1, Х2, Хз): . 

х _1 (а ) (Ь · ). ('с ) lr-т=(аЬс) Н 2-lx1-X1I Н 2-lx2-X2I Н 2-lzз-Xзl , 

{ 
1 при 

Н{{) = О 
при 

Дисперсия оценки имеет вид 

{ ;?: о, 

{<о. 

и включает в себя как смещение ь, та.к и шум е. 
Критерий Jp _ т в полной мере учитывает как априорные 

представления об' упругих п9п.ях, так и статистическую струк
туру ошибок наблюдений. На рис. 16 представлены интеграль
ные ядра корреляционных операторов, входящих в критерий 

Ku-a(:r',:r") =J:r' -Х)(х" - Х)б(ж' - х") (а), /(р_т для некор
р~лированного·однородного поп.я (6) и /(р-т.дпя марковского 
однородного поп.я {в), которые характеризуют задание апри
орной информации о B-G- и Р-Т-методах. 

5. 5. ОБРАТНОЕ ПРОЕЦИРОВАНИЕ 

1 

В ДИФРАКЦИОННОЙ ТОМОГРАФИИ 

, Напомним еще раз моде11ь данных дифракционного томогра-
\Ф11ческого вксперимента: 

u = Р8 + t:, 
~.це томографический оператор Р 

РО ~ j р1 ({,ж)t1(ж)dж, 
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Р,(~. ж) = (G~hf·1sr ... 1IG0S(•) = IPout{t} 1sr:r:Jl1Pf~). 
причем G(i включает в себя инверсию времени при интерпре
тации нестационарного зондирующего сигнала; интегральное 

.ядро томографического функционала. р(·, ж) предста.вл.яет собой 
весовую функцию вклада вариации параметров среды в точке ж 
в цифровой отсчет, полученный в момент t на експерименталь
·ной записи, соответствующей ~-й паре источник - приемник, и 

возникает в результате локального взаимодействия sr ... ] обра-
щенного поля ip~~t{t} :. LiilPout = hf •, генерированного приемни
ком h·~·, ".включенным" (в обратном времени) в момент t в точке 
<r, и падающе'го поля ipf~ : LolPin = s'-• . 

Регуляризова.нный аJ1горитм R: ·о = Rи обращения данных и 
строится на основе решени,я акстремальной задачи: 

R = arg inf(llRP - lllk. + llRllk. ), 

где /IAl!в = (sp лв.л· )112 , и имеет вид 

R = ИеР*(Ри,р• + I<c)- 1 , (5.15) 

обеспечивая минимальную дисперсию ошибок восстановлени.я, 

т. е. 

R = arginfRsp /(61, 

К6е = ](, - RKuR*. Ku = Рк,р• + Кс. 
·Построение оптимального оператора R связано с большими 

вычислительными трудностями. С аналогичными трудностями 

сталкиваются и при реализации точных алгоритмов в тра

диционной лучевой томографии. Но в задачах вычислитель

ной томографии ати трудности обходятся путем построения 

аористических алгоритмов, позвол.яющих аффективно исполь

зовать хотя бы часть содержащейся в акспериментальных дан

ных информации. Один из наиболее употребимых алгорит

мов такого рода-процедура обратного проецирования [20, 36, 
88]. Необходимо отметить, что обратное проецирование явл.я
етс.я .компонентом точного аналитического обращени.я Радона 
[79, 80], в котором в качестве данных дл.я обратного проеци
рования испольэуютс.я не непосредственно експериментальные 

данные (значения радоновских проекций), а. произвольные от 
гильберт-образов. 
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Рассмотрим субоптима.пьный а.пгорИтм R восста.новпени.я 
изображений среды, в основе которого лежат принципы ме~о
дов обра.щени.я за.регистрированных волновых попей и обрат

ного проецирова.ни.я. Запишем алгоритм R в виде 
- - -1"' ( в ( O(z} = Ru(z} = Q L.,,{ФoutlS[z]IФin), 

( 

где суммирование идет по результатам обработки отдель

ных ~экспериментов; .Фfп - прямое продолжение волнового поля, 
r·енерирова.нного s-й группой источников; Ф~ut - обращенное 
продолжение поля, за.регистрированного r-й группой приемни

ков; а - размерный множитель, пропорциональный числу об

работанных 0кспериментальных да.иных. Вв.одя параме.триза
цию экспериментальной записи в виде 

uf1) = L L L uM" 1"6(t - tn)6(z, - ~,)6(zr - ~r}, 
t" (, (r 

переп:Ишем выражение для оценки O(z): 

О(х) = а-1 LLLuM,t"pM•t" = 

= a- 1,LL и((tn)Pi.(~, х) = a- 1p•u. 

'· ( 
(5.16) 

Ядро томографичес1<ого функционала p1 "(~ 1 z) в да.ином слу
чае порождается модельной аппаратной функцией. регистриру-
ющего канала. h~: = c(t - tn)б(xr - ~r ), что соответствует пред
положению о широкополосной регистрации 0кспериментапьных 
данных. Отметим, что в последнем выражении для оценки B(z) 
в явной форме за.писана. процедура обратного проеLЩроваиия. 

Покажем место обратного проецирования в алгоритме обоб
щенного обращения, рассмотренного в р&здепе 5.3. Лпя етого 
за.пишем результат оптимального восста.новленИJI произволь

ного линейного функционала. 1(0) :: (1/0) [62]: 

i(O) = (/j8) = (u(P к,р• .+ Кс)- 1 Р K1/l) 

и рассмотрим упрощенный ва.риа.~т, когда. К1~1, (ll ~ (l[zJI = 
(6(z - (z])I. Тогда выражение для i(O) принимает вид 

ё[z):: {l[zjiO) = (u\(PP• + Кс)- 1 Pll[zJ)· 
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Учитывая, что 

Pll[1:J) ~ J Р,(~, z)6(z - (z])dz = Р1 (~, (z]), 

и пола.га.я (РР• + Кс) ,.,, al, получаем аналог действия алго
ритма R: 

ё[•),.,, а- 1 E:L:U((tn)Pa.(~ 1 (z]). 
1. ( 

Сравнение формул (5.1'5) и (5.16} позволяет увидеть, какими 
недостатками обладает обобщенное _обратное проецирование: 

не учитывается статистика ошибок Измерений, не прkнима.ютс.я 

априорные представления о полях пара.метров среды, игнори

руете.я св.язь различных обобщенных радоно_!tских проекций. 

Несомнеtшым достоинством обратного проецирования явля

ется его технологичность - алгоритм сводится к хорошо раз

работанным процедурам продолжения волновых полей (27, 30, 
31, 44, 87, 104]. 

На.помним, что .классические методы продолжения упругих 

полей (29, 44, 64, 86] сводятся к процедуре й = G0u. Ка.к 
следует из анализа алгоритма обобщенного обратного прое

цирования (5.16), процедура обращенного продолжения вхо
дит в качестве одно~ из составляющих процедуры восстано
вления изображения среды: Фout = G0u. Из (5.15) видно, что 
для применения продолжения в качестве метода. восста.нов11е

ния необходимо использовать информацию о свойствах зо11ди

рующего сигнала. Фin и характере взаимодействия прямого и 

обращенного продолженных попей (88 ). Алгоритм обобщен
ного ..обратного проецирования вквива.лентен процедуре обоб

щенного продолжения при условиях, что па.дающее поле Фin 

представляет собой плоский фронт, а опера.тор взаимодействия 
88 - оператор умножения. 
, Отметим, что процедуру обобщенного обратного проеци
рования можно интерпретировать ка.к обработку голограммы. 

На.помним, что ~ основе оптической голографии лежит возмож
ность фиксации амплитуды и фазы оптиЧеского сигнала. В 

оптике ето достигаете.я записью интерференционной картины, 

возникающей в результате суперпозиции фронтов монохрома

тического (лазерного) опорного пучка и поля волны, рассе
янной об-ьектом.- Если ь оптической голографии использо
вание монохроматического пучка - единственна.я--Цз_можность 



зафиксировать помимо амплитуды еще и фазу вопны, то во мно
гих за.дачах дистанционного зондирова.ни.я зарегистрированное 

попе сигналов содержит оба· етих пара.метра рассе.янного поп.я. 

Аналоги.я с голrгра.фией прослеживаете.я в .явном ·виде в про
цедуре обобщенного обратного проецирования: 

О,..., cw- 1(G•(u - иo)Js'lcpin), 

uo = 'Pinl _" • s-"" 
Ропь опорного пучка играет в данном случае произвольное 

попе 'Pin, но, ка.к и в оптической голографии, не несущее ника
кой информации. "Гопогра.фическое" изображение возникает 
в результате взаимодействия опорного поля 'Pin и освещенной 
"голограммы" u - uo, при втом передача. информации в про
стра.нство происходит по тем же законам, что и распростране

ние опорного попя 'Pin· Оператор взаимодействия S', как мы 
видели, в общем случае отличен от оператора. умножения и 

определяете.я только законом распространения зондирующего 

сигнала.. 

Покажем, что процедура. построения поп.я 'Pout в виде G•u 
может быть представлена. в .явной форме аналитического про

допжени.я пол.я, зарегистрированного на некоторой части про

странственной поверхности. Сделаем ето на. примере продоп
жени.я скалярного волнового поля. 

Используя вторую теорему Грина в форме 

J[cp~2ф- ,PVicp)dV = f [срVф-фVср]. dtr, 
V дV 

где dtr = ndt1, выберем ф та1<ое, что 

ф · (v2 - 2.. ~) ф = -4r~(z - z'), 
• . - с2 дt2 

причем z' лежит внутри об-ьема. V, огра.ниченного замкнутой 
поверхностью дV, а поле ip генерируете.я источниками, лежа
щими вне об-ьема V. Запишем интеграл Кирхгофа [34, 86, 87]: 

cp(z') = ...!_ /[ФV'Р - срVф} · dtr. 
4r 

8V 

(5.17) 

Здесь в .явном виде записана св.язь параметров пол.я в лю

бой точке об:ьема z' и пол.я на замкнутой поверхности, т. _е. 

191 



интеграп Кирхгофа предста.вп.яет форму анапитического про

допжени.я поп.я с поверхности внутрь . объема, ограниченного 
етой поверхностью. 0та форма продопжени.я не всегда удобна. 

дп.я практического испопьзовани.я, так ка.к кроме зада.ни.я са

мой фуНЮIИи tp на поверхности дV требуете.я еще знание нор
мапьной производной поп.я (n · V)tp. Пусть tp - попе давпений, 
тогда в фурье-предста.впении по времени с;: учетом того, что 

Vtp = -it.Jpv (v), интеграп Кирхгофа записываете.я ка.к 

tp(z') = 4~ j [w(z) :n ( ехр( ;i~:;i z'\)) +it.Jpvn ехр( ~i~:;i z'I)] da 

8V 

добавим к попю ф попе Фо, такое, что Фо удовпетвор.яет одно
родному вопновому ура.вн~нию: 

(v2 - _!.. 82 ) Фо = о 
с2 дt2 

и гра.ничНО!"fУ усповию на дV: 

(n · V\вvФ' ~ n · V\вv)(ф + Фо), 
т. е. • 

дфо 1 = -(n. е) 1 + ik\z - z'\ exp(-ik\z - z'\), 
дn вv \z - ж'\62 · 

е = (х' - x)\z - z1 \- 1. 

Граничному усповию можно пегко удовлетворить, еспи в каче

стве границы вз.ять часть ппоскости zз = zg, тогда. ф0 ·-поле 
точечного источника., расположенного зеркально по отношению 

к точке z'. При ·таком выборе поп . .я ф' интеграл Кирхгофа. при
нимает вид 

( ') _ it.Jp f < . ( ))exp(-ik\z - z'\) d 
1fJ ж - 2 n v z \ '\ р, 71' ж-ж 

(5.18). 

где р = (z1,z2). ИНтегра.п по части сферы, замыкающей гра
ницу- д\.-' 1 поп&га.етс.я равным нулю в предположении, что ра
диус сферы достаточно большой, а продолжаемое попе l(J, гене
рированное в1шюченнЫм в момент t = О источником вне объем& 
ir, интерt:сует нас лишь в ограниченном временном интервале 
(CI, Т). Интеrра.л (5.18) описывает продолжение нормальной со
С'IаDJ!Яющей поля скорости v(:z:), заданной 11а части ппоскости 
;t.'11 = xg в 110J1e девпений. ~р(z') в направлении (-n): еще раз 
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на.помним, что в формуле Грина. n - внешняя норма.ль. ~то 
интегральное представление называют uнтегра.сом Рмея. 

Второй интеграл Рвлея получается при выборе поля ф0 та.к, 
чтобы выполнялось условие 

Ф'lгv ~ (Ф + Ф0>1гv =О. 
Тогда представление интеграла. Кирхгофа. записывается как 

ip(:z:') = 21 ! (n. e(z))ipl - o(z) 1 +1 iАф: :j z'I х 
11' :i:a-"'a :z:- :z: 

х. exp(-ik\:z: - :z:'l)dp, (5.19) 

р = (ж1 1 z2). Выражение (5.19) описывает прямое продолжение 
поля давления с ПJJоскости zз = :z:g в на.правлении (-n) и его 
также называют uнтегра.сом Ралек. 

Представление (5.19) можно получить, используя эволю
ционную форму представления волнового уравнения, параме

тром вволюции при втом будем считать :z:3 ::: z. Для фурье

компонент поля <Р( k", ky, z, e.i1) волновое ур.а.внение принима,ет 
вид уравнения Гельмгольца.: 

д2 - k2 - о 
дz2'Р+ z'P= ' 

где k~ = -k; - k; +e.i12/c2. 
Представляя приближенное решение <Р в виде невзаимодей

ствующих nол~й <Pt и <PJ., удовлетворяющем уравнениям 

( :Z - ikz) Фt = О, ( :Z + ikz) Ф! ·:: О, 
можно за.писать решение в форме 

z~ 

. <Рно(z2) = <Р{щ(z1 ехр{ ±ij kzdz }· (5.20) 

Аналогичное выражение можно получить для ВКБ-приближе
ния (см. раздел 3.3), где уравнение вйкона.ла. при <р = <ро exp[iт(z)} 
(дт(z)/дz)2 =. k~ в предriоложении слабонеоднородной по коор
динатам :z:, у среде, т. е. среда. является квазислоистой. Ураъ 
нение ейконала. распадается на. два.: 

дт дт 
дz = kz, дz = -kz. 
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nри малых значениях дz (5.20) можно приближенно записать 
ка.к 

ф(z + дz) ~ ф(z)exp{±ikz · дz}, 
где exp(±ik" дz) является оператором продолжения в ча
стотной области, при етом положительный зна.к отве.ча.ет слу

чаю, когда. направление распространения волны и направле

ние продолжения вектора волнового поля противоположны, что 

соответствует продолжению в об-ратном времени, а минус -
соответственно при совпадении етих направлений: 

й_ =-exp(ik" · дz), Й+ = exp(-ik" · дz), 

при етом операторы прямого и· обращенных продолжений ~вя
заны соотношением й _ = й+. 
Лпя установления связи второго интеграла Репея и опера

тора. прямого продолжения рассмотрим попе точечного источ

ника, который расположен в начале координат: 

00 

i.ёol"~o = 2~ // exp(~ikp) exp(-i(kzж + k,y))dp = i~", 
-оо 

р = Jж2 +у2 • . 
0то поле продолжено с плоскости z = О на некоторый уро-

вень дz i: О. Продо.iJженное попе должно иметь вид exp(ikr)/r, 
применив оператор прямого продолжения к полю i.oolz=O' полу
чим равенство 

• 00 

e-•tr ! I· 
--= -:--k exp{-ik"дz}exp{i(kzж+k,y)}dkzdk,, 

r 1 • 
-оо 

где r = (:i:2 + у2 + z2) 112• Дифференцируя обе части 0того ра
венства по z, будем иметь 

д e-atr ! . . . д 
--8 -- exp{-ak"дz} exp{a(kzz + k~y)}dkzdk, = 

z r · 
д 2 F- 1 F- 1Й = 7r_ •• •• +· 

Отсюда. пространственно-частотное представление оператора 

Й + имеет вид · 

н n · е (1 + ikr) ( 'k ) дz (1 + ikr) ( .k ) + = -- 2 ехр -i r = -2 -~ ехр -1 r· . 
27r r r г ! 
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Таким образом, мы показали, что продолжение волнового 
пол.я, полу~енного из вволюционного уравнения с параметром 

вволюции z, тождественно продолжению волнового пол.я, вы
раженного через второй интеграл Рвле.я. 

Еще раз подчеркнем, что построение пол.я 'Pout связано 
с использованием сопряженной функции Грина, которая в 

пространственно-временной области соответствует распростра

нению сигнала в обратном времени, а в пространственно

частотно!\ области вто находит отражение в комплексном со

пряжении функции Грина. 

Покажем, как концепция обратного проецирования по.явля

ете.я естеч1венным образом при решении нелинейной задачи 

и =·1'(0) + €, 

где 1'(0) -- нелинейвый обобщенный томографический опера
тор. 

Как мы показывали в гл. 1 (см. раздел 1), метод Ньютона 
реше11и11 0кстремаль11ой задачи 

- • " 2 О= arg шf{llu -1'(0)11.к;а + llO - Oollк;a} 
приводи·r к итерационному процессу 

Опн =Оп - (Р:к; 1 Рп + Кё 1 )- 1 х 

х (Р,;К; 1 (uп - u}+ Кi 1 (0п-'- Оо)], / 
первый шаг которого .являете.я точным решением, ~ели выра-

жение 

и= 'Р(Оо) + 660 l,o Р60 +с. 
удовлетворительно аппроксимирует исходную модель. 

Градиентный метод решения вкстремальной задачи на ка

ждой итерации в явном виде включает оператор обратного ·Про-: 

ецировани.я: 

Оп+1 =Оп - о[Р;; К; 1 (ип - u) + Кё 1 (0п - Оо)), 
повтому, если линеаризоnа~шая модель удовлетворительна, то 

направление градиентн.ого спуска определяете.я выражением 

60 = аР• к.- 1.(u - 'Р(Оо)) 

либо, заменяя ИСХОДНУЮ МОДеJIЬ ВКВИВаЛеНТНОЙ: /(; 112u = 
k; 1121'(0) + I<c-l/2c. или u = Р(О) + l, по11учаем явную запись 
обратного проецирования: 

60 = iiP0 (u - Р(Оо)). 
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Заметим, что ньютоновскую процедуру решен_и.я нелинейной 
задачи можно представить вариантом обобщенного градиент

ного метода, если считать, что количество информации о 8, со
держащеес.я в U, мало, т. е. оператор Фишера Fn не вносит су
щественного вклада. в априорную информацию: llFnll ~ llJ<i 1 11. 
В втом случае обратна.я втора.я производная исходного регу

л.яризованного функционала равна I<e и первый шаг итерации 
дает обратное проецирование с поспедуiощей -фильтрацией: 

6:м(,fi•(й -Р(8о)). 

Причем фильтрация целиком опред.ел.яется априорной инфор

мацией и соответствует сглаживанию с .ядром оператора Йо. 
Если корреп.ятор Йе описывает однородные поп.я 8, то фипь
трация·сводится к опеI-ации свертки изобр11Жения, полученного 

обратным проецированием, поскольку ядро k8 (x, х') коррепя
"J:Ора J<, такое, что ke(x, х') = ke(lx - x'I) и 60 = ke * 60. 

Заметим, что именно обращенное проецирование с последу

ющей фильтрацией входит в формальный аJ1горитм градиент

ногQ·спуска, применяемый в работах [62, 106, 99], где интер
претационные модели сейсмотомографии записаны в предполо

жении, что физическа..я аппаратура обладает бесконечной по110-

сой пропускания. Алгоритм, пр_едставпенный в втих работах, 

можно интерпретировать как последовательность, состоящую 

в распростра.нении пол.я сейсмического сигнала, генерирооан
ного физическими и.сточниками, в прямом врР.мени IPin, затем 

обращенного продопжени.я поля невязок с поверхности реги

страции IPout и взаимодействие попей IPin и 'Pout с последующей 

фильтрацией. Так, в работе (106] а11горитм представлен в виде 

9(n+1) - O(n) - a(n)K (S'm~"))Tm(n) 
- 'Р r1n rout• 

где m~n). Le ,"~n) = s· 
ran • .т1n ' 

s - функция источника; 

(n). L"' (n) _ 1: (n) 
'Pout. е" 'Pout - us . 1 

где 6в(n) = K; 1ipf:> - 'Роь.: 'РоЬ. - попе измерений, предполага
ете.я, что попе tр0ь. с точностью до аддитивной Е совпадает в 
точках наблюдений с полем сейсмического сигнала. 
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5. 6. МЕТОДЫ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 
В ЗАдА ЧАХ ТРЕХМЕРНОЙ 
ЛУЧЕВОЙ ТОМОГРАФИИ 

Традиционна.я томографическая интерпретация данных ди
станционного зондирования опираете.я на лучевое представле

ние распространения сигнала, при атом траектория луча в 

опорной среде предполагаете.я известной [19]. Использование 
аналитического обращения Радона в зада.чах дистанционного 
зондирования в силу за.ведомой неполноты данных ведет к гру

быl'-i оширка.м [6]. Ме·1·оды алгебраической реконструкции ис
пользущт либо априорное разбиение среды на. блоки [5], либо 
конечный базис пространственных функций [37]. 

Как мы уже отмечали, даже при обработке данных "полно

ра.курсно~" томо.графии необходимо при:1.1ен.ять м_етоды регуля
ризации вс11едствие' неизбежных ошибок наблюдений и ошибок 
округления при расчетах на ЭВМ (66], в реальном же томогра
фическом аксперименте к атим ошибкам добавляются ошибки, 

связанные с малой ракурсностью наблюдений. В математиче

ском аспекте решение обратной задачи связано с обращением 

вполне непрерывного оператора Р и действием на функцию, за

ведомо не принадлежащую образу оператора Р, т. е. обратная 

задача .являете.я существенно некорреКТ.!:fОЙ. 

Рассмотрим воз·можности метода регуляризации при реше
нии обратных трехмерных задач и дадим физическую интер

претацию алгоритмов (61]. При атом примем во внимание, 
что регуляризацию целесообразно осуществлять для уравне

ний, записанных в функциона11ьных пространствах. Только в 

атом с·:лучае можно гарантировать, что а.лгебра.изированные 

аналоги атих уравнений будут регуляризованы, независимо от 

размерности соответствующих ев1<лидовых пространств. 

Ка.к обычно, в качестве модели принимаем: 

Pv+€ = u. (5.21) 

Здесь v - поле, связанное с физическими пара.метра.ми среды, 
на.пример с1<оростью распространения упругой воJ1ны или ко

аффициентом ослабления, включающим в себя поглощение и 

рассеяние в за.дач.а~ сейсмики; Р - интегральный опера.тор с 

сингулярным .ядром: cS(.C{i=l".n}(z))ipo(z), €-невязка. модель
ных и 01<спер.имента.льных значений, которая. предполагаете.я 

случайной, распределенной 110 нормальному закону с нулевым 
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средним и попожитепьно определенной матрицей ковари~ции 

К, = Е u:T, и вкпючает ошибку наблюдений и ошибку линеа
ризации. 

Модель експериментальных данных в форме (5.21) вводится 
в предположении, что v(z) представпяет собой малые плав
ные отклонения относительно µ 0 - поля параметров опорной 

среды, т. е. v(z) = (µ - µ0)/µо нигде не обращается в нуль, где 
µ-поле абсолютных значений физических параметров, кото

рое предполагается плавным по отношению к характерным мас

штабам задачи, в данном случае - пв отношению к характер

ной длине волны зондирующего сигнр.ла. Следует Оiаметить, 
что, во-первых,. плавность v является необходимым условием 
для лучевой интерпретации расiJространения упругой волны; 

во-вторых, малость µ(z) обусловливает допустимость линеа
ризации: 

'Р(µ) = 'Р(µ) + Р'\ (µ - µо)'Р{µо) ·,- 'Pv, 
Ро 

р = P'I РО· 
Ро 

В общем случае линеаризацию можно рассматривать как пер

вый шаг итеративного решения нелинейной задачи, 110 при об

работке данных лучевой сейсмотомографии последующие ите

рации, как правило, информационно не обеспечены. 

Физические требования к применимости модели ( 5. 21) как 
раз и определ.яют способы регуляризации решения обратной 

задачи: найти 

v = arginfl/Pv - ull~;• 

при условии гладкости 1о1 ограниченности v. Формализация 

0тих условий сводится к рассмо·rренной в гл. 1 регуляризации 
по Тихонову [65], которая с использованием параметра регу
ляризации а приводит к решению 0кстремальной задачи: 

~ = arg inf llPv - ull~·;· + 0(111 (1 - Л)11) 1 

·где 11/11~;• = LL[A:; 1]i;/;/;; 
i ; 

(5.22) 

1 - единичный оператор; Л - оператор ЛаОJ1аса; (-,-) - сим
вол скалярного произведения в гильбертовом пространстве 

(11, (I - Л)11) => (11, 11) + (V'v, V'11) при условии исчезновения /1 или 
V'v на границах 06J1асти интегрирования. 
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Решение за.дачи (5,22) можно за.писать в виде 

v =· v- 1 p•(pv- 1 р•+1<~)- 1 u, 

где р• ~опера.тор, сопряженный по Ла.гра.нжу оператору Р, 

v- 1 = а- 1 (/-д)- 1 -интегра.льный оператор с .ядром, равным 
. д 

функции Грина для опера.тора. D = a(I - д): 

v-l(µ(z)) = J d:r:' .!. ехр~ -l:r: ~(1) µ(х') = .!. ехр~ ll:r:I) * µ(х), 
. а z-z а х 

(5.23) 
где а- 1 exp(-lzl)/lxl -потенциал Юкавы, известный в ква.нто-

' вой механике и теории пол.я .. 
Упрощенная регуляризация по Тихонову соответствует ре

шению вщ:тремальной задачи в классе только гладких функций 

li, т. е. 

v arg inf[llPv - ull~;i + ajjV'vll'],' 

1'1 дает оператор D} 1 , такой, что 

- / 1 1 1 1 D1 l(µ(z)) = d:r:'-1 'lµ(x') = - -1 1 • µ(х), 
а :r:-x а х 

где а- 1 1ж1- 1 - кулоновский потенциал. 

(5.24) 

Рассмотрим композицию операторов PD- 1P• и v- 1p•. Учи
тывая действие оператора Р, соответствующеrо интегрирl)в"а
нию пространственной функции v(ж) по траекториям лучей, и 
действие операторов v- 1 и D~, видим, что·матричный влемент 
(PD- 1P•)i; получите.я в результате свертки 6-функций, лока
лизованных на тра.ектори.ях лучей i и j, с соответствующими 
потенциалами: 

(PD} 1P.);; = ~ // µo(z1 )6(.Ci(:r:1))6(..C;(z")}l:'o~:~, 1 dж'dz" = 
1 11 

= µ06(.Сi(ж)) • ;:;- j;j * µ06(.С;(ж)}, (5.25) 

(Р v- 1 p•)i; = ~ / / б(SL;(ж'))б(ISL;(ж")) ex~~~:r:~ ~,;"1) d:r:'dx" = 

= б(.С;(ж)) * exp(l\жl) * б(SL;(ж)). (5.26) 
а :r: 
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Физический смысл матричного алемента. ( Р D'j" 1 р• );; фор
му лы (5.25) -анергия кулоновскогg взаимодействия двух за.
ряженных с плотностями за.ряда. (41Г/а) 1 1 2µ0 нитей, лока.лизо
ва.нных вдоль i-го и j-го лучей; ма.тричны~ алемент (5.26) -
анергия нитей i и j, взаимодействующих через потенциал 
Юкавы. 

Результат действия опера.тора. v-1 Р'" - на.бор т полей (по 
числу лучей), создаваемых в каждой точке пространства ка
ждым из т лучей с кулоновским или юкавовским полем. 

При статистической интерпретации алгоритма (5.22) оценка 
полЯ соответствует оптимальной статистической акстра.пол.я-
ции или регрессии: ,. 

• }" }'-1 
11 = ~"u \uu и, 

где .k"u = v- 1 Р'", I<uu = pv- 1 p•+Kt, т. е. соответствует апри
орным представлениям о поле 11 как о случайном однородном· 

и изотропном поле с корреляционными функциями, совпадаю

щими в (5.23) с потенциалом Юкавы и в (5.'24) - с кулоновским 
потенциалом. 

Если воспользоваться концепцией локальной регуляризации 

[56], нетрудно записать регуляризационный алгоритм, аде
кватно включающий более полную априорную информацию. 

Такой априорной информацией может быть представление о 

поле 11 как о случа_йном однородном анизотропном. Это мо
же·r быть связано. с геофизическими представлениями о про

странственном р.tспределении неоднородностей среды: так, на

пример, в случае сщ>истой модели опорной среды встреча

ется ситуация, коГда. ориентация неодНородностей совпадает 

с пространственной. орюштацией слоев, причем можно указать 

характерные размеры неоднородмост~й, т. ·е. величины осей 

априорного аллипсоида рассеяния случайного поля 11. Еспи 
существует априорна.я информация о преимуществ_енрой лока

лизации неодНородНостей, то метод локальной регуляризации 

позволяет интерпретировать поле 11 ка.к случайное изотропное 

неощ1ородное и адекватным Щ)разом включать ату ·информа.

uию в вычислительную процедуру. При а.том должно соблю
да.тьс.я соответствие между априорными представлениями о ха

рактерных размерах неодНородностей, масштабах корреляции 
и приюпоt-1 лучевой модел1ою ра.спростра.нения зондирующего 
сигнала: нз.имен1.ший радиус должен быть не меньше характер

ной ддиt1ы волны. Тем самым физические требования к лучевой 
ингерпрета.ции сейсмотомографии с необходимостью приводят 
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к тому, что при решении етих задач должна применяться регу

л.яризаци.я по Тихонову не ниже первого пор.ядка.. 

Применение локальной регуляризации основано на том, что 

в регуляризующем функционале (111 (Iд)v) вместо еллиптиче
ского опера.тора. д используется опера.тор Kijдiд; с положи
тельно определенной матрицей коеффициентов К, что в пред

ста.Влении корреляционных фунI01Ий соответствует за.мене lzl -
(ж, к- 1ж) 112 • Следует отметить, что введение локальной регу
ляризации оставляет в сипе все доказательства. теорем тихо

новской регуп.яризации вследствие еквива.лентности норм со

ответствующих пространств Соболева.. 
При практической реализации алгоритмов матрица. к-1 за

даете.я шестью пара.метра.ми: величина.ми трех осей корреп.я

ции и трем.я угла.ми Эйлера, определяющими ориентацию ел
липсоида относительно системы координат, св.яэанной со схе

мой наблюдений-матричные епементы (к- 1 )i; рассчитыва
ются путем преобразования подобия, индуцированного ма.три.;. 

цей поворота. от собствеЮiой системы координат еппипсоида к 

системе координат схемы наблюдений. 



ПРИЛОЖЕНИЕ 

ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИЙ ГРИНА 
ДЛ.Я НЕКОТОРЫХ ТИПОВ 

ЗОНДИРУЮЩИХ СИГНАЛОВ 

Будем рассматривать слабЬlй зондирующий сигнал, напри
мер малые смещения в сейсмике, тогда процесс распростра

нения сигнала в среде можно представить в вИде линейного 

опера.торного уравнения 

L, VJ =в, 

где L, - тензорный линейный оператор, зависящий от полей 
параметров среды; VJ- векторное поле зондирующего сигнала; 

в - векторная функция источника" которую пола.гаем извест

ной. Одним из основны:s: влементов решения обратной задачи 

дистанционного эондирова.ни.я является проблема восстановле

ни.я поля ip(x, t) в опорной среде с известным полем Оо (х) при 
заданной функции источника~: 

VJ = L-1 в или VJ = Gв, 
где L(; = l; О-оператор Грина. 

Приведем примеры построения функции Грина для полей 

зондирующих сигналов различной физической природы. 

ФувщИJ1 Грива .дJ1.Я вог.вовоrо ур-иеиия. Пусть имеем 
11 волновое уравнение", заданное в форме 

(1) 

где Н - оператор, действующий на пространственные пере

менные. Чтобы найти функцию Грина уравнения (1), предста.-
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вим решение в виде бесконечного ряда по собственным функ
ци.ям оператора Н: 

00 

ср(ж, t) = L An (t)cpn (z), (2) 
n=O 

эдесь 'Pn (z) такие, что Hcpn = An 'Pn и (cpn, 'Рт)= 6nm· Подста
вив представление (2) в волновое уравнение (1), будем иметь 

(3) 
n 

Умножив равенство (3) скал.ярно на 'Pn', получим дл.я каждого 
эначени.я n уравнение для 1<00ффициентов А" (t): 

An (t) + An (t)An = О 1 

i<отор,ое имеет следующее решение: 

А" (t) =а" е;..,л;;а + bn е-i../г.с. (4) 

Отметим, что А" (О) = а" + bn, а. производна.я в (-)О An (О) = 
i,/X (а" - Ь" ) . Задав а.я начальные условия решения волнового 
.уравнения 

ф(ж, t)l,=o ~ <Ро 
и ф(а:, t) ~ tfio, 

(5а) 

(5б) 

можно получить систему уравнений для коеффициентов an, bn: 

<ро ~ L ( an + bn )'Pn , 
n 

n 

Умножив скал.ярно систему (6) на ер", будем иметь 

(ер" ,<ро) = an + bn, 

('Pn, <,Со)= iA (an - bn). 

(б) 

Каждый иэ коеффициентов имеет·следующее представление: 

an = ~[(ip",ipo)- ~(1Pn1<Po)], 

bn = ~ [ ( 'Pn , сро } + ~ ( 'Pn , <Ро ) ] · 
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Поскольку в волновом уравнении начальные услови.я предста

вл.яютс.я двум.я функциями (5а.,б}, можно дл.я каждой из них по
строить функцию Грина и общее решение представить в виде 

ср = G1 сро + G2 Фо. 
Подставив представления (7а,б) в (4) и ковффициенты An (t) -
в (2), получаем 

cp(z, t) = L cos А tcpn (z)(epn, <ро )+ 
n 

~ sin ..;>:; t )( . ) + L.J А epn (z _epn ,еро . 
n n 

(8) 

Замечая, что представление orrepaтopa ll через собственные 
функции может быть :;аписа.но в виде 

Н = LЛn epn ер; 
n 

и соответственно 

J(H) = L J(Лn )<J'n ер; , 
,. 

можно записать функции Грина. 91 и G2 в операторном пред
ставлении: 

- r;r а· - sin Vii t 
G1 = cosv т, • 2 - Vii 

Из выражения (8) легко можно вывести координатную форму 
функции Грина:· 

91 (x,t;x1,t1) = L:cos А (t - t1)<pn (z)ep; (z'), 
n 

( / ') ~ ~ sin ..;>:; (t - t') ( ) • ( ') 
92 x,t;x ,t = L..J ~ IPn х epn х . 

n V"n 

Конкретные предста.впения функции Грина. дл.я волнового 

уравнения можно получить, име.я систему собственных функ

ций оператора Н. 

В качестве примера. ра.ссмотрим воАновое уравнение без ис
тоо~ника, описыва.ющее ра.спространение вопи в однородной 

безграничной среде: 

1 д2 
дср - с2 дt2 ср = О. 
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Собственные функции оператора, 

(-д) (х Е R3 ), определ.яютс.я как 

1 il<z 
'PI< = (211')3/2 е ' 

в данном случае равного 

Здесь нормировочный ковффициент соответствует условию 

(ip1:, 1.f'1:•) = 6(k - k'). Тогда координатное представление 02 

будет иметь вид. 

00 

( . / ') _ 1 J sin clkl(t - t') Щz-z') _.зk _ 
92 x,t, х 't - (211')3 clkJ е а- -

-оо 

1 
4 I 'I {c5(l:r:-:r:'l+c(t-t'))-c5(l:r:-:r:'l-c(t-t'))}. 

1/'С Х- Х 

Из этог.о представлени.я видно, что при условии t > t' сраба
тывает только втора.я часть функции Грина, т. е. 

( . / ') _ 1 { б(lх - x'I - c(t - t'))} ~ G 
92 х' t' х ' t - -4 - 1 '1 - ( -) 

1/'С Х-Х 
(9) 

при t > t', что соответствует распространению волны в пр.ямом 
времени, в то врем.я как функци.я Грина дл.я распространени.я 

воJJНЫ в обратном ~эремени t < t' равна 

( . , ') _ 1 [ с5(1х - x'I + c(t - t'))] ·~ G 
92 х' t' х ' t - -4 - 1 1 - (+) 1/'С . Х- Х1 

при t < t'. 
Функция Грина ,цлл "ураввевил Пуассона" . За.пишем 

уравнение Пуассона. в форме 

Hip=s, 

где Н > О, s = s(x) - функци.я источника.. Функци.я ГриНа. в 
операторной форме записываете.я как G = н-1 в_координа.тном 
представлении 

G(x, х') = L л;; 1 ipn (z)cp: (z'). (10) 
~";to 

Здесь Лn - собственные значени.я о.ператора Н. В представле
нии (10) суммирование ведете.я только по Лn :/: О, что еквива.-
лентно представлению решения в виде 

l{J = н- 1 s + kipo' 
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где ср0 - собственна.я функци.я оператора Н, соответствующая 

.Лn = О и приводящал к равенству 
Hip = s = Hip + kHcpo 

для произвольного коеффициента k. Если оператор Н равен 
-д (z е R3 ), (мы рассматриваем уравнение Пуассона в без
граничном пространстве), то функция Грина. в координатном 
представлении 

G( ') _._1_ j exp(ik(z - z')] .зL = 
z, z - (211')3 k2 а-" 

''° __ 1_ 1 j sink/z- z'ldk _ ..!._ 1 (ll) 
- 2r2 lz - ж'I k - 411' lж - z'I · 

о 

Решение уравнения Пуассона за.писыва.етс.я в виде · 

1 J s(ж')dж' 
ip(z) = 411' lz - ж'I + kcpo (ж), 

где сро: дсро =О; k -произвольное число .. 
Фувкци.я Грива ,цп.в: уравнения Ламе в о,цворо,цвой изо

тропной веоrравичеввой сре,це. Векторное уравнение Ламе 
Lip = s имеет единственное решение, которое может быть вы
ражено через тензор Грина G, такой, что его интегральное 
.ядро - тензор-функция g(z, t; z', t') - удовлетворяет уравнению 

Lg = .S{ж - z') .S(t - t')I. 

В безграничном однородном пространстве запаздывающая функ

ция Грина. g_(z,z'~t,t') удовле·rворяет условию g_ =О при 
t < t'. Что бы построить в явном виде фундаментальное реше
ние уравнения Ламе, вводят, пользуясь теоремой Гельмгольца, 

представление векторных полей через скалярные и векторные 

потенциалы (2.15): 

ip=-VФ+VxA, 

s = -VФ. + V х А. , 

которые удовлетворяют соответственно скалярному и вектор

ному волновым уравнениям: 

•• 2 Фа 
Ф-vРЛФ= -, 

р 

•• 2 А 
A-v дА=-• 

8 р 
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Представление ве1<тора s в виде суммы ве1<торов потенциа.11ь
ного и соленоидального попей позволяет ввести ве1<торное попе 

И, такое, что 

-V2H = 8 = -VФ. + v х А •. 
Учитывая тождество -V2H = -V(V ·И)+ V х (V х И), можно 
увидеть, что 

Ф. = V·H, 

A.=VxH. 

(14) 

(15) 
Лпя векторного точечного источника, локализованного в на

чале прямоугольной системы координат, первый орт которой 

tсолпинеарен вектору силы, т. е. s(x, t) = е1 в(t)с5(ж), можно 
эсtnисать решение векторного уравнения Пуассона V2H = -s, 
nопьэуясь функцией Грина для скал.11рного уравнения Пуассона 

(11): 

н< ) _ 1 ! d , в(t)6(ж') _ 1 s(t) 
x,t - -4 ж 1 '1 - -4 ei -1-1 · . 11' ж-ж 11' х 

(16) 

v 
Используя соотношения для скалярного потенциала (14) и век
торного (15) и представление И в виде (16), получим 

Ф, =·V· (_!_е1 в(t) )= s(t) д1 lxl-1, 
411' lxl 411' 

{17) 

А, = V х (..!..е1 в(t)) = в(t) 11дз1~-1 11 · 
411' lxl 41r д2 lх1-1 

(18) 

Подставив функции источни1<ов в виде ( 17) и ( 18), перепишем 
волновые уравнения (12} и (13): 

ф - v2 дФ = s(t) д1 lxl-1' (19} 
р 41rp 

А - v: дА = :(t) дз rx1- 1 1 · (20) 
1fP -д2 lxl-1 

Запишем запаздывающие фун1<ции Грина для волновых урав

нений (19), (20), используя запаздывающую фун1<цию Грина, 
ролученную для L = (д - fr д'f) (см.(9)): 

'· ') _ 1 б(lх - ж'I - Vp (t - t')) _ 
9Ф(х,ж,t-t --4 з 1 '1 -

11'Vp Х - Ж' 

1 c5((t - t') - lж - z'l/vp) 
= 411'v~ · lz - x'I 

(21} 
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( , ') I 1 6((t - t') - lz - z'l/v8 ) 

9А z,z;t-t = -4 2 1 'I . 
1l'V8 Z -z 

(22) 

Решение волновых уравнений (19) и (20) предста.вл.яетс.я в 
форме 

Ф(х,t) = j dz'dt'g+(x,x';t-t')[~~; д1 lx'1-1], (23) 

А(х, t) = j dz' dt' gд (z, z'; t - t') ~(t') 11 дз ~xl- 1 11 · (24) 
7rp -д2 lxl-1 

С использованием выражений дл.я функций 'Грина. (21) и (22) 
решения (23), (24) за.писыва.ютс.я в виде 

Ф(х,t) = 

= 1 / dz' dt' 6((t - t') - lz - z'l/vp) s(t') д1 lx'l-1, 
(411')2 pv~ . lz - z'I (25) 

A(x,t) = 

::: 1 . j d:z'dt'6((t - t') - lz - z'l/v.) s(t') 11 дз~'l-1 11 · 
(4'11')2pv; lz - z'I -д2lx'l-1 (26) 

Интегрируя по t' решение (25) и введя за.мену перем~нных: lx
x'l/vp = т, получим дл.я с1<а.л.ярного потенциала. • • 

1 100 
s(t - т) f Ф(х, t) = (471')2 pvi dт т 

О fz-z'f=v• т 

(27) 

дл.я вычисления интеграла. по поверхности в (27) рассмотрим 
интеграл вида. 

f du 
дi lrl' (28) 

fz-z'f=r 

где r = vp т, du = 2wr2 sinOdlJ, х' = x-r, (х',х') = (x,x)-2(x,r)+ 
(r,r) (рис. 17) или z'2 = z2 -2zrcoslJ + r2 • За.писывая полный 
дифференциал последнего выражения, получим 

z' dz' = .A:r sin IJ dlJ , 

откуда. 

d 211'r\x'I d:z' 
и= lx'I . . 
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д; 

Рис. 17. 

Интеграл (28) лег1<0 вычисляем: 

r=v -с· 
р 

lxl+"· { 2 f du - 2 д· 1 1-1 j d ' - 411"r д; lxl 
''

-7rr,x :i:-
x' О 

при 

при 

lz--z'I=" lzl-" 

r < lxl, 
r > lxl. 

(29) 
Использовав представление (29) для интеграла по поверхно
сти, перепишем выражение (27) для потенциала Ф(х, t): 

lxl/vp 

1 J ~(x,t) = -4 (д1 lxl-1) тs(t - r.)dr. 
тrр . (30) 

о 

Аналогично вычисляется ве1<торный потенциал после замены 

переменных в (26): lx - x'l/vp = т и с учетом (29): 
lxl/v. О 

1 А= -l-- j rs(t - r)dт дз lxl-1 • 

11"р о -82 lxl-1 
(31) 

По получ_енным- решениям для с1<алярного и ве1<торного потен-· 
циалов (30) и (31) восстановим потенциальную и соленоидаJlь
ную 1<омпоненты поля lt>p и ер,: 
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lxl s(t - lxl/vp) д1 1х1-1 д1 lxl 
д1 lxl-1 д2 lxl 

4 11' pv~ д1 lxl-1 дз lхl 

1 
VJa = V х А= -

4ч 

+-lx_I s ....... ( t_---..,,lx_l/_v._) 
411' pv'f 

-д~ lxl-1 - д5 lxl-1 lxl/u, 
д1 ~ lxl- 1 j тs(t - т)dт+ 
д1 дз lхl- 1 . о 

-д:i.lxl- 1 д2 lxl -дз lхl- 1 дз lхl 
д2 lх/- 1 д1 lx/ 
дз /хl- 1 д1 lxl 

Введл обозна.чени.я 'Yi = дi lxl и попа.га.я, что направпение дей
<":Тви.я источника е1, т. е; заменив 1 на j, попучим поспе простых 
преобразова.11ий 

Р ( /х/) · · ер= l(Jp +ер. = 4 21 1 s t - - + (/-- Р)х 
11' pvp Х Vp 

JxJ/11, 

х 4 \ I / s(t - /х/) + (ЗР- i) 4 
1
1 /З j тs(t - т)dт. 

'!" pv. х v. . 11' р х 
Jxl/up 

Запаздывающ&.я функция Грина поспе интегрирова.ни.я по т 

может быть представлена в виде • 

( , ') 1 { Р 6(t - t' - r/vp) (i - Р) 6(t - t' - r/v.) 
g z, z ; t - t = 41rp v2 r + v2 r + 

р • 

• • (t - t1)[0(t - t' - r/vp) - O(t - t' - r/v.)J} + (ЗР - /) . ,з _ , 

где O(t) -функци.я Хевисаl&да., 

r=x-z', 

O(t) = { ~ при t 2: О, 
при t <О; 

1 . '1· r r = х - х ; er = /rl , Р = (е" ,е; ). 

Фувщи.я Грива /111Л ураввевил диффузии. Запишем 
"у равнение диффузии" в виде 
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где Н > О. Оператор Н действует только на пространств~н
ные переменные. для нахождения функции Грина уравне11и.я 

(32) предста.вttм решение в виде разложения по собстве11ным 
фу11кци.ям оператора J/: 

00 

ip(x,t) = L An (t)<pn{z). (33) 
n:O 

Подставив (33) в (32), получим уравнение для ковффициентов 
An (t): 

00 

L(An + An An )'Pn =О, 
n:O 

т. е. 

An (t) = An (О) е-л. 1 • (34) 
В разложении (33) ковффициент An (t) ра.веаt проекции функ

цИи cp(:i:,t) на орт собственного базиса оператора. Н 'Pn, т. е. 

An(t)=(ipn,ip). 

Обоз11ача..я ip(x,t =О) через ipo, запишем: 

(35) 

Подставив (35) в (34) и далее (34) - в разложение (33), найдем 
св.язь между ip(:i:, t) и ср(х, t =О): 

00 

ip(:i:, t) = L е--'· 1 'Pn (x)('Pn, <ро), (36) 
n:O 

Из формулы (36) видно, что функция Грина в операторной 
форме ·может быть .записана. как G = e-:-ilt, а в координатном 
представлении ка.к 

00 

G(x, х'; t, t') = L е-л. <1- 1'> 'Pn (х)ср~ (z'). 
n=O 

Пусть оператор Н = -а2 '\72 (х Е R3 ), тогда функция Грина 
для урав11ения диффузии (t > t') записывается t<а.к 

1 { (:i: - z')2 } 
G(x' t; х'' t') = a(2Jw(t - t'))З ехр - 4а2 (t - t') . 

Фувкцил Грива дп11 операторвоrо ураввени11 второrо 

ро,ца. Запишем необходимое уравнение в форме 

ip+ Hrp = SA (37) 
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здесь Н > О. Представив уравнение (37) в виде (I + Н)1.р = s, 
можно записать координатное представление оператора ГрИна 
G=(I+H)- 1 : . . 

00 

G(ж, ж') = ~)1 + ,\n)-1 1.pn (ж)~р: (ж'). 
n:O 

Дл11 примера найдем функцию Грина уравнени11 (-V2 + 
rn)ip = s. Координатным представлением функции Грина бу
дет 

G( ') __ 1_ j dзk exp[ik(:r: - ж')] _ 
:r:' ж - swз k2 + т -

00 ! e'>p[ikl:r: - :r:'I] k dk = -~ ехр[-nф: - x'l/2] 
- 4п-2 il:r: - x'I k2 + т 4п- lx - :r:'I 

1 

-оо 

Последнее выражение носит название потенчuала Юкавы. 
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