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Про6лема устойчивости растворов Becь�� актуальна. Вначале 
поясниМ некоторые понятия, связанные с устойчивостью. 

Имеем трехкомпонентный раствор с количеством молей компо­

нентов 1, 2 и 3 равных n1' n2 И nз. Мольные доли компонентов 

(концентрации) 060значаем соответственно через Х1' Х2 и ХЗ' т.е. 
П( x-� Пз Xf = ---;::г- 2 - n Х2 = ----п-

п=п{ +п2 +пз< 
Функцию Ги66са раствора 060значим через 'G, а ее мольное 

значение (уделЬНGСТЬ) - через 9 (9 = Gjn). Вводим ЯI<о6иян 

L:;:; =ft .�_( д2g � 2 

(I) дх; д:х:; \дХ2 дхз) 
Возможны устойчивое, неустойчивое и полуустойчивое состоя-

ния растворов. для них: 
- усто;J:чивы�i раствор 6. > О и +втпр; 
- неустойчивый раствор 6.;> О и -втпр; (2) 
- полууст о йчивыti раствор L:;:; < О, 

где 060значения (+втпр) и (-втпр) означают положительный и отри� 
цателышй: знa.Rи вторых производных д2g / дх} и д2g /дХ;. Дополни­
тельный параметр функции Ги66са Е ДЛЯ первой строчки (2) на 
всех направлениях имеет·положительное значение (Е:> О) ,для вто­
рой - отрицательное (Е < О), а ДЛЯ TpeTbe�i - дополнительны�i па­
раметр функции Ги66са на разных направлениях имеет разные знаки 

(Е � О). I<a.к следует из сводки (2). ДЛЯ границ устойчивость-по­
луустойчивостъ ЯI<обиян (1) обращается в ноль. Границы устойчи­
вость-неустойчивость не существует. 

Цель данного исследования - анализ свойств регулярного рас­
твора с установлением соотношений между 06ластями устойчивости, 
полуустойчивости и неустоЙЧивости. Сведения о регуляр�ом раство­
ре приведены в та6л. 1, в которой W 12' W1З и W2З· - пара-

\ 
метры взаимодействия, а величина 9t представляет собой иде а-
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Та6лица 1 
Регулярная функrшя трехкомпонентного раствора 

G - п, П2 п, П5 ПгП" - Ш,2 -п-- + W,з -п- + "Шг" -п-- + nJI 

Л=Х,LПХ, +х;гtПХг + ХзtПХ:j 
g=W12Х,Х'г +Щ"Х'ХЗ+W2ЗХ2Хз+J[ , 

льную функцию. Множитель RT перед ней условно принят за 
единицу, что не должно приводить К недоразумениям. 

Граниua устойчивость-полуустоЙЧИВость И граница неустойчи­
вость-полуустойчивость характеризуется, как указывалось, 06раще­
нием яко6ияна (:О в ноль. По последней формуле из табл. 1 
получаем: 

1=2 ш,2 хfхг + 2 w,зХ,хз + 2 Ш23 Х2 Х" + 

+�W25-WI2-Wf,,)2 - � Ш,2 Ш(,,] Х( Х2 Х3 
Откуда следует 

где 

а = 2 W(З + rХг , 
Ь= -2 Ш,гХ2 +2 ш,,,и-хг) +2 W2ЗХ2 + r( Х2 -х;) 

2 
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С=2Wf2(Х:г-Х;)-1 , 

r=(w�з-w(.2 -W1зУ-4 Ш'2 'Wf3 
задавая Х2 при заданнl:lX параметрах взаимодействия, по 

формуле (4) вЫчисляем значения ХЗ. Получаем данные.п.пя гра­
ницы устойчивостъ-полуустойчивость или .п.пя гранипы неустой­
чивость-полуустойчивость, еCJIИ, кqнеЧНО, таковые имеются. 

Выделим три варианта. Первый - симметричннй, второй на-' 
зовем краевым, он дает границу с нарушением устойчивости в 
одном из трех двухкомпонентнl:lX растворов; третий вариант 
центральный. В последнем все три двухкомпонентвнх раствора 
устойчивы, а ГРаНИЦа с нарУшением ,устойчивости появляется то­
лько в трехкомпонентном растворе. 

Симметричный вариант 

для симметричного варианта задано 

Ш,� = Ш13 = Ш23 = Ш; (5) 

с уравнением .п.пя уд.ельности фyнIщiШ I'иббса 

g'=W(ХfХ�+ХfХJ+Х2Хз)+Jr • 
(6) 

Данные расчета согласно (5) 'представлены на рис. I. 
Здесь имеем дело с областями устойчивости. полуустойчивости и 
неустоЙЧИВости. правильность установления KOTOPI:lX определяем 
по табл. 2. При параметре взаимодействия, равном ДВУМ. на ко­
нцентрационном треугольнике остается только одна область ­
область устойчивости. 

Изменения параметра взаимодействия можем связать с изме­

нением темпе�туры Т, записав 

w=R/T, (7) 
где К - постоянная величина. При W = 2, как указывалось, 
раствор будет устойчивым и такое значение параметра взаимо­
действия отвечает критической температуре двухкомпонентНI:lX 
растворов. Обозначим последпюю через Тс• Тогда по (7) 2 = К/Тс, 
а сопоставление этого равенства с (?) дает 

т 2 
Те = Ш 

3 
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Рис. 1. Области устойчивости (1), неустойчивости (2) 
и полуустойчивости (3) в симметричном варианте 

Исполъзуя формулу (8) и данные рис. 1 для пути Х2 = Х3 (по­
мимо данных этого рисунка испольэовалисъ еще другие данные), 
получим картину, показанную на рис. 2, где области устойчивости 
(Е > О), полуустойчивости (Е � О) и неустойчивости 
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Таблица 2 
Вторые производные и якобиян на пути Х2 = Х3 

при WI2 = W:r3 = Ш23 = 4 

Х2 
д2g д2g 6 
дх} дх; 

O,IO 3,250 3,000 
O,I5 0,095 -6,603 
0,20 -I, 333 -3,667 
0,25 -2,000 0,000 
0,30 -2,I67 2,444 
0,35 -I,8IO 2,830 
0,40 -0,500 -0,750 
0,45 4,222 -I8,I73 

(Е < О) отмечены соответствующей штриховкой. 
Точка 

(9) 
при w = 4 находится в полуустойчивой, области, т.е. эта точ­
ка будет полуустойчивой, инфинитивной: в ней имеются направле­
ния с положительным значением дополнительного naраметра и с 
его отрицательным значением. Убедимся в свойстве инфинитивности 
с помощью удельности И разности смещения функции ГИббса. 

Дополним функцию (6) линейной функцией так, чтобы точка 
с координатами (9) стала специальной, т.е. 

g==-О,50f4(Хг+:СЗ')+4(Х(Х. +ХfХЗ-'-Х<Х,5)+� , (ГО) 
и проведем расчеты для 

и для 
([ [) 

XJ = Х'2 , ([2) 
результаты которых отражены на рИС. 3. Убеждаемся в свойстве 
инфинитивности точки (9) с помощью удельности. 

5 



1,0 

0,1 0,2 43 0,'1 0,5.1',2 

Рис. 2. Температура и области 
COPTHOCT� точек для симмет­
ричного варианта при Х2 = хз 
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Рис. з. ИлJmcтрация свойства инфиюIтивности 
точки С координатами (9) с· помощью уделъно­

сти (по �неНИD (IO» 
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Таблица 3 
Иллюстрация свойства инфинитивностк точки С координатами (9) . 

с помощью раЗности функции Гиббса (по уравнению (I3) ) 

Путь ХЗ = 0.4 - � 

Раствор в первом отделении: Х2 = 0.25. ХЗ = O, I5. n = I. 
G = O, I723. 

Раствор во втором отделении: Х2 = O, I5, ХЗ = 0, 25, 11 = I, 
G = O, I?23. 

Раствор после смешения: Х2 = 0.2. ХЗ = 0, 2. n = 2, 
G = 0, 3394. 

дGI, п = 0, 3394 - (О, I?2З 
+ O, I723) = ,;. 0, 0052 < О 

Раствор в первом отделении: Х2 = 0.25, ХЗ = 0.25, n = I, 
G = O,2I03. 

Раствор во втором отделении: Х2 = 0.I5. ХЗ = 0.I5, n = I. 
G = О, II12. 

Раствор после смешения: Х2 = 0, 20. ХЗ = 0, 20, 
G = 0,3394. 

дG1, П = 0, 3394 _ (0, 2103 + О, 1II2) = О, 0I79 > О 

Обратимся к смешению растворов. 3aпиmем 

n = 2, 

с= П[4(Х(Х,2 + Х,Х'з+ХzХ'а)+Л) ОЗ) 
И проведем расчеты для (11) и (I2) через точку с координа-

тами (9). Результаты расчетов пркведенн в табл. 3.· Видим, что 

для (П) разность смещения функции Гиббса д G1, П отрицательна, 

а для (I2) - положительна. Убеждаемся в свойстве инфинитивнос­

ти точки С координатами (9) с помощью разности смещения 

функции I'иббса. 
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Краевой вариант 

д.1Iя краевого варианта можно задать. например. 

W'2 ;i О, Ш,3 = О, WZЗ = О , ( 14) 
а расчеты по (I4) отражает рис. 4. Имеем дело с областями устой-

I,О,х2 

Рис.4. 06ла?ти устойчивости (I) и полуустойчивости ( 3) 
в краевом варианте 
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чивости И полуустоЙЧИВости. Обозначим через Тс критическую тем­
пературу раствора KoмnoHeHт-T - KoмnoHeHT-2, переходим 
от параметра взаимодействия к температуре Т (рис. 5). 

Нарушение устойчивости в краевом варианте сопровождается 
возникновением двухфазного равновесия, что доказывается ис-
пользованием метода Ньютона. Линии двухфазного равновесия на­
ходятся в устойчивой области (рис. 6). 

В'полуустойчивой области сталкиваемся с явлением инфи­
нитивности. Проиллюстрируем его Д)IЯ набора Ш12 = 3, LИ13 =0, 
LИ23 = Т, Д)IЯ которого уравнение Д)IЯ удельности функции 
Гиббса принимает вид 

9 = .3 Х, Х:гтХ:гХз +л 
а уравнение Д)IЯ функции Ги66са 

G = n [(ЗХ,+Хз)Х:г+я] 
Возъмем точку 

([5) 

(6) 

X:z=O,5 , Х'з=О,2 ([7) 
и дополним функцию (Т5) линейной функцией так, чтобы точка 
(17) стала специальной, т. е. 

([8) 
и проведем расчет дЛЯ Х3 = Т - Т,6Х2 и Д)IЯ х

з = О,4-0,4Х2' 
результаты которого отражены на рис. 7. Убеждаемся в свойстве 
инфинитивности точкИ (Т7) с помощью удельности. Используя (16), 
убедимся в свойстве инфинитивности точки (17) с помощью 
разности смещения (таБЛ. 4). 

Точка 

Хг. = 0,5 , Х', = О,ОТ , ([9) 
как и точка (17), находится в полуустойчивой области. До-
полним функцию (15) линейной функцией так, чтобы точка (19) 
стала специальной, т. е. 

9=-0,0002 Xz+4,89f8 X�+ (3х( +X�) X,,+.'l( , (20) 
и проведем расчет Д)IЯ ха = 0,51 - Х2 и Д)IЯ хз 

= 0,01, ре­

зультаты которого отражены на рис. 8. Убеждаемся в свойстве 

9 
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Рис.5. Температура и облас­
ти сортности точек для кра­
евого варианта при Х2 = 0,5 

Рис.6. Граница устойчивости 
(в) и линия двухфазного рав­
новесия (а) в краевом вариа-

нте 

цJ'2 =а; Шf!=t, Юг! = 1 

а 

0;5 1, ОХ; 
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qз 0,23 

V 0,25 
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0,2 o,�5 о, 55Х; 

0,2 
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Рис.? Иллюстрация свойства ИНфинитивности точки 
с координатами (I?) с помощью удельности (по ура­

внению (I8)) 

9 '102 

0,015 

48 �J " tJ., 51-X'z / 
41 � 

о,{)Ю+-�--��-----

Рис.8. Иллюстрация свойства инфинитивности точки 
с координатами (I9) с помощью удельности (по ура­

внению (20)) 
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Таблица 4 
Иллюстрация свойства инфинитивности точки С координатами (I7) 

(1 помощью разности смещения функции Гиббса 
(по уравнению (I6» 

Путь ХЗ = I-I,6 Х2 

Раствор .в первом отделении: Х2::: 0,45, ХЗ = 0,28, n = I, 
G = -0,0255. 

Раствор во втором отделении: Х2 = 0,55, ХЗ = О, I2, n = I, 

G = -О,ЗЗ86. 

Раствор после смешения: Х2 = 0,50, Хз = 0,20, n = 2, 

G = -0,9594. 

�a I,П = -0,9594 + (0,5787 + О,ЗЗ86) = - O,042I < О. 

Путь Хз = 0,4-0,4 Х2 

Раствор в первом отделении: Х2 = 0,45, Хз = 0,22, n I, 

G = -0,5IЗ8. 
Раствор во втором отделении: Х2 = 0,55, Хз 0,I8, n I, 

Раствор после смешения: 

G = -0,4465. 

Х2 = 0,50, ХЗ = 0,20, n 
G = -0,9594. 

�a I,П = -0,9594 + (О,БI38 + 0,4465) = 0,0009 > О. 

2, 

инфинитивности точки (I9) с помощью уделъности. Используя (I6), 
убедимся в свойстве инфинитивности точки (I9) с помощью 
разности смешения (таБЛ. 5). 

I2 



Таблица 5 
Иллюстрация свойства ИНфинитивности точки с координатами (19) 

с помощью разности смещения ФУНКЦИИ Гиббса 
(по уравнению (16)) 

Путь ХЗ = 0,51 - � 

Раствор в первом отделении: Х2 = 0,495, X� = 0,015, n = 1 

G = -0,0255. 

Раствор во втором отделении: Х2 = 0,505, ХЗ = 0,005, n = 1 

G = О,02З9. 

Раствор после смешения: Х2 = 0,500, ХЗ = 0,010,- n = 2 

G = -0,0044. 

6 G1,п = _ 0,0044 + (0,0255 - 0,0239) = -0,0028 < О. 

IIyтъ ХЗ = О, OI 

Раствор в первом отделении: Х2 = 0,45, ХЗ = O,OI, n = 1 

G = -0,0046. 

Раствор во втором отделении: Х2 = 0,55, хз = O,OI, n = 1 

G = -0,0046. 

Раствор после смешения: Х2 =·0,50, хз = O,OI, n = 2 

G = -0,0044. 

6cf'П = -0,0044 + (0,0046 + 0,0(46) = 0,0048 > О. 

1З 



Центральный вариант 

Возьмем значения 

W fZ = W 1: о , Wf� = О , Ш23 = О 
С уравнением для удельности функции Ги66са 

(2Т) 

(22) 
Расчет для (21) дает картину, покаэюrnyю на рис. 9. Имеем де­
ло с 06ластями устойчивости и полуустойчивости, правилъность 
установления которых подтверждаются данными та6л. 6. 06ласть 
полуустойчивости захватывает центральное место концентраци­
онf.юго треугольника, не выходя на двухкомпонентные растворы. 
Оказалось, что при 

UJ = -8 , х, = Xz =0,25 , хз = О (23) 
06ласть полуустойчивости исчезает. В правилъности на60ра (23) 
убеждаемся с помощью формулы (4). в случае правилъности 
(23) в этой формуле должны 6ыть в2 

+ 4ас = о. Вычисляя для 
(23), получаем а = 16, в = I6, с = -4, что дает в2 

+ 4ас = о, 
т.е. набор (2�) правилен: он действительно подтверждает исчез-
новение 06ласти полуустоЙЧивости. ПереЙдем от параметра 
взаимодействия к температуре. На60Р (23) отвечает критичес­
кой температуре 'трехкомпонентного раствора Тс• для этого на­
бора W = - (К/Т) = - 8. для других значений параметра взаи­
модействия w = - (К/Т) , т. е. (Т/Тс) = -( 8/Ш ) .  Последняя фО­
рмула и позволяет перейти от параметра взаимодействия к тем­
пературе (рис. 10). 

В полуустойчивой области сталкиваемся с явлением инфинитив­
ности. Проиллюстрируем зто явление для точки 

Х'2 =0,3, x.�=O,5 (24) 
при W = - 9. 

Дополним функцию (22 ) линейной функцией так, что6ы 
точка ·с координатами (24) стала специальной, т.е. 

9 = -0,3055 Х2 - 3, бfб3Х;s-9 (f-X� -хJ'r:;] +YL, (25) 
и npоводим расчет для Х3 =5Х2/3 и для Х3 = 1,1 - 2Х2' ре­

зультаты которого отражены на рис. 11. У6еждаемся в свойстве 
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РиС.Я. 06ласти УСТОЙЧИВОСТИ (1) и ПОЛУУСТОЙЧИВОСТИ (3) 

в центральном варианте 

иифинитивности точки С координатами (24)'С ПОМОЩЬЮ удельности. 
Используя (22) в виде 

с= n (9Х, Х2 +Тt) , (26) 
убедимся в свойстВе инфинитивности точки с координатами (24) с 
ПОМОЩЬЮ разности смещения функции Ги66са (та6л. 7). 
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Та6лица 6 
Вторые производные и яко6иян на пути ХЗ = 0,5 

при lИ12 = -9, W1З = о, W23 = О 

д2g д�g 6 х .. -cгxr дх! ( 

0,05 4,222 22,000 43,889 
0,10 4,500 12,000 5,000 
0,I5 4,857 8,667 -6,905 
0,20 5,333 7,000 -П,667 
0,25 6,000 6,000 -I3,000 
0,30 7,000 5,333 -П,667 
0,35 8,667 4.,857 -6,905 
0,40 I2,000 4,500 5,000 
0,45 22,000 4,222 43,888 

Та6лица 7 
V�трация свойства инфинитивности точки с координатами (24) 

с помощью разности смещения функции ГИ66са 
(по уравнению (26» 

Путь ХЗ = 5Х2/3 
Раствор в первом отделениИ: Х2 = 0,35, Х3 = 0,5833, n = 1, 

G = -I,U725. 
Раствор во втором отделении: Х2 = 0,25, Х3 = 0,4I67, n = 1, 

G = -I,8277. 
Раствор после смешения: Х2 = 0,30, Хз = 0,50, n = 2, 

G = -3,I394. 
t:.G 1,П = -3,I394 + (1,U725 + 1,8277) = - 0,2392 < о. 

Путь Х3 = 1,! - 2Х2 
Раствор в первом отделении: Х2 = 0,35, Х3 = 0,40, n = 1, 

G = -I,8670. 
Раствор во втором отделении: Х2 = 0,25, ХЗ = 0,60, n = I, 

G = -I,2752. 
Раствор после смешения: Х2 = 0,30, ХЗ = 0,50, n = 2, 

G = -3,I394. 
t:.G I,П = -3,I394 + (1,8670 + 1,2752) = 0,0028 > о. 



Рис.IО. Температура и об­
ласти сортности точек для 
центрального варианта при 

хз = 0,5 

3,7 

3,8 

-g, 

-j 

0.,25 �35:l2 

V 
XjD5X2/3 

q25 435Х2 

Рис.II. Иллюстрация инфИНитивности точки (24) 
с помощью удельности (по уравнению (25)) 
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Тa6.mm.a 8 
Двyxqвзное равновесие при W12 = -9, И>r3 = 

О
, Ш23 = О 

, I XJl' , " 
х;' 

" 
Х( Х3 Х( X� 

0,222 0,080 0,698 0,467 0,271 0,262 
0,125 0,100 0,775 0',406 0,367 0,227 
0,087 0,150 0,763 0,336 0,431 0,233 
0,079 0,200 0,721 0,290 0,462 0,248 
0,080 0,250 0,670 O,25I 0,475 0,274 
0,086 0,300 О,БIЗ 0,216 0,479 0,305 
0,098 0,350 0,552 0,184 0,472 0,344 

Возникнет ли в центральном варианте при нарушении устойчи­
вости раствора двухфазное равновесие? Приложение метода Ньютона 
дает положительный ответ, по крайней мере, для одного из наборов 
(см. та6л. 8 и рис. I2, линия дв�зного равновесия находитс.я: в 
устойчивой 06ласти). 

В (2I) . два параметра взаимодействия равны нулю, а на­
рушение устойчивости раствора в виде замкнутой области полу-
устоичивости происходит при отрицательном значении третьего 

I8 

Рис.I2. ГранШJ;а устойчивости 
(в) и линия двухфазного ра­
вновесия (а) в центральном 

варианте при lJ) = -9 



0,5 
Рис. 13. Замкнутая область полуустойчивости li нарушение 

ее замкнутости: 
1·- область устойчивости, 3 - область полуустойчивости 

1,ОХ2 

naраметра взаимодействия. При других значениях naраметров 
взаимодействия эта ситуация может сохраниться, а может и на­
рушиться (рис. 13) . Если всем трем naраметрам взаимодействия 
придавать отрицательное значение 

Ш.r,г= Ш13= Ш2.3 = < О, (27) 
то нарушения устойчивости обнаружить не удается. 

Проанализировав свойства трехкомпонентного регулятора рас­
твора, приходим к выводам. 

1. Нарушение устойчивости всегда происходит за счет грани­
цы устойчивость-полуустойчивостъ, т.е. за счет возникновения об­
ласти ПОЛУУСТОЙЧИВО.сти. границн устойчивость-неустойчивостъ не 
наблюдается, что и. отвечает требованиям мате'матической теории. 

2. В области полуустойчивости npоявляется свойство ИНфини-

19 



�вности И даже при малой концентрации одного из компонентов 
(см. анализ для точки (19», когда раствор практически становит­
ся ДВУХКОМIIонентнШVI. Проявление свойства инфинитивности также 0'1'­
вечает требованиям математической теории. 
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