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Г. И. Rараmаев, 
IO. М. Гусев, Т. Л. Захарова 

к ПОСТРОЕНИЮ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ СХЕМЫ 
КАЧЕСТВЕННОЙ ИНТЕРПРЕТАЦИИ 

ГРАВИТАЦИОННЫХ И МАГНИТНЫХ АНОМАЛИЙ 

1. В недавно опубликованной нами работе [ 1 ]  сформулированы основ­
ные закономерности , которые использованы для построения корреляционной 
схемы геологической интерпретации гравитационных и магнитных анома­
лий на электрон но-вычислительных машинах (ЭВМ) , и предложена методика 
соответствующей обработки для случая, когда геологический элемент 
представляется в виде упорядоченного набора чисел, описывающего его 
геометрический образ . 

В настоящей статье излагаются дальнейшие разработки корреляционной 
схемы совместной интерпретации геологических и геофизических данных 
на ЭВМ, рассмотрены возможности применения этой схемы для тех случаев, 
когда по условиям задачи геологические элементы необходимо подразделить 
лишь по понятиям, например , в градациях - «кислые», «средние», «основ­
ные», «ультраосновные» породы или «локальные поднятия» И «неподнятия» 
в осадочном чехле платформы, «поднятие» И «впадина» В фундаменте плат· 
формы или «рудные» аномалии, «нерудные» аномалии и т. П., а геофизиче­
ские данные можно задать в виде такого набора количественных признаков, 
который представляет собой вектор N л = (n1, n2, • • •  , nх) в х-мерном про­
странстве. 

2. Пусть в соответствии с целевой установкой конкретной геолого-гра· 
витационно-магнитной ситуации определено множество геофизических 
элементов А п = {лп} и множество геологических элементов А о = {ЛО}j 
между которыми, исходя из существования корреляционной связи, пред­
полагается существование некоторого линейного отображения А: А п -')- А о. 
Будем считать, что класс линейных операторов А задан. И пусть задан 
соответствующий этой ситуации набор экспериментальных данных 
А э = А оэ U А пэ, А оэ С А о и А пэ сАп. Необходимо из заданного класса 
операторов А найти линейный оператор А о: А пэ -> А оэ, оптимальный в смысле 
метрики эвклидова пространства и такой , чтобы его ошибка была не больше 
некоторой наперед заданной величины 80.1 

Согласно корреляционной схеме интерпретации ,  по всей сово�упности 
экспериментальных данных Аэ = {л�, л�} строится оператор прогнозиро­
вания А о и определяется 8. Если 8 -< 80' построенный оператор может быть 
использован для прогноза. Если 8 > 80' то экспериментальные данные по 
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геологическим признакам необходимо подразделить на две группы A� и A�, 
для каждой из которых предыдущая операция повторяется . В случае, если 
имеют место неравенства 81 > 80 И 82 > 80 (или одно из них) , то A� и A� 
вновь подразделяются каждое на две группы. Процесс продолжается до тех 
пор , пока окончательно не будет выяснено, имеет ли место неравенство 
8р <: 80' При наличии такого неравенства задача решена. Если же неравен­
СТВО 8 <: 80 недостижимо, следовательно, имеющихся экспериментальных 
данных для построения по данной схеме линейного оператора с требуемой 
точностью недостаточно . 

Процесс построения оператора прогноза будем условно называть про­
цессом «обучения». В результате «обучения» получим набор разнородных 
в структур но-геологическом отношении областей земной коры (типов зем­
.!юй коры) Т = {Т1, Т2, • • •  , Tk}, соответствующий набору эксперименталь-
}lbIX данных АЭ = {A�, A�, ... ,A�}, АЭ = A� U A� U ... UA�, набору 
;r = {А1, А2, • • •  , Ak} линейных операторов и набору некоторых обобщен-
}lbIX векторов j\jпэ = {NfЭ, N�Э, ... , N�э} признакав, характеризующих 
в геофизическом отношении области Т l' Т 2, ... , Т". Будем считать, что 
�{аждый обобщенный вектор есть некоторый средний вектор из группы 
J;!eKTopoB геофизических признаков, характеризующих идентичные в струк­
typho-геологиче,СКОМ отношении области земной коры. 

Если теперь в некоторой конкретной области по заданным на ней гра-
витационным и магнитным� аномалиям л�i , i = 1, 2, ... , h, необходимо 
ростроить какой-либо геологический элемент л�, то по аномалиям строится 
вектор признаков NПК• По минимальному (в смысле метрики х-мерного 
эвклидова пространства) расстоянию от NПК до элементов из множества 
Rп = {N�Э, Ngэ, ... , N�э} определяется номер класса, к которому ОТ­
fIОСИТСЯ вектор NПК и в силу взаимно однозначного соответствия номер 
JIинейного оператора А", Е А. Действуя оператором А", на л�i, отыскиваем 
с ошибкой 8 <' 80 элемент Л�. Этот процесс условно будем называть про­
'цессом «распознавания» . 

Изложенная здесь корреляционная схема основывается , как указыва­
JIOCb в работе [1], на трех наиболее существенных геолого-геофизических 
закономерностях *, с помощью которых можно показать следующее. 

а. Пусть задано некщорое разбиение множества R (Я - область 
определения элементов) на такие непересекающиеся подмножества Я1, Я2, . . . т . 
, .. , Яm, что U R[J. = Я·. И пусть на каждом из них определены: 1 ) своими 

[J.=1 
реализациями одноименные случайные элементы Л�[J. (r[J.) ' rl'- Е RI'- с соот­
ветствующими им векторами признаков N� **; 2) линейные операторы A[J. 
J<ласса Н А, преобразующие на R[J. случайные элементы Л�[J. (г�), Г�ЕЕЯ� 
.(или JC [Лп[J.]) в случайные элементы Л�[J. с ошибкой 8[J. < 80' где 80 - некото-

* 1. Если векторы признаков N� и N'J,. N� - A�,N� - A� в некотором смысле 
равны, то векторы: признаков N� и N�, N� - A�, N� - A� также р авны, и обратно. 

2. Между множествами A� и A� существует отображение А: A� -+ A� - линейные 
операторы. 

3. Если одноименные линейные операторы А", и Aoj! совпадают, то NZ = N�, и обратно. 
Если же А", и Aoj! не совпадают, то NZ =l=N� (см. [ 1 ]) . Если имеет место неравенство 
. , л.о", - Аoj!л.п",ll� Во, будем говорить, что А", и Aoj! совпадают с точностью до 80' 

** NO - вектор признаков, построенный по совокупности геологических элементов, 
определяющих основной характер строения и развития земной коры. 
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рое наперед заданное число, т. е. 
_ 

А!,- (R!'-) : A� -> A�, A� = {л.�!,-}, A� = {л.�!,-}, 
Если для некоторого подмножества Aj (Rj) = {л.� (г q», л.�q> (Г�)}, (<р= 1 ,  

- 2 ,  . . . , mj, Гц. Е Rq>' Г� Е R�) множества А (R) = {л.�!,- (R!'-) , л.�!,- (R!'-)} , (11= 1 ,  
tnj 

2 ,  . . . , т , т:> mj, Rj с R, Rj = О Rq» существует неравенство 
q>=l 

/lЧq> - Аф (Rф) л.�q> 11< 80, 'ф = 1 , 2 , ... , mj; <р = 1 , 2 , . . . , mj, 
и вектор признаков N� множества A� (Rj) есть центр гиперсферы радиуса 
р (Ng, N�) = тах 11 Ng - N� 11, N q> � A� = {л.�'i' (г q»}, то линейный оператор 

• 
Aj класса НА, отображающий на Rj множество Аj(Rj) во множество Аj (Rj) , 
A�U А! = Aj (Rj) , удовлетворяет неравенству 

11 л.�'i' - Аjл.�q> 11< 80· 
Действительно, по определению операторы - Ац. (Rq» и Аф (Rtj,) совпа­

дают *, поэтому, согласно третьему условию, N� = N�. Но тах 11 N�­
q>,ф 

- N� 11:> тах 11 Ng - Nj 11, <р = 1 , 2, . .. , mj; 'Ф = 1 , 2 ,  . . . ,1 mj, т. е . q> 
N� = N�, откуда (по третьей зщ<Ономерности) следует, что операторы А; 
и Ац. совпадают с точностью до 80' I1!j 

Обратно, если на Rj = (j Rq> задан линейный оператор Aj, отображаю-
q>=l 

щий множество А! во множество A�, и такой, что 11л.�'i' - А jл.�q> 11 < 80' то он 
совпадает с оператором того же класса Aq>: {л.�q> (г�)} - ';>  {л.�q> (rq»}, Гц. Е Rq>, 
г� Е R�; 

б. Пусть на некоторой области R 1 своими реализациями задан элемент 
л.�l' а на R2 - элемент л.�2. И пусть заданы линейные операторы A1 и А2, 
удовлеТВОР,яющие неравенству 

11л.�'i'- Аq>л.�q> 1 1< 80, <р = 1 , 2 . 
Если для некоторого А j , отображающего на R j = R 1 lJ R 2 множество 

А! = {л.�l' л.�2} во множество A� = {л.�l' л.�2}, справедливо неравенство 

11 i�'i' - Аjл.�q> 11> 80, <р = 1, 2 ,  

а вектор признаков N� есть центр гиперсферы диаметра 11 N �  - Ng 11, ТО A1 
И А2 С точностью до 80 не совпадают. Согласно неравенствам 11 л.�q>­
-Аq>л.�'i'1I<80 И 11 л.�'i' - А jл.�'i' 11 > 80' операторы А,!> и Aj не совпадают и по 

.определению N� =f= N�. Но тах 11 N� - N� 1 /  < 11 N� - N� 11, а N� =f= N�, 
q> 

следовательно, N� =f= Ng, отсюда (по третьему условию) операторы A1 и А2 
не совпадают с точностью до 80; 

в. Пусть теперь задана некоторая совокупность несовпадающих линей­
ных операторов A1, А2, • • • , Ak И соответствующая им совокупность век-
торов признаков N�, N�, ... , N�, при этом (согласно третьему условию) 
Nj Ф N7, j = 1 ,  2, . . .  , k; i = 1 , 2 ,  . . .  , k. И пусть заданы своими 

* Равны в смысле (4), см. [1]. 

7 



реализациями, некоторые случайные: элементы л�l и л�l И вектор признаков 
NП1 случайного элемента Л�. 

Если вектор признаков NП1, не принадлежащий совокупности {N�, 
N�, . . .  , N�} , равен одному из векторов признаков N� этой совокупности, 
то справедливо неравенство 

11 Л�l - А"л�lll < 80, 

так как (по:первому условию) из NП1 = N� следует, что N01 = N�, а (по третье­
му условию) , если N� = N°\ то операторы А' и А", совпадают (л�l = 
= А'Л�l). 

Перейдем теперь к задаче совместной обработки на ЭВМ геологических 
и геофизических данных, когда геологические данные заданы некоторыми 
элементарными понятиями согласно какой-либо геологической схеме клас­
сификации.  Здесь «обучение» будет состоять в построении обобщенных век­
торов признаков, а «распознавание» - В установлении факта близости 
(в смысле метрики х-мерного эвклидова пространства) конкретного вектора 
к одному из обобщенных векторов признаков. Эти геолого-геофизические 
задачи будем называть «качественными» (качественная интерпретация). 
Например, при оценке вещественного состава возмущающих тел исполь­
зуют такие признаки, как амплитуда аномалии,  соотношение осей , гра­
диент, степень асимметрии и т. п .  Можно, однако, рассматривая значения 
аномалий как варианты случайной величины, использовать моменты раз­
личного порядка. 

3. Пусть Ло1, Л02, ... , Лot есть символы некоторых элементарных геоло­
гических понятий, «наЗВaI-IИЯ» понятий, которым сопоставлены непересе­
кающиеся совокупности геофизических признаков N" (1: = 1 , 2 ,  . . .  , t), 
N" = (n"1' n-r2' ... , n"х), где n"r, (1; = 1 , 2 ,  3, .. . , х) - некоторые коли­
чественно измеримые признаки, описывающие гравитационное и магнитное 
аномальные поля ЛО-r � N" Е n"r" Например , под ЛО1 можно понимать «руд­
ная» аномалия, Л02 - «нерудная», причем n"r, - статистические моменты 
различного порядка магнитных аномалий, под /1:01' Л02, Лоз, ... , Лot - на­
звания типов земной коры, n"r, - статистические моменты различного по­
рядка гравитационного и магнитного полей в пределах некоторой фикси­
рованной области НО; х-мерное фазовое пространство совокупностей N" 
геофизических признаков (образов) . *  Ех будем рассматривать как х-мерное 
(конечномерное) векторное (эвклидово) пространство, в котором упорядо­
ченные вещественные числа n-rr, есть координаты вектора N ". 

Требуется по набору геофизических признаков N -r = (n"'1' n"2, ... 
... ,n"х) установить класс геологического понятия (из совокупности Ло1, 
Л02, ... , Лot), к которому могут быть отнесены соответствующие им в плане 
возмущающие массы. Например , необходимо по аномалиям определить веще­
ственный состав возмущающих масс в градации - «кислые», «средние», 
«основные», «ультраосновные». 

По роду геолого-геофизических причин для одного и того же элемен­
тарного геологического понятия ЛО-r одноименные количественные признаЮf 
практически будут несколько различаться, следовательно, в пространстве 
образов Ех для одного и того же элементарного геологического понятия ЛТ" 
будем иметь серию векторов признаков{ Nф Nф • • .  , N"s.,,) = N", т. е. серию 
точек. Например , в классе кислых пород мы наблюдаем различные по кон­
фигурации и по интенсивности магнитные аномалии. В связи с этим, если 

* Здесь - совокупность наиболее характерных черт геофизических полей; р ассма­триваемых как изображение геологического объекта. 



построить по совокупности N" векторов признаков, соответствующих данно­
му геологическому понятию, некоторый обобщенный вектор N� как модуль 
случайного распределения векторов признаков N"l' Nф • • .  , N"s.c, то ре­
шение задачи может быть осуществлено следующи,М образом. 

Пусть в распоряжении исследователя имеется представительный набор 
векторов геофизических признаков, для каждого из которых априори изве-
стен класс геологического понятия , т. е. заданы N" = {N�l' N�z, ... 
. . . , N�s,,} и ""�T ---N-r э N�a, '"с = 1 ,  2, . . .  , t; (J = 1 ,2, . . .  , S •• Пусть также 
заданы требуемая надежность (вероятность) разделения РО и число групп ,  
на которые можно подразделить экспериментальные данные. Совокупность 
всех экспериментальных данных обозначим, как и выше, через Аз. Вначале 
строятся простейшие алгоритмы распознавания по всей совокупности экспе­
риментальных данных. С этой целью для каждой совокупности N -r вычис­
ляется обобщенный вектор N�, ""�T --- N�. Затем, считая, что множества НТ 
являются выпуклыми непересекающимися множествами, и сравнивая каж­
дый из экспериментальных векторов N�a' 1" = 1 ,2, ... , k; (J = 1, 2, . . .  , S-r 
со средними векторами N�, Ng, ... , N�, по минимуму расстояния между 
ними (в некотором смысле) определяем номер геологического класса, 
к которому относится вектор N�a' 

Если этот класс совпадает с заданным для вектора N�a ]<:лассом ""�' 
ему приписывается единица, если не совпадает,- нуль. Сумма единиц 
в '"С-м классе, поделенная на число S-r экспериментальных векторов в этом 
классе, представляет собой частость W". Если W-r;;> Ро, считаем, что 
такой способ распознавания приемлем для решения задачи.  Если же W .. < Р О' 
то экспериментальные данные подразделяются на две группы : A� иА� (см. [ 1 J), 
для каждой из котсрых указанный процесс повторяется до тех пор , пока не 
будет выполняться неравенство W-r;;> Р О или не исчерпаются все возмож­
ные группы экспериментальных данных. 

Если простейшими алгоритмами распознавания решить задачу нельзя , 
то весь процесс в том же порядке повторяется более сложными способами 
распознавания . 

Пусть в результате такого «обучения» получено k групп эксперимен-
тальных данных A�, A�, ... , A� (для каждой такой группы будем иметь 
свой способ ра�познавания А1, Az, ... , А". В простейшем случае каждой 
группе будут сопоставлены t обобщенных векторов - по числу классов) . 
По всем экспериментальным данным, входящим вj-ю группу А/, j = 1, 2, ... 
. . . ,k, независимо от геологического класса построим средний век­
тор N�. Если теперь для некоторого конкретного участка земной коры 
R� необходимо указать геологический класс из заданной схемы геологиче­
ской классификации ""01' ""02' ... , ""ot, то следует построить вектор NK, да­
лее, сравнивая его с N�, Ng, N�, ... , Ng, определить номер ер способа рас­
познавания A1, А2, • • •  , А" (в простейшем случае - найти совокупность 
обобщенных векторов N�l' N�z, ... , N�t С этим номером) и затем, действуя 
на NK выбранным способом распознавания А«>, определить геологический 
класс (в простейшем случае - сравнить NK с каждым из обобщенных век-
торов NZ1, N�2' ... , N�t). 

Практическая проверка корреляционной схемы качественной интер-­
претации показывает, что в большинстве случаев применимы простые спо­
собы распознавания [2-8 и др . ] . Опишем некоторые из них . 

4. Посколрку векторы признаков рассматриваются как векторы х-мер-­
ного эвклидова пространства, будем считать, что конкретный вектор при-



знаков NK описывает тот класс элементарного геологического понятия /..0"" 
.для которого расстояние между NK и N� в эвклидовом пространстве наи­
меньшее из всех. возможных : 

p(NR, N�) = miп "NR_N�II=� NR_ N�II; 
NOENO " 

р (NR, N�) = mi!:l. V. � (n� - n�E,)� = V � (n� - ngf,)2 
NOENO Е,=1 ' Е,=1 " 

f10 = { N �, N�,. ., N�}, 1: = 1, 2, . . . , t 
(то же выполняется и при распознавании номеров групп) . 

Можно, однако, ' распознавание класса геологических понятий осуще­
·ствлять также по величине угла между векторами NK и N�: 

где 

mlП arccos = arccos '" . I (NK.N�) I I (NK.NO) I N0r:=.NO 11 NK 11-11 N� 11 11 NK 11·11 N� 11 ' 
-:; 

( NKN�) =� n� n�E" II NII= {� n�. 
Е,=1 Е,=1 

-Кроме того, если для каждого из наборов N"'l' N"'2' .. . , N",s" построить 
гиперсферу S" (N�, r",) с центром в N� и радиусом 

р (N",o, N�) = тах II N",o - N�II = r", 1: = 1: 2, ... , t, N"o�N 

то задача распознавания состоит в определении номера сферы из совокуп­
ности S1, S2, ... , St, в которую попадает конкретный вектор NK• С этой 
целью определяется расстояние между векторами NK и N�, которое срав­
нивается с соответствующим r". Очевидно, что вектор NK относится к классу 
.(j) тогда , когда 11 NK - N� 11 < r",. 

В случае разделения только двух понятий, например , «рудных» И 
«нерудных» аномалий, достаточно построить в пространстве образов гипер­
плоскость, разделяющую ЭТQ пространство на два полупространства . 

5. Приведем теперь частный алгоритм, вытекающий из описанной схемы 
качественной интерпретации и реализованный в виде программы для счета 
на ЭВМ. Укажем сразу, что он может быть применен для разделения двух 
понятий не только по одной, но и по двум и трем заданным функциям. 

Итак, пусть задано два элементарных геологических понятия /..01 и /..02' 
например /..01 - «локальное поднятие» в осадочном чехле и /..02 - «непод­
нятие» * . 

Предположим, что в некоторой эталонной области имеем 81 «поднятий» 
И 82 «неподнятий», для которых задано не более трех геофизических элемен­
'ТОВ, например , /),g, /),Т и Н (рельеф местности) . Для каждого «поднятия» 
И «неподнятия» В пределах некоторой области R О (в общем случае прямо­
угольной, со сторонами а и Ь) построим вектор количественных признаков 

N-:;a = (n"ail, n"oi2 ,"" n"aix) = (n"aiE,), 
1:=1,2, .. . , t; б=1,2 ,  ... ,s,,; i = 1, 2, . . . , h; �=1 , 2 , . . .  ,xi' 

* в класс «неподнятий» включены все те структуры, которые не относятся к классу 
-{(локальных поднятий», т. е. , например , моноклинали, локальные впадины и т. д. 
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в нашем примере 't = 1 для «поднятий», 't = 2 - для «неподня !Ий», 
h = 3. 

При реализации данного алгоритма в качестве количественных при­
знаков n",iF. взят набор из математического ожидания, центральных момен­
'то в до четвертого порядка включительно, а также матрица ковариаций 
(<<автокорреляционной функцию) и «функции взаимной корреляции») зна­
чений /).g, /).Т и Н в узлах равномерной сети области Ro * . 

Следовательно, имеем: 

N;:r; = (n;:а1l = /).g, n;:а12 = f.1g2 ' n;:ОlЗ = f.1gз' n;:а14 = f.1g4; 
n;:а15 = kg (1), n;:а16 = kg (2), . . . , n;:О1Х, = kg (�), n;:о:!:1 = ,/),Т; 

n;:а22 = f.1T2' n;:r;2З = f.1ТЗ, • • • , n;:а,х, = kT (�); 

n;:аЗ1 = Н, n"ОЗ2 = f.1H2, • • •  , n"r;зх, = kH (�); 
n;:а41 = kgT (О), . . . , n"а4Х. = kgT (�), n;:а51 = kgH (О); . . . ; 
n"а5Х, = kgH (�) , n;:а61 = kTH (О), . . .  , n"а6Х, = kTH (�». 

Здесь символы с чертой (например, f'..g) - математические ожидания, 
'f.12 - дисперсия, f.1з и f.14 - третий и четвертый центральные моменты; k (О), 
k ( 1 ) ,  . . . - значения «автокорреляционной функцию) И «функции взаим­
ной корреляции», соответственно, при сдвиге на О шагов, 1 шаг, ... , 
,� шагов в пределах области R О· 

ДЛЯ используемых в N та количественных признаков взяты следующие 
.оценки статистических моментов, например, для функции /).g: 

т 
2J t-.gy 

/).g =" _=_1 
_

_ 

т 

т 
kg (l - 1 )  = � � (/).g/v - /).g) (Лg1v - /).g); , y=1� 

т 
kgT (l � 1) = � � (/).g/y - /).g) (/).Т1у - /),Т); 

у=1 
т 

kgH и- 1) = � � (/).g/y - f'..g) (Н1у - Н), 
у=1 

где l - шаг сдвига матрицы (l = 1 , 2, ... , (�+ 1»; 
т = а Х Ь - количество узлов равномерной сети в пределах палетки R о. 

Просуммировав все признаки n"cril;. по индексам 't = 1, 2, . . . , t, 
Q' = 1, 2, ... , (Sl + S2) ' и вычислив их средние арифметические nil;., запи­
шем следующее условие: 

сн,nн = С12'n12 = ... = СIX,' n1х, = С21' n21 = ... = 
= С2Х,' n2Х, = ... = ChXh' nhXh = const, 

позволяющее· при знании одного из коэффициентов CiE, привести все при­
знаки n;:criE, к одной размерности. Например, положив СН = 1 ,  найдем 

* Отметим, что в целях экономии машинного времени дискретные значения «автокор­
реляционной функции» и «функции взаимной корреляции» считаются не по всей области R о, 
а лишь до ее середины, т. е, до Ь/2 = �, ' 
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значения всех остальных коэффициентов CiE,. Можно коэффициент CiE, опре­
делить как 1I8i1;, где 8iE, - стандарт, среднее квадратическое отклонение 
каждого niE, от niE,. Произведя затем перемножение координат n",aiE, век­
тора N",o на соответствующие величины CiE" получим новый вектор с одно­
размерными координатами: 

Г",о = (Y"Oi1' Y",oi2' • • • , Y"Oi • .) · . , 
Из полученной совокупности векторов Г"О построим теперь средние 

векторы для «поднятий» г� и «неподнятий» г�: 

Г� = (Y�i1' r�i2' • • • , r�iX); 
rg = (rgi1, rgi2, ... , rgiX) 

и вычислим для разделяемых понятий радиусы гиперсфер с цeHTpOM� 
соответственно в г� и rg, по формуле 

'" = тах V ± � (r"Oi;; - r�i;;)2 
о <=1 ;;=1 

1: = 1, 2; (j = 1, 2, . . ., 5". 

Для установления возможности надежного разделения «поднятий»· 
и «неподнятий» по средним векторам Г� и rg в эталонной области необхо­
димо провести сравнение их с каждым из векторов Г.,а. Эта операция может 
осуществляться различными способами. Приведем три из них. 

Первый заключается в вычислении расстояний от каждого из векторов 
Г"о до векторов Г� и Г�, например', для первого класса: 

... /1' Х; 
P�o = V Li Li (Y10i;; - Y�пY 

'=1 ;;=1  

Если p�o < P�(H то  соответствующий вектор Г1а относится К классу «под­
нятий», в противном случае - к классу «неподнятий». 

Второй прием состоит в определении косинусов углов между векторами 
Г"а И Г�, Г�. Например, для 1: = 1 можно записать: 

1, Xil 
2J 2J J 10iE, • J�iE, 

(cos 'Ф)' = 8' = -г-�='==
'

==1=Е,=
=l======= . 10 10 1 V �1 E,�1 (J1UiE,)2 �1 E.�1 (J�iE.)2 

1, Х; 
2J 1] J10iE,' 'Y�iI; 

L. (cos '\j!)" = 8" = ;--�==
i== 1=Е,===

1 ======-, 10 10 1 .... / h Х! 1, Х; 1 . v �1;;� (')' 10it)2 �l E.�1 (J�ilY 

При условии 8�a > 8;а вектор Г 1а относится К классу «поднятий», когда же 
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(e�a < е;" - к классу «неподнятий». Наконец, третий способ состоит в сле­
.дующем. По формуле 

Р1а (r1", г�) = I Vi�l E,�l (Y1"i<' - ygiE,) 
2 [ 

вычисляются расстояния между каждым вектором Г 1", () = 1, 2, . . . , Sl' 
первого класса и средним вектором Г� второго класса. Если Р1а < r2, то 
-соответствующий вектор Г1о относится и ко второму классу (т. е. имеет 
место пересечение множеств образов разделяемых понятий») .  Если же 
Р1" > r2, то вектор Г1о относится только К первому классу. Та же самая 
.операция выполняется и для векторов Г 20 И Г�. 

По числу правильных ответов в эталонных совокупностях образов 
каждого класса, отнесенному к общему количеству векторов в каждом 
из классов, оценивается надежность распознавания по обобщенным векто-
рам Г� и Г�. 

Если надежность неудовлетворительная, то мерность пространства 
признаков увеличивается путем добавления признаков, полученных в ре­
зультате логических произведений известных признаков, т. е. nЕ, 1\ Пер. 
S = 1 , 2, . . .  , х, ср = 1 , 2 , .. . , х. 

При распознавании в конкретной области необходимо построить в ней 
по совокупности заданных геофизических элементов (в соответствии с при­
веденной выше схемой) вектор ГК и сравнить его с векторами Г� и Г� (в общем 
случае - с векторами Г�, Г�, ... , Г�). 

ДЛЯ определения номера класса, к которому должен быть отнесен 
конкретный вектор ГК, вычисляются расстояния p�, p� и косинусы углов 
'Ф�, 'Ф�, между вектором ГК и соответственно векторами Г� и Г�. Далее срав­
ниваются величины P� и p!� (первый способ) : если p� < p�, вектор ГК отно­
сится К первому классу; если же p� > P� ,  - ко второму. Затем произво­
дится сравнение величин cos 'Ф� и cos 'Ф� (второй способ) : если cos 'Ф�<соs'Ф�, 
вектор ГК относится ко второму классу, если же cos 'Ф� > cos 'Ф�, -
к первому. 

Наконец, номер класса определяется по включению вектора ГК в ту 
или иную гиперсферу (третий способ) . При этом возможны четыре варианта 
одновременного наступления двух событий :  

1 ) p� < r1, p� > r2 (r1 и r2  - радиусы гиперсфер с центрами, соот­
ветственно в Г 10 И Г 20 известны из эталонной задачи)-вектор ГК относится 
к первому классу; 

2) P� < r2, P� > r1 - вектор ГК относится ко второму классу; 
3) P� < r1, p!� <r2 - вектор ГК входит и в первый, и во второй классы, 

т. е. имеет место пересечение множеств образов разделяемых понятий; 
4) P� < r1, P� > r2 - вектор ГК не входит ни в первый, ни во второй 

классы, т. е. логически существует еще и некоторый третий класс, обуслов­
ленный, возможно, непредставительной выборкой при эталонном анализе. 
Не исключено, однако, что этот третий класс реально существует, но при 
решении эталонной задачи не был известен. 

На основе приведенного алгоритма составлены две программы решения 
задачи . 

Первая из них (эталонная) служит для вычисления коэффициентов CiE" 
средних векторов Г� и Г�, а также для анализа надежности «распознава­
ния» В эталонной области. 
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Вторая (прогнозная) осуществляет разделение геологических понятии 
на два класса в конкретной области. 

6. Для решения эталонной задач,и необходимы . следующие исходные 
данные: 

1 )  матрицы числовых значений геофизических элементов по области 
Ro, фиксированные точки которой образуют прямоугольную (в общем слу­
чае) палетку размером а Х Ь (а - количество узлов в строке, Ь - коли­
чество узлов в столбце); 

2) 81 - число геологических элементов первого класса ; 
3) 82 - число геологических элементов второго класса; 
4) 'h - число геофизических функций. 
Параметры 81' 82' а, Ь ,  h кодируются на отдельной перфокарте. Коди­

рование значений функций производится последовательно по строкам 
матрицы R о слева направо, начиная с первой. 

Матрицы значений функции вводятся в оперативную память ЭВМ 
последовательно, начиная от первой и I<Ончая (81 + 82)-Й. При этом 
между каждыми двумя вводами исходных данных вычисляется вектор 
признаков N�o. 

Расчет объема оперативной памяти может быть произведен по формуле 

(Sl + S2) [(Ь 2 1 + 4) h + (Ь 2 1 + 1 ) c� ] < 2360, 

где c� - число сочетаний из h по 2 .  
Выражение в квадратных скобках представляет собой количество 

признаков n�o[E, для каждого геологического элемента. 
Из приведенной формулы следует, что количество признаков не может 

быть более 128, а число геологических элементов в этом случае равно 19. 
Операторная запись программы имеет вид -J -П2 

� t 
П1-';> F1-,;> A1-,;>P1-';> F2-> А2-> Аз-> А4->В1-,;> A5->Bz-> Ав-,;> 

-';> Вз -';> А7 -';> В4 -';> Аэ -';> В5 -'>- А9 -:,. Е6 -> А10 -> В7 -> Я. 
п 1 - оператор ввода исходных данных для одного геологического элемента. 
F 1 - оператор , формирующий блок программы А 1 В зависимости от задан­
ных значений параметов 81' 82' а, Ь.  

Таким образом, этот оператор обеспечивает в некотором смысле уни­
версальность программы, т. е .  ее применимость при любом числе геологи­
ческих элементов 81 + 82 (в пределах памяти ЭВМ, отведенной под хране­
ние количественных признаков векторов) и при различных размерах па­
летки а и Ь. 

А1 - оператор вычисления количественных признаков векторов. 
Определение признаков производится по приведенным выше формулам. 
Покажем, например , как производится вычисление значений kg (l - 1)  

«автокорреляционной функции» и kgT (l - 1 )  «функции взаимной кор­
реляции» по матрицам i1g и i1T. 

Находятся средние арифметические i1g и i1T, и в пределах палетки R() 
строятся матрицы новых величин ogv = i1gv - i1g и оТ" = i1Tv - i1T. 

ДЛЯ вычисления kg (l -:- 1) строятся две матрицы ogv, затем одна из них 
закрепляется , а другая сдвигается на один шаг вверх или вниз относительно 
первой. При этом строки матрицы сдвига будут наложены на строки за­
крепленной матрицы. Непарными окажутся лишь верхняя строка матрицы 
сдвига и нижняя строка закрепленной матрицы. Они объединяются в пару 
перебросом либо верхней вниз, либо нижней вверх. 
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«- Соответствующие значения og� в каждой паре строк перемножаются , 
произведения суммируются . Результат деления полученного числа на коли­
чество узлов палетки есть значение kg (l - 1 ) .  

Значение kgT ( l  - 1 )  определяется аналогичным образом с той только 
разницей, что в этом случае матрица og" движется относительно матрицы 
oT� или наоборот. 

При а = Ь вычисляются также значения k� (l - 1 )  и k�T ([- 1) при 
сдвиге матриц вправо (или влево) . Из результатов, полученных при верти­
кальном и горизонтальном сдвигах, берется среднее арифметическое. 

Так же определяются все остальные корреляционные моменты с тем 
только различием, что сдвиг делается на 2 шага, 3 шага и т. д. до � шагов. 

р 1 - логический оператор , сравнивающий число вычисленных векто­
ров количественных признаков с заданным числом геологичеСIШХ элементов. 
Если (Sl + S2)B < (Sl + S2)3, то управление передается на оператор П 2 , кото­
рый вводит в оперативную память машины матрицы числовых -значений­
функций для следующего геологического элемента, и цикл вычисления ко­
личественных признаков повторяется . Если же (Sl + S2)B = (Sl + S2)3� 
управление ЭВМ передается на оператор F 2 '  
F 2 - оператор формирования блоков с А 2 по В 5 для заданных значений . (Sl + S2)' Sl, S2' 
{l 2 - оператор вычисления среднего вектора из (Sl + S2) полученных век-

торов. . 
А4 - оператор, определяющий коэффициенты Сп; для перевода вектора N �a: 

в Г та, средний вектор «поднятий» г� и средний вектор «неподнятий» 
г�, радиусы r 1 и r 2 соответствующих гиперсфер и расстояние между 
г� и гg. 

Векторы г� и г� находятся как последовательность произведений коэф­
фициентов Cif, на соответствующие координаты векторов N 1 И Н2, которые, 
в свою очередь, определяются как последовательности средних арифмети­
ческих одноименных количественных признаков : векторов «поднятий» И 
«неподнятий» . 
В1 - вывод на печать коэффициентов Cif" среднего вектора «поднятий» N1, 

среднего вектора «неподнятий» N 2 радиусов гиперсфер r 1 и r 2 рас­
стояния между г� и гg. 

А" - оператор , анализирующий векторы признаков для класса «поднятий»· 
по Р1а ' 

В2 - оператор вывода результатов анализа класса «поднятий» по Р1а на 
печать. 

А6 - оператор, анализирующий векторы признаков для класса «ПО,l(нятий>>-
по соs'Фlа. 

Вз - вывод результатов анализа класса «поднятий» по (COS 'Ф)lа на печать .. 

А 7 - анализ вектора признаков для класса «неподнятий» по Р2'" 
В4 - вывод результатов анализа класса «неподнятий» по Р2а на печать. 
Ав - анализ вектора признаков класса «неподнятий» по (cos 'Ф)2а, 
Во - оператор вывода результатов анализа класса «неподнятий» по (cos 'Ф)2CJ. 

на печать. 
Ag - анализ векторов признаков «поднятий» по включению в гиперсферу 

радиуса r2• В6 - оператор вывода результатов анализа по r2 на печать . 
А10 - анализ векторов признаков «неподнятий» по включению в гиперсферу' 

радиуса r1• В7 - оператор вывода результатов анализа по r1 на печать .• 
Я - останов ЭВМ. 
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С целью удобства анализа в процессе «обучения» каждому правильному 
ответу при предъявлении машине тренировочной последовательности класса 
«поднятий» присваивается обозначение 1 ,  неправильному - О. ДЛЯ класса 
«неподнятий» приняты обратные обозначения,  т. е. при правильном ответе -
О, а при неправильном - 1 .  

Таким образом, результаты сравнения векторов Г"а С Г� И rg представ­
ляют собой последовательности единиц и нулей в каждом из двух классов 
геологических понятий. 

Надежность распознавания вычисляется по формулам: 
для 1 класса - W 1 = � ; Sl 

для 11 класса - W2 = 1-�, S2 
где р - число правильных ответов в классе «поднятий» ; 

q - число неправильных ответов в l<лассе «неподнятий»; 
S1 и S2 - объемы тренировочных последовательностей в соответствующих 

классах .  
В заключение отметим, что на базе рассмотренной программы была со­

ставлена ее упрощенная модификация, в которой в качестве количественных 
признаков берутся либо особым образом упорядоченные значения напряжен­
ности геофизического поля в узлах области Г< о, либо любые другие заданные 
количественные признаки. :Эта программа позволяет установить информа­
тивность каждого признака. 

7 .  Для решения nРОZflОЗНОЙ задачи необходимы следующие исходные 
данные: 

1) значения функций (например , f..g, f..T и Н) в точках прогнозной 
матрицы (в самом общем случае такая матрица представляет собой прямо­
угольник размерами v Х w, причем w может быть каким угодно) ; 

2) v и w - соответственно число столбцов и строк в ней; 
3) коэффициенты Cir.; 
4) средние векторы N 1 И N 2 «поднятий» и «неподнятий»; 
5) радиусы гиперсфер Г1 и Г2; 
6) расстояние между Г� и rg; 
7) размеры палетки а и Ь ;  
8) h - число функций. 
Естественно, что все приведенные данные либо' взяты непосредственно 

из решения эталонной задачи, либо согласованы с ее исходными данными 
(например , h). 

Прогнозные матрицы значений геофизических элементов кодируются 
по строкам слева направо (по одному числу в каждую ячейку) . Параметры 
v, w, а, Ь, h задаются на отдельной перфокарте. 

Обоем оперативной памяти рассчитывается по формуле 

3х + hvb -< 2008 ,  

где х - число количественных признаков в каждом из векторов, которое 
заранее известно из решения эталонной задачи.  

Ввод исходных данных производится в следующем порядке. Последо­
вательно, начиная с первой, вводится Ь строк матриц первой , второй и 
Р u Ф u Ь+1 u т етьеи ункции и ПРОИЗВОJ!.ится вычисление и анализ векторов для -2- -и 

строки матриц. Затем вводятся Ь строк, начиная со второй, и повторяются • Ь+3 те же операции дЛЯ -2--Й строки и т. д. 
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Программа прогнозирования отличается от эталонной только опера­
торами А 2 и В1 и, кроме того, несколько изменены операторы П 1 и А 4• 

Остановимся кратко на работе палетки на прогнозной матрице. 
В исходном положении ее левая сторона совмещена с первым столбцом 

прогнозной матрицы, а верхняя - с ее первой строкой .  Таким образом, 
вначале палетка находится в левом верхнем углу последней. 

В этом положении палетки, т. е. когда центр ее совмещен с точкой про-
• а+1 Ь+1 гнознои матрицы с координатами 2 и -2- *, вычисляется и анализи-

руется вектор Г�. 
Далее палетка последовательно смещается вправо на один шаг, и оп е-

• Ь+1 .  П рации в каждои точке -2- -и строки повторяются . о достижении конца 
указанной строки палетка автоматически устанавливается своим центром 

а+1 Ь+3 в точке с координатами 2 и -2- ' и весь процесс повторяется для каж-
• Ь+3 • б дои точки -2- -и строки и т. д. , пока не удут исчерпаны все точки «по-

лезной площади» прогнозной матрицы. 
«Полезная площадь» представляет собой матрицу, уменьшенную от-

• а-1 Ь-1 носительна исходнои на -2- столбцов слева и справа -2- строк сверху 
и снизу. Результаты вычислений в каждой точке «полезной площади» 
прогнозной матрицы выдаются в виде трех чисел gl' g2 И gз. Первое и 
второе могут принимать значения О, 1 (О - когда вектор относится ко 
II классу; 1. - когда анализируемый вектор относится к 1 классу) . Третье 
число gз может принимать четыре значения О, 1 ,  2, и 3 ; О и 1 при этом имеют 
тот же логический смысл , что и для чисел gl и g2' Двойка выдается в случае, 
когда анализируемый вектор не входит ни в первый, ни во второй классы; 
тройка - когда имеет место попадание анализируемого вектора и в пер­
вый и во второй классы. 

Выдача на печать нулей, единиц, двоек и троек производится после­
довательно по строкам «полезной площади» (начиная с первой) в трех 
вариантах: 

1) результаты анализа по Pt<" 2) результаты анализа по (cos '\')Т(Н 3) ре­
зультаты анализа по радиусам гиперсфер '1 и '2' 

8. Испытание рассмотренного алгоритма проведено на следующих 
примерах. 

а. Определение вещественного состава возмущающих масс в града­
ции - «кислые», «средние», «основные» И «ультраосновные». 

В процессе «обучения» использовались известные интрузии Казахской 
складчатой области. В первом варианте в качестве количественных при­
знаков были взяты характерные признаки аномалий (обусловленных ин­
трузиями) , такие как амплитуда, соотношение осей, коэффициент извили­
стости, коэффициент асимметрии, максимальный горизонтальный градиент 
и т. д. Во втором варианте в виде признаков использовались центральные 
моменты до четвертого порядка, а также корреляционные моменты. Трени­
ровочная последовательность состояла из 36 векторов в каждом классе. 
Надежность «распознавания» по обобщенным векторам оказалась равной 
0,90-0,95. 

б. Выделение в осадочном чехле локальных структур. 
. В центральной части Западно-Сибирской низменности было взято для 

«обучения» 40 локальных поднятий и 46 участков, где известно, что таких 
структур нет. 

"' За начало координат принята крайняя точка в левом верхнем углу прогнозной 
матрицы. 
2 Заказ И. 1311 
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Аномальные поля зада вались' в виде матрицы значений в 49 точках. 
В первом варианте количественными признаками считались сами эти зна­
чения , во втором - в качестве признаков были приняты вычисленные по 
матрице центральные моменты до четвертого порядка включительно, а также 
з начения «автокорреляционной функции» и «функции взаимной корреля­
ции». В результате «обучения» было установлено, что множества образов 
«поднятий» и «неподнятий» пересекаются . При этом выяснено, что из всех 
трех способов разделения этих множеств наиболее эффективным является 
распознавание по включению в гиперсферу. Заметим, что радиус гиперсферы 
для «поднятий» меньше радиуса гиперсферы для «неподнятий». В силу пере­
сечения множеств образов «поднятий» и «неподнятий» распознавание по 
включению в гиперсферу осуществляется с надежностыо около 0,80-0,85. 

в. Определение формы возмущающего объекта в градации (плоская 
задачц): цилиндр, тонкий пласт, мощный пласт, ступень. 

В качестве количественных признаков использовались моменты раз­
личного порядка. «Обучение» выполнено по моделям, приведенным в атласе 
Д. С. Микова. Надежность распознавания составляет величину порядка 
0,8-0,9. \Из приведенных примеров следует, что: 1 )  при решении ряда геолого­
геофизических задач простейшие алгоритмы распознавания для выпуклых 
непересекающихся множеств вполне пригодны (для распознавания лучше 
всего пользоваться способом включения в гиперсферу) ; 2) для повышения 
надежности разделения нужно применять алгоритмы распознавания невы­
пуклых множеств; 3) предлагаемое признаковое пространство (средние 
з начения , центральные моменты, матрица ковариаций и просто упорядочен­
ный соответствующим образом набор значений напряженности полей) при­
годно для решения ряда задач гравиразведки и магниторазведки, причем 
полезно комплексировать нашу программу с известными программами для 
разделения. невыпуклых множеств. 

Авторы признательны О. А .  Калининой за ценные советы и редакти­
рование рукописи. 
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Ю. М. Гусев, Г. Н. Наратаев, О. А. СО.ltовъев, 

А. В. Черuиu, В. Н. Авра.,tе1-{,UО, Т. Л. Захарова 

О ВЫЯВЛЕНИИ ЛОКАЛЬНЫХ ПОДНЯТИЙ 
В ОСАДОЧНОМ ЧЕХЛЕ ПЛАТФОРМ 

ПО РЕЗУЛЬТАТАМ РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА 
ГРАВИТАЦИОННЫХ И МАГНИТНЫХ АНОМАЛИЙ 

При выяснении геологического строения того или иного региона не­
редко возникает следующая задача. Пусть в некоторой области, по данным 
сейсморазведки и бурения , в осадочном чехле (или фундаменте) платформы 
задана какая-либо контактная поверхность и определены гравитационные 
и магнитные аномалии. И пусть задана некоторая схема классификации 
форм рельефа этой поверхности (например , локальные поднятия ,  локаль­
ные впадины, МОНОI(линали и т. д . ) .  Требуется построить такой алгоритм, 
который позволял бы только по гравитационным и магнитным аномалиям 
подразделять рельеф поверхности по заданным классам. В данной статье 
сделана попытка решить задачу подразделения форм рельефа какой-либо 
поверхности при помощи линейной множественной средней квадратической 
регрессии. 

Схема решения состоит в следующем. По экспериментальным дан­
ным на некотором участке земной коры устанавливаются форма и число­
вые параметры связи между глубинами залегания контактной поверхности, 
с одной стороны , и гравитационными и магнитными аномалиями, с другой. 
При этом форма связи уравнения регрессии подбирается такой, чтобы в ре­
зультате построения по тем же гравитационным и магнитным аномалиям 
заданной поверхности с помощью полученного уравнения регрессии мож­
но было бы качественно вьiделить (т. е. указать контуры) искомые формы 
рельефа поверхности (например , локальные поднятия ,  локальные 
впадины и т . д.) . 

Затем на основе корреляционной схемы геологической интерпретации 
гравитационных и магнитных аномалий [ 1 ] эта связь используется для 
выявления заданного класса форм рельефа одноименной контю{тной поверх­
ности в тех регионах, где заданы только аномальные поля и геологическое 
строение которых. сходно с геологическим строением района, в котором было 
исследовано уравнение регрессии. 

Рассмотрим некоторые формы связи геологических и геофизических 
элементов и методику вычисления коэффициентов уравнений регрессий. 

1 .  Введем следующие понятия: Н - геологический эш'мент (напри­
мер, значения глубины залегания какой-либо границы в осадочном чехле 
или фундаменте платформы) , а I1gi и I1Ti, i ....:. 0, 1 , . . .  , т, - геофизические 
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элементы, причем I1go и I1To - значения гравитационных и магнитных 
аномалий, I1gi и 11 Ti, i = 1, 2, . . . , т, - некоторые средние значения 
силы тяжести и напряженности магнитного поля,  вычисленные из 1 ,  2, . . .  
. . .  , т-й совокупностей соответственно величин I1g и I1T; А - множество 
перечисленных элементов, т. е. А = {Н, I1go, I1g1, • • .  , I1gm, I1To, . . .  
. . .  , I1Tm}, а R. - область их определения. Участки земной коры, в которых 
имеются данные измерений гравитационного и магнитного полей, разобьем 
на два пространства - эталонное R.э и конкретное R.K. Под эталонным 
пространством R.э будем понимать те уЧ'астки, в которых, по данным бурения 
и сейсморазведки, известны глубины залегания границ в осадочном чехле 
и фундаменте, под конкретным R.K - участки , геологическое строение кото­
рых необходимо выяснить. 

Пусть А э есть область значений геологических и геофизических эле­
ментов на эталонном пространстве R.э. Требуется построить на R.Э такой 
линейный оператор , который с точностью до Ба (некоторое наперед заданное 
число) отображает подмножество геофизических элементов {l1g0, • • •  

. . .  , I1gm , I1То, . . .  , I1Тm} на подмножество геологических элементов {Hj} 
(эталонная задача) . 

Будем рассматривать в дальнейшем геологические и геофизические 
элементы как случайные величины с произвольным дискретным распреде­
лением, имеющим конечные моменты второго порядка. Тогда связь геоло­
гического элемента Н с геофизическими элементами I1gi и I1Ti, i = О, 1 ,  . . .  
. . . , т, можно описать уравнением множественной регрессии 

( 1) 

Здесь Н - вероятное значение геологического элемента Н, обладающее дис­
персией Б2 = М (Н - Н)2 . Таблично (или графически) заданную функцию 
Н аппроксимируем с точностью до Б линейной функцией 

т т 
Н (г) = схоо + � cx1il1gi (r + l1r;) + 2J cx2iI1Ti (r + l1ri) ,  Г Е R.э, (2) 

'=0 '=0 

где Н (г) - приближенная величина вероятного значения Н глубины зале­
гания исследуемой поверхности ; 

аоо, а1, и а2, - коэффициенты регрессии; 
т - количество окружностей интегрирующей палетки; 
I1r, - радиус i-й окружности палетки .  
Коэффициенты регрессии отыскиваются на пространстве R.Э под усло­

вием минимума выражения 

11 (схо, cx1o, • • .  , СХlm, СХ20 , . . . cxzm) = min М (Н - Н)2. 
{а} 

Если на R.Э ошибка прогноза Б больше заданной ошибки Ба, то эталонное 
пространство разбивается на подпространства R.�, j = 1 ,  2, . . .  , k, такие, 
что на каждом из них функция (1) аппроксимируется уравнением (2) с точ­
ностью Бj -< Ба. 

Однако часто приблизить функцию ( 1 )  линейной ко бинацией элемен­
тов I1g, и I1Т, с заданной точностью не удается (Б > Ба) , поскольку раз­
биение пространства R.э на подпростра,нства R.j, j = 1, 2, . . . , k, произво­
дится до тех пор, пока на каждом из R.i выборка случайных величин 
{Н, I1go' I1g1, . • •  , I1Т т} остается представительноЙ. Для решения задачи 
в этом случае строятся линейные I�омбинации новых элементов,  представля-



ющих собой, например , элементарные функции от величин �й, и I1T" 
i = О, 1, . . . , т, их конечные разности различного порядка и т. п .  

Прогнозирование возможных значений Н геологического элемента 
в конкретном пространстве RK производится так. Прежде всего устанавли­
вается эквивалентность множеств {l1go, . . .  , I1gm ,  I1To , . . .  , I1Tm}K и 
{l1go, . • •  , I1gm, 11 То , . . .  , I1T mР, элементы которых заданы на RK и Rj� 
например, по векторам NK и Nj признаков [ 1 ] . Затем воздействием опера­
тора прогноза {av'}, V = 1 ,  2; i = О, 1 ,  . . .  , т, построенного на Rj, на 
совокупность геофизических элементов {l1go , I1g1, • • .  , I1Tm} пространства 
R K  определяют прогнозные величины Н. 

2. Построение контактных границ в осадочном чехле и фундаменте 
платформ или межгорных впадин осуществлялось следующим образом. 
Вначале исследования был и  направлены на отыскание подходящей линей­
ной комбинации геофизических элементов, аппроксимирующей уравнение 
регрессии ( 1 ) .  При этом оказалось , что значения глубины залегания искомой 
границы, определенные по формуле (2) , могут быть приняты только в !{аче­
<.:тве нулевого приближения в итерационной схеме, которая будет рассмот­
рена ниже. 

Затем была испытана формула, в которой по аномалиям I1g и I1T вы­
числялись только относительные локальные изменения рельефа искомой 
границы; глубины же залегания этой поверхности определялись путем по­
следовательного суммирования приращений с некоторым наперед заданным 
в какой-либо одной точке значением глубины. 

Поскqльку глубина залегания Н является функцией геофизических 
элементов �go' �gl' . . . , I1Tm , то, как это следует из уравнения ( 1 ) ,  

т т 
dH = {� дН . atJ.g, + "V дН • 

дДТ,} dr . дtJ.gi дг . .L.J ддТ, дг ' 1 = 0 1 = 0  
дН дtJ.g, дН ддТ, • где частные производные atJ.g,' дr' ддТ,' т- вычислены в некоторои 

точке г промежутка [г У, Г yHJ. Эту формулу в конечных разностях можно 
переписать в виде 

т 
�H (ГY+1) = aoo + � <х1, [l1g (гm + I1r,) - l1g (гу + М,) ] + 

' = 0  
т 

+ � <X2i ' [I1T (rm + М,) - I1T (Гу + I1r,) ] (3) '=0  
и использовать ее  в качестве уравнения линейной регрессии. Здесь 
I1H (Гу-н) - приращение глубины до исследуемой границы между двумя со­
седними точками Г" и ГУ+1 (ГУ+1 - Г" = const) массива* Н; [ �g (Гун + I1r,) ­
- �g (гу ,+ Mi)J , [ I1T (rm + Mi) - I1T (Гу + Mi) J  - приращения сред­
них значений гравитационных и магнитных аномалий на соответствующих 
окружностях (i = О, 1 ,  2, . . .  , т) интеГРИРУlCщей палетки при установках 
последней в двух соседних точках г v и г Нl массивов �g и I1T; �г i - радиус 
i-й окружности палЕТКИ ; aji, j = 1, 2 . . . - матрица коэq;фициентов 
регрессии (линейный оператор) . Одним из недсстаТКGВ q;ормулы (3) явля­
ется то, что в пределах каждого прсфиля гравитационных и магнитных ано­
малий, по !{оторому определяется глубина залегания геологической грани­
цы, необходимо знать хотя бы одно значение H�O) ,  j = 1 ,  2, . . .  , q (q -

* Под массивом ЗДЕСЬ и ниже псдразумеЕапся СОЕокупнесть: знэцений геологИчеСКИХ 

и ГЕофизических ЭЛ Ементов, заданных в узлах р а ю:омернсй сети. 
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число профилей) , чтобы по приращениям /),Н (г УН) получить глубину 
залегания границы вдоль всего профиля. Кроме того, что более существенно, 

р 
глубина залегания H(�) + �/),Й (гун) (где р - число точек на профиле) 

J у=1 

при прогнозе, вследствие накопления ошибок при суммировании /),Й (г УН) ' 
вычисляется с большой погрешностью, хотя относительный рельеф по­
верхности приближенно соответствует истинному. Для вычисления Й (г у) 

относительно аоо была опробована также формула 
т 

Й (гу) = 0:00 + � th1; [/),g (гу -+- М;) - /),g (гоо + L1rt) ] + 
;=0  

т 
+ � 0:2; [ /),Т (гу +- М;) - /),Т (гоо + /),г;) ]  , (4) 

; = 0  

позволяющая при известных аоо , ан, а2; прогнозировать непосредственно 
возможные значения Н (гу) ::;::: М [Н (гу) ] глубины залегания интересую­
щей нас поверхности. Относительные изменения рельефа /),Н (г H�) = 

2 

= Н (г H�) - fI (г y-rY в этом случае определяются с несколько большей 2 2 
погрешностью, чем приращения /),Н (г vн) , по формуле (3) . Однако возмож­

р л (о) � л 

ные значения Н (г у) вычисляются точнее, нежели Н j + .LJ  /),Н (г УН) 
у=1 

(см. ниже) . 
Рассмотрим теперь итерационную схему построения на R.Э оператора 

прогноза глубин залегания искомой поверхности. В качестве нулевого 
приближения Но (г) глубины принимаются возможные значения Н (г) , 
вычисленные по формуле (2) при известных коэффициентах регрессии. При 
этом ошибка приближения оценивается по формуле 

Если бо > 80, то вычисляем в каждой точке подпространства R.� функцию 

/),Н1 (гу) = Н (Гу) - Но (rv) , 

которую аппроксимируем линейной комбинацией 
m-1 

А
Н
-

( ) _ � (1) А (1) 
( 

А .  А , IJ. 1 rv - .LJ О:н IJ. g Гу + U.r;, rv  + u.r;+I) '1 ; = 0  

m-1 
� o:��) L1 (l)T (r v + /),г;; 

; = 0  

(5 ) 

составленной из разделенных разностей первого порядка от /),g (г v + /)'г [) 
И /),Т (гу + /),r;) . Далее, при известных aj; и a��) , вычисляем первое при­
ближение глубинь� залегания искомой границы 

(6) 

находим погрешность первого приближения 

б1 = -v м (/),Н1 - /),Н1? (7) 

и сравниваем ее с заданной 80' Если по-прежнему 01 > 80 , то В каждой точке 
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подпространства Rj отыскиваем функцию 
!1Н2 (г _) = н (г "') - Н 1 (rv) , 

которую приближаем выражением 
m-2 

!1H2 (rV) = h ai;)!1(2)g (rv + !1ri; т• + ri+1; Т• + ri+2) + 
<"=О 

т-2 
+ h ��;)!1(2)T (г• + Mi, · . •  , Т• + !1ri+2) , 

<"=О 
и в качестве второго приближения искомой глубины принимаем значения 

Н2 (rv) = Но (rv) +!1Н1 (rv) + !1Н2 (rv) . 
Вычисляем погрешность второго приближения 62 и сравниваем ее с 80-
И вообще k-e приближение будет 

его погрешность -

k 
Н" (r) = Но (rv) + h !1Н; (rv) , ,. i=l 

- 2 '/. 6" = [М (!1Н k - !1Н ") ] - .  
Если бk > 80 ,  то находим в каждой TO�Ke подпространства Rj значения 
функции 

!1Hk+1 (rv) = Н (rv) - Н" (rv) , 
которые затем аппроксимируем линейной комбинацией 

m-"-1 
A H� ( ) � ( k+1) А ("+1) ( + А + А ) + Ll "+1 Т• = L.J ан Ll g т• Llr;, • • •  , т• Llri+I'+l 

;=0 
l1I-k-1 

+ � a�J+l)Ll(k+1)T (rv + !1г;, . . • , т• + !1ri+k+1) ' 
;=0 

Получив (k + l ) -e приближение 

и его погрешность 

"+1 
iJk+1 (rv) = Но (rv) + 2J !1Н; (rv) . ;=1 

(8) 

(9) 

( 1 0) 
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сравниваем эту погрешность с заданной 80 и т. д. Процесс продолжается 
до тех пор , пока не будет достигнуто неравенство б/, <: ВО .  

З. Остановимся теперь подробнее на вычислении коэффициентов в ли­
нейных комбинациях (2)-(4) и (8) . Для удобства последующего изложения 
перепишем эти уравнения в общем виде так: , 

n 
у = �o + .� �jXj' 

} = 1 
( 1 1 )  

где под У подразумеваются возможные значения глубины залегания иссле­
дуемой границы Н (г.) или fI (г .+�) , либо приращения этой глубины дН (' v+J 
и т .  п . ; под Xj, j = 1 ,  2, . . . , n,- геофизические элементы, например, 
средние значения гравитационных и магнитных аномалий на различных 
окружностях интегрирующей палетки X1 = дgl' Х2 = дg2" . .  , Хm = дgm, 
Хm+1 = дТ1, • • • , ХN = дТ т или разделенные разности первого порядка 
от дg и дТ, X1 = Д(l)g (г.; г. + дг1) , • • • , Хm = Д(l)g (г, + дгпн; 
Г. + д,m) , Хm+1 = д(l) т (r.; г. + дг1) , • . • , ХN = bll)T (г. + д,m-l; 
г, + дгm) и т. П . ,  а под Р/, j = О, 1 ,  . . . , n,- коэффициенты регрессии 
геологических элементов на геофизические в соответствующих уравнениях. 

Примем, что пространство геологических и геофизических элементов 
Аз = {У, Х1, Х2, • • •  , Хn} является (n + 1 ) -мерным эвклидовым простран­
ством Еn+1• 

Теперь задачу определения коэффициентов регрессии можно сформули­
ровать следующим образом [З]. 

Пусть в (n + 1 )-мерном эвклидовом пространстве Eii+l заданы случай­
ные величины У, Х] , . , . , ХN С произвольным дискретным распределением, 
имеющим конечные моменты второго порядка. Требуется построить 
плоскость средней квадратической регрессии величины У относительно 
Х1, Х2, • • •  , ХN• Эта плоскость определяется как такая гиперплоскость, 
которая дает наилучшую аппроксимацию (n + 1) -мерного распределения 
в том смысле, что выражение 

n 2 
Д (�o, �1 " ' "  �n) = М (У - �o - � �,X,) 

l=1 

имеет наименьшее возможное значение. Переписав (12) в виде 

где 

n n 
Д (�o, �1 • • • •  , �n) = М (У - �o - 2] �,X; + тУ - � �lmx,)2 , 

'=1 '=1 

( 12) 

У = У - ту; Х, = Х, - тх,; ту = М(У) ; mxi = M (X,) , i = 1 , 2 , • . •  , n, 

получим далее 

где 
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n n n 
д (�o, �1 • • • • , �'!) = а} - 2 2] �ifLx ,У + 2] 2]' �'�jfLx,xj + 

'=1 '=1 /=1 
n 

+ (тУ - �o - 2j �,тx,)2 , 
'=1 

а2 = ]И (У - ту)2; fLXiY = М (Х, - тх) (У - тУ) ; 

fLx,xj = М (Х, - тх) (Xj - mXj) '  

( 1 3) 



Продифференцировав выражение ( 13) по � i, i = О, 1 ,  2, . . .  , n ,  и прирав­
няв частные производные нулю, найдем окончательно линейные уравнения 

n 

n . 

i=l 
( 1 4) 

2] �if1XjXi = f1XjY ' ( 1 5) 
i=l 

из которых единственным образом определяются коэффициенты �o ,  �1' • • •  , �n. 
Определение коэффициента �o из уравнения ( 1 4) при известных �1' • . .  , �n 

не вызывает трудностей. При решении же системы ( 15) линейных уравнений 
n-го порядка приходится сталкиваться с тем, что матрица этой системы может 
оказаться плохо обусловленной. Реализация решения такой системы осу­
ществляется обычно со значительно меньшей точностью, чем точность опре­
деления моментов f1XiY '  f1XiXj' i, j = 1 , 2, . . .  , n. Однако если выбро­
сить из матрицы системы столбцы почти линейно зависимые и почти 
нулевые, т. е. такие, модули которых меньше или равны неустранимой 
погрешности системы ао , то матрица станет хорошо обусловленной. 

При дальнейшем изложении будет удобна геометрическая интерпрета­
о 

ция векторов выборки Xi = {Хн . ... , Хт}, i = 1 ,  2 ,  . . .  , n (N - объем 
выборки, N � n) как строк матрицы В.  Пусть 

В = 

о 
Ха . . • . . . . . .  X1N Х1 

О 
Х21 • • • • • • • • •  X2N Х2 

. . . . . . . . . . . 
о 

о Хnl ' • • • • • • • •  XnN ХN 
Вектор . Xi можно рассматривать как вектор в N-мерном эвклидовом 

пространстве, начало которого совмещено с началом координат. Выборка В 
образует n векторов в N-мерном эвклидовом пространстве И , согласно эв­

о 
клидовой метрике, длина вектора (норма) Xi есть 

Ilk ll = V j�l P/'7j ' ( 1 6} 
где Р! - вес величины Xij' 

Для определения размерности линейной оболочки L (хн х; , . . . , Хn) 
о 

преобразуем систему векторов Xi к ортогональному базису с метрикой ( 1 6) .  
В результате получится «наиболее обусловленная» матрица* системы ( 15) .  

Известно [2], что систему ортонормированных векторов Zl = { 1 ,  О, . . . 

• . . , О}, Z2 = {О, 1 ,  . . .  , О}, . . . , Zr = {О, О, . . . , 1 }  можно выразить 
о 

в виде линейной комбинации линейно независимых векторов Х1 = {хф . . .  

. . . , Хт}, i = 1 , 2, . . . , n , следующим образом: 
о 
Х1 Zl = -0- ; 

Z� 
Zr = 

II Z� � ; 

Il X1 11 

r-l 
, о "v Zr = ХN + L.J kir Zi'  

i=l 

( 1 7) 

* «Наиболее обусловленной» называется единичная матрица, N·число Тюринга, 
которое равно 1; N-числа плохо обусловленных матриц значительно больше единицы [4] . 
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при II Zj � > бо, j = 1 ,  2 ,  . . .  , г; г <, n, 
где скаляры k;r выбираются так, чтобы векторы Z 1, Z 2' • • •  , Z  r были взаимно 
ортогональны, т. е. 

;-1 
о 1 { 8  О � } k;r = - (Х" Z;) = -,- (Х" Х;) - .L.J kj;kjr ; 

11 Zr 11 j=l 

� � n-1 
II Z� II = V (Х" Хг) - ;� k7r , i = '1 , 2 ,  . . . , n - 1 ;  г = 1 , 2 , . . .  , n; i < г .  

в ортонормированном базисе система ( 1 5) имеет вид: 

r; = (Y, Z;) , i = 1 , 2 , . . . , r; r <;, n, 

где Z; являются линейными комбинациями ( 17) векторов Х; = {х;" 
.. . , ХШ}, i = 1 , 2 ,  . . . , г , а элемеНТЫ I'; - линейными комбинациями коэф­
фициентов �;: 

n 
У; = II Z� II Pi - � kijPj; II z� II = lI x1 11 ·  j=;+l 

в результате получается система линейных уравнений г-го порядка 
с правой треугольной хорошо обусловленной матрицей, эквивалентная 
системе ( 15) :  

-11 Х 1 11 - k12 - k1з - k14 • • •  k1n - -Р1 
О 11 Z� 11 - k2з • • •  k2n Р2 
О О I 1  Z� 11 - kЗ4 • • • kзn Рз 

О О О 

-(У ,  Zl) 
су, Z2) 
(}Т, ZЗ) 

Решение этой системы определяется без затруднений. 
Коэффициенты уравнения ( 1 1 )  можно вычислить также следующим 

образом. Б удем рассматривать такие функции У (k) , Х (k) и � (k) , 
которые задаются на множестве целых чисел и удовлетворяют следующему 
условию: 

00 
. � I Лk l < оо , k = O, 1 , 2, 3 , . . .  , 
k=-oo 

где л есть или У, или Х,  или � .  
Множество всех функций л (k) относительно алгебраических операций 

сложения и умножения (свертывания) образует коммутативное нормирован­
ное кольцо S , в котором имеется нулевой (8) и единичный (е) элементы; 
норма элементов л Е S определяется так [5 ] :  

00 

k=-oo 
l1 e ll = 1 . 
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Отобразим изоморфно при помощи линейного оператора 
00 

л: (t) = 2� 2J Лkеitk , 
"=-оо 

t E [- Л, Л] 

кольцо S в Sf ,  причем будем рассматривать такие функции л* (t) ,  которые 
на  отрезке [-л, л ]  не принимают нулевых значений. В этом случае, как 
известно [5 ] ,  н:аждый элемент л и, соответственно, л*  имеет обратный, т. е. 
Л · л -1 = е. Кроме того, кольца S и Sf не будут иметь делителей нуля. 
Это обстоятельство дает возможность вычислить коэффициенты �k, 
.k = О, 1 ,  2, , при известных функциях f\ и Х" следующим образом: 

00 

n=-оо 

Практически необходимо построить спектральные функции У7:' ,  Х* , найти 
Х*-1 = �*' затем вычислить 

�. (t) = У' (t) * Х'-1 (t) 
tE[-1t, 1t ]  

и при помощи преобразования Фурье найти искомые коэффициенты �k , т. е 
1t 

�" = Re � �* (t) е-Щ dt. 
-" 

Если функции У и Х заданы на плоскости в узлах равномерной сети k и т, 
"то при условии абсолютной суммируемости этих функций коэффициенты 
13km определим следующим образом. 

Отобразим У и Х с помощью линейного преобразования 
00 00 

л' (t , Т) = 2� 2J 2J Лklnеi(tk+тm) 
tE[-1t . 1t]  "=--оо 111=-00 TE [-7t. " ]  

в функции у* (t, Т) и Х* (t, 1:') и затем, полагая, что -у* (t, 1:') и Х* ( t ,  1:' 
в квадрате - л < t -< л, - л <1:' <: л не принимают нулевых значений 
получи� 

Отсюда 
�. (t, '"с) = У' (t , '"с) x,� (�. "С) 

1t j1: 
R 1 Re \ \ R* (t, "') e-i(tkнm) dt d-r . ",kl1l = 2л; .) .) ", '  , 

-п -п 

4. Рассмотрим программы, реализующие формулы (3) , (4) . Для реше­
ния эталонной задачи должны быть заданы массивы значений Н, f:.g и f:.T 
-размером р Х q (р - число столбцов, q - число строк) для f:.g и f:.T и 
(р - 1 0) х (q - 1 0) - дЛЯ Н. Объем оперативной памяти ЭВМ позволяет 
принять р = 27, q = 18 .  Значения f:.g, f:.T и Н кодируются по строкам мас­
-сивов слева направо. Интегрирующая палетка имеет размеры 1 1  х 1 1  
шагов. В связи с этим каждой строке массива числовых значений Н соот­
ветствует 1 1  строк массивов значений f:.g и f:.T. Ввод исходных данных осу-
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ществляется таким образом. Вводятся первая cTpoI<a Н и соответствующие 
ей 1-1 1 строки дg и Д Т. После составления уравнений вида (3) , (4) для 
первой строки вводится вторая строка Н и 2-12 строки дg и дТ и т. д. д� 
(q - 10)-й строки массива значений Н. 

Эталонная программа в операторном виде запишется в виде: 

Л_1F oA1 .). •P2 t .  F 1 1 F 4Р БР6t 1 Р7 .). 9лвf lЛ9А10АllВ12f/. 
Л _1 - оператор ввода исходных данных в оперативную память ЭВМ. 
F о - оператор , формирующий программу в зависимости от исходных дан­

ных р и q. 
А 1 - блок составления уравнений погрешностей вида (3) , (4) для двух 

соседних точек одной строки массив! дg (ДТ) . 
Р2 - логический оператор, определяющий число заданных функций. Ес­

ли оно равно двум, то после вычислений, относящихся к первой функ­
ции, оператор А 1  формируется для второй функции ,  т. е. управление 
ЭВМ передается оператору F 3' 

При использовании только одной фУНIщии управление передается опера­
тору F 5' 
F з и F 4 - операторы формирования блока А 1 соответственно для массивов 

дg и ДТ. 
Р. - оператор «переадресации» блока А 1 на следующую точку. Этот­

оператор подготавливает блок А 1 К составлению следующего по по­
рядку уравнения погрешностеЙ. 

р 6 - логический оператор , определяющий число точек в строке, для 
которых составлены уравнения погрешностеЙ. Если это число мень­
ше (р - 1 О) , оператор Р 6 передает управление на блок А l' В случае 
же равенства этих чисел управление передается оператору Р7' 

Р7 - логический оператор, определяющий число строк, длякоторых сос­
тавлены уравнения погрешностеЙ. При qвыч < q - 1 О управление: 
передается на Л в. 

ЛВ - оператор ввода следующих по порядку строк массивов Н, дg(дТ}. 
При qвыч = q - 10 управление передается на оператор Л9• 

Л 9 - оператор ввода в оперативную память ЭВМ блока решения систе­
мы уравнений погрешностей способом наименьших квадратов. 

А10, А l1- операторы составления и решения системы нормальных уравне­
ний. 

812 - вывод результатов решения эталонной задачи на печать. В резуль­
тате решения системы нормальных уравнений получаем. коэффици-
енты aij и среднеI<вадратическую ошибку в. • 

f/ - останов ЭВМ. " 
Для решения «прогноз;ной» задачи необходимо задать массивы дg, дТ. 

число строк в массивах q', число столбцов - р ' ,  а также коэq;фициенты 
aij, полученные из решения эталонной задачи. 

Порядок ввода исходных данных для решения прогнозной задачи 
тот же, что и для эталонной. Отличие состоит лишь в отсутствии массива 
значений Н. 

Операторная схема прогнозной программы имеЕТ вид: 
Л -1Р oA�� .8Р2Р J;. F 4Р 5Р/l..В1Р7лвt 1f/. 

Прогнозная программа по СВОЕМУ строению незначительно отличается 
от эталонной . Здесь участвуют те же операторы, что и в решении эталонной 
задачи, за исключением оператора В. Оператор В вычисляет произведения 
коэффициентов aij на 6дg и 6дТ и суммирует эти произведения. 
В1 - вывод результатов решения прогнозной задачи на печать. 
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5. Исследование алгоритмов, реализующих формулы (3) и (4) , было проведено на материалах сейсморазведки , крупномасштабных гравиметри­ческой и аэромагнитной съемок участков, расположенных в южной части Александровского вала и в южной части Ново-Васюганского вала (ныне Каймысовского свода) , которые закартированы по поверхности доюрского фундамента Западно-Сибирской плиты. Была поставлена задача построить по совокупности всех перечисленных данных такие операторы, которые 
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Рис. 1 . 
. а - структурная карта поверхности доюрского фундамента Южной час­-ти Александровского вала (по данным сейсморазведки) ; б - прогноз по формуле (3) ;  в - прогноз по формуле (4) .  д - изогиnсы nоверхиости доюрского фундамента; 2 - контуры основных 

локальных форм рельефа поверхности фундамента. 
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Рис. 2 .  
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а - структурная карта поверхности доюрского фундамента южной части Ново-Васюганского вала (по данным сейсморазведки) ; б - прог­ноз по формуле (3) ; 8 - прогноз по формуле (4) . 1 - изогипсы поверхности доюрекого фуидамента; 2 - коитуры ОСИОвных ло­
кальных форм рельефа поверхности фундамента.  

позволили бы по гравитационным и магнитным аномалиям выявить в релье­фе поверхности фундамента следующие формы - моноклинали, локальные поднятия и лок·альные впадины * . в частности , в пределах Александров-
'" Под локальным поднятием и локальной впадиной будем понимать структуры разме­ром менее 20 х 20 IUt. 
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ского вала требовалось выделить моноклиналь и ее осложнение в виде ло­
кального поднятия в северо-восточном углу участка (рис. 1 ,  а) , а в преде­
лах Ново-Васюганского вала - локальную впадину в юго-западном и под­
нятие в северо-восточном углах участка (рис. 2, а) . В выбранных районах 
с карт изогипс поверхности доюрского фундамента, гравитационных и маг­
нитных аномалий по равномерной сети с шагом в 2 км были сняты соответ­
ственно значения Н, t1g и t1T. Затем при помощи описанных ранее про-
грамм для каждого вала по уравнениям (3) и (4) , в которых вместо t1H и ff 
подставлены заданные значения t1H и Н, были составлены системы нор­
мальных уравнений ( 1 4) и ( 1 5) ,  которые решены по способу наименьших 
квадратов. В результате получено по два набора коэффициентов для того 
и другого участков и одновременно вычислены ошибки операторов 8, ко­
торые приняты за ошибки прогноза значений t1H и Н. 

В табл . 1 и 2  приведены коэффициенты аij, j = 0 , 1 , 2 ; i = 0, 1 ,  2 ,  . . . , 6 , 
и средние квадратические ошибки прогноза величины Н, полученные соот­
ветственно при решении системы уравнений погрешностей вида (3) и (4) 
по способу наименьших квадратов. 

Далее при известных коэффициентах ajt по формулам (3) и (4) для 
тех же участков по той же сети вычислены значения t1H и Н и построены 
карты изогипс поверхности доюрского фундамента (при этом величины t1H, 
полученные по формуле (3) , привязаны к значениям глубин первого столбца 
массива Н) . Результаты прогноза по формуле (3) изображены на рис. 1 ,  б 
и 2, б, а по формуле (4) - на рис. 1 ,  в и 2, в. По характеру изолиний ВЬJде­
лены, согласно заданной схеме классификации, формы рельефа этой поверх­
ности. Нетрудно видеть, что поставленную задачу подразделения рельефа 
фундамента по его формам оба алгоритма решают удовлетворительно. При 
прогнозе по формуле (3) на Александровском валу не выделилось лишь ло­
кальное поднятие в северо-восточном углу участка. Использование же 
формулы (4) приводит не только к хорошему качественному выделению ло­
кальных форм рельефа доюрского фундамента (рис. 1 ,  в и 2,  в) , но и к очень 
малой относительной погрешности в определении глубин ( 1 ,5-2 % ) .  Ввиду 
этого формула (4) может быть применена также и для количественного 
прогноза глубин, т. е. для построения карты изогипс поверхности фунда­
мента. Прогнозные же значения глубин по формуле (3) определяются с боль­
шой относительной погрешностью (до 25 % ) вследствие суммирования при­
ращений t1H по каждому из профилей (рис. 2 ,  б) . 

6. Приведенные выше коэффициенты уравнений (3) и (4) могут быть 
(в соответствии с корреляционной схемой геологической интерпретации 
аномалий) использованы для выделения моноклиналей, локальных подня­
тий и локальных впадин (а коэффициенты уравнения (4) - и для прогно­
зирования возможных значений глубин залегания поверхности фундамента) 
в тех районах Западно-Сибирской плиты, геологическое строение которых 
идентично геологическому строению Александровского или Ново-Васю­
ганского валов. Методику установления степени сходства в структур но­
геологическом отношении двух каких-либо участков опишем на примере 
сопоставления геолого-геофизических данных по Александровскому и Ново­
Васюганскому валам. 

Предположим, что геологическое строение Александровского и Ново­
Васюганского валов настолько одинаково, что коэффициенты регрессии, 
полученные на одном из них, могут быть использованы для прогноза 
с требуемой точностью форм рельефа поверхности и возможных значений 
глубин на другом валу. В результате построения струюурной карты Алек­
сандровского вала по формуле (4) с коэффициентами, определенными на 
Ново-Васюганском валу (см. табл. 2, вторая строка коэффициентов) , и 
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соответственно структурной кар­
те Ново-Васюганского вала с 
коэффициентами,  вычисленными 
на Александровском валу 
(табл. 2, первая строка коэф­
фициентов) , оказалось, что все 
искомые локальные формы релье­
фа поверхности фундамента 
практически не выделяются, а 
глубины определяются с ошиб­
кой значительно большей, чем 
указано в табл . 1 и 2. В связи 
с этим, согласно третьему усло­
вию * корреляционной схемы 
геологической интерпретации 
аномалий [ 1 ] ,  геологическое 
строение Александровского и 
Ново-Васюганского валов не­
одинаково; геологические данные 
также свидетельствуют о суще­
ственной разнородности струк­
тур НО-геологического развития 
этих валов. Для Александров­
ского и Ново-Васюганского ва-
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лов методом, описанным в статье 
-- -- -- [6 ] ,  по гравитационным и маг-

-d"l � � нитным аномалиям построены 

О О 

О О векторы количественных призна-
-- --"'1- _ ков соответственно N 1 И N 2:КРО-

;; 
00 - ме того, в пределах Западно-Си-
'1 

l!) бирской плиты отобран еще ряд 
--�- � --00-- валов, геологическое строение 

;; 00 О которых сходно либо с Алек-
__ : � сандровским, либо с Ново-В асю-

J � ф ганским валами. Сопоставляя 
О i векторы признаков аномалий на --- � � этих валах с векторами призна-

" ф "'1 ков аномалий АлеКСaIЩРОВСКОГО 
О 1 и Ново-Васюганского валов, по-

--" - ---т --г лучим, что радиус гиперсферы 
.; - 00 '1 С центром в N 1 равен 26 еди-

--� --J-- ницам, а радиус гиперсферы '2 
-<1' "'1 С центром в N2 -- 1 6  единицам, м ..... 
1 при этом расстояние между век-

--0 - � -r  торами N1 и N2 равно 40 едини-
;; 00 м цам. Отсюда видно, что множест-

__ 
I _"'1_ ва векторов, группирующихся 

8 " 
ф ф "'1 С'1 

-'" ф "'1 
* Если линейные операторы A1 и 

А2 не совпадают с точностью до 80' т. е . 
если существуют неравенства I H1 -
- A2 { l1g1• l1T1} \ > 80' IH2 - A1{ l1g2• 
l1Т2} I > 80' то векторы признаков по­
лей {l1g1• l1T1} и { l1G2, l1Т2} не равны 
и характеризуют участки земной коры 
R 1 И R 2 С различным геологическим 
строением. 



соответственно вокруг N 1 И N 2, являются пра�тически непересекающими­
ся , в связи- С чем можно предложить следующий порядок установления 
степени сходства по геологическому строению какого-либо участка земной 
коры с Александровским или Ново-Васюганским валами. Для такого 
участка RK строится вектор ' признаков NK = (n� ,  n� ,  . . .  , n�) [6 ] ,  затем 
определяются расстояния Р1 и Р2 от конца этого вектора до точек N 1 И 
N 2 по формуле 

Pi (N'\ Ni) 'V!;�l (n� - niE,)2 , i = 1 , 2 . 

Из величин Р1 и Р2 выбирается меньшая p� . Если при этом P� < r�, ер = 1 ,  2 ,  
то исследуемый участок по геологическому строению сходен с областью 
R� (которой соответствует вектор N�) .  Если же P� > r� , то считаем, что 
по своему геологическому строению область RK отлична как от области R 1 ,  
так и от области R2• В случае P� < r� оператор A� (соответствующий набор 
коэффициентов в табл . 1 и 2) применяется' для прогноза глубин и выделения 
форм рельефа поверхности на области RK. 
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г. Ф. Еузuецов, Е. г.  Тверитиu, 

АВТОМАТИЗАЦИЯ ПРОЦЕСС А ВЫДЕЛЕНИЯ 
ЭЛЕМЕНТАРНЫХ МАГНИТНЫХ АНОМАЛИЙ 

Визуальное выделение магнитных аномалий, выполняемое интерпре­
татором при определении параметров возмущающих масс, есть не что иное, 
как разделение сложного магнитного поля на составляющие его аномалии. 
Визуально выделяемые аномалии обычно выбираются в относительно спо­
]юйном поле, где условно определяемый для них нулевой уровень прини­
мается в виде прямой линии, и рассматриваются как отдельные изолирован­
ные аномалии, по которым выполняются все необх,?димые расчеты. Значе­
ния магнитного поля, принимаемого за нулевое, при определении параметров 
по выделяемым аномалиям не используются , т. е. считается , что данная 
аномалия, выделенная из сложного поля, и ее остаточное 'поле (принятое 
за нулевой фон) можно анализировать независимо друг от друга . 

Принцип выделения обособленных, визуально выделяющихся анома­
лий и выполнения по ним расчетов параметров возмущающих тел исполь­
зуются в практике интерпретации магниторазведочных данных с момента 
первого применения магнитного метода в ,разведочных целях и по настоящее 
время . Основывается этот принцип на аддитивности магнитного поля. ' 

В основе предлагаемой нами методики лежит тот же принцип выделения 
аномалий, но распространенный на случаи сложных полей . Это дости­
гается прежде всего снятием ряда ограничений, накладываемых обычно 
на «нулевой уровень». 

' 

В предлагаемой методике предусматривается аналитический метод 
нахождения нулевого ур'овня выделяемых аномалий, формализованы необ­
ходимые понятия и операции, в результате чего представилась возможность 
разработать алгоритмы для выполнения процесса разделения сложных 
магнитных полей на электрон но-вычислительных машинах. 

На основе принципа аддитивности магнитного поля любую аномалию, 
вызванную одним телом, можно, как известно, путем ра�ложения магнит­
HOFO момента этого _тела на ' некоторые составляющие представить суммой 
нескольких аномалий, причем так, что конфигурации этих аномалий могут 
быть различными, а вычисленные некоторые геометрические параметры 
по каждой выделенной аномалии будут совпадать и соответствовать исход­
ному телу. В то же время можно подобрать такую группу возмущающих 
тел, что их суммарная аномалия , полученная на основе принципа супер­
позиции магнитного поля, будет иметь вид аномалии, вызванной одним те­
лом, при этом группа тел будет эквивалентна ' некоторому телу с магнит­
ным моментом, равным векторной сумме магнитных моментов исходной 
группы. Параметры, вычисленные по суммарной кривой, будут соответ-
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ствовать осредненным параметрам данной группы тел. Иными словами, 
векторная сумма магнитных моментов группы тел определяет положение 
эквивалентного тела, которое не может находиться за пределами контура,  
объединяющего группу тел. Это эквивалентное тело называется нами эф­
фективной магнитной массой. 

Если одно из тел группы по сравнению с другими будет обладать резко 
отличным магнитным моментом, то аномалия от этого тела как бы разде­
лится на две аномалии: первая ,  обусловленная той частью магнитного 
момента, которая близка к магнитным моментам остальных тел группы, 
войдет в суммарную аномалию группы тел, вторая же, обусловленная из­
быточным магнитным моментом по отношению к окружающим телам, 
будет обособляться на фоне этой суммарной аномалии. Избыто�ный маг­
нитный момент рассматривается как магнитный момент некоторого самостоя­
тельного тела, которое также 'называется эффективной магнитной массой. 
Положение такой эффективной магнитной массы соответствует положению 
тела с повышенной намагниченностью. 

Наложение полей магнитных аномалий друг на друга есть взаимодей­
ствие намагниченных тел , которое, согласно основным положениям теории 
ферромагнетизма, может привести к изменению магнитных свойств этих 
тел , в результате чего изменится первоначальный вид соответствовавших 
им магнитных аномалий. Если внести в эту систему взаl1модействующих тел 
дополнительную магнитную массу, то она может привести вновь к изме­
нению магнитных моментов этих тел и соответственно к некоторому пере­
распределению эффективных магнитных масс. При этом следует иметь 
в виду, что при взаимодействии намагниченных тел возможна как частич­
ная , так и полная компенсация магнитных моментов этих тел . Следователь­
но,  восстановление вида сложной магнитной аномалии, соответствовавшей 
первоначальной системе намагниченных тел (без дополнительно внесенной 
массы) , будет невозможно. Отсюда следует, что при разделении сложного 
магнитного поля на составляющие аномалии принципиально не могут быть 
выделены те аномалии , которые соответствовали магнитным телр.м до их 
взаимодействия ,  а сама постановка задачи поиска первоначального вида 
магнитных аномалий была бы ошибочной . Вследствие взаимодействия намаг­
ниченных тел сложное магнитное поле соответствует эффеI<ТИВНЫМ магнит­
ным массам, I<OTopbIe с большим или меньшим приближением совпадают 
с намагниченными телами. Следовательно, нужно отказаться от постановки 
задачи, в которой требуется восстановление первоначального вида маг-· 
нитных аномалий и полное соответствие тел , выделенных в результате 
интерпретации, реально существующим телам. 

На основании сказанного, задача интерпретации сложного магнитного 
поля была нами поставлена следующим образом. Сложное магнитное поле 
необходимо разделить на составляющие его элементарные аномалии и по ним 
н айти некоторые параметры соответствующих им эффективных магнитных масс, 
которые позволят дать принципиальную картину распределения 'намагни­
ченнЫх тел .магнитного комплекса, обусловившего данное сложное маг­
нитное .поле. 

Для решения этой задачи сформулированы необходимые условия, по­
зволяющие однозначно разделить сложное поле на составляющие его ано­
малии и разработать алгоритм для выполне!-!ия этого разделения на элек­
tpohhb-вычислительных машинах . Результаты проверки эффективности 
предложенной методики на ряде теоретических и экспериментальных при­
меров позволяют утверждать, что если распределение намагниченных тел 
и магнитные свойства каждого из них таковы, что в любой произвол.ьноЙ 
области нижнего полупространства график изменения магнитных свойств 
по линии наблюдения магнитного поля имеет довольно резко выражеНН!>IЙ 
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ступенчатый характер , то, пользуясь этой методикой, можно разделить 
сложное магнитное поле на элементарные аномалии и определить по ним 
с погрешностью в среднем до 15 % верхние особенности эффективных маг­
нитных масс, отображающих расположение реальных намагниченных тел . 

Перейдем к несколько более подробному описанию основных положе­
ний методики и реализующего ее алгоритма·. 

Основной задачей разделения сложного магнитного поля на элемен­
тарные аномалии, как уже. говорилось выше, является нахождение ее от­
носительного нулевого уровня .  Прежде чем перейти к решению задачи по 
отысканию нулевого уровня, введем несколько определений и прежде всего 
напомним, какой смысл вкладывают в магниторазведке в понятие нормаль-
ного поля . -

.-' 

Известно, что за нормальное поле крупных региональных аномалий 
принимается сумма двух полей - поля однородного намагниченного шара 
и поля материковых аномалий. В свою очередь, так называемые региональ­
ные аномалии обычно принимаются за нормальное поле для аномалий по­
следующих порядков (локальных) . (В случае, если площадь региональной 
аномалии много больше площади локальной аномалии, то, как уже упоми­
налось выше, закон изменения нормального поля в пределах локальной 
аномалии считается линейным.) Таким образом , поле более крупной по 
площади аномалии является нормальным по отношению к более «мелкой» 
J10кальной аномалии, находящейся в пределах этой площади . Из этого сле­
дует, что вид кривой нормального поля, или относитеЛЬНОГQ нулевого уров­
ня , не Mo�eT быть более сложным, чем вид кривой самой локальной 
аномалии. 

Так как основным критерием наличия магнитной аномалии является 
заметное изменение градиентов элементов магнитного поля,  то, следователь­
но, нормальным (нулевым) полем для любой аномалии являются участки 
поля , где величины изменений градиентов приближаются к нулю, т. е. 
праJ(тически они становятся -постоянными .  В случае сложного магнитного 
поля выделение элементарных аномалий производится начиная t наиболее 
узкой аномалии. Тогда за ее относительный нулевой уровень принимаются 
непосредственно примыкающие к ней справа и слева участки сложного поля 
с постоян'ным горизонтальным градиентом. 

Таким образом, задачу разделения сложного поля можно представить 
в виде процесса послеД0вательного выделения обособленных кривых эле­
ментарных аномалий путем нахождения их относительного нулевого уровня 
и замены соответствующего участка сложной исходной аномальной кривой 
найденным отрезком относительного нулевого уровня (т. е .  вычитанием 
кривой обособленной аномалии из сложной исходной кривой) . В результате 
таких операций сложное поле представляется серией кривых элементарных 
аномалий, по которым могут быть вычислены некоторые параметры эффектив­
ных магнитных масс. 

Введем следующие определения . 
1 .  Сложными маг\штными аномалиями будем считать такие аномалии, 

которые содержат несколько максимумов. 
2. СЛОЖ}lОСТЬ аномальнqй кривой условимся характеризовать коли­

чеством экстремумов (чем больше экстремумов заключает та или иная кри­
вая , тем сложнее аномалия) . 

3 .  Элементарными ' аномалиями будем считать аномалии ,  аналогичные 
аномалиям от тел . простых форм и имеющих только один максимум_ 

4. Шириной элементарной аномалии будем считать расстояние между 
ближайшими точками перегиба, находящимися по обе стороны от максимума. 

5. Участок элементарной аномальной кривой, заключающийся между 
двумя точками перегиба, находящимися по обе стороны от максимума, 
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назовем апикальной частью аномалии, а участки, непосредственно при­
мыкающие к ней и распространяющиеся до ближайших точек перегиба 
соседних аномалий или до ближайших прямолинейных участков (аналоги 
T01j:eK перегиба) , назовем приапикальными частями аномалии. 

6. Эффективной магнитной массой будем называть некоторый объем 
нижнего полупространства , содержащий в своем контуре или часть тела, 
или одно обособленное тело, или группу из нескольких тел, обладающий 
избыточным магнитным MOMeHTCJM по отношению к области, непосредст.венно 
его окружающей . 

7 .  Каждая магнитная аномалия, состоящая из одной апикальной и 
примыкающих к ней двух приапикаль'ных частей, соответствует некоторой 
эффективной магнитной массе, находящейся в нижнем полу пространстве. 

8. Магнитное поле на внешних границах ' приапикальных частей на'и­
более узкой элементарной аномалии сложной кривой, исходя из приведен­
н ого выше понятия нормального поля, является полем относительного 
нулевого уровня для дашюй элементарной аномалии. 

9. Относительный нулевой уровень в пределах элементарной аномалии 
описывается некотороЙ .фующиеЙ, первая производная которой/на отрезке, 
занимаемом данной элементарной аномалией , меняет знак 'не более двух раз . 

Задачу нахождения нулевого уровня элементарных аномалий можно 
сформулировать следующим образом. По магнитному полю на внешних 
границах приапикальных частей выделяемой элементарной аномалии найтИ 
продолжение этого поля на всем отрезке, занимаемом этой аномалией. 
Математически эта задача может бьrть сформулирована так: для, некоторого 
интервала (а, Ь) необходимо найти приближенное аналитическое выражение 
фующии fr. (х) , если известны численные значения этой функции и ее про­
изводных в дискретном ряду точек на концах этого интервала. В такой 
общей постановке эта ' задача не имеет единственного решения. Однако 
пользуясь принятым условием относительной сложности функции, описы­
вающей искомые значения' поля нулевого уровня , найти его аналитическое 
выражение становится возможным с помощью полицомов J;IевысOIШХ степе" 
ней . Для аппроксимации нулевого. уровня выделяемых элементарных 
аномалий нами были использованы интерполяцион'ные полиномы Ньютона, 
Лагранжа, Чебышева, ряды Фурье и некоторые др . При реализации про­
цесса разделения на электронно-вычислительной машине в данном случае 
нулевой уровень аппроксимируется двумя параболами второго порядка ,  
плавно сопряг.ающими внешние границы приапикальных частей выделяе­
мых элементарных аномалий. 

Обработка на машине сложного поля по описываемой ниже программе 
выполняется следующим образом . Таблично заданная сложная аномальная 
кривая , подготовленная для интерпретации ,  вводится в МОЗУ ЭВМ в виде 
таблицы чисел х и fr. (х) с неравнь)м шагом. Задание кривой с неравным 
шагом позволяет интерпретатору наиболее важные участки сложной кривой 
представлять более детально и одинаковым количеством точек на обособ­
ляющиеся аномалии , имеющие различные протяженности по профилю. 

Табличное представление исходной кривой, осуществляемое с гра­
фика магнитного поля,  как правило, содержит ошибки, составляющие при 
вычислении первых и вторых разностей значительные величины и при ана­
лизе исследуемого поля существенно искажающие представление о его ха­
рактере, что ведет к нарушению логической части работающей программы. 
Чтобы исключить влияние этих погрешностей, программой предусмотрено 
предварительное сглаживание исходных данных , описываемое ниже. 

После выполнения предварительного сглаживания в машине произво­
дится логический анализ магнитного поля с точки зрения поиска в нем 
обосо'бленной наиболее узкой элементарной аномалии ,  для которой затем 
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, 
отыскиваются внешние границы ее приапикальных частей . Согласно при­
:нятому нами условию о том, что магнитное поле на внешних границах 
приапикальных частей элементарной аномалии является полем ее относи­
тельного нулевого уровня , эти значения поля используются для продол­
жения его на весь интервал , занимаемый данной элементарной аномалией. 

Это достигается следующим образом. На внешних границах приапи­
кальных частей элементарной аномалии выбираются две точки хлл и хпп , 
расположенные соответственно слева· и справа от ее эпицентра .  Далее оты­
скиваются два полинома Р 1 (х) И Р 2 (х) 

P1 (х) = A1x2 + B1x + C1 ;  хлл -< х -< х 
Р2 (х) = А2х2 + в2х + С2; i -< х -< Хпп 

- Хпп + Хлл х = 2 ' 
( 1 )  

аппроксимирующие, соответственно, левую и правую части относительного 
нулевого уровня выбранной аномалии. 

К:оэффициенты полиномов (1) определяются из уловий 

Р 1 (Хлл) = 'г. (хлл).; 

P� (хлл) = t� (Хлл) ; 
Р 2 (Хпп) = гr. (хпп) ; 

P� (Хпп) = t� (Хпп) ;  

P1 (х) = Р2 (Х) ; 
P� (х) = P� Й. 

(2) 

Условия (2) можно переписать в виде системы линейных алгебраиче­
ских уравнений: 

АIХ�л + в1хлл + C1 = tr. (Хлл) 
2А1хлл + B1 = t� (Хлл) 

. 

А2Х�П + в2хпп + С2 = tr, (Хпп) 
, 2А2хпп + В2 = '� (хпп) 

A1x2 + B1x + C1 - А2х2 - в2х - С2 = О 
2A1x + B1 - 2 А2х - В2 = О 

Определитель этой системы, имеющий вид 

х�л Хлл 1 О О О 
2хлл 1 О О О О 
О О О х2 Хпп 1 пп 
О О О 2хпп О 
х2 Х _-х2 - х  - 1  

2х О - 2х - 1  О 

(3) 

(4) 

при Хлл -< Х -< Хпп не равен нулю и ,  следовательно, P1 (х) и Р2 (х) , удо­
влетворяющ�е условиям (2) , всегда существуют, т. е. система (3) всегда 
имеет решение. Решение системы (3) выполняется методом Гаусса по схеме 
главных элементов, в результате чего находятся коэффициенты A 1, B1, 
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Далее по формуле 
_ Хлл < х < хпп } 

t-r, (х) -Pj (x) = /л (х) , j = 1 , 2 , 3 , . . .  , N (6) 

производится выделение элементарной -аномалии,  а интервал сложного 
поля , занимаемый этой аномалией, заменяется ее относительным нулевым 
уровнем РАх) . Эта замена упрощает на данном участке сложную кривую, 
так как при этом исключается по меньшей мере один экстремум. 

Выделенная элементарная аномалия на занимаемом ею отрезке интер­
полируется , и ' вычисляются значения поля этой аномалии в 40 точках.  
По этим значениям вычисляется ряд Фурье, представленный 1 4  гармони­
ками: 

где 

где 

00 
/л (х) = i + � (ak cos kt + bk sin, kt) , (7) 

7t 

k = l  

(8) 

х - х  х + х 
(t) = пп лл t + пп лл . ] 

х 2л 2 '  
- л (9) 

t (х) = (2х - ";пп - Хлл) . 
Хпп - Хлл 

- Интегралы вида � ер �)dt ,  участвующие 
-
в выражениях д�я вычисления 

-" 
коэффициентов Фурье, определяются по формуле Симпсона 

7t � ер (t) dt = �� [ер (to) + 4 (ер (t1) + ер (tз) + . . . + ер (tn-1)) + 
-" 

+ 2 (ер (t2) + ер (t4) + . . .  + ер (tn-2)+ ер (tn)) ]  , ( 1 0) 
где n таково, что n + 1 есть число точек, взятых с равным шагом на проме­
жутке интегрирования. В нашем случае n = 40; to = - n; tn = n. 

Полученное Фурье-разложение используется для вычисления глубины 
залегания верхней особенности эффективной массы по известной формуле 
В .  К. Иванова, дополненной О. А. Соловьевым : 

I Sz (00) I тах 00 ' 
lп S (00) . 

2" hk (ro) = --_z_
oo
--- ( 1 1 ) 

rде hk (ro) - глубины, получаемые для соответствующих «спектральных 
линий» Фурье-разложения ; 

Sz (ro) - «спектральная линия» Фурье-разложения. 
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Вычислением глубины, подготовкой результатов к выдаче на печать 
и ' собственно печатью результатов заканчивается основной цикл работы 
машины. Далее цикл цовторяется (начиная с поиска наиболее узкой из остав­
шихся элементарных аномалий) до тех · пор , пока сложная кривая не при­
обретет вид одной отдельной элементарной аномалии. На этом и за�анчи­
вается работа программы. 

Результаты интерпретации введенной аномальной кривой могут быть 
выданы на печать в виде трех вариантов. 

1 в а р и а н т. Выдает�я (в виде чисел в количестве 40 значений) 
элементарная аномалия , вычисленная по формуле (6) , причем эти значения , 
разделенные нулем, вписываются в одну ячейку с соответствующими зна­
чениями абсцисс; далее выдаются пять значений глубины залегания верхней 
. особенности . эффективной магнитной массы, найденные в процессе проме-
жуточных вычислений; окончательное значение глубины; разность абсцисс 
точек перегиба; абсциссы точек перегиба (левой и правой) выделяемой эле­
ментарной аномалии ; коэффициенты Фурье-разложения всех 14  гармоник. 

II в а р и а н т печати аналогичен первому, но без коэффициентов 
Фурье. 

I I I  в а р и а н т. Выдается только одно окончательное значение глу­
бины, вписанное в одну ячейку с абсциссой максимума данной элементар­
ной аномалии. 

Приведем несколько более подроБIюе описание блоков программы. 
Программа состоит из шести блоков, работающих по определенным циклам. 

1 .  Блок настройки. Для удобства ПОЛЬЗОВqНИЯ и чтобы избежать 
ошибки, иногда возникающей при определении параметра n, авторами 
осуществлена автоматическая настройка программы. Для этого достаточно 
в конец массива fr. (Х) поместить перфокарту со служебным кодом 
0 17  7777 7777 7777, который остается неизменным для любых массивов 
чисел. Блок настройки программы автоматически настраивает ее даже в том 
случае, если интерпретатором не учтено ограничение длины массивов чисел 
Х и fr. (Х) , которое у!<азано в инструкции программы, т. е. если профиль 
задан в виде двух таблиц X1, .Х2 ,  ХЗ" • .  , Х/" • • .  , Хn И f (X1) , f (Х2) ,  
f (Хз) ,  . . .  , f(Xk) , . .  : ,  f(xl1) (где f (Xk) ' (1 <:: k <:: n) ', есть значение маг­
нитного поля в точке Х/,) ,  а число заданных точек профиля n > 1 0008 (или 
n > 51210) ' то происходит «АВОСТ» в ячейке 6505 (деление на ноль) , 
а после нажатия кнопки пуск «ЦУС» программа настраивается по параметру 
n = 10008' Кроме того, в этом блоке производится перевод чисел из деся­
тичной системы счисления в машинный код, вызывается ИС-2 и расши­
ряется рабочее поле - а РП-7001 .  

2. Блок предварительного сглаживания и вычисления приведенных 
разностей nepBQro и второго порядков . Как уже указывалось выше, таб­
личное представление исходной кривой содержит ошибки, которые приводят 
к неправильному ходу работы программы вследствие возникающих «лож- . 
ных» точек перегиба. Этот блок производит выравнивание всего массива 
данных , для чего по каждым пяти точкам Х/,-2 , Xk-l , Xk , Xk+l, ' Xk+2 (где 
k -. 3, 4 , ' . . .  , n - 2) строится полином второй степени 

удовлетворяющий условию 
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"+2 , 
S = 2J [ (А"х; + в"хг + С,,) - f (Хг) Р = min. 

r=k-2 

( 1 2) 

( 1 3) 



Приравнивая частные производные от S по всем коэффициентам А , в, С 
к нулю 

aS . aS дS 
дА = О;  дЕ = О ;  дС = О 

k " Ii 
( 1 4) 

и соответствующим образом преобразовывая их, получим систему линейных 
алгебраических уравнений относительно коэффициентов А , В и С 

k+2 "+2 "+2 
Ak LJ х; + Bk LJ X� + С" LJ X� r="-2 r="-2 r=k-2 

"+2 "+2 ' "+2 k+2 
Ak LJ X� + в" ' 2J х; + Ck LJ X�. = J LJ XrYr ; r="-2 r="-2 r="-2 -' r=" -2 

"+2 k+2 "+2 
А "  LJ х; + в" r="-2 LJ Xr + С" LJ X� = r="-2 r=k -2 

Определитель этой системы 
"+2 "+2 {'+2 " 
LJ Х; 2J X� LJ x� r=k-2 r="-2 r=II-2 . 

( 1 6): 

при Х"-2 < Xr < Xk+2 не ранен нулю. Отсюда следует, что система ( l 5} 
имеет' решение, и притом единственное. Решением этой системы определяют-
ся коэффициенты А ,  В и С, вычисляется новое значение f* (Xk) . 

• 

А 2 t (Xk) = "Xk + В"Х" + С" , 
которое заносится в массив 'новых значений . 

( 1 7) 

В результате опытного использования программы выяснилось , что· 
при достаточно больших Х и относительно малом шаге задания исходных 
данных система ( 15) оказывается плохо обусловленной. С целью улучшения 
обусловленности системы ( 1 5) точка х" отображается в нуль, т. е. система 
решается при следующих значениях х; 

После вычисления t* (Xk) (для всех k = 3 ,  4 ,  
к вычислению значений поля в крайних точках; 

. . .  , 

,. (Хl) = Азх; + ВЗХl + Сз; ) 
( (Х2) = Азх� + ВЗХ2 + Сз ; � ( (xn-1) = Аn-2Х;-1 + Вn-2Хn-1 + Сn-2; I 
( (хn2 = Аn-2х; + Вn-2Хn' + Сn-2 J 

( 1 8) 
n :- 2) переходим 

( l 9} 

, 

и производим замену исходных значений t (Xk) значениями t* (х,,) . 
Как показали результаты первого опробования ' программы на не­

скольких примерах, двукратное сглаживание устраняет не очень 'большие 
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погрешности достаточно хорошо, что и ПОСЛУЖИ,ло основанием в стандарт­
ном варианте программы применить двукратное сглаживание. 

Вычисление приведенных разностей первого и второго порядков осу-
ществляется по формулам 

f
' ( ) - f (Xk +l )  - f (Xk) . 

f
// 

( ) _ f' (Xk+1) - f' (Xk) 
Xk -- , Xk - • 

Xk +l - xk Xk +2 - xk 
(20) 

Однако на некоторых участках профиля, где вторые разности должны 
быть равными или близкими к нулю, после выполненного предварительного 
сглаживания иногда наблюдается несоответствие знаков этих вторых раз ­
HocTeй истинному виду кривой, что приводит К неправильному ходу про­
цесса разделения. Это несоответствие устраняется приравниванием к нулю 
разностей первого и второго порядков, если для них выполняются следую­
щие неравенства 

(2 1 )  

(22) 

где 8 - погрешность задания f (Х) в единицах масштаба графика. При этом 
нулевым значениям f" (,х) , описывающим апикальные части аномалии, при­
'сваивается знак минус. После вычисления f' {Х) и f" (Х) управление пере­
дается на ' начало основной программы - в 3-й блок: 

3. Блок выделения элементарной аномали и. Сглаженные ' исходные 
.данные и приведенные в необходимое соответствие их производные в данном 
блоке подвергаются анализу с целью распознавания элементов аномальной 
кривой и определения по ним внешних границ приапикальных частей ано­
малии наименьшей ширины. Для этого «просматриваются» знаки вторых 
производных. И если на некотором интервале (Xq ,  Х,) , (2 < q < 1 < n - 2) 

s ign f// (Xq+i) < О ,  i = 0 , 1 , 2 , . . .  , l - q, (23) 

"то существуют левая точка перегиба (Хл) в окрестности точки (Xq) и пра­
вая точка перегиба (Хп) в окрестности точки Х" между которыми находится 
максимум, а если 

sign f" (Xq+i) > О ,  i = О ,  1 , 2 , . . . , 1 - q ,  (24) 

то существуют Хл в окрестности точки Xq, Хп в окрестности точки Х, и мини­
мум, лежащий между ними. 

Так как точки перегиба отыскиваются по смене вторых производных, 
"ТО при наличии в их окрестности прямолинейных участков они оказы­
ваются смещенными в сторону максимума. Уточнение положения этих точек 
()существляется делением пополам примыкающих к ним прямолинейных 
участков. 

Прямолинейным участком считается часть кривой, для которой ВЫПОЛ-, 
Rяется неравенство 

I f' (Xk+l) - f' (Xk) I < . . _ + 82 
f' ( ) 8 , Г де 8 - 81 f' ( .) � +1 , � +1 .... 

(25) 

Во избежание «АВОСТа» (деление на нуль) при f' (Xk+1) = о неравенство 
(25) преобразуется в следующий вид: 

(26) 
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Начало и конец прямолинейного участка, примыкающего к точке 
перегиба, находятся из условий: 

1 .  Если для предварительно найденной левой точки перегиба 

sign f" (Xq) · sign f" (xq+1) < о и si gn f" (xq) > о , ] 
то выполнение условия 

If' (хм) - f' (Xio) 1 - 1 f' (Xio+1) 1 81 >  82 
(27) 

говорит о том, что Xio+1 (2 < jo < q) является внешней границей прямоли­
нейного участка, примыкающего к левой точке перегиба. 

2 .  Если для предварительно найденной правой точки перегиба 

si gn fft (ХМ) > О ,  ] 1:'0 выполнение условия 
I f' (Xio) - / (xio+1) . I - 1  f' (Xio) 1 81 >  82 

(28) 

говорит Q том , что iO+i (l < io < n - 2) является внешней границей пря­
молинейного участка, примыкающего к правой точке перегиба . 

После этого определяются абсциссы точек перегиба IJО следующим 
формулам: 

(29) 

.а ширина аномалии - по формуле 
(30) 

,где т - номер анализируемой аномалии. 
Аномалия с наиме�ьшеЙ .шириноЙ отыскивается из условий: 
' 1 )  если dm '::;;;;; dm+1 , то «запоминается» · dm, 2) если dm > dm+1' «за­

поминается» dm+l' Кроме того, «запоминаются» все (Хп ,  Хл, io ,  jo) индексы, 
относящиеся к данной аномалии, а т или т + 1 заносится в счетчик «про­
смотренных» в данном цикле аномалий. 

Точка Хлл (левая граница выбранной аномалии) определяется как 

Если для ff t (Хр) и f" (Хр+;) выполяются условия 

s ign fft (Хр) < О; si gn f" (xP+l) > о , 

(3 1  ) 

(32 ) 

то левой границей аномалии является точка перегиба соседней. аномалии. 
Если же выполняется условие 

1 f' (Хр) - f' (ХР+1) 1 - 1 f' (Хр) I 81 < 82' (33) 

то левой границей является начало участка поля с постоянным горизон­
тальным градиентом. Аналогично вычисляется Хпп абсцисса правой внеш­
ней границы рассматриваемой аномалии. 

После вычислений Хлл и Хпп по интерполяционным формулам Ньютона 

f (Х) = f'(Xk) + (Х - Xk) f' (х/,) - (Х - Xk) (Х - Xk+1) f" (�k) ; } (34) 
f' (Х) = f' (Xk) + (2х - Xk - Х/Ю) f" (.�k) 

находим значения функции и ее первых производных в точках Хлл и Хпп, 
где Xk и Xk+1 - две абсциссы, между которыми лежит Хлл или ХПП' 
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Вычислением 

(35)' 
и проверкой содержимого счетчика ЧI;Iсла аномалий, проанализированных 
в этом цикле, заканчивается работа 3-ТО блока. При этом, если в счетчике 
содержится единица, то это означает, что на профиле осталась одна анома­
лия (региональный фон) , по которой вычисление глубин не производится ,  
и в этом случае данная аномалия (фон) выдается на печать, а работа програм­
мы на этом заканчивается . Если же в счетчике число больше единицы, то 
осуществляется переход в следующий блок . 

. 4 .  Блок вычисления коэффициентов полиномов Р1 (х) И Р2 (х). Для 
вычисления коэффициентов полиномов Р 1 (х) И Р 2 (х) работой предыдущего 
блока подготовлены все необходимые данные, а именно: вычислены t (хлл) , 
t' (хлл) , t (хпп) , f" (хпп) и найдена точка Х, определяемая по (35) . Вычисле­
ние коэффициентов сводится, как уже указывалось выше, к решению систе­
мы линейных алгебраических уравнений (3) , для чего по подготовленным 
данным формируется эта сист'ема и методом Гаусса по схеме главнюс элемен­
тов находится ее решение. После получения значений вычисляемых коэф­
фициентов управление передается в следующий блок. 

5. Блок вычисления верхней особенности намагниченной ма.ссы. В этом 
блоке согласно выражению (5) вычисляется нулевой уровень с помощью по­
линомов Р 1 (х) для интервала от Хлл до х и Р 2 (х) для интервала от х 
до Хпп, а затем находятся разности по формуле (6) , т. е. из суммарного поля 
вычитается поле нулевого уровня. Разности вычисляются для ин:тервала 
(Хлл, хпп) с шагом 

Хпп - Хлл д.х = 40 ' (36) 
т. е. в 40 точках, для чего первоначально заданные значения поля в данном 
участке профиля t (х) интерполируются по соответствующей формуле Нью­
тона с шагом д.х так, что Хр = Хлл + р д.х, т. е. 

t (Хр) = t (х,,) + (Хр - х,,) f' (х,,) + (Хр - х,,) (Хр - х" н) f" (х,,) , р = 1 ,  2 , . . .  , 40 , 
(37) 

где х" и Х"+1 - две абсциссы заданной таблицы, между которыми лежит 
точка х;. Таким образом, в результате описанных операций выделена ано­
малия, которая представлена теперь таб.!IицеЙ .из 40 значений . После полу­
чения этой таблицы аномалия разлагается в ряд Фурье на 14 гармоник и 
по формуле ( 1 1 )  вычисляется глубина до возмущающей массы. 

6. Блок замены элементарной аномалии ее нулевым уровнем. Для вы­
полнения этой операции на интервале (Хлл, хпп) , где обособлена элементар­
ная аномалия, производится перевычисление нулевого уровня с paBHpIM 
шагом, причем число найденных точек ра.вно числу точек, которыми была 
задана исходная кривая на этом интервале. После этого вычисленные зна­
чения нулевого уровня засылаются туда, где хранились значения обособ­
ляющейся аномалии, и тем самым на соответствующем участке кривой про� 
изводится замена этой аномалии ее нулевым уровнем. После этого управ­
ление передается на начало 3-го блока. 

Предложенная программа очень удобна при практическом ее исполь­
зовании -.:.. для обработки профиля .магнитного поля достаточно задать два 
массива чисел х и t (х) , а также служебный код в конце t (х) .  Последний 
служит для автоматической наСТРI?ЙКИ программы по параметру , соответ­
ствующему введенным исходным данным. В настоящей программе существует 
ограничение для количества исходных данных, а именно - каждый массив 
не должен содержать более 5 1210 (1 0008) чисел. Однако это требование не 

44 



является обязательным и в случае его невыполнения происходит автомати­
ческая настройка программы на обработку части профиля, представленной 
первыми 5 1 2  значениями поля . 

При задании исходных данных с графика сложного магнитного по­
ля нужно руководствоваться следующим правилом. Каждая аномалия 
должна быть задана 9- 13 точками : одна точка в максимуме, две - в  точ­
ках перегиба, две - в минимумах (в случае их отсутствия ....,... в концах' 
прямолинейных участков, примыкающих к аномалии) и по одной-двум 
·точкам - между каждыми двумя соседними . При э'I;ом численные зна­
чения аномалии в выбранных т:)чках должны подчиняться следующему 
условию: в приапикальных частях аномалии разности соседних значений 
должны возрастать до точек перегиба, а в апикальной части - убывать 
в направлении к максимуму. Выполнение этого условия обеспечивает пра­
"Вильный ход процесса разделения 

Интерпретатор имеет возможность осуществить «самоконтроль» задания 
исходных данных. Для этого после предварительной подготовки профиля 
машиной нужно вывести ' на печать таблицу, в которой содержится вся 
необходимая информация : в первой колонке - знаки вторых производных, 
во второй - знаки чисел f (х) , в третьей - знаки порядков чисел f (х) , 
в четвертой и пятой - порящж чисел f (х) , в четырех следующих - норма­
лизованные числа f (х) ,  следующая одна колонка - порядок чисел х,  
четыре последние колонки - нормализованные числа х . 

Величина шага задания профиля должна быть на порядок выше до­
пускаемой погрешности задания f (х) в масштабе графика. В стандартном 
варианте программы предусмотрено задание чисел в см , а f (х) - в мм . 
Допускаемая погрешность задания f (х) принята равной 0 ,25 мм. 

При задании кривой в виде таблицы рекомендуется сглаживать ви­
зуально обнаруживаемые «шероховатости». 

Эффективность методики· разделения сложных магнитных аномалий 
и точность соответствия вычисленных по выделенным аномалиям глубин 
до возмущающих масс с глубинами залегания исходных тел были прове­
рены на нескольких примерах. В качестве модели были взяты системы 
магнитных тел различных форм и размеров, расположенные так, что аппро­
ксимировали двухэтажные распределения этих тел . 

В результате интерпретации были случаи, когда группе, например, 
из трех тел соответствуют четыре особенности , а из одного тела - две 
особенности . Некоторые же тела оказались невыделенными . Это вы­
звано взаимодействием магнитных масс, различием их магнитных свойств , 
что приводит К полной или частичной компенсации магнитных моментов 
и к образованию эффективных масс, отличных от фактических .  Однако 
выделенные тела принципиально отражают картину распределения исход­
ных тел , пр�чем вычисленные глубины с достаточной точностью соответ­
ствуют положению тел первого этажа,  тела второго этажа отыскиваются 
уже Гр'убее, что вполне закономерно. Меньшая точность для второго этажа 
объясняется уменьшающейся разрешимостью магнитного метода с удале­
нием магнитных объектов и накапливающейся погрешностью разделения 
аномалий .  Однако если при построении геологических границ вычисленные 
глубины подвергать статистическому анализу, то предыдущеё замеча!"lие 
несущественно. 

В настоящее время исследуются возможности усовершенствования пред­
ложенной программы, и главным образом для решения задачи получения 
большей информации из введенного в обработку магнитного поля. 

В заключение пользуемся случаем выразить благодарность сотруднику 
Института математики СО АН СССР В. И. Шмыреву за помощь, оказанную 
в работе. 



О. А. Содовъев 

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СХЕМ, 
ИСПОЛЬЗУЕМЫХ В МАгнитоРАЗВЕДКЕ И ГРАВИРАЗВЕДКЕ 

в статье рассмотрены величины погрешностей некоторых вычислитель­
ных схем, используемых в практике обработки наблюденных полей. Пусть 
на прямой х (- CXJ < х < CXJ) задана некоторая непрерывная функция 
и (х) и требуется вычислить следующий определенный интеграл 

00 

� и (х) d (х) , ( l )  
-00 

для которого 
00 
� I и (х) I dx < CXJ . 

-00 
Интеграл можно вычислить по квадратурной формуле 

00 
i1x � и (ni1x) . (2} 

11.=-00 

Определим погрешности этой квадр�турной формулы, пользуясь из­
вестной формулой суммирования Пуассона :  

46 

00 со 00 
i1x Li и (ni1x) = i1x � � и (х) {) (х - ni1x ) dx = 

n=-со n=-оо -оо 
00 00 00 00 (' . х ) � . (?пх ) � � и (х) {) ( I1x - n dx , 2n � .) и (х) {) ��x - 2nn dx = 

n=-:::::х) -00 n=-оо -со 
со со � и (х) [2n � 1) (2�; _ 2nn) ] dx = 

-00 11.=-00 
00 00 00 � � \ 2пnх 
.) и (x) dx + 2 L.J .) и (x) cos � dx. 

-00 n=l _co 
(3) 



Аналогичное выражение можно получить и для непрерывной функци'и 
U (х , у) ,  интегрируемой на плоскости : 

00 00 00 со 
/).х/).у Lj Lj u (n/).х, k/).y) = � � u (х, у) dx dy = 

/ 

n=-оо k=-oo. 

00 00 00 
-00 -00 

"" \' \' ' . 2nnх 
= 2 .LJ � ,� и (х, у) cos ---;rx dx dy = 

n=1 _00 _00 

00 00 00 

, > \' 2nky 
= 2 Lj � � u (х, у) cos l5:Y dx dy = 

k=1 -00 -00 

00 (х) 00 со 
"" "" \' \' 2nпx 2nk у 

= 4 .LJ .LJ � .) u (х, у) cos ---;rx cos � dx dy. 
n=l k=1 -00 -00 

(4) 

1 .  Пусть теперь U (х) - некоторая потенциальная функция, тогда 
00 00 00 � 
"" (' "" (' 2л:nх ' /).1 = /).Х .LJ U (n/).х) - � U (х) dx = 2 .LJ  � U (х) COS ---;rx dx = 

n=-оо -00 - n=1 -00 

Следовательно, 

. 2л:nх 00 00 00 
� cos -- dx 

= � � � U о (s) ds � �2 + (:� f;)2 = 
n=1 _00 -00 

00 2"<n� 00 

= 2 Lj е -;;:х � U о (s) cos 2::Е; ds . 
n=1 -00 

,,� - t.x 00 
1 /).1 1  < _е_)- (' I ио (s) I ds . h n." ,) s !J.x -00 

(5) 

(6) 

Здесь через U о Ш мы обозначили функцию, определенную на уровне � ,  
близком к верхней особенности потенциального поля. 

2 .  Аналогично можно определить и: следующую погрешность: 
00 00 со со 
"" r "" r �� /).2 = /).Х .LJ и2 (n/).х) - � и2 (х) dx = 2 L\ .' и2 (х) c�s----xx dx = 

n=-оо -00 1L=1 -00 

Отсюда 

(8) 

3 .  При пересчете потенциальной функции U (х) на высоту h в практике 
часто пользуются квадратурной формулой 

00 
� !J.x "" II U h (О) = Jt .LJ U (n/).х) II + (n!J.x)2 

n=-оо 

(9) 
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Отсюда ошибка между вычисленной величиной и h (О) и действитель­
ной равна 

со со 
А и� 2 � /1 2лnх · 
tih (О) = h (О) - U /1 (О) = - " U (х) 

h
' I 9 COS -л- dx = л L..J - т х- uX 

/1=1 -00 
( 

2 со r � r ' h " � 2лnх 
= л2 2} .) U о ( �) d� .) /12 + х2 �2 + (х _ �)2 COS tS:X dx 

/1=1 -00 -со 

/I� 

e- "Llx 
I Ll/1 (О) 1 < л� 

лsh dx 

"х 00 - - ., 
� (' " е дх I U -h (О) I + I U h (О) I 

r} - h2 � I Uо (�) ld�+ ---лh 2 
�OO sh dx 

, (в вычислении I Ll/1 (0)1 нами принято, что h < �) . 

( 1 О) 

( 1 1  ) 

4. Рассматриваем теперь ошибку в вычислении " комплексно-сопряжен­
. ной функции V (О) : 

'Отсюда 

00 
v (О) = 

d: 2j U (nLlx) 
n�x '  n=-СХ) 

со со 
� 2 (' " 1 2лnх Ll (х) = V (О)

, 
- v (х) = Jt 2j .) U (х) х COS � dx = 

со со 00 
/1=1 -00 

2 (' (' 1 � 2лnх 

= л2- 2} .) U o ·(�) d� .)  х �2 + (х _ �)2 COS l5:X dx. 
/1=.1 -00 -00 

\ 

( 1 2) 

( 1 3) 

( 1 4) 

· .отметим, что при использовании формулы ( 12) член при n = О нужно при-дИ( ) • 

нимать равным дХ
Х ' " " " 

5 .  Рассмотрим теперь погрешности , возникающие при вычислении 
спектральной функции по квадратурной формуле (2) . 

Итак, пусть задана некоторая потенциальная функция U (х) . Опреде-
. ляем для нее спектральную функцию . 

00 
s (w) = iл " 2j U (nLlx) е'W/lдХ. ( 1 5 )  

n=� 

·Очевидно, что S (w) будет функцией периодической - с периодом, равным 
"221 21 S ( ) " dX · �ли спектр� S (w)_ ограничить интервалом 

ь.х и сделать от w 
обратное преобразование, получим некоторую функцию -о (х) , которую 

" I :можно записать в виде 
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- 7t 

дх 00 
D (х) , � "� dW [Llx 2j U (nL\x) COS ffi (x - nLlх)] . ( 1 6) 

о · 11=-00 



; ' ЛолучеJ:lfIа� . таким образом функция а (х) обладает рядом интересных 
свойств. Прежде всего, U (х) является целой фуцкцией и, кроме , TOij'O, 
в узлах n /)'х fj (х) = U (х) и 

. . 

00 00 � u �(x) dx = /)'х 2J U (mix) ; 
-00 �=:-oo : 
00 , " � , 

� � . � и2 (х) dx = /)'х 2J и2, (n/),х). 
-00 n=-OQ 

Разность между U (х) и U (х) можно ВЫЧ!-I<;ЛИТЬ по формуле 

( '  

'" 
, LLlx 00 

/), (х) = [j�(X) - и.(х) . = + � dffi [ � U (t) COS ffi (х - t) dt + 
t\.o -00 

-, . 00 00 , " .  
+ 2 2J � U (t) cos ffi (х.- t) cos 2�:t dt] .. 

n=1 -00 . ' , ' " . 
J 

У читы'вая, что 
, 00  . 

U - 1 (' �иo (1;) 4.1; , (t) - n ;) 'l�2 + (t - 1;2) • 
-00 

окончательно . получаем 
. nх i /)'х 
= 

sin тх 
1т r � ио (1;) 

n J n , 

Таким образом, 

. -оо. siп /:1Х (1;J+ t�) 

. 
1 ·  1 [ с I � (х) 1 -< n . ,n� I J I'sh- ' -00 'о /:1Х Ь 

1 • 
х -:-:- (� - i�) d�. 

U о (1;) I d�. 

в частности, для аномалии U (х) от простого ПО.7Jюса, 
nх ' 

sin -. дх _ 
. Л;� • . sh � иХ , 

( 17) 

( 18) . ; 

(1 9) 
. , . , 

. .  , I 

: . .  , , " ·-· .... f 

' - f', .. ' 

(20) 

(2 1 )  

(22) 

На основании выражения ( 16) легко �олучить известную формулу Ренбоу 
для аналитического продолжения потенциальной функции в нижнее полу­
пространство: 

� 1 
И (О) = n 

" 
дх 00 � efl"'deo [/),x: 2J U (n/),x) cOS ffi (n/),х)] -' 

о n=-оо 

(23) 

Ясно, что формула Ренбоу дает аналитическое продолжение . Й (Х) , а не 
U (х) . 
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'Вос,f.юльзовавиlИСЬ выражением (15) ,  ВЫВОДИМ для двуос фу-нкций ,и 1 (х) 
И U 2 (Х) <соотноше1IИЯ: 

00 
Sl «(() = �: � Ul (n�X) eiront:.x; 

n=-'ОО 
00 

S2 «(() = �: � U2 (k�x) eirok.t:.X. 
k=-oo 

Orсюда 
,. 

t:.x 00 00 
21& � Sl «(() S2 (W) dw = �x � Ul (n�x) U2 (n�X) =  � U1 (X) U2 (x) dx. 

n n=-оо -00 - t:.x 
(24) 

Выражение (24) может служить основой для анализа других вычислительных 
с;х;ем, когда функции оп-ределяются на равномерной сети дискретных точек. 

Используя формулу (4) , можно определить tпогрешности вычисления 
определенных интегралов по рассмотренной квадратурной формуле и для 
функций, заданных на плоскости. 

Теперь рассмотрим, какие погрешности могут возникнуть при исполь­
зовании квадратурной формулы (2), ,если ограничиться конечным числом 
членов. Проследим погрешности на примере гравитационной аномалии �g. 

Итак, пусть гравитационная аномалия �g вызвана некоторым {Д<ВУХ­
мерным телом, ограниченным в вертикальной плоскости. 

Тогда 

�g (х) = 2k �� а (1; , �) �2 + (; + �)2 d1;d� , 
D 

где D - область, занимаемая возмущающим телом; 
�, � - координаты возмущающего тела; 

а - избыточная плотность тела, а > О. 

(25) 

Начало координат в формуле (25) принято в некоторой точке N, вы­
бранной так, что вертикальная прямая , проходящая через нее, расположена 
вне возмущающего тела. 

. 

Таким образом, 

�g2 (х) <k2 �� а (1; ,  �) d1;d� ��.a (1;,  �) I�2 + (;2� �)2]2 d�d� < 
D D 

< 4k2 �� а (1; ,  �) d�d� �� а (� ,  �) L�"; �2 . �2 � х2 d1;d� , , (26) 
D D 

Предположим, что все члены в формуле (2) , расположенные справа от точки 
N, отсутствуют. Следовательно, дополнительная погрешность, которую мы 

00 
вносим этой операцией в вычисление S I1g2 (х) dx, будет оцред�ляться нера-

-00 
венством 

00 

n=о 

50 . 



ВЬLражеН!lе, заключенное в квадра'FНЫХ скобках , можно, исходя 'из (З) , 
пре@бр-щюва:гь: 

00 00 00 00 
А � ;;, _ .\ ь d ':IV \ � J,,,nx _ 
tlx � ,�2 + �1Z��)� - J {? + х2 Х + 2 L:.J .)  �2 + х" cos дх dx -

Orсюда 

n=о О '1�l О 
"!: 

_ ' 00 2пn!: - Ах 
= f:l1 + 2 � е---zx] = i { 1 + � J . 

n=l sh Ах 
, ,п� 

�28) 

I!.х i I!.g' (nl!.x) "; 2kn � о «. с) d�d� �I о (� .  с) dЩ) �,,' <' [ 1  + :: ;� ] ..;  
(29) 

где �1 - глубина до верхней границы тела. 
Пусть теперь аномалию l':.g (х) необходимо пересчитать на некоторую 

высоту h по квадратурной формуле (2) , ограничиваясь членом :х ' Тогда 
погрешность, которая возникает в вычислении l':.gh, можно оценить сле­
дующим образом: 

(ЗО) 

Если Зl':.х < �, то значением второго интеграла в формуле (ЗО) можно пре­
небречь, так как его величина в этом случае составит десятые процента 
от первого интеграла. Следовательно, 

00 00 00 
[Ol':.gh (0)]2 < �2 � l':.g2 (х) dx � [h2 � х2JЗ dx < i" . h" � N2 � l':.g2 (х) dx < 

N N N 

-00 
и ошибка в вычислении l':.gh (О) с увеличением N уменьшается. 

(3 1 ) 

Таким образом, при использовании квадратурной формулы (2) при 
уменьшении l':.x ошибки уменьшаются по экспоненциальному закону, 
а при увеличении N - по степенному закону. 

В заключение отметим, что для каждого l':.x существует определенный 
класс функций М (l':.x) , для них квадратурная формула (2) при вычислении 
определенных интегралов дает точное значение. К классу М (l':.x) относятся 
все функции, у' которых спектральная функция имеет протяженность по оси 
<U меньше :х ' Кроме того, к этому же классу М (l':.x) (как следствие из 
формулы суммированияl Пуассона) относятся различные ступенчатые функ-

4* 
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ции с о�нованием ступеней, pa�HЫM D..x, и различные линейные комбинации 
этих функций со взаимными операциями сдвига. Пользуясь фОРМУ.l10Й 
суммирования Пуассона, можно также показать, что все функции, при­
надлежаЩl;lе классу М (D..x) остаются в этом же классе при различных 
линейных ' преобразованиях типа свертки. В частности,' отсюда следует, 
что аномалии D..g, Za и их производные от различной комбинации прямо­
угольных тел, имеющих основание D..x, постоянную плотность и интенсив­
�O�TЬ намагниqения по горизонтали, ' относятся к классу М (D..x) . К:роме 
того, различные методы сглаживания этих аномалий,  осуществляемые 
интегральными преобразованиями типа свертки, оставляют полученные 
аномалии в классе М (D..x) . 

Аналогично можно построить класс функций М ( D..x) и на плоскости . 

" /  . 



Н. Н. Черп ая, А. В. Черn'Ьtu 

ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
РАЗЛОЖЕНИЯ ГРАВИТАЦИОННОГО И МАГНИТНОГО ПОЛЕЙ 

ПО СФЕРИЧЕСКИМ ФУНКЦИЯМ 
НА ЭЛЕКТРОННО-ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ МАШИНАХ 

При изучении фигуры земли и глубинного строения недр часто исiюль­
зуется разложение гравитационного или магнитного потенциала и по 
сферическим функциям 

со " 
и = 2J 2J (a"i cos iл + b"i s in iл) P� (s in ер) , ' " =0 i=O 

где ер, л - географические координаты; 
Р" (sin ер) - главный сферический многочлен ;  

i . _ diРn (siП qJ) . 
Р n (sш ер) = d (siп qJ) i . cos' ер. 

в настоящей статье рассматриваются алгоритмы вычисления коэффи­
циентов ani и bni в разложении по сферическим многочленам некоторой 
функции, заданной на сфере в узлах либо регулярной , либо нерегулярной 
сети. Приводятся также оценки этих коэффициентов. 

1 .  В ы ч и с л е н и е к о э Ф Ф и ц и е н т о в a"i и bni п о к у б а -
т у р н ы м  ф о р м у л а м . Пусть на сфере D = {- ; < ер< � ;  О < Л< 2Л} 
радиуса R в географической системе координат задана фующия t (ер , л , 
являющаяся элементом гильбертова пространства , т. е. t (ер , л) E L2• Тре­
буется найти элемент Sm (ер, л) наилучшего приближения к t (ер, л) Е L2 
В смысле метрики пространства L2 в линейном подпространстве Н т (S т) 
гильбертова пространства Н т с:: 1-2' поролщенном системой основных сфе­
рических многочленов степени m .  

Запишем систему основных сферических многочленов степени т: . 
( 1 )  главный сферический многочлен 

. 1 dm (sin2 qJ _ 1 )m 
0/ тО (ер , л) = Рт (sIП ер) = -m- . т 

. 2 ml d (SШ qJ) , 

который можно переписать, воспользовавшись формулой бинома и произ-
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ведя дифференцирование, в виде 

Е [ � ] 
'P'mo (<p, A) �' 2J 

k=O 
(_ 1 ) k (2т - 2k) !  . m-2k -:::,-:---'----'-----'--- slП  <р, 2mk! (т - k)! (т - 2k) ! 

где символ Е [ � ] означает целую часть числа �; 
(2) присоединенные многочлены m-й степени 

и 

dnF т (sin <р) 'Р' mn (<р,  А) = cos ПА cosm <р ----­

d (sin <р)" 

Е [ m;" ] 
2J 
k=O 

(_ 1 ) k (2т - 2k) ! -_'----'----'--__ --'-_---,- sin m-zk-n <р 
2mk! (т - k)! (т - 2k - n) ! 

= cos ПА cosm <р 

Е [ m;" ] 
Q,nn (<р, А) = sin ПА cosm <р 2J 

(_ 1 )k (2 111 - 2k) ! si nm-Zk-n <р. 
2mk! (m - k) ! (m - 2k - n) !  , k=o 

Тогда многочлен наилучшего приближения S� (<р, л) будет 
т n 

Sm (<р, А) = 2J 2J [аniЧ' n' (<р ,  А) + Ьnдn; (<р, А)] , 
n=О ,=о 

( 1 )  

(2) 

(3) 

где коэффициенты аn; и bni, как это следует из общей теории [ 1 ] , находятся 
по формулам: 

2n + 1 (n - i) ! � \ . аn; = ? • ( + ') ' t (<p ,  А) ' Р'n, (<Р, А) dб, �Л n l .  
D 

2n + 1 (' аnо = � j t (<р , А) ' '0/ пО (ер , А) dб;  

2n + 1 Ьn; = --- . 

2л . 

D 
(n - i)! (' . 
(n + i)! j t (<р , л) Q" , (<р, А) dб , 

D 
Ьnо = О 

(4) 

(dб = R2 cos <р d<pd л - элемент поверхности сферы радиуса R).  Величина 
наилучшего приближения определится по формуле 

67n = Il f - Sm jj2 = ({, t) - (Sm, t) = :  

т tn n 
_ 

(' 
t2 ( А) d � 4л 2 � � 2л (n + i) !  2 Ь2 - j . <р, б - LJ 2n + 1 аnо - LJ LJ 2n + 1 (n - i)!  (аn, +  ni). 

D n=О n=1 '=1 
(5) 

В большинстве случаев интегралы (4) , (5) не выражаются через эле­
ментарные функции, поэтому приходится прибегать к их приближенному 
вычислению. 

Пусть функция t (<р, А) задана по регулярной сети в конечном числе 
точек t-r: = {<р , A-r:} пространства D и имеет конечные частные производные 
по <р и А вплоть до 4-го порядка и конечную смешанную производную 8-го 
порядка. Тогда двойные интегралы (4) и (5) могут быть вычислены прибли­
женно по одной из наиболее простых, но дающих удовлетворительную 
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точность формул численного интегрирования замкнутого типа * .  Разобьем 
отрезки [- � , �. ]  и [0,2л:] соответственно на q и ,  равных частей длины 
h n 2n б 

' u Ф 
= 2q = 2:r и о означим, значения подынтегральнои ункции в соот-

ветствующих точках области D через g (О" О) = f (О, О) Ч' nl (О, О) , g ( 1 , 0) = 
= f (1 '0) ' ЧГn1 ( 1 , 0) , . . .  , g (k, О) = f (k, О) ' Ч'nl (k, О) , � . .  , g (О, j) = 
= f (О, j) . чг nl (О, j) , . . .  , g (2q, 2,) = f (2q, 2,) . Ч' nl (2q, 2,) **  так, что 

g (i , j) = g e: , i; ) ,  i = 0, 1 , 2 ,  • • •  , q ; j = 0, 1 , 2 ,  • • •  " .  

Применяя повторно обобщенную формулу Симпсона к внешнему и 
внутреннему интегралам, получим 

2 2" � d<p � g (<p, л) dл = 1�;Г {g (O, О) + g (O ,  2Г) + g (2q , О) + g (2q, 2,) + 
" о 
2 

q r q г4 

+ 1 6 � 2J g (2k - l ,  2j - l )  + 8 [ 2J 2J g (2k - 1 , 2j) + 
"=1 j=1 "=1 [l=1 

q-1 r q-1 г-l q 
+ 2J 2J g (2k, 2j - 1 )] + 4  [�  � g (2k , 2j) + 2J g (2k - 1 , О) + 

k=1 j=1 "=1 /=1 k=1 
q r r 

+ 2J g (2k - 1 , 2r) + � g (О , 2j - 1 ) + 2J g (2q, 2j - 1 )] + 
k=1 j=1 j=1 

q-1 , q-l г-1 г-1 
+ 2 [ 2J g (2k, 0) + 2J i (2k , 2r) + 2J g (0 , 2j) + 2j g (2q, 2j)]} + Rm. 

"=1 "=1 j=1 j=1 
Величина остаточного члена Rm оценивается по формуле { n6 д4g (<Р1, "'1) nб д4g (СР2, "'2) n10 д8g (<рз, "'з) } 

R т = - 2445q� д<р4 + �5г4 д",4 + 25452q4r4 д<р4д",4 , 
n n .  ' 

где - 2 � ер, <;; 2' О <;; Л, <;; 2л:, t = 1 , 2 , 3. Приведенная кубатурная 
формула позволяет найти приближенные значения anl, Ьn; и бm• 

Пусть функция f (ер, л) задана в узлах t", нерегулярной сети и имеет 
непрерывные частные производные по <р и л l -го порядка на множествеD. 
Разобьем множество D на N непересекающихся сферических , прямоуголь­
ников 

даk/ = {ер" <;; ер <: <р"+1, Лj <;: Л <;; ЛjН}, даkj с1 дар! = О, k =1= р, j =1= l 
так, чтобы в центре каждого из них было известно значение функции. При­
нимая в пределах каждого сферического прямоугольника дарj f (m 1 

,Р+ 2'''  
Л ,  1 )  = f (t",) = const ,  найдем приближенные значения интегралов в (4) 1+ "2 
и (5) . Тогда, например, значение аn, примет вид: 

" 
2 2" 

2n + 1  (n - ь) !  • (' (' 
аn! = ----:2л (n + i)! R" .) d<p .) f (ер, л) Ч' nl (<р, л) cos <рdл ;::::; 

" о 
2 

* Формула численного интегрирования называется формулой замкнутого типа, если 
концы промежутка интегрирования являются узлами интерполирования. 

** При вычислении Ьn" функция g (i, j) равна g ( i, j) = f (i, j) .  Qnk и, j) . 
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· ]  

л j+1 'l>P+1 
. Х [ � cos i лdл � cosn+1 ер si nn-2h-i ерф:р ].. = 

Лj , • 'l>p , 

2n + 1 (n - i)! 
� (n + i) ! 

n-i 
N � . [ -2-] 

_-,--С ---'.1 )_k ,-(2_n _2_k)'--..! 
_ t (t,,) х 

2nk! (n - k)! (n - 2k - i)!  
R2 

� 
2} 

k=O 
'l>P+1 

Х [ ;  (sin iЛj+l - sin iЛi) � cosn+l ер sinn-2"-1 ер dep 1. . 
'l>p 

Значение последнего интеграла зависит от четности чисел (n +- 1 )  
и (n - 2k - i) . Так, при (n + 1 )  нечетном имеем 

N Е [n-;i ] 
� 2n + 1 (n - i)!  R2 "" "" аn; � 2n i (n +  i)! .LJ .LJ 

"=1 k=O 

( - 1 )k (2n -'2k)! 
f (t,,) х 

2" k !  (n - k)! (n -,2k_-�i)! 
. .  . .  sш q> " .L  {' ' n-2k-i+l [ 

Х (SШ lЛj+l - SШ lЛj) 2n - 2k - i + 1 cos ер I 
n 
\ 2'1' ( � ) ! (2n - 2k - i - 2'1 - 1)1 1  * ] /'I>P+l} + � COSn-2У ер • (6) 

'1'=1 ( � - '1) ! (2n - 2k - i _ 1 ) ! !  'l>p " 

Если же (n + 1 )  и (n - 2k - i) четные числа, то 

N Е [n;-i] 
2n + 1 ( n  - i)!  

R2 "" "" ( - 1 )k (2n - 2k) ! t аni � � i (n + i)! =1 �O 2" kl(n- k)! (2n _ 2k-i) !  f ( ,,) х 
{ sin n-2k-i+lep 

[ 
Х (sin iЛj+'[ - sin iЛj) 2n _ 2k _ i + 1 cosn ер + 

,, + 1  -
2
- - 1 

+ 
'1'=1 

n ! ! '(2n - 2!l - i - 2'1 - 1) ! !  
cosn-2Y ] 

(n - 2'1)! ! (2n - 2k - i � 1) ! !  ер + 

+ n! i (n - 2k - i + 2) ! !  [_ cos ер (s in"-2k-i-1ep + (2n - 2k - i + 1 ) 1 1  n - 2k - i 
n-2k-i - - 1 (n - 2k - i )" 2 (n - 2k - i - 1) ! 1  2 - '1 - 1 . .  )] + 2} (n _ 2!l - i ) " sinn-2k-i-ZY-1ep + 

'1'=1 2Y (n - 2k - i_- 2'1 - 1) ! !  2 - 1  . .  

+ --::--,-'(::-;
n :--;-_2k 

__ 
i 
__ 

1 ),--! 
_
! _ ер -} J'I>'I>Pp+l • 

n-zl'-i 
2

--2- (n - 2:- i ) ! 
(7) 

* Символ n ! !  обозначает произведение натуральных чисел, не превосходЯlЦnХ n �} I 
одной С ним четности, так что, например, 5 ! !  = 1 · 3 · 5. 
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При нечетном (n � 2k - i) 

N Е [ n-;' ] 
� 2n + 1 (n - i) ! R2 J; '" (- 1),' (2n - 2k) ! f (t ) аn; � � i (n + i)!  , "'::1 {;;о 2nk! (n _ k)! (n _ 2k _ i) ! , '" Х 

. . . . { cosn+2qJ [ .  n-2k-i-1 Х (slП L Лj+1 - SIП LЛj) - 2n _ 2k _ i + 1 SIП ер + 
n-2k-i-1 2 

+ < � У=1 
( n - 2k - i - 1 ) , 2У 2 • (2n - 2k - i - 2! - 1 ) ! !  
( n - 2k - i - 1  ) ' 2 - !  . (2n - 2k - i - 1 )! !  

} I'PP+t s inn-2k-i-2Y-1ep ] 'Рр • 

(8» 
Заменяя в формулах (6)-(8) множитель (sin i Лj+1 - sin i Лj) мно­

жителем (cos i Лj - cos i Лj+1) , получим выражения для коэффициента ЬnС 
в зависимости от четности показателей степеней синуса и косинуса. 

Найдем теперь остаточный член Rn (f) формул (6)-(8) . Воспользо­
вавшись указанными свойствами функции f (ер , л) , Rn (f) , его можно предста­
вить в виде 

N 
Rn .(f) � 2n2�1 i�+��� { � f (ер, л) чrni (ер, Л) dcr - L; f (Ч � Ч'ni (ер, л) dcr} <  

D "'= 1 да", 
N 

:::;::,2n + 1 (n - i)! '" \' I af (qJ, k) ( ) "'" --zп- (n + i)!  L.J � шах taqJ ер - ер Р+ !. -"'=1 да", 2 
дf (qJ, л) I -

дл (л - л j+�) чr n; (ер, л) dcr < 
2 

" N , _____ 2n + 1 (n - i)! '" { I af (qJ, л) 1 \' """ -2- -( -'-' ) , L.J шах д . � (ер - ер 1 ) 'р' n; (ер , л) dcr + 1t n т L • -:=1  ' L qJ дa� Р+ 2" 

I af (qJ, л) I \' } + шах дл . � (л - л .+ �) 'р' n; (ер , л) dcr . 
да", 1 2 

(9� 

Остаточный член Rn (f) формул для вычисления коэффициентов Ьn; 
получается из (9) заменой функции Ч' n; (ер , л) функциями Qni (ер. л) . 

2 .  В ы ч и с л е н и е к о э Ф Ф и ц и е н т о в ani и Ьn; м е т о Д о М, 
н а и м е н ь ш и х к в а Д р а т о в. Пусть задана функция f (ер, л) , из­
вестная своими значениями в конечном числе нерегулярной сети точек 
t", = {ер"" л",} , 't = 1 , 2 ,  . . . , N, области D.  Значения функции f (ер, л) 
подвержены случайным ошибкам, например ошибкам измерения. Каж­
дому значению функции f (ер"" л",) сопоставляется действительное число 

N 
р", (О < р", < 1 ,  2J р", = 1 )  - вес этого значения. Требуется найти "'=1 
элемент наилучшего приближения к f (ер , л) в смысле метрики 

N 
б� = 2J Р", [f ([",) - Sm (t",) ]2 ( 1  О) 't =1 

конечномерного линейного пространства в линейном подпространстве 
Н т (Sm) основных сферических многочленов Sm (ер , л) степени m. Этот эле­
мент будет единственным [2] . 
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Коэффициенты аn; и Ьn; многочлена наилучшего приближения 
т n 

Sm (<р, л) = � � [аn; 'l' n; (<р, л) + Ьnдn; (<р, л) ] n=o i =o 
для f (<р, л) находятся из системы линейных уравнений 

т n 

т n 
� � {ani ('l'ni, 'Уn/) + bni ('Yn/, Qni) } = (f, 'Уn/) ; n=о ;=0 

� � {аni ('Уn;, Qnj) + Ьn; (Qni, Qn/) } = (f, Qn/) , j = 0 , 1 , 2 , . . .  , т, n=о ;= 0  
N 

( 1 1 ) 

где ('У ni, 'l' nj) = � р .. 'l' n; (<р .. л .. ) ,  чг nj (<р .. , л .. ) - скалярное произведение эле-"=1 
ментов чг ni (<р .. , лг) и чг nj (<р .. , лт) , принадлежащих подпространству Н т (Sm). 
Матрица 

- ('Уоо, 'Уоо) СР\о, 'Уоо) . . . ('Уmm , 'Уоо) (Q11 ' 'Уоо} . . . (Qmm, 'Уоо) 
('Уоо, 'У10) ('У10, 'Р\о) . . . .  (о/mm , 'Р'10) (Qll , ';Р\о) . . . (Qmm , �P\o) 

А = 

системы линейных уравнений ( 1 1 )  вещественная , симметричная и положи­
тельно определенная , поскольку определитель этой матрицы, составленный 
из скалярных произведений линейно независимых элементов ЧГrо, • . •  , 'l' mm, 
Qn, • • .  , Qmm, положителен. 

Для определения коэффициентов аоо , • . •  , аmm , ыl' . • • , Ьmm сфе­
рической функции т-го порядка необходимо решить систему линейных 
уравнений (т + 1 )2-го порядка. Реализация какого-либо метода решения 
.линеЙных уравнений на электронно-вычислительной машине обычно свя­
зана с размещением матрицы А и столбца свободных членов в оперативной 
памяти, которая имеет сравнительно небольшую емкость (до 4096 чисел) . 
В связи с этим на машине можно решить систему линейных уравнений 
не выше 62-го порядка, что дает возможность определить максимум 6 сфе­
рических гармоник. Однако при решении ряда геофизических задач при­
ближение табличной функции сферической функцией вплоть до 6-го порядка 
оказывается слишком грубым. :Аиже рассматривается вычислительная схема, 
которая ПОЗВОЛЯеТ построить сферическую функцию вплоть до т-го порядка. 
При этом коэффициенты сферической функции т-го порядка определяются 
последовательно из систем линейных уравнений, максимальный порядок 
которых не превышает (2т + 1 ) . Так, для определения коэффициентов 
сферической функции вплоть до ЗО-го порядка потребуется последовательно 
решить Зl систему линейных уравнений, начиная от 1 -го и кончая бl -м 
порядком, в то время как для одновременного вычисления всех коэффициен­
тов потребовалось бы решить систему линейных уравнений 961 -го порядка. 

Пусть численно заданную функцию f (tT) нужно представить в базисе 
основных сферических многочленов т-й степени с погрешностью, не пре­
вышающей 8 > О. Будем искать наилучшее приближение f (tT) гармони­
кой So нулевого порядка в смысле метрики ( 10) ,  т. е. 
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Если бо > В ,  ТО, вычислив в ка�кдой точке t-r оБЛ;iСГИ D остаточный член 
Ro и) = f (Ч - So, 

!Найдем наилучшее приближение Ro (!) гармоникой SI (qJ, л) 1'-го порядка 

bi = min 11 Ro и) - S1 112 • 
{ан. Ьн} 

При б1 > В вычисляем ФУНКЦИЮ F 1 (t-r) в точках t-r обдасти D 
Р1 (t-r) = So + SI (t-r) 

и остаточный член R 1 (!) 
R 1 (f) = f (t-r) - Р1 (t-c) , 

затем находим наилучшее приближение R 1 (f) гармоникой S2 (qJ, л) 2-го 
порядка и т .  д. Вообще на n-м шаге наилучшее приближение Rn-l (f) гармо­
.никой Sn (qJ, л) Е Н т n-го порядка отыскивается в виде 

б� =  min I I Rп-1 (f) - Sn I12, 
{ani' bni} 

{'де 
N n n 

c� = � Р-с { R�-1 (f) - � � ani [ank'P' nk (t-c) Ч' ni (t-r) + bnkQnk (t-r) Ч' ni (t-r) ] --с=1 i=o k=o 
" " 

- � � Ьn!" [a"k qr "k (t-c) Qni (t,,) + bn/.Q"k (ч Qni (t,,)] } .  ( 1 2) 
;=1 k=O 

Если бn > В , то вычисляется функция p� (t,,) 
" 

F n (t,,) = � S; (t-r) ;=0 
Б точках t" = {qJ" , л,,} области D, а затем остаточный член 

в тех же точках. Далее отыскивается наилучшее приближение R" (f) 
гармоникой S"+l (qJ, л) (n + 1 ) -го порядка и т. д. Процесс вычисления 
останавливается на т-м шаге, как только бn+m < в. Таким образом, коэф­
фициенты a"i и bni гармоники n-го порядка 

" 
S" (qJ, л) = }J [а"Л' п; (qJ , л) + b,,;Qni (qJ, л) ] ,  ,"=О 

l(Qторая является элементом наилучшего приближения для R ,,-1 (п , находятся 
из системы линейных уравнений (2n + l ) -ro порядка: 

n 
� {аn; (Ч'''i , 0/,,/) + b,,; (Qni, Ч'пj) } = (Rn-1 (f) , Ч'"j) ; ( 1 3) ;=0 

" 
lJ {аn; ('0/,,;, Q,,/) + Ь,,; (Qni, Q"j)} = (R"-1 (f) , Q"j) , j = 0 , 1 , 2 ,  . . . , n .  ;=0 
Матрица В этой системы уравнений так же, как и матрица А,  является 

вещественной, симметричной и положительно определенной. Однако прак­
тически матрица В может оказаться особенной. Действительно, при числен­
ном решении систем линейных уравнений, возникающих при решении прак­
тических задач, сталкиваются с тем, что элементы матриц этих систем 
и свободные члены известны лишь с некоторой степенью точности. Так, 
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в процессе вычисления элементов матрицы В неизбежны округления чисел� 
.кроме того, не исключена возможность практически получить линейно за­
висимые элементы в матрице В, поскольку функция f (t,,) задается прибли­
женно в узлах t", . {ер"" Л't} нерегу.hярноЙ сети и система оказывается He� 
совместной, Неточность исходных данных порождает ошибки в решении ,  
Причем оказывается , что решение системы линейных уравнений с плохо 
обусловленной матрицей определяется со' значительно меньшей точностью, 
чем точность коэффициентов и свободных членов [3, 4] ,  Однако и плох(} 
обусловленная система несет некоторую информацию, заключенную в дан­
ных задачи и которую необходимо сохранить в решении,  .как будет пока­
зано, это можно осуществить преобразованием векторов-столбцов маТРИЦЬD 
В к ортонормированному базису, 

. 

Для характеристики матрицы с точки зрения ее обусловленности пред­
ложены так называемые числа обусловленности [3 ,  5 ] ,  Одно из них, а именно 
N-число Тюринга, определяется так: 

N - число = _1 N (А) N (A-l) n 

и 

N (А) = -V-Sp А' А = 

где N (А) - норма матрицы, 

n I! 
� ", 2-LJ LJ aij , 
[=1 i=l 

Наименьшим значением N-числа является единица ,  оно достигаtТС5J 
единичной матрицей как «наиболее обусловленной», Большие значения: 
N-числа характерны для плохо обусловленных матриц, . 

Следовательно, если преобразовать систему векторов Ч'nо = {Ч' пО и",)} , 
Ч'ni = {Ч'ni (t't)} ,� аn; = { аn; и",)} , i = 1 , 2 ,  . ' "  n ;  't = 1 , 2 ,  . , . ,  N, 
к ортонормальному базису с метрикой ( 10) ,  то тем самым будет получена 
«наиболее обусловленная» система линейных уравнений в этом базисе, 
поскольку матрица В симметрична. Необходимо отметить , что эта ортонор­
мировка не изменит устойчивости решения системы линейных уравнениii 
в том смысле, что невозможно уменьшить неустранимую погрешность , по­
рождаемую этой системой, 

В процессе ортонормирования системы векторов будет установлена 
их линейная независимость или линейная зависимость. Если процесс орто­
нормирования применяется к системе линейно зависимых BeJ<TopoB, то 
обязательно окажется построенным нулевой вектор . Это произойдет в пер­
вый раз точно на (2г. + l ) -M шаге, если векторы Ч' по = {Ч' пО (t",)} ,  Ч'111 = 
= {Ч' 111 (Ч}, Q;a = {Q"i (tJ} , . . . , чг nг = {Ч' nг (t",)} , аnг = { аnг (t . .) 
линейно независимы, а векторы Ч'nГ+l = {Ч'nгн (t't) } , Qnr+1 = { аnt'+1 (t",)} r­
't = 1 ,  2 ,  . . . , N являются их линейной комбинацией . 

Прежде чем переходить к ортонормированию векторов, сделаем следую­
щие замечания . Норму элемента Ч' n; Е: Нm определим в смысле введенного, 
скалярного произведения 

( 1 4) 

и будем считать вектор Ч'nГ+1 = {Ч' nг+1 (t",)} нулевым, если по модулю он 
меньше или равен неустранимой погрешности а* решения системы линей­
ных уравнений. М. М. Лаврентьевым [6] показано, что неустранимая по­
грешность решения в ортонормированном базисе системы АХ = В, св 0-
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,бодные чдены bj которой известны с точност�ю 1 8j 1 < f1, может быть оце­
нена . ,. . 

а* = Vj�l 87 < -уn f1 .  

,Эта оценка существенно не  мо?Кет быть улучшена .  
Известно [ 1 ] , что систему ортонормированных векторов ЧГ n ;  = 

= {О, О, . . .  , l j ,  , О}', ' Qni = {О, О , . . .  , Oj, l j+1 " ' "  О} , 
i = О, 1 ,  . . .  , г ;  j = 1 ,  2 ,  . . . , r + 1 ;  r < n ,  мощно выразить в виде 
линейной комбинации линейно независимых '" векторов ЧГ n; " {ЧГ n;' Ц-r)}; 
Qni = { Qni (t-r)} ,  i = 0, 1 ,  . . .  , г ;  .. = 1 , 2 , • . .  , {, . . .. . , N; r � N,  
следующим образом. В качестве пеРВ9ГО вектора вь�б��аН?т , . 

, \: J' • 'У пО' 
11 - l '  1 пО' = 11 'У пО' 11 ' r пО 1 = 1 . 

Затем составляют элемент чr�1 =  ЧГ ;1 1+ аО'2о/ пО' И подбирают аО'2 так, чтобы 
'(ЧГ�1' ijr пО') = О, т. е. 

ЛОСI<ОЛЫ<У 1 1 ЧГ�1 1 1 > а* , то в качестве второго вектора ЧГ n1 берут 
- '1" 1 -
0/ n1 = � ,  11 0/ nI 11 = ] .  
. • JI 'УnI 11 

Составляют далее элемент Qn1 ':'-' Qnl + аазlУ'�о + а2зW n1 И подбирают 
аО'з и а2з так, чтобы (чr пО' ,  Q�1) = ( Q�1' ЧГ n1) = О. 
'Очевидно, что 

rJ-СЗ = - (QnI' 0/ по) , 
а23 = '- (Qn1 , 0/�1) ' 

Так как 1 1 Q�1 1 1 > а* , то в Кqчестве третьего вектора Qn1 берут 
- Q�l -QnI = -=--ifi ' 11 Qnl ll = 1 .  

11 Qn1 � 
Пусть уже построены (2г - l)-е векторы 'Р' пО', ЧГ n1, Qn1" • •  , 0/  nг-1, Qnr-1, 

I'акие, что ii 'P'no ii = ii ЧГn1 ii = fi Qnl ii = . . .  = ij Ч"nг-1 ii = ii Qnг-�j= l , (ЧГni, Ч"nj) = 
= (ЧГni, Qnj) = (Qni, Qnj) = О при i =f== j, и вектор чr�i является линейной 
КQмбинацией 'Р' пО', ЧГ nl, Qn1' • . • , ЧГ nг-1, Qnr-1 ' Затем строятся элементы , 

Т-1 Г-1 
'P'�, = 0/ nг + L] ааг, 2iЧГ n; + L] а2г• 2i+lQni; 

' =О' '=1 
( 1 5) 

* Исходя из сделанного выше замечания, векторы 'l" ni ' Q ni ' i = О, 1 ,  . . " , r + 1 ,  
считаются практически линейно зависимыми, если и х  линейная комбинация мень'ше или 
равна неустранимой погр�шности а*.  
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и П0дби·раl0ТСЯ числа IX2г,' 2;, IX2г ,  2;+1, IX2r+1, 2i е1:2г+1 ,  2i+1 так , Ч110бы {IY�r ,  чr nt� = 

(Ч'ni, Q�r) = Ф-�г, Qni) = О ,  i = О ,  1 ,  • . .  , г - 1 ,  т. е .  

IXи, 2i = - .('Ч' nг,"':I! ni) ; 
IX2г ,  2;+1 = - ('0/ nг , 0/ ni) ; 
IX2Г+1, 2; = - (Qnr , .;yni) ; 
IX2r+,l, 2i,ol;1 = - -(Qnr • . Qni) , 

Так �a'K ''Y�, и Q�r ·есть линейная комбинация векторов Ч' nо, ·Ч' nl, ·Qnl" " 
. . , 'I' nг-.1' ;Qnr-l и 'ООО'РветствеНН0 'BeKIfOpOB iqг nг или 'Qnr , '](0'Горые 'в�оДяТ' 

в Ч'�г или Q�r с коэффициентом, равным еДинице, и ПО�ОЛI>КУ BeKTQ,PЬE 

Ч' по, 'I' nl. Qnl, • • •  , Ч' nr-l, Qnr-l, :чг nг ( Qnr) линейно независимы, то· 
/i Ч'�г 1 1 > а* и I I · Q�rl l> а* . Это дает возможность построить 2f-Й вектор-

и (2г + 1 )-й вектор 
- ��, - 1 
Qnr = ---=;-- . 11 �"Jnr 1 = 1 . 11 Qnr ll 

Процесс ортонормирования остановим на (2г + 1 )-м шаге (г < n) , КОГД(1! 

модуль вектора W�r�l' либо :Q�r+1 окажется ,равным или меньше неустра­
нимой погрешности а* решения СИСlfемы, т. е. когда 

, 11 'Y�гн " < (1: ,или 11 Q�r+lJII < (1.." 

Итак, в процессе ортонормирования системы столбцов матриды в­
(2n + 1 )-го порядка будет найдена максимальная практически линейно. 
независимая подсистема, СОСlI'оящая из (2г + 1) < (2n + 1 )  столбцов,. 
причем (2г + 1 )  > (2n - 1) .  Очевидно, что решение переопределенной 
системы линейных уравнений (2г + 1 )-го порядка практически ничего уже: 
не даст, поскольку ЩЮ позволит построить гармонику г-го порядка .(г < n.) , 
а такая гармоника построена уже раньше при решении системы линейных 
уравнений (2г - 1 )-го порядка. 

В ортонормированном базисе система ( 13) имеет вид: 

a�; = (Rn-l (п . '::i! n/) ; 
b�; = (Rn-l (f) . Qnj) , .i ,  j = О , 1 ,  . . . , n ,  

где 'I' nj и !мni - линейные комбинации ( 15) векторов Ч' по  = {Ч' no(t't)} .. 
'Уn; = {Ч'n;' Щ)} и Qni = { Qni (t't)} ,  i = 1 , 2 ,  . . . , n ; 't = 1 , 2 ,  . . .  , N.  
а элементы a�; и b�; - линейные комбинации аn; и Ьn; с коэффициентами. 
( 16) ,  а именно: I 

62 

n n 
a�o = 11 'р' по 11 аnо - 2J (1.0,2janj - � (1.o, 2i+lbnj; .j=l j=l 



Полученная новая еист.ема ·с Iправой треугольной хорошо обусловлен­
ной матрицей эквивалентна системе ( 13) :  

-11 'у пО " - IX02 - 'Ctоз -,1X04 • • • • • •  - 1X0,2n - IXO,2n+1- , -аnо 
о . . . . . 11 'o/�l " - 1X23 - 1X24 • • • • • •  - 1X2,2n - 1X2,2n+1  аnl 
О О • • . • • • " Q�i\ ll - IXЗ4 • • • • • •  - IXз,2n - IXз,2nН Ьn1 

, . 

о о о . . . . . . . . . . . . . . . . . .  'О "  'Y�n 11 - 1X2n,2n+1 аnn 
о .0 ,Q • • • • .  • • • • • • • . .  • • • • • • • • •  • • • • •  , 11 Q�n " _ ' _'Ьnn _ 

(R n-l и) , 'Р' nQ) 
(Rn-1 (f) , "у м) 
(Rn-1 {f) , Qnl) 

{Rn-1 (f) , о/nn 
_ (Rn-1 (f) , Qnn) _ 

При 'Решении этой системы затруднения це встретятся. Она позволит един­
ственным образом определить коэффициенты аn; и Ьn; в разложении 
f (<Р .. , 1.. .. ) по сферическим полиномам вплоть до n-го порядка. 

3. П р о  г р а м м а Д л я в ы ч и с л е н и я к о э Ф Ф и ц и е н т о в 
'йn! И Ьn! м е т о Д О 'м Н а и м е н 'ь ш и х к в а Д р а т о в .  Пр.ограмма 
определения коэффициентов аn! и Ьn; методом наименьших квадратов рас­
считана на абр?батку N значений (да 1 5 000 ) фующии f (t .. ), заданнай в уз­
лах ,неравнамернай сеl1И 'точек t", = {<р .. , л. .. } . Реализация наилуяшего 
приближения Rn-1 (f) гарманикой Sn ,(t) n-га парядка праИЗВ0ДИТСЯ па фар­
муле ( 1 2) .  Каэффициенты ani и Ьn! этай гарманики определяются из си-
стемы ( 17) , Ортанармираванные вектары чгnо, 'Р'nl' Qnl' • • .  , Ч'nn, Qnn 
находятся в виде линейнай камбинации векторав 'Р' пО = {'Р' по (t't)} , 
'Уn; = {'Р'n; (t't)} ,  Qni = { Qni (t't)} , координаты котарых вычисляются по  
фармулам ( 1 )-(3) . Числа 'а2Г,2Ё, а2Г2Ё+1, а2Г+1,2Ё и a2r+l,2i+1 рассчитыва­
ются па фармулам (1 6) , а затем нармы II'P' noll, IIчr�lll, IIQ�I I1, . . .  , "'P'�II11, 
II Q�nll - па фармулам: 1 N г-l Г-l 2 ' 

" P�г " = C�/'t'P'�r (Ч .L-i�\ lX:r, ц - i�1 O;�Г, 2i+1] ; 
1 N г-l Г-l 2 

11 Q�r "  = C�1 Р 'tQ�r (t't) - �1 1X�rt1. 2i - �1 a�ГH, 2i+1 ] • 

Палученные каэффициенты аnЁ и bni, а также среднее Rвадратическое 
приближение оп вывадятся на печать. Працесс вычисления коэффициентав 
аn; и Ьn; .останавливается на т-м шаге, как талька Оn+m <;;; 8. 

Затем каэффициенты аn; и Ьn; магут быть испальзаваны для интерпа­
ляции значений функции f (t .. ), заданнай в узлах неравнамернай сети, 
в узлы равнамернай сети тачек (<Ре , 1..0) '  (qJo + k дqJ, 1..0 + дл.) ,  
• • •  (qJO + kl!qJ,  1..0 + kДл.) , • . .  , k = 1 , 2 ,  . . .  , М.  / ... 
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Программа предусматривает; использование вн�шней памяти , .машины 
,магнитной ленты и барабана) . Мдгнитная лента разбивается на зоны, в кащ­
дой из которых записываются по 500 значений функции f (t-r;) и ее аргумен­
тов <р'!; И ').,Т. В операторном виде программу можно записать следующим 
��: ' . , , ' t '  А1А2АзА4А5АвF7АвА9АlOА11Р12 ),'1ЗП13 

t t '. ' " 
, , 

рвВ), 15Р 1БА16А17А18А19Р20 У22А21А22Е 23А24А25А26А27А28 
А29Азо:Р 3\ �432П 32:Р з\2),434РЗ� 3: З8А35АЗ6АЗ'7А38 FЗ9А40А41 , " 'А р" t 40 П Р t 40 ' 'а 42 43 ), 44 44 45 ,Н6 -:-. /' �в · 

А 1  - вычислительный (обобщенный) арифметический оператор для опре­
деления количества зон, занятых на магнитной ленте, и формирова­
ния команд для записи на магнитную ленту и считывания с нее. 

А2 - запись на ленту значений f' (<p-r;, ').,т) ' 
Аз - запись на ленту з начений <p�. 
А4 - запись на ленту значений ').,т .  
А Б  - вычисление аоо, Soo, Ro (!) и O�. ' 
А 6  - запись Ro и) на магнитную леljТУ. 
р 7 - формирование команд программы. 
А8 - считывание с магнитной ленты значений f (<рт , ').,т) , <P-r, Л-r .  

А9 - реализация формул ( 1 ) ,  (2) . 
A�o - реgлизация формулы (3) . 
А 11 - выч�сление коэффициентов системы линейных уравнеНI:IЙ (17). 
Р12 - сравнение ' счетчика с числом 500. 
П 13 - восстановление и переадресация команд про граммы. , 
Р14 - сравнение счетчика с числомЕ ( 5�O) - количеством зон' на  магнитн?й 

ленте. 
-р 15 - восстановле'ние и формирование команд программы. 
А 16 - определение коэффициентов ani и bni n-й гармоники путем решения 

системы линейных уравнений ( 17) .  
А17 - запись коэффициентов ani и bni на барабан.  
А18 - выдача, на  печать n ,  оп,  ani, bni. 
А19 - запись на барабан выполненной части программы (с А1  до A18). 
Р20 - сравнение счетчика с единицей. 
А21 - запись в мазу 2-й части , программы с перфокарт (с А22 ДО д46) ' 
А22 - запись .в мазу 2-й части программы с барабана. 
F 23 - формирование команд программы. 

" 

А24 - списывание с магнитной ленты значений Rn-1{f) , <рт, ').,т' 
А25 - вычисление Ч' ni (t-r;) . 
А26 - вычисление Qni (t-r) ' " 
А27 - вычисление Sn (t-r) = 2J {аniЧ'ni (t-r) + bni Qni (t-r;)} . 

i=O 
А 28 - вычи'слеiше Rn (() = Rn-1 (f) - Sn (t-r) ' 
А29 - запись Rn (f) на магнитную ленту. 
Азо - вычисление ОП . 
р 31 - сравнение счетчика с числом , 500. 
П 32 - восстановление и переадресация команд программы. 
Р33 - сравнение счетчика с числом заполненных зон на ленте E(5�O)' , 

Р 34 - сравнение вычисленного ОП с заданным 8 . 
А35 - запись на барабан 2-й части' програ?-4МЫ (от А22 до Я46) ' 



АЗ6 - запись в МОЗУ l -й части программы (от A1 дО А 1в) . 
АЗ7 - передача управления на начало программы (на F 7) для вычисления 

следующей гаРМОI-IИКИ.  
Азв - списывание с барабана коэффициентов ani, bni. 
F 39 - формирование команд программы. 
А.о - вычисление Ч' ni (Ц и Qni (t't) В 500 точках равномерной сети. 
А41 - вычисление S т (t't) В 500 точках равномерной сети. 
А42 - выдача на печать Sm (t't) . 
р 4З - сравнение счетчика с числом 500. 
П 44 - переадресация и восстановление команд программы. 
П 4е - сравнение счетчика с числом Е (5:0 ) , где М - количество точек 

равномерной сети. 
f/ 46 - останов машины. 

В заключение авторы выражают благодарность О. А. Калининой и 
Г. И. Каратаеву за помощь в работе. 
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з. В. Huuo.lI/bcuuu 

О ЧИСЛЕННОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 
С ПЕРЕМЕННОЙ ОДНОМЕРНОЙ СКОРОСТЬЮ 

Как известно, при интерпретации сейсмических данных существенную 
роль играют динамические характеристики волн. Более того, в настоящее 
время в сейсмике намечаются пути решения обратных динамических задач 
[ 1 ,  2 ] ,  т. е. непосредственного определения параметров среды по амплитуд­
ным характеристикам волн. 

В сейсморазведке при практическом решении многих задач динамиче­
ская интерпретация волнового поля используется недостаточно полно. 
Одна из причин этого - отсутствие относительно простых алгоритмов, 
позволяющих рассчитывать полные волновые поля в модели сред прсиз­
вольного вида. В связи с бурным ростом машинной вычислительной тех­
ники этот пробел удается в какой-то степени заполнить и предложить алго­
ритмы (легко реализуемые на ЭВМ) , с помощью которых можно определить 
полные волновые поля в моделях сред произвольного вида. 

В данной статье рассматривается один из таких алгоритмов и дается 
решение волнового уравнения (иначе, прямой задачи) в модели среды, 
скорость которой есть произвольная функция одной пространственной 
координаты z (глубины) . Начальное возмущение задается в виде бегущих 
сферических или плоских волн * . 

Решение задачи проводится в два этапа. На первом исходное волновое 
уравнение преобразуется и представляется в виде некоторой системы двух 
уравнений в частных производных 1 -го порядка. Во втором решается 
система методом конечных разностей (методом сеток) . 

К преимуществу предлагаемого метода решения задач можно отнести 
следующее: 

1 )  произвольность вида задаваемой функции скорости v (г) ; 
2) относительная простота реализации этого метода на ЭВМ; 
3) разностная схема, с помощью которой осуществляется решение 

прямой задачи ,  может быть обращена ,  в результате чего появляется воз­
можность решения обратных динамических задач. 

1. ПОСТАНОВКА 3АДА ЧИ 

Пусть задана модель среды, изображенная на рис. 1 . АВ - граница 
раздела двух полупространств: однородного 1 и неоднородного I I  (здесь 

* Решение для плоских волн получается из решения для сферических волн путем 
предельного перехода R. -'> 00. 
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уже учтена Qсевая симметрия задачи) . Скорость v (г) - произвольная не­
прерывная функция глубины z с ограниченной первой производной. В точке 
О находится точечный источник, «посылающий» сферические волны к неод­
нородной среде 1 1 .  

'���-----------------т-------r 
v=vo 

A-'-H'�'----\,---;r------------------\------,B 

z 

"":-' - -€1 
- - - - - - - - - - -о. 
- - - - - - - - - - - -°3 
- - - - - - - - - - -о. 

-
Пz 

Рис. 1 

11 v = u (z) 

- -€� 

3 а Д а ч а К о ш и .  Найти решение волнового уравнения 

1 a2q> (t, r, z) 
L1<p (t ,  г , г) = v2 (z) ' дt2 

при следующих начальных данных : 

<р (t, г ,  г) I = t (t - ';0) = l f (t - R / vo) ; • t",;;,/o ,;o R 
f (Т) = О при Т. < О, 

где L1 - оператор Лапласа; 
't' = R jvo - время пробега сигна�а в однородной среде · 1 ;  

R = 1 х2 + У + г2 = 1 г2 + г2 < Н; 

to = H/vo (Н - мощность верхнего однородного слоя) ; 
Vo - скорость в верхней однородной среде 1 .  

( 1 )  

(2) 

2. ПРЕОБРА30ВАНИЕ ИСХОДНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

в модели среды, изображенной на рис. 1 ,  проведем некоторую произ­
вольную линию z = го. Относительно этой линии зеркально отобразим 
верхнюю часть среды на нижнюю. Иначе говоря , перейдем к новой модe.tiи 
среды (рис. 2) , скоростной разрез которой зададим в виде: {V (г) при z < го; 

v (г) = v (2г0 - г) при г >  го . I (3) 

в этой новой среде (симметричной относительно линии z =го) рассмотрим 
произвольно выбранную переменную точку М (г ,  г) и два точечных источ­
ника О (О, О) и О (0,2 го) . Определим в такой среде две функции 't'z (О , г ,  г) -
время пробега сигнала от точки О (О , О) ДО точки М (г ,  г) и Т1 (го , г ,  г) . . -
время пробега сигнала от точки 01 (0,2 го) до точки М (г , г) . 

Будем считать, что точка М (г , г) лежит всегда выше линии г '= iOi 
(т. е. в старой, «невозмущенной» среде) . Если оперировать понятиями лу­
чей, вдоль которых , как мы . предполагаем, выполняется закон Снелиуса! 
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, sin 6 {г z) sin 60 
( ) .  = -- ,  то справедливы следующие соотношения: -v z vo 

z � 
(О ) 

sin 62 \' COS 62 d sin 62 -+ COS 62 -+ n2 't'z , Г , Z = � r + .) ----vщ г; grad т2, = v (z) [Г + v (z) k .= VТZ); 
о 

��----------------------г-------�:r 

О,(о,2го) z 

Рис. 2 .. 

. . i;.=Za 

(4) 

Отметим, что функции "2 (О , · Г , г) и '(1 (го , " г) построены
' таким образом 

(благодаря симметрии) , что 

't'2 (О, Г, г) /2=20 = "1 tzo , Г , г) \2= 20 ' 

Рассмотрим следующую систему уравнений: 

-+ 

-+ -+ 
n2 дСР2 d n2 СР2 А -+k В -k� -- -- = - gra ер. - - - + 2, СР1 + 2 ср2, V (z) at " v "];'2 ' 

(5) 

(6) 

·где "1>2' nl .2 определены из (4) , а коэффициенты А 1,2"  и Вц - из условий 
v(z) 

�� -+-+ '"""7 В nlk В n2k 2 d' n2 (В В 1 - + 2, - = -2- - lV - 1 + 2, = О) . v v v Т2 V 

(7) 

Допустим, что система (6) имеет достаточно гладкое 
следующим начальным данным: 

решение, отвечающее 
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Легко убедиться в том, что сами начальные данные (8) удовлетворяют сис­
теме (6) для однородной среды, так как в этом' слу�ае 

. � 
sin 62 cos 62 1 ")/-;;--;--n r � z -+ n2 '-2 (0 , r , г) = -- r + -- г = - r r2 + г2 ; grad '-2 = -2 - lr + � k =,,-.. 

- ; 
Vo Vo ! Vo VO't'2 V(jТ2 �Vo 

( sin 61 cos 61 (2 ) 1 .. / 2 
. 

(2 )2 . '-1 го, r ,  г) = -- r + -- го, - z = - у r + го - г ,  (9) 
Vo Vo Vo 

-+ 2 -+ 2 
Следовательно, div n2 = -2- , 

Vo V01'2 
div n1 = -2- ' из чего вытекает, что 

Vo Vo't'l . 
А 1  = А2 = В1 = В2 = О И (6) 
уравнений вида 

переходит в еистему двух независимых 

� � 
� a(jJ1 = - gгаd qJ1 - � �; 
Vo at Vo 1'1 

( 10) 

Таким образом, видим, что начальные условия (8) ' удовлетворяют сис­
теме ( 10) .  

Рассмотрим далее, какому уравнению удовлетворяет сумма решениЙ 
системы (6) вида: 

'Р (го , t, r ,  г) = 'Р1 (гn , t, r, г) + 'Р2 (го, t, r, г) . ( 1 1 ) 

Для этого умножим скалярно первое равенство (6) на ...!!!...- , второе- на � v(z) v(z) 
И результаты сложим, используя значения коэффициентов А1, 2 И В1,2 из (7) 

� -+ � a(jJl + _1_ a(jJ2 = _ div n1(jJ1 _ div n2(jJ2 + .J:!.... + �. ( 12) 
v2 at v2 dt V V V21'1 V21'1 

Дифференцируя последнее равенство по t и используя соотношения (6). 
(7) , ( 12) , придем к уравнению ' 

А ( + )  1 д2 
( ) _ 1'1 - 1'2 [a(jJ2 + 2 d ' n2(jJ2 (jJ2 ] ( 1 3) и СР1 'Р2 - Z--( ) at2 'Р1 + 'Р2 - - -2-- -

at v lV -- - - . 
V Z V 1'11'2 V 1'2 

Следовательно, сумма вида ( 1 1 )  решения системы (6) (если оно существует) 
удовлетворяет, вообще говоря, неоднородному уравнению ( 13) ,  которое 
удобно записать в виде: 

1 D 'Р  (го ,  t , r , г) = v2 (z) k (го , t, r ,  г) , ( 1 4) 

где О -:- оператор Д' Аламбера; 

k (г t r г) · 1'1 - 1'2 [a(jJ2 + v2 div �(jJ2 - �] . ( 1 5) о ,  " 1'1 • 1'2 at V 1'2 

Обращает на себя внимание, что в трех случаях неоднородное уравне­
ние ( 14) вырождается в однородное, а именно: 

1) в случае однородной среды v (г) = vo, k = О ;  
2) в случае плоских волн, поскольку для них '-1 .2 = 00 ,  следовательно, 

k = О; 
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3) в случае равенства времен пробега сигнала от источников " О и 01 
до точки М (г, z) (-t'1 = Т2) ,  которое выполняется лишь в точках линии 
z = zo· 

" Подчеркнем, что равенство k = О выполняется не тождественно (т. е. 
не iля всех точек плоскости (г, z» , а локально (только в точках линии 
z = zo) . .  Именно последнее обстоятельство позволяет сконструировать ре-
шение исходной задачи Коши ( 1 ) ,  (2) . 

" " 

Идея конструирования решения напоминает метод Эйлера для числен­
ного интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Покроем ось z > Н некоторой равномерной (одномерной) в-сетью. 
Через узлы этой сети проведем прямые, параллельные оси r (см. рис. 1 ) .  
В результате вся исходная среда разобьется на  в-слои, которые занумеруем 
сверху вниз. Для каждого i-ro слоя построим (как это сделано выше, (4» 
свои функции пробега 't'2 (О, г ,  z) и 't'1 (Н + i8, г ,  z) для Н + ( i  - l)в <;; 
< Н + ie. При этом построенные 't'2 и 't'1 обладают тем свойством, что 
в точках линии z = Н + i8 выполняется равенство 't'li = 't'2i, а в точках 
соответствующего i-ro С!lОЯ 1 Тl' - 't'2i 1 -< NB . 

Затем для первого слоя берем начальные данные (8) и решаем систему 
(6) или,  что то же самое, неоднородное волновое уравнение ( 14) с соответ­
ствующими 't'21 и 't'll' В результате находим некоторое решение в первом 
слое и на линии z = Н -+ в. Решение, полученное на линии z = Н + 8, 
рассматриваем как новые начальные данные для второго слоя . Для него 
решаем свою (перестроенную) систему (6) - свое неоднородное ура�нение 
( 14) с соответствующими 't'22 и Т12' Решение, найденное на линии z = Н + 28, 
рассматривается как начальные данные для третьего слоя, т. е. для новой 
системы (6) с соответствующими Т23 и 1i1З И т. д. 

В результате имеем некоторое решение qJ (Н + ie.> t, " z) для каждого 
i-ro слоя, которое не совпадает с истинным решением задачи ( 1 ) ,  (2) . Спра­
шивается, велико ли будет их отличие? 

Чтобы ответить на этот вопрос, выполним некоторые оценки. 
В силу нашего предположения о гладкости решения системы (6) можно 

утверждать, что в каждом i-M слое k (Н + i8 , t, г, z) из ( 15) имеет оценку 
вида 

I k (H + i8, t, r , z) / < Mi8 при H + (i - 1) 8 <;; Z <;; Н + i8, ( 1 6) 
где М' не зависит от 8 .  

Пусть 'Рl = qJ (Н + i8 , t, г ,  z) есть решение, получа�мое в реЗультате 
последовательного решения уравнений типа ( 14) с: соответствующими' на­
чальными данными для i-ro слоя . И ПУСТЬ qJ = qJ (t, г , z) есть точное решение 
задачи Коши ( 1 ) ,  (2) в этом слое. Оценим равенства 1 'Рl - qJ 1 .  

Сначала рассмотрим решение в первом слое. Его можно представ ить 
в виде " 

'Рl = qJ + 01 при Н <;; z <;; Н + 8, 

где 01 (для n-го слоя оп) -,есть решение неоднородного волнового урав­
нения ( 14) с нулевыми начальными данными для первого слоя (дал�е ­
для n-го слоя). 

Решение во втором слое можно записать в виде 

'Р2 = <Р + 0 (<))1 - <р) + а2 для Н + 8 <;; Z· <;; Н + 28, 

где О (qJl - <р) есть решение однородного ' волнового уравнения с началь­
ными данными (qJl - <р) , вычисленными на линии z = Н + 8. 

Для третьего слоя 

qJз = qJ + о (qJ2 - <р) + оз для Н + 28 <;; Z <;; Н + 38 
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и т. д. Наконец. для n-го слоя 

,(Рn = <р + о (<Pn-l - <р) + ОП дЛЯ Н + (n .- 1)е < z < Н + ne� (17) 

'ГДе О (<Pn-l - <р) - решение , однородного волнового уравнения с началь­
ными данными (<Pn-l - <Р)z=Н+(n-Ф, а оп - решение неоднородного вол­
нового уравнения ( 14) с нулевыми начальными данными, вычисленными для 
n-го слоя. 

Таким образом, решение неоднородного уравнения ( 14) с нулевыми 
начальными данными для любого слоя имеет оценку вида 

l on l < eM Mn, n2 , '. 
где Мn не зависит от е, а !1tn - время пробега сигнала n-го слоя.  Такая 
оценка получается из-за того, что: 

а) в оценке \ k (го , t, " г) \, согласно ( 16) ,  появляется множитель е; 
б) в нулевых начальных данных появляется множитель !1tn,; 
в) Мn есть оценка интегрирования правой части ( 14) по конечной области 

соответствующего n-го слоя. 
Если отсутствует в слое «заворот луча»' (иначе, отсутствует каустика, 

что с самого начала предполагается выполненным), то !1tn --- е .  
Таким образом, решение уравнения ( 14) с нулевыми начальными дан­

ными для любого слоя имеет оценку вида 

(оп) < Ме3, 
где N = тах {Мn} и не зависит от 8. 

В силу корректности решения OДHOP�ДHOГO волнового уравнения (по­
грешности в решении пропорциональны погрешностям начальных данных) 
можно утверждать, что: 

' <Рl - <Р  1 < Мв3 ; 
' <Р2 - <Р  1 < Мв3 + N1B < 2в3 тах {М, М1}; 
/ <Рз - <Р  1 < Мв3 + М2в < 3в3 тах {N, N2} ; 

• • • • :tI • • • • • • • • • 

' <Рn - <Р  1 < NB3 + Nn-1 в3 < nв тах {N, Nn-1}. 
Если учесть, что nв = Н - г, то придем к неравенству * 

/ <р (Н + nв, t, " z) - <p (t, г ,  z) I < IB2 
для Н + (n - 1) 8 < z < Н + nв , 

где 1 - некоторая константа, не зависящая от В. 

( 1 9) 

(20) 

Иначе говоря ,  решение, построенное нами для n-го слоя , отличается 
от истинного решения задачи Коши ( 1 ) ,  (2) очень мало, поскольку в достаточ­
но малр. 

Переходя к пределу в -> О (а это делать можно, поскольку оценки по 8 
равномерны) , получим точное, решение задачи Коши ( 1 ) ,  (2) . Физический 
смысл этого результата состоит в следующем. Как изве�тно, решение неод­
нородного волнового уравнения физически означает решение задачи с рас­
пределенными источниками возмущения в среде. В нашей исходной поста­
новке задачи ( 1 ) ,  (2) источников возмущения в среде не должно быть вообще. 
Однако при решении системы (6) мы их как бы вводим, но вводим таким об­
разом, что «интенсивность» их излучения в каждом е-слое (за счет перестрой­
ки системы уравнений и начальных данных) может быть сделана сколь угодно 
малой, и тем самым в целом их влияние незначительно (� (2) . 

'" Эти оценки справедливы для «бегущих» волн. 
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Далее легко показать, что функции СР2 И СРl системы (6) описывают пря· 
мые (распространяющиеся вниз) и обратные (распространяющиеся вверх) 
волны' в неоднородной среде. При этом в каждом слое, при начальных дан­
ных вида CP2 =F О, СРl = О (или СР2 = О, CPl=F О) , образуются как прямые (СР2) , 
так и обратные (СР1) волны. Иначе говоря,  из одного «падающего» луча об­
разуются два:  преломленный и отраженный. 

Если в -1>- О, то приходим К выводу, что в пределе каждая линия z = zo 
неоднородной среды является как бы границей раздела, в точках которой 
происходит расщепление «падающего» луча на преломленный и отраженный. 
В силу этого система (6) хорошо интерпретируется в терминах действитель­
ного и мнимого источника . В самом деле, процесс образования отраженных 
и преломленных волн можно мыслить себе как результат взаимодействия 
сигналов, приходящих от действительного источника (точки О) и от мнимого 
(точки 01) . Поскольку отражение происходит в точках любой линии z = zo, 
следует рассматривать мнимые источники по отношению к каждой линии 
z = zo . Иначе говоря, приходим к модели непрерывно перемещающегося 
MHIfMOrO источника. При этом должны выполняться два услови� : 

а) равенство функций Т2 и Т1 В точках линии z = zo , т. е. Т2 (О , r, z)/z=zo = 
= Т1 (Zo ,  r, z) / z=z. ;  б) неравенство градиентов по r и z этих функций, 
вычисленных в точках линии z = zo. 

Поскольку z = го - произвольная линия неоднородной среды, эти 
условия должны выполняться фактически всюду. На первый взгляд ка­
жется, что они противоречивы. В действительности же, если 't2 (О, г, г) -
функция , определенная единым образом для всех точек неоднородной среды 
(г , г) , то 't1 (Zo, г , г) есть фактически семейство функций, зависящее от пара­
метра го .  Тогда для каждой линии z = го из указанного семейства выбираем 
такую функцию, чтобы выполнялись условия а и б. При этом волновое 
уравнение удовлетворяется локально, т. е. только в точках линии z = го.  
Переходя к другой линии z = г�, берем новую функцию из указанного се· 
мейства и снова добиваемся выполнения условий а и б и т. д. 

Таким образом, если перебрать' все линии z = го неоднородной среды 
и на каждой удовлетворить локально волновому. уравнению, то в целом 
(согласно ранее приведенным оценкам при в -> О) получим точное решение 
исходной задачи ( 1 ) ,  (2) . 

Последним рассуждениям можно придать несколько иную трактовку. 
Введем две функции 

(2 1 ) 
причем первый аргумент в них характеризует положение точечного источ­
ника (для 't2 - это точка (О, О) , дЛЯ 't1 - (0,2 г» ,  а последние два - поло­
жение переменной точки М (г ,  г) . Если произвести разбиение среды на 
в-слои, как это сделано выше, а затем устремить в к нулю, то .придем к вы­
воду, что бесконечно малая вариация переменной точки М (г , г) не влечет 
за собой вариации положения точечного источника. Иными словами,  диф­
ференцирование по переменной точке М (r , г) не влечет за соБОй диф­
ференцирования по координатам положения точечных источников. А это 
значит, что градиенты, которыми мы пользовались ранее и которые нам 
фактически нужны, есть частные градиенты по отношению к функции (2 1 ) ,  
т .  е .  градиенты, вычисленные по последней паре аргументов (г , г) . При этом 
по первому аргументу дифференцирование не проводится , так как он оста­
ется фиксированным, играя роль параметра. Тогда условия а и б оказыва­
ются непротиворечивыми, т. е. всегда можно построить две такие функции, 
что 

't2 (О , r, г) = Т1 (г, г ,  г) , (22) 
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а их частные градиенты по последней паре аргументов не будут равны между 
собой * . 

Таким образом, можно считать, что модель непрерывно перемещающего­
ся мнимого источника математически оправдана. 

При этом если производить перестройку системы (6) для каждой линии 
z = Zo так, чтобы в точках этой линии выполнялись условия а и б, и найти­
решение такой системы, то тем самым получим точное решение исходной. 
задачи ( 1 ) , (2) . 

Следующий основной вопрос - вопрос существования решения систе­
мы (6) . Заметим, что перестройку системы по 1:2 и 1:1 легко учесть, переходя: 
в каждом z-слое к новым переменным по формулам 

'1\,2 = �1,2!Pl, 2 * * ,  

где 1:ы определены в (4) для каждого 8-СЛОЯ .  
Если перейти к пределу 8 -'> О,  ТО (6) переходит в систему: 

� 
n2 д'У -+ -+  

v (z) • а!- = - grad чr 2 + А2 • k • 'Р' 1 + В2 • k • 'Р' 2 ·  

(23» 

(24) 

Система (24) переопределена, поскольку на две функции чr 1.2 накладываются. 
четыре условия .  По физическому смыслу и система (6) , и система (24) есть. 
условия «переноса» функций !Рl.2 (Ч'l.z) вдоль соответствующих лучей. 
Поэтому для разрешимости системы (24) не-
обходимо, чтобы выполнялся лоi<альный прин- -r 
цип автомодельности для каждого луча. 
Иначе говоря ,  вдоль всякого (локального) 
луча должно выполняться условие 

sin 6 (r, z) sin 60 t ( ) = -- = cons , v z Vo (25) 

т. е. при движении всякого (локального) лу­
ча вариация начального угла выхода луча из 
источника равна нулю. Геометрически это 
можно пояснить так (рис. 3) . 

Возмущение из точки О движется по лучу 
ОАВ,  причем такое движение описывается опе­
рацией градиента, который присутствует в 

j .:z 

Рис. 3 

I1г 
В 

системе (24) . Проектируя градиент на оси r и Z,MbI фактически заменяем движе­
ние получу ОАВдвижением по линии ОАВс.при этом считается,ЧТО начальный 
угол выхода во не меняется. Иначе, в точку С попадает не луч ОС, а луч 
ОАС. Причем чем меньше !1r и дZ (т. е. отрезки АС и СВ) ,  тем точнее при­
ближение, и в пределе дr -'> О и ДZ -'> о получаем ' как раз движение точки 
по лучу ОАВ,  что и описывается системой (24) . 

* Заметим, что первый аргумент у 't1 (z, (, z) 
определяет нам семейство функций, из· 

которого мы выбираем нужную нам функцию, чтобы удовлетворить условиям а и б, о чем 
шла речь выше. 

** Такое преобразование позволяет учесть расхождение волны типа l/'t, не связанное· 
с актами отражения - преломления, а связанное лишь с формой волны. В однородной сре­
де это дает учет обычного геометрического расхождения типа l/R. .  

73. 



Легко убеждаемся,  что локальный (для каждого луча) принцип' авто­
модельности есть не что иное, как требование рассматривать фронт сфери­
ческой волны в точках луча локально-плоским, что ,всегда выполнимо. 
В этом и состоит условие. разрешимости системы (24) . Заметим, что для нор­
мального падения s in е = о никакой переопределенности нет, и э.то понятно 
физически, поскольку «движение» вдоль оси r отсутствует и тем самым на"" 
копление времени пробега за счет движения по оси r не происходит. 

3. СОСТАВЛЕНИЕ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ СИСТЕМЫ (24) 

Для составления разностной схемы системы (24) найдем явное выраже­
ние коэффициентов А1,2 и В1•2· из системы (7) . Если использовать извест­
ные дифференциальные соотношения вдоль луча, нетрудно прийти к сле­
дующим формулам: 

А = _ А = А = _1_ . и' (z) + х . 1 2 - 2 cos2 6 v (z) v (z) cos 6 ' 

о (26) 
_ В = 

В 
= В = _1_ . д' (z) _ х 

1 2 - 2 cos2 6 V (z) v (z) cos 6 ' 

где 8 - угол, образованный лучом и положительным направлением оси z 
в рассматриваемой точке (г , г) , Х определяется из услови5l' , 

Х - v2 (z) 1 (27) "< - -:t ' 
S и2 (1) dl 
о 

в котором 't' - время пробега сигнала вдоль соответствующего луча, 
а v (1) - скорость распространения возмущений вдоль этого же луча. 
Нетрудно видеть, что в однородной среде А = В = О (что уже имели рань­
ше) и система (24) распадается на два независимых уравнения. 

Идея решения системы (24) методом конечных разностей состоит в том, 
что движение сигнала по лучу (по линl!и АВ, см. рис. 3) , описываемое 
операцией градиента, заменяется движением сигнала сначала по оси r 
(отрезок АС) ,  затем по оси z (отрезок СВ) .  Последнее соответствует операци.и 
проектирования градиента на координатные оси и замене дифференциаль­
ных операторов их разностными аналогами. Причем общее время пробега 
сигнала вдоль ломаной АВС совпадает с истинным временем пробега по 
лучу АВ, т. е. 

), ,\ А sin О А COS 6 LH'ACB = ti't'r + ti'tz = v (z) tir + v (z) дг = il'tAB' (28) 

Далее поступим следующим образом. Для каждого начального угла выхо­
да 80 луча из источника произведем разбиени� 'tz (времени,  накопленного 
движением сигнала по оси г) вида 

. 

А COS О 'tz = nti'tz = n v (z) Дг. (29) 

Такая операция равносильна разбиению среды на n элементарных однород­
ных слоев разной мощности дг, но с одинаковым временем il'tz' Для каж­
дого разбиения дг (иначе, для каждого n-го слоя) определим соответствую­
щие величины 6., и 6.'t'r согласно формулам: 

(30) 
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Тогда · для каждого n (n-го слоя) будем иметь соответствующее т (число 
разбиеэий по оси г) , определяемое из условия 

sin 6 cos2 6 r 't'r = -(-) r = mn , д-г !  mn = -. -6- --л-о V Z s1П VL\'t'z (3 1 )  

Положим, t = kдt, счет будем вести по характеристикам, т. е. будем счи­
тать выполненными всегда соотношения: 

Ы = ЫГ + blz; blz = д't'z; blz = дТz' 

Тогда разностную схему можно записать в виде: 

где 

чг 1 (k + 1/2' mn, n) = чг 1 (k, mn-l, n) ; 
ЧГ2 (k + 1/2' mn, n) -=-ЧГ2 (k; 'mn-1, ' n) ; (33) 

ЧГ1 (k + 1 ,  mn, n) = ( 1-Аn) ' ЧГ2 (k + 1/2' mn+l, n + 1) + 
+ Вn '  чг 2 (k + 1/2' mn, n) ; (34) 

ЧГ2 (k + 1 , mn, n) = (1 + Bn-V ' ЧГ2 (k + 1/2, mn-l, n - I ) - A n-1 x 
х чг 1 (k + 1/2' mn, n) , 

А В Хn+1 - ХN . Х А n, n = + + --6 tirz. !Сn+1 !СП - V cos 

v v pn ,V  n -ХN - нормальныи импеданс среды, равныи -о [31 .  Здесь k + 1/2 COS 'Оп 
соответствует движению по оси r (грубо говоря ,  полшага в разностной схеме) . 

_ Нетрудно показать, что разностная схема (33) для непрерывных сред 
правильно аппроксимирует систему (24) , сходится, устойчива. Чтобы 
получить решение задачи ( 1 ) ,  (2) в некоторой точке (г , z) , нужно просчитать 
разностную схему (33) для каждого начального угла выхода 80' затем найти 
·сумму (ЧГ1 + ЧГ2) и рАзделить ее на 't' (согласно (23» , т. е. на соответствую­
щее k. Полученный результат и будет описывать полное волновое ·поле. 
Причем отличие его от истинного поля будет составлять величину, пропор­
циональную величине шагов по дг , дz и дt. 

в заключение отметим тот факт, что разностная схема (33) может быть 
обращена, т. е. по полному волновому полю с помощью операции обраще­
ния разностной схемы (33) можно получить параметры Аn, Вn, иными сло­
вами, можно решить обратную задачу. 

у казанная операция обращения проделана для нормального падения 
плоских волн (решение соответствующей прямой задачи подробно описано 
в (3) . Получены весьма обнадеживающие результаты, что дает возможность 
рассчитывать на благоприятный исход решения этим методом обратной 
задачи в классе сферических волн. 

Более подробно эти вопросы мы предполагаем осветить в дальнейшем. 
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М. л. Ше�tяuuu ,  IO. А .  Ро.;uаuеuuо 

О ВЫЧИСЛЕНИИ ПАРАМЕТРОВ СЕЙСМИЧЕСКОГО РАЗРЕЗА 
ПО СПОСОБУ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Всякий сейсмический разрез может быть с достаточной степенью точ­
ности представлен моделью, параметры которой (скорость, глубина и т. д.) 
выражаются полиномами с постоянными коэффициентами. Данная статья 
посвящена использованию метода наименьших квадратов для отыскания­

пв 
в 

Рис. 1 .  
h" - глубина до отражающей гра-

ИlЩЫ в пункте взрыва; ос - угол 
наклона отражающей гр аницы. 

r сп 
коэффициентов двухслойной. 
модели по одиночному годо­
графу отраженных волн. 

Модель сейсмического раз-· 
реза представлена на рис. 1 .  
Поместив начало координат' 
в пункт взрыва, получаем 
уравнение отражающей гра­
ницы 

h = ho + ,  tg �. 

Скорость в покрывающей толще предполагается постоянной. Коэффициенты' 
двухслойной модели по одиночному годографу отраженных волн необходимо­
определить по моментам прихода отраженной волны t; с погрешностью 8; ,  
наблюдаемым по n сейсмоприемникам, расположенным с погрешностью­
установки да; на расстояниях '; от пункта взрыва. 

Как известно, уравнение годографа для рассматриваемой модели имеет' 
вид 

t = + у 4h� + 4,ho sin � + ,2 . ( 1 )
, 

Обозначив V2 = Х, t; = Ь; ,  sin а = z, hQ = у, '; = а;, получим для 
заданной расстановки n сейсмоприемников систему n нелинейных уравне-· 
ний с тремя неизвестными 

4у2 + 4a;yz - хЬ; + а; = О (i = 1 ,  2 ,  . . .  , n) . (2)-

Заметим, что при обработке годографов отраженных волн на практике' 
обычно вначале определяется скорость v, которая затем используется для: 
определения ho [ 1 ] . Такая последовательность сложилась, видимо, потому, 
что, во-первых, система (2) является линейной относительно х, а во-вто­
pbIX , при определении скорости v часто используются различные априорные 
данные (например, данные сейсмокаротажа) , благодаря чему определение 
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<скорости v обычно оформлено как самостоятельный, но предварительный 
по отношению к ha этап интерпретации. Следует отме�ить, что этот порядок 
интерпретации не является единственным и, более того, уступает по точ­
ности методам решения системы (2) , в которой коэффициенты Х, у, Z рас­
,сматриваются как «равноправные». 

Рассмотрим следующий алгоритм вычисления вероятнейших значений 
коэффициентов Х, у, г : 

1 )  из системы (2) выбираются три уравнения, по которым определяются 
первые приближения искомых коэффициентов (в качестве первых при­
,ближений можно использовать априорные сведения о параметрах) ; 

2) полученные приближения используют для линеаризации системы (2) , 
после чего по способу наименьших квадратов [2] определяются вероятней­
:.шие поправки коэффициентов; 

3) если поправки достаточно малы, то вычисления заканчиваются , 
в противном случае по найденным поправкам определяются следующие 
приближения, и процесс продолжается . Этот процесс сходится, если пер­
вые поправки не очень велики, поэтому первые три уравнения выбираются 
-так, чтобы решение было устойчивым. 

Для вычисления первого приближенного значения коэффициентов 
·составим систему, например , из первых трех уравнений: 

4у2 + 4аlуг - ХЬ1 -+ а12 = О; 

4у2 + 4а2уг - ХЬ2 + а22 = О;  

4у2 + 4азуz - хЬз + аз2 = О. 
(3) 

Решения этой системы, удовлетворяющие условию задачи, таковы: 

? (аl - а2) (аl - аз ) (а2 - аз) Ха = v - = . 
Ьз (аl - а2) - Ь2 (аl - аз) + Ь1 (az - аз) , 

2 __ хо (азЬ1 - а1Ьз) + аlаз (аз - al) • _ -.Г"2 . Уа - 4 (аз - аl) • Уо - r Уа '  

(4) 

(5) 

ХОЬ1 - ai - 4y� 
� = (6) 4alYO 

Абсолютные ошибки вычисленных значений Хо, Уо,  га в зависимости от 
-{)шибок /).а в установке сейсмоприемников (СП) и /).Ь в определении квад­
рата времен прихода волны можно приближенно представить в виде выра­
:жений: 

где 

причем 

I /).Х I � I :� /).аl I + I :� да2 1 + I :� ��з l + I :Ь: ДЬ1 I + . 

+ I :� дЬ2 1 + I :Ь: L\Ьз j , (7) 

и = (а1 - а2) (а1 - аз) (а2 - аз) ;  
к = Ьз (а1 - а2) - Ь 2  (а1 - аз) + Ь 1  (а2 - аз) ; 

дх L\ ' _ [(аз - а2) (2а2 - аз - al) и (Ь1 - Ьз) ] л . 
да2 а2 - К - К2 LЩ2, 
дх /). _ [( аl - а2) (2аз - а2 - al) _ и (bz - b1) ] л • 

даз аз - К К2 LJ.аз, 
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(8) 
где 

ду 1 [- ХОЬЗ + аз (аз - 2а1)} К1 + 4и1 ду 1 азЬ1 - а1ЬЗ 
да1 = 2 -y� K� ; дх = 2 � .  4(аз - а1) 

Здесь К 1, и 1 - соответственно знаменатель и числитель подкоренного вы­
ражения. 

[ХОЬ1 + 2а1аз - a�l К1- 4и1 . 
К2 1 

ду 1 хоаз ду 1 - хо · а1 
дЬ1 = 2 V Y� . к; ; дЬз = 2 V Y� . -к;- ; 
I az I I az I I az 1 I az I I Аг I � ах Ах + ту Ау + да1 Ааl I + дЬ1 АЬ1 ; (9) 

az Ь1 az -4y� - (ХоЬ1 - a�) az - ai - ХОЬ1 + 4y� az хо 
дх = 4а1УО ; ду = 4a1Y� . ; да1 = 4aiyo ; дЬ1 = 4а1Уо . 

Пусть Ах, Ау, Аг - вероятнейшие поправки для хо, Уо , го , тогда вероятней­
шие значения неизвестных будут иметь вид: 

х = хо + Ах; у = уо + Ау; z = го + Аг. 
Рассматривая выражение (2) в общем виде: 

подставим ( 10) в ( 1 1) : 

11 (х, у, г) = L1 + '111; 
12 (х, у, г) = L2 + '112 ;  

'n (х, у, г) = Ln + 'I1n, 

11 (ха + Ах, уо + Ау, го + Аг) = L1 + '111 ; 
12 (ха + Ах, уо + Ау, го + Аг) = L2 + '112; 

'N (ха + Ах. уо + Ау, го + Аг) = Ln + 'I1n· 

(10} 

( 1 1 }  

( l 2} 

Разложим левые части в ряд Тейлора ,  удерживая в разложении члены. 
содержащие только первые степени малых поправок Ах, Ау, Аг. 
В результате разложения получим: 

11 (ха, уа , го) + (дl� \ Ах + (дl; )0 Ау + (дl: )0 Аг = L1 + '111; 
12 (ха , Уо , го) + (д;;)о Ах + (дl; )о Ау + (д;; )о Аг = L2 + '112; ( 13) 

(afn )  (afn ) (afn) L 1 n (ха , уа, го) + ах о Ах, + ау о Ау + дz о Аг = n + 'I1n' 
Обозначим 
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11 (ха, уа, го) - L1 = М1; 
12 (ха, Уо, го) - L2 = М2; 
1 n (ха , Уо, го) - Ln = Мn• 

(14) 



Тогда (13) примет вид: 

(дJ� )0 дх + (�� )0 дУ + (дJ; )0 дг + М1 . Т]1; 

(дf2 ) дх + (дf2 ) дУ + 
(дf2 ) дг + М2' = Т]2 . дх О ду о дz о 

в частности, для нашего примера вычисл�ем: 
дf 8 ду (хо , Уо , го) = 8уо + 4,;го = Уо + 4atzo ;  

( 1 5) 

дf 2 дf ' . 
дх (хо , Уо , го) = - t; = - Ь;; дz (Хо , уо ) го) = 4, ШО = 4а;уо, ( 1 6) 

f; = 4y� + 4а;уого - хоЬ;; L; = - а1; М; = f; + а7 
. и ,  подставив в ( 15) ,  получим : 

(8уо + 4а1г0)ду + (-Ь1) дХ + (4а1уо) дг = - 4уо - 4а1уо + xQb1 - а12; 
(8уо + 4а2г0) ду + (-Ь2) дх + (4azYo) дг = -4уо - 4а2уо + ХОЬ2 - а22; ( 1 7) 

(8уо + 4аnго)ду + (-Ьn) дХ + (4аnуо) дг = -4уо - 4аnуо + хоьn - a�. 
Согласно методу наименьших квадратов вероятнейшие значения по­

правок дХ, ду, дг должны обращать в минимум сумму квадратов раз­
ности между правыми и левыми частями ,  т. е .  величину 

� { [(дf; ) (дft ) (дf; ) ]}2 б = ;-=1 Рoi - ах о дх + ду О ДУ + дz о дг . ( 1 8) 

'Следовательно, дх, ду, дг удовлетворяют системе трех линейных уравнений: 
дб дб дб 
д6.х = О; д6.у = О; д6.z = о. 

( 1 9) 

Определив дх, ду, дг, получим 'следующее приближение Х1 = ХО + дх; 
Уl = Уо + ду; г1 = го+ дг, которое может быть использовано для полу­
чения новой системы ( 1 7) .  

Рассмотрим вычисление параметров на  конкретном числовом примере. 
Сначала,  задаваясь а1 = 10 м, а2 = 20 м; аз = 30 м, рассчитаем по формуле 
( 1 )  значения величин Ь; с точностью до шестого знака, положив 
v = 1 200 м/сек; ho = 2000 м, siп а = 0,2588. Затем, считая Ь; заданными и 
осложненными помехами, по формулам (4) - (6) вычисляем первые при­
ближенные значения v,  ho , siп а.  

При округлении Ь; дО шестого знака были получены v = 1 199,2 м/сек; 
ho = 1 99,9 м; sin а = 0,2458, что составляет в относительной погрешности 
0,083, 0,05, 5 % соответственно. При округлении до пятого знака (что 
составляет погрешность полевых наблюдений менее 1 млсек) относительная 
погрешность I �h I увеличилась до 30 % , а при округлении до четвертого 
знака (8; � 1 млсек) - до 1 15 % . Заметим, что если погрешность первых 
приближений превышает 40 % , то использование переопределенной системы 
не приводит к повышению точности результатов (т. е. процесс не сходится) , 
так как используемая линеаризация системы ( 1 1 )  имеет смысл только при 
поправках, квадратами которых можно пренебречь, поэтому при выбран­
ных расстояниях между сейсмоприемниками , используемыми в системе (3) , 
полевая точность не обеспечивает сходимость процесса вычислений. Ис­
следование системы (3) показывает, что ее устойчивость растет с увеличе-
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lIием разности между временами прихода волны на соседних сп, поэтому, 
увеличивая разность времен благодаря удлинению расстояний между точ­
ками наблюдений, используемых для определения первых приближений, 
можно значительно повысить их точность, тем самым обеспечив сходимость 
лроцесса вычислений. Вычисления показывают, что эта сходимость дости-
1I ,  % 

\ 
гаеТСЯ ,если разность времен прихо­
да сигнала к крайним точкам отрез-

·\--1 K� [а1, аз] ,  более 40 млсеlC. 
32 

28 

2Lf 

,20 

16 

12 

8 

а 

\ Рис. 2. С учетом сделанных выше вы-.\ 1 - кривая относительной погреш - водов для системы (3) вычислим ко­
ности для коэффициента sin <1; фф \ 2 _ кривая относительной погреш- Э ициенты на базе 250 М. Пер-

\ юсти для коэ;jJфициента У; 3 - вые приближенные значения коэф-
•• кр ивая относительно й погрешности фициентов были получены с отно-\ для коэффициеита ho, сительной погрешностью 1 0-35 % 
\ по данным трех сп, установлен-\ ных с точностью +4 М при погреш-
\ ности отсчета времен +0,003 celC. 
\ Для этих первых приближений вы-
. числялись вероятные поправки по \ системам уравнений, составленных \ по данным более чем трех сп. 
\ При этом исследовалась зависи-
\ мость относительной погрешности 

\ 2 .� от переопределения * . По резуль-
3-\ \ татам вычислений построен график 

" ., (рис. 2) , на котором видим, что 
� .. ....... _ . _ . _  

кривая относительной погрешности 
. - . - . � :::-ъ _ _  _ 

2 Lf 6 8 10 т 
СП1 2 3 lt 5 б 7 8 9 10 11 СП12 
10 90 170 250 м 

I . ' 
30 70 

1 1 
110 

I I I I I I 
150 190 230 

уже при переопределении, равном 
четырем,  выходит на асимптоту. 
Последнее свидетельствует о том, 
что вычисление вероятных значе­
ний коэффициентов параметров 
данной модели при базе в 250 М по 
данным более чем 12 сп не приво­
дит к увеличению точности. 

Отметим, что относительная по­
грешность в определении ho не 
превосходит относительной погреш­

'ности в определении скорости, откуда следует, что излагаемый здесь «рав­
яоправный» подход к определению параметров имеет преимущество в точ­
ности по сравнению со слЬжившимся на практике определением ho после 
.предварительного вычисления СКОРОСТИ,так как в последнем случае всегда 

1 
2 
3 
Lf 

Е: 2 2 2 2 
3 3 3 3 3 3  
Lf Lf Lf Lf Lf 4 Lf Lf 

2 
.3 3 
Lf 4 Lf 

1 ��o I > 1 �: 1 ·  
Предлагаемую методику нетрудно обобщить на случай,  когда имеется 

.несколько годографов (благодаря чему значительно увеличивается устой­
,чивость в определении а) и когда некоторые из параметров заданы точно. 
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с. в.rГО./l,ъдu1-(, 
ЛОГИЧЕСКИЕ СХЕМЫ КОРРЕЛЯЦИИ СЕЙСМИЧЕСКИХ ВОЛН 

в теории алгоритмов интерпретации данных геофизической разведки 
можно выделить два основных направления : 

1 .  Построение оптимальных алгоритмов для всей интерпретации в це­
JIvM. Обычно структура алгоритма заранее не устанавливается , а вытекает 
из оптимального решения общей (конечной) задачи интерпретации .  Сюда 
�ледует отнести работы по решению обратных геофизических задач, в кото­
рых наблюдаемое геофизическое поле рассматривается в целом, а также 
работы по построению оптимальных (в смысле теории статистических ре­
шений) схем интерпретации, основанных на разделении наблюдаемого поля 
на полезную составляющую и помехи. 

2.  Исследование эффективности конкретных схем интерпретации, имею­
щих заданную структуру. Характерной чертой применяемых схем интер­
претации данных сейсморазведки и ряда других методов является наличие 
большого числа последовательно выбираемых с некоторым произволсм 
частных процедур, применяющихся к небольшой части имеющегося мате­
риала. Исторически это обусловлено тем, что в процессе развития геофизи­
ческих методов общая задача интерпретации расчленялась на ряд отдель­
ных задач, каждая из которых решалась более или менее самостоятельно. 
Исследованию этих отдельных процедур посвящена большая часть работ 
по теории интерпретации. Однако этих исследований недостаточно, посколь­
ку при построении конкретных алгоритмов интерпретации необходимо знать 
не только эффективность различных способов выполнения тех или иных 
частных процедур, но и их взаимоотношение в общих схемах интерпрета­
ЦИИ, а также эффективность схем, содержащих эти частные процеду­
ры, с точки зрения конечных разультатов интерпретации. В частности, 
возникает вопрос о целесообразной степени расчлененности интерпрета­
ционных схем. 

В данной работе эти вопросы освещаются применительно к схемам 
корреляции сейсмических волн ,  представляющим важнейший этап ин­
терпретации данных сейсморазведки. Эффективность схем корреляции 
будем рассматривать только с алгоритмической точки зрения, т .  е. с точки 
зрения выбора наилучших схем переработки информации. Предполагается , 
что в основу этих схем положена физическая модель, в которой все наблю­
даемое волновое поле разделяется на помеху и полезную составляющую, 
содержащую конечное число интерпретируемых волн.  Физическая эффек­
тивность соответствующих схем интерпретации (т. е. адекватность моделей 
этого класса по отношению к реальным средам, а также полнота описания 
6 Заказ N9 1311 
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волновых процессав, используемая в конкретных способах интерпретации) 
здесь не рассматривается. 

Поскольку нас интересует не эффективность различных способов вы­
полнения тех или иных частных процедур, а эффективность введения самих 
этих процедур в схему интерпретации ,  эти процедуры будут задаваться 
не конструктивно, а функционально, т. е. по тем функциям , которые они 
выполняют в общей схеме корреляции независимо от способа осуществле­
ния этих функций. Таким образом, мы будем изучать классы процедур 
с фиксироваlfНЫМ функциональным назначением. В основу формального 
описания рассматриваемых схем положен операторный метод А. А. ля­
пунова [ 1  J .  

Изложенный выше подход позволяет исследовать такие свойства схем, 
которые являются общими для любой конкретной модели данного класса. 
Отсюда, конечно, не следует, что схемы корреляции могут быть сформули­
рованы независимо от конкретной физической модели .  Но зависимость от 
конкретной модели всегда проявляется в виде некоторой совокупности де­
терминированных и вероятностных условий ,  накладываемых на параметры 
волн и области их регистрации, которые и учитываются при обработке. 
Поэтому если условия сформулировать в наиболее абстрактном виде, то 
задача будет решаться в общем виде. Отсюда, в чаСТНQСТИ , следует, что 
и сама физическая модель должна иметь абстрактную формулировку. 
В дальнейшем под физической моделью � понимается тройка множеств 
(fJa, ..А, f!P) , где fJiJ - множество объектов среды (границы, слои, скорости 
и т. п . ) ,  ..А - множество интерпретируемых волн и f!P - непротиворечивая 
(с точки зрения физической теории распространения волн) система выска­
зываний , заданная на fJiJ U ..А, которую мы будем называть описанием мо­
дели �. 

Перейдем к рассмотрению схемы корреляции при наличии полного 
описания модели �. 

1 .  Оператор ной схемой алгоритма называется произведение операторов 
и логических условий (со стрелками) , от которых зависит порядок действия 
операторов. Всякий оператор А определяется формулой вида х -> у, озна­
чающей, что информация х преобразуется в информацию у. Следовательно , 
оператор А задает отображение f множества х = {х} в множество У = {у}. 
Два оператора А 1  и А 2  эквивалентны (А 1 :=? А 2) ,  если они задают одно и то же 
отображение f. Поскольку всяк-ая схема, преобразующая информацию, 
также задает отображение (а именно, отображение множества всех началь­
ных данных в множество результатов) , то это определение эквивалентности 
естественным образом переносится и на операторные схемы. Если оператор А 
эквивалентен некоторой операторной схеме, то последняя будет называться 
представлением оператора А .  Ясно, что все представления одного оператора 

11 k 
эквивалентны. Условимся говорить, что схема П П Bij построена по типу 

i=1 j=1 n � 
схемы ПАi' если для всех i <: n подсхема ПВij является представлением 

'=1 j=1 
оператора Ai• 

Пусть F есть класс отображений f фиксированного множества Х на 
фиксированное множество У. Класс операторов, задающий все отображения 
f Е Р, назовем обобщенным оператором, а всякую схему, содержащую 
хотя бы один обобщенный оператор ,- логической схемой (термин «обоб­
щенный оператор» можно рассматривать как синоним выражения «всякий 
оператор , задающий отображение из Р») . Описанные выше операторные 
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схемы можно рассматривать либо как конкретные реализации логических 
схем, либо как вырожденные логические схемы, получающиеся в том слу­
чае, когда классы F содержат только одно отображение. 

Пусть подмножество Х* интерпретируется как множество реализаций 
входных данных , свободных от помех . Класс F и соответствующий обоб­
щенный оператор А назовем регулярным, если сужение всех отображений 
t Е F на Х* определяет одно и то же отображение f* множества Х* в У, 
где t* (Х) при Х Е Х* интерпретируется как правильное решение. Ясно, что 
все реализации обобщенного оператора регулярны и ,  следовательно, 
эквивалентны на множестве Х* . 

Два обобщенных оператора А 1  и А 2 эквивалентны, если они определяют 
один и тот же класс отображений F. Пусть обобщенные операторы А 1 И А 2 
определяют I<лассы F 1 И F 2 ' Обобщенный оператор А 1 является более об­
щим, чем А2 (А 1 включает А 2) ,  если F 2 С F l' Отношение ВI<лючения для опе­
раторов будем записывать в виде А 1  � А2.  Это определение легко переносит-
ся на логические схемы. -

Логическую схему С условимся называть точным или частным пред­
ставлснием обобщенного оператора А в зависимости от того, какое из отно­
шений А = С или А ----'> С имеет место. Ясно, что частные представления 
одного и того же обобщенного оператора не обязательно эквивалентны. 

Оператор А О , задающий отображение t о Е F ,  который удовлетворяет 
в этом классе некоторому критерию оптимальности, назовем оптимаЛЬНОf) 
реализацией обобщенного оператора А .  Пусть логическая схема 11A i опре­
деляет класс отображений F' со F.  Обозначим оптимальную реализацию 
обобщенного оператора А; через A�, тогда в общем случае Ао $. ПА? и ,  
более того, операторная схема ПА?- может задавать отображение t ,  не 
являющееся оптимальным к F' .  

Отсюда следует, что задача оптимизации обобщенного оператора не 
эквивалентна задаче оптимизации логических схем и частных процедур ,  
представляющих этот оператор . 

Учитывая , что в дальнейшем операторы, как правило, обобщенные, 
а также то, что конкретные операторы можно считать частными случаями 
обобщенных , прилагательное «обобщенный» в дальнейшем опускается. 

2. Пусть D - область исследования. Назовем q = (М, М ') (где М 
и М' ED) наблюдением, если в точке М принимались сейсмические колеба­
ния при их возбуждении в М ' .  Множество всех наблюдений на D обозначим 
� .  СЕ'йсмические колебания, регистрируемые в q Е � ,  обозначим через 
Xq = Xq (t) , а множество всех таких колебаний - через Х l: r Х l: = 
= {Xq I q Е �}. В результате интерпретации ,  определяемой некоторым ал­
горитмом 1, наблюдаемой совокупности Xl: сопоставляется описание у 
геологической среды (т. е. определяются параметры объектов из множества 
fjiJ модели �) . 

Легко показать, что существуют способы интерпретации, алгоритмы 
которых не содержат корреляции волн. Для примера достаточно определить 
способ подбора следующим образом. Пусть X� - совокупность теорети­
ческих записей в � , отвечающих описанию у (при известной форме возбуж­
даемого импульса) . Тогда соответствующий алгоритм интерпретации 1 
отыскивает такие описания у ,  которые минимизируют расстояние между 
Х l: и ХЪ, вычисленное в некоторой метрике. 

Этот способ относится к методам интерпретации,  основанным на ре­
шении обратной динамической задачи , в которых записи Xl: (волновое 
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поле) рассматриваются в целом и в которых корреляция волн * также отсут­
ствует. Эти методы частично из-за сложности вычислений, частично из-за 
неразработанности (а в значительной мере и из-за отсутствия данных о форме 
входного импуль'са) на практике не применяются . 

Наиболее широкое распространение получили методы интерпретации, 
основанные на моделях � = (:JiJ, .А , ff» с конечным множеством ..л интер­
претируемых волн. В этих методах используется лишь часть волнового 
поля, представляющая совокупность волн достаточно простых типов, 
остальные ' колебания считаются помехами. Таким образом, для к(!ждого 
q E "2:, 

Ха (t) = 2} и�a) (t) + �q (t), 
aEcfl 

где и�a) (t) - колебания волны а; 
�q и) - помеха. 

( 1 )  

Мы будем рассматривать только такие схемы интерпретации, в кото-
рых для определения у используются параметры ro�а) волн а Е ..л. 

Пусть 6 = {ro} - множество параметров интерпретируемых волн ,  
наблюдаемых в "2:, (и  с заданным отображением на "2:,) . Действие оператора 1 ,  
осуществляющего преобразование е в у ,  зависит от принимаемой физической 
модели � (с достаточно полным для определения у описанием) , поэтому, 
перед применением оператора 1 к множеству е это множество е должно 
быть интерпретировано в �, что осуществляется заданием однозначного 
отображения ер множества е в множество ..л , удовлетворяющего следующему 
условию непротиворечивости: 

а) пусть ff>cfl - множество высказываний из ff>, определенных на ..л, 
и пусть ff>u - множество высказываний на и = {и} (где u - наблюдаемые 
в "2:, волны) , определяемое значениями параметров ro из 6 .  Интерпретация 
е в � н�противоречива, если при данном ер высказывания ff> cfl и ff>u непро­
тиворечивы; 

б) для большинства реальных моделей в а содержится следующее фор-
1'V!альное условие (которое в дальнейшем всегда предполагается) . Пусть 
€ - множество параметров волн, определенных в наблюдении 9. Тогда 
необходимо, чтобы для любых а Е ..л и q Е "2:, множество ep-l (а) n Qq содер­
жало не более одного параметра ro (т. е. чтобы каждая волна в любом q 
характеризовалась только одним векторным параметром ro) . 

Отображение ер совместно с отображением 6 на "2:, образует (по терми­
нологии [2]) параметризацию множества е .  

Оператор О вида (ХЕ , �) -)- (6, ер) , осуществляющий определение пара­
метров � и их непротиворечивую интерпретацию B �, будем называть опера­
тором полной корреляции ХЕ относ�тельно €\n. Тогда в случае, ' если пол­
ностью известна модель �, получим следующее частное представление опе­
ратора интерпретации 1: 

1 > 01 .  (2) 
Оператор полной корреляции часто представляется в виде последова­

тельност�' _ (произведения) двух операторов: оператора общей корреляции 

, - '" ПОf!ятие ВОЛf!Ы , (уточ\!е\!ие КОТОРОГО выходит за рамки да\!\!ой работы) \!осит здесь 
,оче\!ь усJiоiшый хараI<Тер. · Б част\!ости, ОД\!О и ТО же колеба\!ие В од\!ом ко\!тексте 
может рассматриваться как отдельная В::Jл\!а , в другом - как сумма ВОЛ\! .  Кроме ТОТО, 
помеха; �q (t) также может быть ' представле\!а в виде суммы большого (беско\!еч\!ого) 
ч�сла ВОЛ\!, ,LЩСТЬ' из -которых может иметь и\!тенсив\!ость того же порядка, что и ИН-
терп'ретир'J'емыI' . ВОЛНЫ ( регулярныIe по11ехи). 

-

84 



Go, осуществляющего предварительную интерпретацию е в некотором 
множестве индексов К (т. е. нумерацию волн) , и оператора N, интерпрети­
рующего К в модели �. Дадим точное определение оператора 00' Пусть 
.JU - фиксированный класс моделей и пусть ;r = о .А. Тогда оператором 

ro<Е.лt 
общей корреляции назовем оператор Go вида (XI; , иtt) -> (8 :  К,  СРо) , где <го -
отображение е на конечное множество индексов К при условии в ;  . 

в) для каждого k Е К найдется такой класс волн S с)[, при котором 
<p�' (k) непротиворечиво интерпретируется как совокупность параметров 
волны а Е S .  

Ясно, что общая корреляция Go' не  обязательно имеет непротиворечи­
вую интерпретацию в �, . поэтому 

(3) 

где N - оператор идентификации,  определяющий интерпретацию К в � 
заданием однозначного отображения <р,;, множества К в множество .А ; 
Р (�) - логическое условие непротиворечивости интерпретации е в ill� 
(задаваемой отображением <р = <Ро <P"J ;  i - индекс при операторах Go 
и N, УI<азывающий на зависимость от числа циклов (в дальнейшем он опу­
скается) . 

Ясно, что представление (3) является регулярным, если все операТОРЫ 
этой схемы регулярны. 

Нужно иметь в виду, что не всякая схема интерпретации, основанная 
на модели с конечным числом интерпретируемых . волн, содержит оператор 
полной корреляции.  В качестве примера такой схемы приведем оператор� 
ную схему определения '\' методом максимального правдоподобия [з1 :  
Пусть р (8) - плотность вероятности для совокупности псмех 

g = {�q (t) I q E �} и пусть иУ = (�C1J и� (t) I q Е �} - полезная часть BO�C 
нового поля, определяемая описанием '\'.  Тогда выбираются описания '\', 
максимизирующие р (XI; - иУ) : 

1 м. П. = � RоR1R2RзР т t , (4) 

где Ro - оператор выбора '\' из множества допустимых описаний, 

R1 : (�, ') -> 8'1; Rz : (}' � u У; Rз : (и У, XI;) -> Р (ХЕ - иУ) 
и Р т - условие максимума. Вместо р (XI; - иУ) может быть использована 
любая монотонная фУЮЩИЯ от Р (XI; - иу) . Схема (4) по существу является 
одной из реализаций способа подбора. Это вовсе не означает, что всякий 
способ подбора не содержит корреляции.  В частности, если описание у 
выбирается из сравнения 8 с 8У, мы получим схему (2) при 

. 

1 = � RoR1R;P;n t , (5) 

где Rз ' :  (8'1 ,  8) = р (8 , 8У) ; P,;t - условие минимума для расстояни� 
р (8 , 8У) ; остальные операторы уже определялись. 

Таким образом, введенные здесь операторы G и Go характеризуют опре­
деленный подкласс интерпретационных схем, основанных на моделях с ко-
нечным числом волн .  . 

3. Операторы корреляции G и Go (введенные в 2) определяют очень ши­
рокий класс алгоритмов корреляции, содержащий. в частности, и такие 
алгоритмы, I<OTopbJe по своей структуре далеки от применяемых на прак­
тике. Чтобы ПОI<азать это, воспользуемся опять методом максимального 
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правдоподобия, определив оператор полной корреляции формулой 

Ом. п .  = t R�R2RзРm t , (6) 

где R� - оператор выбора совокупности параметров 8 из множества Q (�) 
всех совокупностей 8 ,  непротиворечиво интерпретированных в � (отобра­
жение <р задается соответствующей индексацией параметров ю� в 8) ; осталь­
ные операторы определялись в (4) . 

Схема (6) , отличие которой от применяемых ранее схем станет ясным 
ниже, характеризуется рядом особенностей, которые присущи всем схемам 
полной корреляции и которые удобно рассмотреть на примере именно этой 
схемы. Предположим, что множество Q (�) является метрическим про­
странством. Тогда плотность р (XI; - ИО) как функция от 8 может иметь 
в Q (�) несколько локальных максимумов со значениями р (XI; - ио) , мало 
отличающимися от шах р (Х - ив) . Соответствующие значения 8 естественно 

(О) рассматривать как варианты полной корреляции, а значения 8 ,  в которых 
достигается шах р (Х - ИО) ,  - как главные варианты. Вариант корреляции 

(О) назовем правильным, если он является ближайшим к истинному значению ее 
в множестве всех вариантов. Правильный вариант не обязательно является 
главным, поэтому схема (6) , отыскивающая главный вариант, не обязательно 
дает правильную корреляцию даже в том случае, когда главный вариант 
единственен. 

Наличие вариантов корреляции, резко отличающихся от правильного, 
обычно связано с присутствием регулярных волн ,  не включенных в модель � 
(в особенности если плотность р (8) определена только для нерегулярной 
составляющей помехи) . В этом легко убедиться , положив р (XI; - ИО) = 
Р (8 + И' - ио) , где И' - сумма всех регулярных волн .  Ясно, что ло­
кальные максимумы р (XI; - ИО) имеют место всякий раз, когда 8 близко 
к параметрам любого из подмножеств И ' ,  содержащего столько же волн, 
что и множество .А (конечно, не для всякого ты<ого подмножества 8 Е Q (�») . 
Заметим также, что наложение волн, не включенных в модель �, на волны 
а Е .А, вызывает сильные ,отклонения правильного варианта от 8n • Основ­
ными путями уточнения корреляции являются : учет априорной информа­
ции ,  позволяющей уменьшить область допустимых значений Q (�) , и по­
строение более полных моделей (в частности, включение в модель регуляр­
ных помех) . Априорная информация наиболее полно учитывается при пере­
ходе к максимизации р (8) р (XI; - ИО) , где р (8) - априорная плотность 
для 80. 

Основная трудность, связанная с применением схемы (6) , заключается 
в том, что пространство Q (�) , в котором отыскивается наибольшее значе­
ние функции р (XI; - ИВ) , в реальных ситуациях имеет, огромную размер­
ность *. Дополнительной трудностью является невыпуклость функции 
р (XI; - ио) , что ограничивает возможность применения известных методов 
отыскания наибольшего значения функции многих переменных. Обе труд­
ности частично устраняют�я при достаточно полной априорной информации­
позволяющей, в частности, наложить линейные связи на параметры ffi Е . 
(и тем самым уменьшить размерность) , однако эта информация в большин 
стве случаев становится известной только после осуществления корреляции, 
Это же касается и самой плотности р (8) , которая заранее для всей системы 
наблюдений � неизвестна. Аналогичные трудности характерны и для дру-

* Приведем простой расчет. Пусть прослеживаются три волны ,  каждая из которых 
на каждой трассе характеризуется двумя параметрами; всего имеется 50 сейсмограмм 
по 25 трасса м ,  Тогда размерность равна 7500. 
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['их схем, в которых совокупность параметров 8 . рассматривается в целом 
что и обусловливает их практическую нереализуемость. 

4. Наиболее универсальным методом уменьшения размерности про­
странства, в котором ищется решение, является отказ от определения 8 
�(B целом» за один шаг и переход к определению 8 «по частям» за некоторое 
'Число шагов. 

Пусть во множестве .А задана классификация волн на классы A 1, А2, . . .  
. . . , Аm, т >  1 (классами могут быть и отдельные волны) и пусть в сово­
купности наблюдений � задана система I'!. непересекающихся подмножеств 
а ,  которые условимся называть сейсмограммами. В частности, в качестве 
сейсмограмм могут быть взяты отдельные наблюдения q и сама совокуп­
ность � .  

Назовем частным оператором полной корреляции и обозначим через 
G (А j, а) оператор , осуществляющий на Ха = {xq (t) \ q Е а} полную кор­
реляцию относительно подмодели SJЛj = (:]В, Aj ,  ff'j) , где ff'j - множество 
высказываний относительно волн а Е А j , иначе, оператор вида (Ха, SJЛj) -> 
-> 8�, (где 8Ь = {ша I а Е А j, q Е а} - совокупность параметров, непроти­
воречиво интерпретированных в SJЛj) ; множество всевозможных таких сово-
купностей обозначим Q�. Мы будем искать такое частное представление 
оператора полной I<орреляции О, которое содержит подсхему 

П G (Aj, а) . (7) 
(j, а) " 

Результатом применения подсхемы (7) к XI; является совокупность 
(3 '  = {8Ь [i = т,ni; а Е I'!.},  которая принадлежит пространству Q (.А) , яв­
.ляющемуся метрическим произведением пространств Qt (j = 1 ', т; а E I'!.) 
[4 ] .  Поскольку из непротиворечивости интерпретации для 8' вытекает не­
противоречивость интерпретации для всех 8t (а обратное, вообще говоря, 
несправедливо) , то Q (SJЛ,с Q  (.А) . Легко доказываются следующие теореМЫI 

т е о р е м а 1 .  Пусть: 1) операторы G (A j , а) регулярны, 2) для каждого 
q Е � и любых j, j' < т колебания 2J и� (t) и 2J ,и� (t) располагаются в не-

ЙЕ:А j ЙЕ:А J 
пересекающихся интервалах и 3) для всех j ,  j' < т и а Е I'!. Qb n Q�' = О. 
Тогда схема (7) является регулярным оператором полной корреляции. 

Действительно, из условия 2 следует, что волны из различных классов 
А j не являются помехами по отношению друг к другу, а из условия 3 
вытекает, что неправильная интерпретация измеряемых параметров в мо­
дели исключена, следовательно, если при всех qE� �q (t) = О, то регу-
.лярные операторы G (A j, а) дают истинные значения 8�, а тогда и 8' = 
.= {8� \ j  = т,t1i; а Е I'!.} = 80 ' 

Первые два условия теоремы 1 будем называть условиями регулярности. 
Заметим, что неприменимость стандартной фазовой корреляции в зонах 
интерференции связана именно с невыполнением условия регулярности, 
.а не с использованием фаз (как иногда считается) . 

С каждым оператором G (А j, а) в пространстве Qi связано некоторое , а 
.:множество вариантов для 8ь, которые в свою очередь порождают множество 
вариантов для 8 ' .  Вариант 8' назовем главным в Q (.А) , если для всех j < т 
и а Е I'!. значения 8� суть главные варианты в пространствах Qb. Вариант 
-8 ' назовем правильным в Q (.А) , если он является ближайшим к 80 среди 
всех других вариантов в Q (.А) . Легко показать, что 8' тогда и только тогда 
является правильным вариантом в Q (.А) , когда для всех j и а значения 
f1� - правильные варианты в Qb (доказательство основывается на том, 
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что Q · (еЛ) - меТ'рическое произведение пространств) . Возникает вопрос� 
имеется ли соответствие между вариантами 8' в Q (еЛ) и вариантами 8 в Q (�) . 

Ответ, естественно, зависит от конкретных алгоритмов корреляции. 
Пусть G (A j , а) - оператор максимального правдоподобия , максимизи-
рующий р (Ха - и�) , где и� = {� и� /q Еа} с параметрами из 8�. Тогда 

aEAj 
имеет место другая теорема. 

Т е о р е м а 2. Если:  1) параметры волн из разных классов Aj функ­
ционально независимы, 2) параметры волн одного класса в разных сейсмо­
граммах независимы и 3) для каждого q Е 1.; и любых j, j <;;: т колебания· 
� и� (t) и � и� (t) располагаются в непересекающихся интервалах на 

aEAj аЕАг 
расстоянии, большем радиуса корреляции помехи, то варианты корреля­
ции в Q (�) являются вариантами корреляции в Q (еЛ) и, в частности,. 
главные варианты совпадают. Следовательно, в этом случае схема (7) яв­
ляется точным представлением оператора полной корреляции. 

Не давая здесь полного доказательства ,  заметим, что из условий ' 1 и Z 
следует Q (�) = Q (еЛ) , а эти же условия и 3 обеспечивают возможность. 
сведения максимизации р (Х:!:: - И) К максимизации произведения функ­
ций Пl)авдоподобия по каждой паре (Aj, а) . 

П р и  м е q а н'и е. Если фигурирующая в условиях ' 1 и 2 независимость парамет­
ров является статистической, то теорема будет сп раведливой и при максимизацюt 

/J (6) Р (Х - И), так как в этом случае р (6) = Пр (6�). 
1. а 

Если условия теоремы не выполнены, то варианты 8 и 8 '  не совпадают� 
к тому же не исключено, что ни ОДИН из вариантов 8' не принадлежит Q (�). 
В качестве решения тогда естественно взять значение G' Е Q (�) , являю­
щееся ближайшим к множеству вариантов в Q (еЛ) , т. е. удовлеТВОРЯЮЩЕ:е­
условию 

р (8, Q' (еЛ)) = min р (8, Q' (еЛ)) ,  (8} 
UEQ (\1JC) 

где Q' (еЛ) - множество вариантов в Q (еЛ) ; 
р (8 , 8 ') - метрика в Q (еЛ) . 

Равенство (8) имеет смысл и тогда, когда существуют непротивuречиво. 
интерпретируемые варианты 8' (в этом случае р (8� Q '  (еЛ)) = О и 8 '  = 8)� 
поэтому может быть взято в качестве общего условия для выбора решения . 

Множество вариантов Q '  (еЛ) всегда можно предположить конечным 
в любой ограниченной области пространства Q (еЛ) . А тогда для всякого 8 ' .. 
удовлетворяющего условию (8) , найдется такой вариант 8' Е Q ' (еЛ) , чт(). 

и 
p (8\ Q (�)) = min p (8', Q (�)) 

Э'ЕQ' (&) 
Р (8, Q' (еЛ)) = р (8, 8 ' ) .  

(9) 

( 1  О). 

, Действительно,� расстояние (8) есть расстояние между множествами' 
Q (еЛ) и Q (�) , которое по определению есть расстояние между точкой 
еАЕ Q (�) , ближайшей к Q' (.А) , и точкой 8' Е Q' (еЛ) , ближайшей к Q (�) .. 
Из равенств (8) - ( 10) следует, что оператор G может работать по схеме-
Х:!:: -). 8' -). е. Отсюда вытекает следующее частное представление оператора: 
полной корреляции: с помощью схемы (7) и логического условия Р (.А, 1.;)-
выбирается вариант 8 ' ,  ближайший к Q (�) (т. е .  удовлетворяющий усло­
вию ( 10) ,  после чего применяется оператор В вида 8' � в, определяющий 

88 



ближайшее к 8' значение из Q (�) . Таким обр�зом, 

О 1> t П о (Aj, о) Р (.А, �) t В. ( 1 1  )/ 
и. о) 

При отсутствии помех 8' = е = 80, поэтому из регулярности схемы (7) 
следует регулярность представления ( 1 1 ) .  

Обычно к корреляции относят только ту часть схемы ( 1 1 ) ,  которая· 
предшествует оператору В. 

Вместо условия Р (.А , � ) ,  проверяющего минимум для расстояния 
р (8' ,  Q (�» , в схеме ( 1 1 )  может быть применЕНО условие, проще реали­
зуемое, устанавливающее принадлежность варианта 8 ' к некоторой фикси­
рованной Оl<рестности Q (�) . Оба эти условия будем называть расширен­
ными условиями непротиворечивости. 

Приведем простейший пример схемы ( 1 1 )  для стандартной фазовой 
корреляции. Пусть � есть обычная сейсмограмма, о - отдельные трассы 
и пусть модель � содержит только одну волну. Тогда каждый частный. 
оператор О (А , о) , выбирает фазу на трассе о , логическое условие Р (.А , �) 
проверяет правильность выбора фаз на всех трассах , а оператор В опреде­
ляет уравнение годографа (например , методом наименьших квадратов) . 

5. Сейсмограмму о назовем О-сейсмограммой, если оператор О (А , о) 
не имеет представления ПО (А , 0') , где Д (о) - некоторое семейство под-

а' <Ед(а) 
множеств о' с о. Аналогично вводится определение О-классов волн. Из тео­
ремы 2 следует, что достоверность схем типа ( 1 1 )  зависит, вообще говоря ,. 
от О-классификации волн и выбора О-сейсмограмм. 

Принципы правильной классификации следуют из второго условия 
регулярности и условия 1 теоремы 2: в один и тот же О-класс объединяютсЯ' 
наиболее зависимые и интерферирующие . волны. Этот принцип легко·, 
выразить в формальном виде. Пусть 'ik - некоторая мера зависимости 
(например , коэффициент корреляции) между параметрами волн Щ и а" 
в произвольном наблюдении q, и ПУСТq Г", - некоторое пороговое значение· 
fik . Будем писать а; О а" ,  если либо Га,> ' * '  либо волны а; и Щ, интер­
ферируют хотя бы в одном q Е � (либо и то и другое вместе) . Тогда отно­
шение О определяет на .А симметричный граф [5 ] , компоненты связности 
которого являются О-классами правильно построенной О-классификации' 
волн. Если получающийся граф (.А, О) является связным (т. е. если имеется 
только одна компонента связности) , то естественно потребовать, чтобы 
для всякого j подграф (Aj, О),  образуемый О-классом Aj и отношением О ,. 

- был связный. 
Нетрудно видеть, что при увеличении порога '* число компонент связ-­

ности графа (.А, О) может только увеличиться. Поэтому, увеличивая Г"" 
можно добиться увеличения числа классов правильной О-классификации. 
Вообще, условие регулярности (т. е .  отсутствие интерференции) является 
для О-классификации более существенным, нежели зависимость между 
параметрами, так как эта зависимость частично учитывается условием 
р (.А, �) .  Если отношение О определяется только итерференцией, то можно' 
построить зависящую от о О-классификацию, определяемую графами (.А, О ") . 
где а; О а" при а; и Щ ,  интерферирующих на 0'. 

Аналогичным принципам подчиняется разбиение д множества наблю­
дений на О-сейсмограммы. Естественно считать, что зависимость между 
параметрами одной и той же волны тем больше, чем «ближе» эти наблюде­
ния. Следовательно, в � можно определить связанное с метрикой в D рас­
стояние d (ql' q2) между любыми наблюдениями ql и q2' функцией которого 
является рассматриваемая зависимость. Расстояние d (ql ' q2) определяет 
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-структуру (точнее, топологию) множества 1; ,  которая, таким образом, 
зависит от характера изменения параметров волн,  в конечном счете - от 
физической модели среды. 

Пусть в модели � выполнен принцип взаимности. Обозначим 
qi = (Mi , M�) . И пусть do (M1, М2) - расстояние между точками в D .  
Тогда с точностью до эквивалентности , определяемой принципом взаим­
ности, величина 

d (ql, q2) = min Су' d� (M1, М2) + d� (M�, M�) , 
�d� (Мl' M�) + d� (M�, М2)) , ( 1 2) 

(где min (а, Ь) означает наименьшее из а и Ь) является метрикой в 1; * .  
Метрика d (ql' q2) определена н е  только для наблюдений q E � , н о  и для 
множества Q всех пар (М, М') точек, принадлежащих D .  Множество 
Q = D х D ,  рассматриваемое вместе с метрикой d (ql' q2) , будем называть 
обобщенным пространством наблюдений. Если D - профиль, Q совпадает 
с обобщенной плоскостью наблюдений, введенной Г. А. Гамбурцевым [6] ,  
что и оправдывает данное нами название. 

Всякие другие метрики, которые могут быть определены в моделях 
с выполненным принципом взаимности, топологически эквивалентны ме­
трике ( 12) .  

Назовем наблюдения ql и qz смежными, если d (ql' q2) < 8 (8 достаточно 
мало, выбор его определяется различными факторами, в том числе уровнем 
помех) . Отношение смежности определяет на 1; симметричный граф, кото­
рый будем обозначать тем же символом L .  Всякое подмножество 1; '  с 1; 
будем называть связным (8-СВЯЗНЫМ) , если подграф, образуемый 1; '  и отно­
шением смежности, связный. Для правильного разбиения � теперь можем 
сформулировать следующий принцип: если разбиение � правильно, 
то все G-сейсмограммы являются связными. 

Если множество 1; связное, то его принято называть непрерывной 
системой наблюдения. Несвязные множества � с большим числом компонент 
связности (расстояние между которыми больше, чем их диаметры) называют 
дискретными системами . 

Перейдем теперь к рассмотрению логических схем корреляции, КОГДа 
модель � в той или иной степени неизвестна .  

1 .  Схема ( 1 1 )  предполагает такое детальное знание модели �,  которое 
достигается в исключительно редких случаях. В частности, в этой схеме 
предполагаются , известными области регистрации каждой волны а Е .л 
(т. е. предполагается , что для каждого q Е � известно, наблюдается в q 

* Напомним, что взаимным к qi (Mi ,  м;) наблюдением называется наблюдение 
'q� (M�, Mi). Обозначим через do (ql, q2) расстояние между ql и q2 В метрическом 
произведении D Х D [4] , тогда не трудно видеть, что d (ql, q2) есть наименьшее из 
расстояний do (ql , q2) и do (qJ ,  q;), следовательно, d (ql, q2) равно нулю тогда и только 
тогда, когда ql и q2 либо равны между собой,  Лl1бо взаимны. Для доказательства оста­
лось убедиться в справедливости неравенства треугольника : d (ql , qэ) < d (ql, q2) + 
+ d (q2, qз) . Поскольку do (ql ,q2) суть метрика, do (ql ,  qz) < do (qJ, q2) + do (qz, qз), а тогда 
из неравенства d (ql, qз) < do (ql , qз) следует d (ql , qз) < do (ql, qJ + do (qz, qз) ( 1 ). По-
скольку d (ql, qз) = d (qJ , q;) < do (ql, q;), из неравенства do (ql; q;) < do (ql, q;) + 

+ do(q;, q;) и тождества do (qz, qз) == do (q;, q;) получим d (ql, qз) < do (ql, q;) + do (qz, qз) (2). 
Из неравенств ( 1 )  и (2) следует d (ql , qз) < d (Q l ,  q2) + do (qz, qз) (3). Аналогично мож­
но получить неравенства d (ql, qз) < dо (ql , q;) + do (q;, qз) и d (q) , qз) < dо(ql, q J + 

+ do (q; , qз), из ){оторых следует do(q), qз) < d (q), q2) + do (q;, qз). Сравнивая ' это не­
равенство с (3), получим требуемое неравенство треугольника . 
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волна а или нет) . Поэтому кроме функции оценки параметров частные опе­
раторы полной корреляции должны носить функцию обнаружения волн. 

Допустим для простоты, что волны а Е А j могут присутствовать в q 
"Только одновременно и если волна а Е А j имеется хотя бы в одном наблю­
дении q Е а , то она имеется во всех q Е а .  

Введем оператор G (A j ,  а) (называемый расширенным частным опера­
тором полной корреляции) , задающий отображение множества Ха - мно-
жества реализаций вектора Ха - на множество fi!, которое состоит из 
элементов множества Q� и пустого элемента ф, интерпретируемого как 
,отсутствие волны. Тогда, обозначая через G оператор полной корреляции Х:Е 
при наличии неточно известной модели, получим 

G -� t П G (Aj, а) Р (л, }2) t В .  ( 1 3) 
и, (1) 

Включая сведения (если они имеются) относительно областей регистра­
ции и логическое условие Р (л, �) ,  всегда можем построить такие конкрет­
ные операторы G (А j, а) , зависящие от номера цикла, что получающиеся 
реализации схемы ( 13) эквивалентны схеме ( 1 1 ) .  Следовательно, оператор 
G является более общим, чем схема ( 1 1 ) ,  независимо от характера информа­
ции относительно областей регистрации. 

Схемы, прсдставляющие оператор G (A j,  а) , содержат оператор Z (A j ,  а) , 
'обнаруживающий волны а Е A j  на а .  Оператор Z (A j,  а) может быть выпол­
нен как логическое условие Z l (А ] ,  а) , вводящее в действие оператор 
·0 (A j ,  а) , если принимается решение о наличии волны 

G ( Aj, а) ----'> Zl (Aj, а) t G (Aj, а) t . ( 1 4) 
'Оператор Z 1 в схеме ( 14) может иметь функции не только логического 
условия, но и определять начальные параметры, обусловливающие порядок 
-работы оператора G (A j,  о) . 

Представление ( 14) не единственно. В методе максимального правдо­
подобия решение о наличии волны принимается по правилу [3 ] :  

oj 
тах Р (Х(1 - U (1) 

ojE nj 
_(1 __ а р-----;(Х"'"(1);---- ;> Л 

• .  

( 1 5) 

Решение о наличии волн G-класса A j  принимается здесь после получения 
оценки максимального правдоподобия для 86 , следовательно, возможно 
такое представление оператора G (А j, а) : 

G (Aj , a) � G (Aj, о) Z2 (Aj, а) , ( 1 6) 
тде оператор Z 2 проверяет неравенство ( 15) и в зависимости от выполнения 
{ 1 5) запоминает или аннулирует результат оператора G (Aj, а) . Это же пред­
ставление имеет место, когда наличие волны а Е А j проверяется по отличию 
.полученной оценки дЛЯ 8Ь от ожидаемого значения ёЬ, т. е. по неравенству 

� .  - , Р (8�, 8а) < Р.. ( 1 7) 
В общем случае параметры волн ,  используемые для их обнаружения,  

l-Je обязательно совпадают с параметрами, необходимыми для отыскания , 
следовательно, общее представление оператора G (Aj,  а) , содержащего 
.оператор обнаружения , имеет вид 

( 1 8) 
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где один из операторов - О1 или О2 - можtт ОТСУ1ствивать. Представлениw 
типа ( 14) характерны для визуальных способов, а представления ( 16) удоб­
ны в алгоритмизированных способах корреляций. 

Схема ( 1 3) и представления ( 14) применимы и в том случае, когда усло­
вие (*) не выполнено. Оператор Z 1 (А j, а) тогда определяется как оператор 
вида (Ха, �j) -'>- G (A�, а') , где А;  с A j, а' с а . Иными словами, оператор Z r 
играет роль распознавателя , который по виду записи Ха выбирает наиболее--
предпочтительный оператор G (А; ,  а') из некоторого множества операторо!> 
(ВI<лючая нулевой) . Во всех случаях оператор Z 1 (Aj ,  а) определяет класси­
фикацию на множестве Ха. 

Ясно, что операторы Z и G не обязательно должны быть применены 
к одним и тем же сейсмограммам и классам волн .  Поскольку оператор Z 
осуществляет значительно более грубую классификацию множества Ха. 
чем оператор о, то при одном и том же числе наблюдений в (j и волн в А; 
оператор Z (Aj ,  а) конструктивно проще оператора G (A j, а) , поэтому сей­
смограммы для оператора Z (Z -сейсмограммы) и классы волн для этого опе­
ратора (Z -классы) естественно выбирать более крупными, чем G-сейсмо­
граммы и G-классы соответственно. 

Примером несовпадения о- и Z -сейсмограмм является визуальная кор­
реляция , для которой характерна приводимая ниже схема ( 19) ,  в которой G 
суть dбычные сейсмограммы. Метод РНП представляет пример совпадения 
о- и Z -сейсмограмм. 

Обозначим А j j-ый Z -класс. Тогда определим правильные G-классы на (j" 
как компоненты связности графа (Лj, Оа) .  Поскольку области интерферен­
ции за ранее не известны, оператор о, в котором Z -и о-классы не совпадают,.. 
должен содержать распознающий оператор И (Лj, а) , устанавливающий, 
правильную G-классификацию волн а Е лj на а .  Полагая для простоты. 
что G-сейсмограммы совпадают с отдельными наблюдениями q, получим: 
следующее представление оператора G (Лj, о) :  

� 1 2 П 3 п  
G (Лj, а) � Zl (Лj, а) t и (Лj , а) J t G (Ai , q) Р Х 

A ; Ec1lj qEcr 
3 1 

>< (Ai , а) t Р (Лj , а) в (Лj , аН . ( 1 9)' 

Оценку e�, получаемую до применения оператора В (Лj , а) , условимся 
называть G-оценкой e�, а с момента применения этого оператора ­
Z-оценкой e�. 

2. Осуществление корреляции с применением частных операторов" 
G (л , а) упрощается , если логическое условие Р (л , 2;) выразить в виде 
композиции . отдельных условий, учитывающих либо связь параметро!> 
различных Z -классов, либо изменение этих параметров в L .  Возможны 
два типа представления этого условия: 

1 )  Р (л,  �) � п Р (л, а) Р ().;);  

(20) 
т / 

2) Р (л, 2;) -> 
П 

Р (Лj, ).;) Р (л) , 
j=l 

где Р (л, а) и Р (Лj, �)  - сужения условия Р (л , �)  на Z -сейсмограмму G 
и подмодель �!" соответственно; Р (�) и Р (л) - логические условия, учи­
тывающие только изменение параметров в 2; и только взаимоотношение 
параметров различных Z -классов соответственно. 
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Отметим, что условие Р (л, а) при визуальной корреляпии выражает 
>вторичные признаки корреляции [ 10 ] .  

Согласно этому , выделяются два основных типа схем полной корреля­
ции «по частям»: 

т 2 1 � 1 2 О! = ,), п ,), п G (Лj, а) р (Л,о) t р (�) t в (л , �) 
crE:l j=l 

т - 2 п l п � 1 2 
Gr r  = ,), ,), G (Лj, а) р (Лj, �) t р (л) t в (л, �) . 

j=l vEt. 

(2 1 ) 

: (22) 

Выбор представления оператора полной корреляции зависит от того, 
какое из условий: Р (л, а) или Р (Лj, о) является более сильным (т. е. от 
"Того, какие зависимости между параметрами являются более тесными) . 
И действительно, предположим, что выполнено условие 1 теоремы 2 .  Тогда 
J1erKO получить , что формулы (20) эквивалентны формулам: 

1 ) р (л, �) = р (�) ; 

т 
2) Р (л , �) = п р (Лj, о) . 

i=l 

Напротив, если выполнено условие 2, то из (20) получим: 

1 ) Р (л, �) = П р (л, о); 
OEt. 

2) Р (л, �) = р (л) . 

(20а) 

(20б) 

Таким образом, представление 1 оказывается более эффективным в слу­
чае слабой зависимости между параметрами в различных наблюдениях, 
а представление 2 - в случае слабой зависимости между параметрами раз-
.личных Z-классов. Отсюда следует, что оператор О! является более эффек­
тивным, когда зависимость между волнами более тесная, чем между пара­
метрами одной волны на разных сейсмограммах. В частности, это имеет 
место при больших расстояниях d (о , о*) между соседними сейсмограммами. 
Поэтому схемы типа (2 1 ) ,  в которых сначала на каждой сейсмограмме про­
водится полная корреляция и результаты корреляции на разных сейсмо­
граммах сравниваются в целом (по всем волнам одновременно) , являются 
более типичными для дискретных систем наблюдения. Схемы типа (22) 
··более характерны для непрерывных систем. I 

Эти схемы могут комбинироваться . Так, например , при корреляции 
в дискретных системах наблюдений совокупность Z -сейсмограмм коррели­
руется по схеме (2 1 ) ,  а каждая сейсмограмма (при использовании представ­
лену\я ( 19) коррелируется по схеме (22) : 

5 4 т l ' 3 
·д -4 t п t п z (Лj , а) t и (Aj, о) t a=� j=l 

3 1 4 5 
Х Р (Лj, а) t в (лl , а) t р (л, а) t р (�) t в .  (23) 

Из общего условия Р (Лj, �) принято выделять условие Р (лj; о, 0*) ,  
<связьrвающее корреляцию на  соседних (смежных) сейсмограммах о и 0* . 
В условие Р (лj; о ,  0*) , в частности, входит критерий взаимности, критерий 
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разностного годографа и т. п .  Отсюда вытекает следующее представление 
условия Р (Лj, � ) : 

Р (Лj, �) = П Р(Лj; б , б*) Р' (Лj , �), (24) 
аЕд 

откуда следует 

Если G (Лj, б) имеет представление ( 1 9) ,  а Р (лj ; а , б*) = Р (лj; q, q*) 
где q Е б, q* Е б * ,  d (q, q*) <: е, и при этом 

n 
Р (Аi , б) = П P (Ai , Qk , qk -l) ' k=2 

где n - число наблюдений в б , то схема (22а) представляет пример схемы 
непрерывной корреляции. Ее отличительной особенностью является экви­
валентность логического условия корреляции между сейсмограммами логи­
ческому условию корреляции в пределах сейсмограммы (иначе говоря.  
эквивалентность позиционной и транспозиционной корреляции) . В отличие 
от этого в схемах так называемой дискретной корреляции представление 

. ( 19) для расширенного оператора полной корреляции является не обязатель­
ным, УС.'Iовие Р (лj ; б , б*) не сводится к условию Р (лj ; Q, Q*) и определяется' 
непосредственно на Z -оценках параметра 8� (либо на некоторых функциях 
от Z -оценок 8�) . Эти данные могут быть положены в основу формального 
определения непрерывной и дискретной корреляций. 

В приведенных схемах зависимость между параметрами различных волн 
учитывается только логическими условиями . Более рационально (особенно' 
при машинной обработке) использовать схемы с условными частными опе­
раторами , в которых зависимость между параметрами учитывается до при­
менения логических условий, что позволяет уменьшить число циклов. 
Пусть лk ел - класс опорных волн (в том смысле, что с вероятностью 1 
главный вариант для оператора G (Лk, б) совпадает с правильным для всех 

� k а Е L1) , тогда G (Лj , а\80) является условным частным оператором, если он 
определяет 8� при известном 8� (значение 8� отыскивается в множестве . I таких 8ь, которые вместе с заданным 8� дают непротиворечиво интерпрети-. k · рованную совокупность (8� ,  80) ' При использовании условных операторов 
схемы (2 1 )  и (22) принимают вид: 

т 
О! = 1 п G (Лk , а) 1 п G (Лj, а 1 8�) Р (л, б) t Р (�) t В; (2 1 а) 

О j=l 
Nk 

т 
Gr r  = 1 п G (Лk, б) Р (Лk, �) t1 п l п G (Лj, б ' 8�)P (Лj, �) t Р (л) t В. 

ОЕд j=l ОЕд 
(22б) 

Аналогично вводятся относительные операторы' G (л j, бlб *) , отыскиваю­
щие значения 8� при данном значении 8Ь. (где б:;: - предшествующая сей­
смограмма или объединение предшествующих сейсмограмм) . Тогда вместо 
(22а) получим 
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Эта схема оказывается более общей, чем (22а) , потому что посл�дняя рас­
считана на использование только априорной информации относительно 
Q (S)Л) , тогда как схема (22в) может быть эффективно использована для 
накопления и учета информации, получаемой при измерении параметров 8! 
на предшествующих сейсмограммах. Возможность использования накап­
ливаемой информации исключена в схемах корреляции «в целом» и воз­
можна только в расчлененных схемах корреляции. 

3 .  Согласно определению (см. стр . 90-92) , результат применения операто­
ра  общей корреляции к Х.Е можно представить в виде (8 (1) ,  8 (2) , . • •  , 8(m» , 
где ek = ера1 (k) , k Е К удовлетворяет] условию (см. там же) , т. е. 
8(k)E U Q�. 

аЕ& 
Соответственно этому определим частный оператор общей корреляции - W т Go (л, о) как оператор вида (Ха , Jttt) -> {8а , . • • , 8а а}, где для каждого 

k< ma 8� Е U Q�. Множество индексов 1 ,  2 ,  . . .  , та обозначим Ка. Опе­
ратор G� (А,  о) может быть реализован как оператор типа максимального 
правдоподобия, который отыскивает и классифицирует (по неравенству ( 15» 

( ива 8а а максимумы функции р Ха - а) при а Е U Qa. 
аЕ& 

Поскольку В схемах с общей корреляцией число волн заранее не задано, 
частный оператор общей корреляции наряду с функцией обнаружения 
параметров обязательно имеет функции обнаружения волн .  В этом смысле 
он сходен с расширенным оператором полной корреляции G (Лj, о) . Обна­
руживающие и измерительные функции оператора сосредоточиваются 
в различных операторах , образующих представление оператора G�. В част­
ности, оператор Go (л, о) имеет следующее частное представление: 

Go (.А, о) '? z (l, о) t П G (k ,  о) Р (Ка , о) t ,  (25) 
kEKa 

где оператор Z (А , о) определяет множество индексов К а И для каждого 
k Е Ка задает начальные параметры операторов G (k, о) вида k -)- 8�, 
а Р (Ка , о) - логическое условие вида {8� IkEKa}E U Q�(по всем лС Л, 
имеющим та волн) . 

Необходимо различать оператор идентифицированного обнаруженин 
Z (Лj, о) , улавливающий уже интерпретированные (идентифицированные) 
волны, число которых фиксировано; короче говоря ,  оператор , обнаруживаю­
щий фиксированную простую или составную волны, и оператор неиденти-
фицированного обнаружения Z (А, о) , улавливающий волны, число кото­
рых заранее не задано и не ограничено сверху. В операторах идентифици­
рованного обнаружения используется большая априорная информация , 
поэтому они более помехоустойчивы. 

Если в о имеет место наложение волн ,  то оператор общей корреляции 
должен быть уточнен, так как определение паР,аметров интерферирующих 
волн операторами G (k, о) ,  рассчитанными для одиночных волн ,  является 
неточным (вследствие нарушения условий регулярности) . Уточнение до-
стигается тем, что в класс :л вводятся интерференционные волны и опреде­
ляются операторы G (k, о) , работающие в классе интерференционных волн. 
Теперь достаточно ввести в схему (25) оператор И (Ка, о) , классифицирую­
щий волны на простые и интерференционные: 

Go (А, о) � Z (А, о) и (Ка, о) t П G (k , о) Р (Ка, о) , . (25а) 
kEKa 
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В более общем случае на Ji существует такая И-классификация волн ,  
'Классами эквивалентности которой являются волны, требующие применения 
-одинаковых операторов оценки параметров. Схема (25а) остается справед­
ливой, если И (Ка, о) осуществляет И-классификацию волн .  

Н "а азовем 80 (ka Е ko) оценкой параметров волны а на о, если 
р (8ka, 8�) = min р (8ka, 8�') = min р (8� , 8�) , (26) а 

а'Е#1 а а "ЕКа :где 8� - истинное значение параметров волны а; 

Jto- множество волн класса Л на сейсмограмме о. 
Введем теперь оператор идентификации N (Лj, о) , который из задан-

ной совокупности {8� I k Е Ко} выделяет и интерпретирует параметры волн 
класса Лj . Этот оператор имеет следующие частные представления: 

и 

N (Лj, о) '> � п N (а,о) Рl (Лj, o)t 
аЕ#1 

N (Лj' о) '> П w (k, Лj , о) х Р2 (Лj, о) , 

"

ЕК
а 

(27) 

г

: 

"а где N (а, о) - оператор вида {80 I k Е Ко} -> 8а ; 

( k . ( о" ka W k, Лj, о) - оператор вида 80 -> а Е Лj если ']., = 8а ), N (Лj, а) 
может также иметь представления,  не эквивалентные ни одному из пред­
ставлений (27) . 

Определяя 8�a = ф, если {8: I k Е Ко} не содержит оценки пар3.метров 
волны а, получим 

(28) 
что дает новое представление оператора G (А/ , о) . Следовательно, оператор 
общей корреляции 00 (,Л, о) может быть использован в схемах предыдущего 
пункта. 

4. Рассмотрим применение частных операторов 00 (А, о) в схемах 
типа (3) . Пусть к каждой Z-сейсмограмме о Е 11 применен оператор ОП (л, о) 
и, следовательно, задано множество е = {8� I i = 1 ,  та, о Е 11} . Общая кор­
реляция этого множества, как известно, осуществляется заданием отобра­
жения СРО этого множества на некоторое заранее не заданное множество ин­
дексов К. Отображение <р) задает в множестве 8 (а следовательно, и в 
К = u Ко) разбиение на классы эквивалентности. Классами этого раз-

"'ELl 
биения являются прообразы ср�l (k) (k Е К), а смысл эквивалентности опре­
деляется как «принадлежность одной и той же волне». Известно [8] и об­
ратное: всякое разбиение некоторого множества на классы эквивалентности 
.определяет отображение этого множества на систему классов эквивалент­
ности, что и позволяет находить СРО при неизвестном числе классов в К, 
так как критерии эквивалентности не зависят от этого числа. Таким образом, 
общая корреляция суть классификация множества е (или К) относительно 
указанной эквивалентности. 

Пусть к двум сейсмограммам () и о ' применен частный оператор общей 
� k "а k корреляции 00 (л, о) . Обозначим через а [8а 1 волну, для которой 80 = 8а , 

k 1 та' - '" И введем оператор идентификации N (а [8а ] ,о') : (80" . . . , 8а, ) -> 80" где 



k' k 00' -- 00' Тогда общая корреляция двух сейсмограмм может быть задана 
формулой 

00 � 00 (.Л, о) 00 (.А, о' )  П N (а [o� ] , о') (29) 

либо, учитывая (28) , 

Согласно формуле ( 14) ,  полагая в (30) 
G (а [o� ] ,  о' )  = ZI (a [O� ] ,  о' )  t о (а [o� ] , o') � ,  (3 1 ) 

получим представление 00' которое не содержит оператора 00 (.А, о ') ,  сле­
довательно, содержит только идентифицированное обнаружение волн опера-
тораМИ Z 1 (а [o� ] , о ') . Поскольку оператор G (а [o� ] , о ') осуществляет кор­
реляцию Ха относительно Ха', его можно записать в виде относительного 
оператора G (k, о' I o�) . , 

Схемы типа (29) - (3 1 ) ,  в которых осуществляется обнаружение волн 
и их классификация относительно волн ,  обнаруженных на предыдущих 
сейсмограммах , естественно назвать схемами прослеживания . При этом 
схемы типа (29) , в которых сначала производится обнаружение всех волн,  
а затем их классификация, назовем прослеживанием первого типа ,  а схемы 
типа (30) , (3 1 ) ,  в которых осуществляется идентифицированное обнаруже­
ние (т. е. обнаружение одновременно с классификацией) , назовем просле­
живанием второго типа. Применяя прослеживание первого типа к про из­
вольной упорядоченной системе Z-сейсмограмм, получим следующее пред­
ставление 00: 

Oo � t п  00 (.А, Oi) П N (а [e�i_l) '  бi) П Р (k, �) t ,  
(i) kEKoi_1 kEK 

(32) 

Где Р (k, �)  есть условие {Оо" I о Е .11} с U Q; (Р (k, �) = П Р (kioi , он)) .  . а aEof1 и) 
Прослеживание второго типа реализуется в схемах общей корреляции 

по типу схем (22) . Пусть имеется такая сейсмограмма 01 Е . .11 , что <))0 (Ка.) =К, 
тогда 

00 "" 00 (.А, о) П � П G (а [O�i_l] ' Oi) Р (К, о) t Р (k, �H . (33) 
kEl(a, и) 

Если такой сейсмограммы 01 нет, то выбирается минимальное подмно­
жество .11 ' с::. .11 , удовлетворяющее условию <Роl ( U  Ко) = К . 

aEL:.' 
Поскольку В схемах общей корреляции используются более слабые 

операторы и логические условия , чем в схемах (стр . 90-96) , то применение 
общей корреляции при наличии полностью известной модели приводит 
к результатам, которые по крайней мере не более достоверны, чем схемы 
расширенной полной корреляции с идентифицированным обнаружением. 
Значение общей корреляции станет ясным при обсуждении ситуации, в ко-
торой модель >m неизвестна. . 

5. Мы рассмотрели ситуацию, когда в' модели >m заданы множества 
.л и fJВ, но описание fjJ недостаточно полно. Если модель >m неизвестна в том 
смысле, что ни множество волн .А , ни множество объектов среды fJВ точно 
не заданы, то обычно известен класс моделей Jtt. , к которому принадлежит 
искомая модель. В этом случае корреляция осуществляется одновременно 
с отысканием >m. 
7 Заказ М 1311 
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\ Теоретически возможным способом корреляции в этом случае является 
способ подбора моделей: в частности, метод максимального правдоподобия 
с максимизацией рlJЛ (Х - ив) по всем е и по всем моделям � Е .лt. По­
скольку для каждой модели � Е .лt  область �a существования волны а 
является неизвестной, варьировать приходится не только по е и �, но 
и по всем �a (а Е ..л) ,  следовательно, этот метод приводит к решению задачи 
отыскания максимума в пространстве, размерность которого по крайней 
мере на порядок выше, чем для корреляции «в целом» относительно модели, 
известной полностью. 

Другим теоретически возможным способом является применение рас­
познающего (классифицирующего) оператора R (.лt) , задающего отображе­
ние множества ХЕ (множества всех реализаций ХЕ) на множество моделеЙ .лt . 
Однако осуществление распознавания с учетом всех значений,  взятых, 
скажем, в соответствии с теоремой отсчетов, всех функций xq Е ХЕ практи­
чески неосуществимо . Наиболее реальным путем является представление 
оператора R (.лt) в виде произведения оператора /), -> 0* ,  где 0* - «типич­
ная» сейсмограмма, и частного распознающего оператора R (.лt, 0*) вида 
Ха' -> �. Если одной такой сейсмограммы нет, то может быть выбран набор 
сейсмограмм /),* с /)', к KOTOPЫM� применяются операторы R '  (Jtt , о) вида 
Х" -> Jtt" (Jtt" - подкласс моделей из Jtt) ,  после чего модель � отыскивается 
в множестве моделей n Jtta. 

аЕД' 
Однако и в этом случае построение классификации Ха непосредственно 

по значениям функций Xq Е Ха неэффективно. 
Из теории распознавания образов известно [9] ,  что эффективные рас­

познающие системы осуществляют классификацию изображений не непо­
средственно по самим изображениям, а по некоторым информативным при­
знакам (ОС0бенностям) , характеризующим эти изображения. Поскольку 
основная информация, которая содержится в Ха относительно рассма­
триваемого типа моделей, сосредоточена в параметрах волн ,  определенных 
в моделях класса Jtt , эффективная схема распознавания должна начинаться 
с отыскания на о Е /),* волн а Е Ji, после чего модель � определяется путем 
классификации выделенных волн .  Отсюда вытекает важное следствие, опре­
деляющее практическое значение схем общей корреляции: если модель � 
неизвестна, то эффективная схема корреляции содержит частные' операторы 
общей корреляции. 

Таким образом, схемы прослеживания, рассмотренные в предыдущем 
пункте, не только применимы при неизвестной модели (что было ясно зара­
нее) , но в этой ситуации даже эффективны. 

Классификацию волн а Е Jl, используемую для определения модели �, 
будем называть S-классификацией, а ее классы Sl ' S2' . . .  , Sr - S-клас­
сами (в качестве примеров могут быть такие классы: продольные отражен­
ные волны, -головные волны PPS и т. п . ) .  Пусть � --.:. фиксированная мо­
дель из Jtt и пусть ..л = (а1, а2, • • • , аm) - упорядоченное множество волн 
модели �. Назовем типом модели � набор (S"" S"" . . .  , Sim) '  где 
S"k (ik < r) - тот S-класс, к которому принадлежит волна ak . Тогда S-клас­
�ификация множества 7l является полной относительно Jtt , если все модели 
этого класса имеют различные типы. 

Ясно, что если S-классификация полна, то тип модели однозначно опре­
деляет модель �.  

Если �o = n � =F о (т. е .  всякая модель � Е J;t содержит не-
IJЛЕ.Аt 

вырожденную подмодель �o) , то схема корреляции может включать как 
подсхему полной корреляции относительно подмодели �o, так и подсхему 
общей корреляции, выделяющей волны, которые не входят в �o. Тогда 
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при: наличии полной S-классификации 

G � о (Ао) 00 (А') N (S) , 
где А' = А"",Ао, N (S) - оператор S-классификации. 

6. На схемы, приведенные ниже, с некоторыми добавлениями: пере­
носится поняти:е правильнасти корреляции,  сформулированное на стр . 95-96. 

Общая корреляция является правильной с точностью до идентифика­
ции ,  если для каждого kEK существует такая волна а Е А, что при каж-
дом (j оценка е: является оценкой волны а. 

Общая корреляция волны ak (k Е Ка) является правильной с точностью 
до варианта, если при каждом (j оценка е: волны ak является правильным 
вариантом корреляции волны ak в о. Здесь предполагается, что если ak $ Аа , 
то правильный вариант для ak есть ф. 

Очевидно ,  что если общая корреляция правильна с точностью до ва­
рианта , то она правильна и с точностью до идентификации. Ясно также, что 
полная корреляция правильна (в некотором смысле) тогда и только тогда, 
когда в этом же смысле правильна общая корреляция и для всех k Е К 
e� есть оценка волны а = <Р* (k) , где <Р* - отображение К в А.  

Если существуют такие две сейсмограммы (j и о' , что e� и е:, являются 
оценками параметров различных волн а и а' , то говорят, что в 1; имеется 
переход с волны на волну. 

Сформулированные здесь понятия правильнасти корреляции могут быть 
выражены в терминах как Z - ,  так и О-оценок. 

Легко видеть, что правильнасть корреляции с точностью до варианта 
отвечает понятию правильнасти с точностью до фазы, принятому в фазовой 
корреляции. Отсюда следует, что фазовая корреляция может быть в точ­
ности интерпретирована в терминах излагаемой здесь общей теории кор­
реляции, если под выбором фазы волны понимать выбор оценки параметров 
этой волны, что в действительности и имеет место (в стандартной корреля­
ции параметры волны просто отождествляются с параметрами одного из ее 
экстремумов, либо, в крайней случае, являются простыми функциями этих 
параметров) . 

3 А К Л Ю Ч Е Н И Е  

1 .  В работе приводятся разнообразные логические схемы, совокупность 
которых позволяет строить конкретные операторные схемы корреляции 
для самых различных практических ситуаций. Поскольку всякая конкрет­
ная операторная схема корреляции есть реализация операторов О и 00 ' 
можно утверждать и большее: всякий алгоритм корреляции может быть 
представлен как реализация некоторой композиции рассмотренных здесь 
операторов и логических схем. 

Логические схемы корреляции содержат операторы идентифицированного 
и неидентифицированного обнаружения волн, операторы оценки параметров, 
I(лассифицирующие операторы и операторы идентификации, логические 
условия. В формальном смысле операторы обнаружения и идентификации 
и логические условия являются частными случаями классифицирующих 
операторов (так, например , оператор обнаружения классифицирует функ­
ции по признаку «есть волна» и «нет волны», а логические условия разделя­
ют совокупности параметров на противоречивые и непротиворечивые) , 
поэтому самые различные задачи корреляции формально выражаются 
в терминах задач оценки параметров и классификации. 
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2. Если модель � известна и ее описание является достаточно полным, 
то эффективная схема корреляции содержит только операторы оценки пара­
метров, при этом оптимальная расчлененность логических схем (в частно­
сти, и выделение корреляции как самостоятельной процедуры) регламен­
тируется , с одной стороны, простотой их реализации, а с другой ,- их 
надежностью. При неполном описании модели в схему корреляции вклю­
чаются операторы идентифицированного обнаружения и классифицирую­
щие операторы, сводящие задачу построения модели к большому числу от­
дельных задач, каждая из которых решается соответствующим классифи­
цирующим оператором по сравнительно небольшому числу данных. Этот 
способ корреляции оказывается значительно более эффективным, чем варьи­
рование моделями «в целом», что и обусловливает преимущество расчле­
ненных схем (в частности, схем прослеживания) при наличии неизвестных 
или неполностью известных моделей . Поскольку логические условия про­
слеживания Р (k, б ,  б*) эффективны только для близких сейсмограмм 
б и б* (в противном случае они оказываются слишком слабыми) , схемы 
прослеживания оказываются эффективными лишь при наличии непрерыв­
ных систем наблюдения. 

Вместе с тем схемы прослеживания и другие схемы общей корреляции, 
сравнительно мало учитывающие специфические черты конкретных моде­
лей, являются менее надежными,  чем схемы расширенной полной корре­
ляции. Поэтому для повышения надежности корреляции необходимо по 
мере накопления информации о модели � заменять схемы прослеживания 
схемами расширенной полной корреляции,  а при наличии достаточных 
сведений о зависимостях между параметрами волн переходить к более 
крупным z- и: G-классам и z- и G-сеЙсмограммам. 

. 

Этот резерв повышения надежности в очень малой степени исполь­
зуется в стандартной фазовой корреляции, в которой обычно применяется 
неидентифицированное обнаружение, а накапливаемая информация исполь­
зуется только для усиления логических условий , но не для изменения самой 
схемы корреляции. В этой связи большое значение имеет развивающаяся 
сейчас теория дискретной корреляции (Пузырев, Крылов, Потапьев) , 
поскольку в дискретных системах, в которых схемы прослеживания не­
эффективны, корреляция может осуществляться только в форме полной 
корреляции. Использование критериев полной (в частности, дискретной) 
корреляции в разведочных системах наблюдений позволит не только 
увеличить надежность производственной корреляции, но и снизить 
детальность наблюдений, которая в настоящее время , как известно ,  
является избыточной (с  точки зрения окончательных результатов) и 
регламентируется только требованиями, накладываемыми на надежность 
корреляции. 

3. В заключение остановимся на постановке задач по оптимизации 
корреляции. В первых работах этого направления [ 1 1 ]  рассматривалась 
оптимизация некоторых частных операторов корреляции . В дальнейшем 
наметилась тенденция к построению оптимальных реализаций оператора 
полной корреляции О, а также к построению оптимальных реализаций опе­
ратора интерпретации 1,  представление которого, как было показано 
(стр . 81-90) , вообще может не содержать корреляцию. 

Соответствующие результаты, получаемые методами теории статисти­
ческих решений (или близкими методами) , несомненно, будут иметь боль­
шое значение для построения оптимальных методов обработки сейсмических 
,материалов . Вместе с тем они имеют ограниченный характер , что связано 
не только с трудоемкостью реализаций соответствующих алгоритмов (это 
не является принципиальным) , но главным образом с тем, что во многих 
случаях сведения о модели � и априорных распределениях параметров 
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волн Рm (8) и помехи Рm (8) являются недостаточными для конкретной 
статистической постановки задачи на оптимизацию корреляции «в целом»* .  

Для того чтобы оптимальные статистические решения могли исполь­
зоваться в интерпретации, необходимая информация должна быть приоб­
ретена в процессе обработки материала, что, в свою очередь, приводит 
к необходимости введения расчлененных схем корреляции, содержащих 
схемы непрерывного прослеживания , которые представляют наиболее 
эффективный способ быстрого накопления информации. 

Из этих рассуждений Bы�eKaeT следующая структура эффективной 
интерпретации при наличии неполностью известной модели с конечным 
числом интерпретируемых волн.  Вначале применяются сильно расчле­
ненные схемы общей корреляции (1:\ частности, схемы прослеживания) , 
операторы которой не обязательно являются оптимальными в точном смысле 
этого слова. Этот этап можно назвать этапом накопления информации . 
Затем применяются различные классифицирующие и идентифицирующие 
операторы с целью уточнения модели (этап обработки информации) . На сле­
дующем этапе полученная информация используется для определения 
оптимальных частных операторов полной корреляции, а при достаточно 
полной информации о модели возможен переход к схемам оптимальной 
корреляции «в целом» и к схемам оптимальной интерпретации без корре­
,тrяции. 
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Изд. ЛГУ, 1 962. 

* ЭтОТ ВЫВОД ОТНОСИТСЯ ТОЛЬКО К методам интерпретации, основанным на моделях 
с конечным числом интерпретируемых волн, и не относится к методам решения обратных 
динамических задач, в которых требуется меньшая априорная информация о среде. 



10 . А. .  Вороuuu 

о ФОРМАЛИЗАЦИИ ПОНЯТИЙ ГЕОЛОГИИ 

Известно ,  что априорные геологические представления играют суще­
ственную роль при постановке геофизических исследований, при выборе 
модели для решения прямых геофизических задач, а также при выборе 
предположений для решения обратных геофизических задач. До сих пор 
геофизики лишены возможности описывать сколько-нибудь приемлемо 
с формальных позиций те геологические ситуации, с которыми имеют дело. 
Больше того, при геологической интерпретации геофизических данных 
вынуждены оперировать геологическими понятиями, которые являются 
совершенно неудовлетворительными с формальных позиций. Естественно, 
что отмеченное обстоятельство приводит к ряду весьма нежелательных по-
следствий для геофизики. 

. 

Тот факт, что в собственно геологических рассуждениях оперируют 
большим набором понятий, не выдерживающих никакой формальной кри­
тики, безусловно, пагубно сказывается на развитии и самой геологии .  

Недостаточная формализация геологических понятий существенно 
тормозит и процесс внедрения математических методов и ЭВМ в практику 
исследований в науках о Земле * . 

Ниже излагаются результаты пересмотра и замены основных поня­
тий геологии с более общих и более строгих позиций, чем это сделано в 
работах ( I ,  2 ] .  

Для того чтобы удовлетворительно провести пересмотр и замену огромного 
количества геологических понятий, существует, по-видимому, единственный 
путь : попытаться выделить из этого количества по возможности небольшое 
число основных понятий,  основных В том смысле, что после договоренности 
относительно одной части этих понятий и формализации другой можно 
вывести остальные необходимые понятия путем логических операций , 
в частности классифицирования и систематизирования [3 ] .  Ясно, что выде­
ление таких основных понятий можно провести различным образом, жела­
тельно только, чтобы при этом учитывались уже сложившиеся традиции. 
Естественно сразу же позаботиться о проверке предлагаемых понятий 
на работоспособность, поскольку формальное совершенство понятий явля­
ется хотя и необходимым, но далеко еще недостаточным условием их научной 
плодотворности. Так как процесс выработки понятий является принципи-

* Ясно, что прежде чем говорить о внедрении математики и ЭВМ в геологию, необходи­
мо пересмотреть те основные понятия, которыми геология оперирует. СМ. «Общие вопросы 
применения математики в экономике и планировании», т .  I. Изд-во АН СССР, 196 1 ,  стр. 
1 56-1 58; а также : Е. С. Ф е Д о р о в. «Курс кристаллографИИ», 1 897, стр. 2-3. 
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ально неалгоритмизируемым [4] и его можно толковать как выбор аксиом, 
при его проведении и проверке следует опираться в основном на содер­
жательные геологические соображения, используя при этом математи­
ческие и другие абстракции как очень важный, но вспомогательный 
инструмент. 

Благодаря специальному анализу [5-8 и др . * ]  было показано, что 
в качестве основных понятий ,  которые применяются без формальных обос­
нований, следует взять понятия «геологического пространства» и «геологи­
ческого времени», а в качестве тех основных понятий, которые формали­
зуются,- понятия различных геологических пространств и различных 
границ и тел в этих пространствах . Геологическое пространство толкуется 
как некоторое специальное функциональное пространство, а геологическое 
время - как физическое время со специальной шкалой '" * .  

При формализации использованы требования, более сильные, чем те, 
которые изложены в работе [9 ] ,  в частности, требовалось: 

чтобы формулирuвка понятия Х указывала (хотя бы неявно) , как 
отделить Х и что значит описать Х;  

чтобы процессы отделения и описания Х были увязаны с эксперимен­
тально осуществимыми операциями; 

и, наконец, требовались проверка возможности формулировки Х по­
средством анализа и синтеза (из чего состоит Х, что образует Х) и выбор 
«оптимального» из этих путей. 

При выводе из основных понятий других путем классифицирования 
и систематизирования был выбран принцип «возможности И целю> [ 1 0 ] :  про­
водились различные процедуры. выделения и описания объектов в геологи­
ческом пространстве. 

Были использованы элементарные понятия , заимствованные из мате­
матической физики [ 1 1 ] , теории множеств и теории метрических пространств 
[ 1 2 ] ,  а также понятия из математической логики [ 1 3 ] .  Считаем важным 
подчеркнуть, что предпринимались попытки учесть и теорию конструк­
торов [ 1 0, 14 ,  1 5 ] .  

В целях проверки предлагаемой системы понятий показано (см . IX ,  
п .  5) , что эта система может рассматриваться как развитие известных идей 
«геометризации» [ 1 6, 1 7 ]  и «математизацию> [ 1 8 ]  геологии, а также что 
эти понятия естественно увязываются, положим, с понятиями кристалло­
графии [ 1 9 ]  и геофизики [ 1 1 ] . Предлагаемая система понятий позволяет: 
сформулировать основные задачи структурного и фациального анализов 
так, как их сейчас принято понимать [20, 2 1 ] ;  выяснить, какой матема­
.тическиЙ аппарат следует привлечь для их решения , каковы возможности 
автоматизации прuцессов решения [22 ] ,  а также дает возможность провести 
отделение задач, имеющих решение, от таких задач структурного и фаци­
ального анализов, которые пока решения не имеют (см. Х ,  X I ) .  Прило­
жение к данной работе свидетельствует о том, что эта система понятий дает 
возможность поставить ряд новых задач, связанных с «изученностью» 
геологических пространств. 

Сразу заметим, что изложение ведется языком не только не экономным, 
но, говоря вообще, и не очень строгим - первое сообщение хотелось сделать 
по возможности доходчивым *** . 

'" Готовится к печати работа, где проведен сравнительный анализ и исследование 
более 1000 геологических понятнй и определений. 

** То, что геологическое время толкуется как физическое время со специальной шка­
лой без формальных обоснований, является существенным недостатком, от которого пред-
полагается в дальнейшем избавиться. . 

* ** В целях экономии места оказалось необходимым опустить подробные геологические 
иллюстрации, которые будут даны в специальной работе Ю. А. I(осыгина и Ю. А. Воронина. 
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Касаясь оценки излагаемых результатов, следует отметить, что : 
с узких геофизических позиций они представляют пока ограниченный 

интерес - позволяют упорядочить некоторые вопросы геологической ин­
терпретации геофизических данных, могут быть полезными при уточнении 
рабочих понятий геофизики * ;  

в то же время - опять-таки с узких геологических позиций - они 
представляются достаточно интересными, так как уже сейчас благодаря 
выведенным понятиям дают · возможность перейти к строгой постановке 
традиционных и новых геологических задач и установить, какой матема­
тический аппарат может быть привлечен для их решения , позволяют уточ­
нить возможности автоматизации решения этих задач, помогают отделить 
те задачи геологии, которые допускают строгое решение, от тех вопросов, 
которые таких решений не имеют (это особенно важно для так называемых 
генетических проблем) , открывают возможность построения формаль­
ной теории поиска полезных ископаемых, без чего нельзя улучшить по­
ложение с разведочными сетями, поиском полезных ископаемых , подсче­
том, определением категорийности и нормированием запасов полезных 
ископаемых * * ;  

с общих позиций наук о Земле они, видимо, позволяют освоить и раз­
вить опыт внедрения математических методов в эти науки , дают возможность 
преодолеть внутренние и внешние языковые барьеры [2 ] ,  без чеfо нельзя 
обеспечить комплексирование методов в науках о Земле. 

Следует подчеркнуть, что для практической реализации всех упомя­
нутых возможностей излагаемые результаты должны быть еще раз тщатель­
но проверены и значительно дополнены *** . 

Автор благодарит Э. Э. Фотиади за внимание к работе и ряд важных 
замечаний и советов, а также Ю. А. Косыгина, занимающегося разработкой 
этих проблем [ I ,  2, 23 ] .  

1 .  КЛАССИФИКАЦИЯ И СИСТЕМАТИЗАЦИЯ 

1 .  В дальнейшем придется неоднократно обращаться к процедурам 
классифицирования и систематизирования . Подробно о них , применительно 
к нуждам геологии , говорится в [3 ] .  Здесь ограничимся только уточнением 
понятий, которыми оперируют при этих процедурах, леммой, важной для 
последующего изложения , и общими замечаниями. 

2. Пусть А - формально заданное множество.  Обозначим чер�з U 
бинарное отношение эквивалентности [3, 24 ] ,  определенное на всем А ,  
удовлетворяющее законам: 

1 )  рефлексивности аИа, а Е А ;  
2) симметрии aiUa" =9 а"Uщ, ai , а" Е А ;  
3) транзитивности aiUa" и а"Uщ =9 аiUЩ, щ ,  а", az Е А .  Известно 

[24 J * * * * ,  что всякое и, определенное на всем А ,  задает разбиение множе-

* Известно, что в геофизике, положим, в сейсмике, сейчас нуждаются в формальном 
уточнении целого круга рабочих понятий, так или иначе связанных с системой геологиче­
ских понятий [23] . 

** См. , например , :  Л. В .  П У с т о в а л о в. «О состоянии И основных направлениях 
дальнейшего развития науки о 3емле».- Сов. геол . ,  1 964, .N2 8; В. В. Б о г а Ц к и й .  
«Математический анализ разведочной сети». Госгеолтехиздат, 1 963 и,  например , [ 17], а так­
же: «Инструкция по применению классификации запасов к месторождениям нефти и газа». 
Госгеолтехиздат, 1 960. . 

*** Все необходимые пояснения к используемым математическим символам и операциям 
можно найти л ибо в литературе, которая упоминается в данной работе, либо в сб. «Опыт 
анализа и построения геологических классификаций на основе предс�авлений конечной 
математики». Тр .  ИГиГ СО АН СССР. Новосибирск, 1 964. 

**** См. также К. Б е р ж. (;Теория гр·афов и ее применение». ИЛ. , 1962, стр. 9. 
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ства А на классы эквивалентности 
А1, А2 ,  • 

А; n Ak = О ,  

i=1 

, А,, : 

i = k; 

Ai =F O, i ,  k = 1 , 2 ,  . . . , n , 

( 1 ) 

и ,  наоборот, всякое разбиение А вида (1) задает некоторое отношение экви-
валентности и, определенное на всем А .  . 

Разбиение множества А вида ( l )  будем называть классификацией мно­
жества А на основе отношения эквивалентности и. 

Рассмотрим А; С А ,  i. = 1 ,  2, . . . , n . На каждом А; определим свое 
отношение эквивалентности Ui. Тогда для каждого А; будем иметь: 

A� n А7' = О, l =F т; 
"; l 
U А = Ai; (2) 

l=1 
Al,. -L О', l 1 2 I , т = , , . . .  , ni ·  
" 

Обозначив N = 2J n; и проведя перенумерацию А;', получим следую-
i=1 

щее представление множества А :  

А; n Ak = О, i =F k :  

N 
U А; = А ;  (3) 
i=1 

А; =F О, i, k = 1 , 2 ,  . . . , N. 
Такое же представление множества А можно найти иначе: например , 

сначала путем объединения А1, А2 • • • • , Аn из ( 1 )  получить A�, A� ,  . . . , 
A� ,  а затем на каждом A�  определить свое отношение эквивалентности и;. 
В общем случае к (3) можно прийти от (1) посредством сколь угодно длинной 
последовательности логических операций разбиения и объединения, исполь­
зуя различные отношения эквивалентности, установленные на различных 
подмножествах А ,  причем может оказаться, что N < n .  

Представление А,  задаваемое (3) , fieзависимо от конкретной последова­
тельности логических операций разбиения и об'Оединения будем называть 
систематизацией множества А .  

Если известно ,  каким именно способом П0лучено (3) , можно догово­
риться отмечать этот способ особо. В нашем примере (3) представляет собой 
систематизацию множества А на основе отношений эквивалентности 
и , и1 (и) , и2 (и), . . .  , ИN (И) .  

Имеет место лемма : 
Всякая систематизация (3) является классификацией ( 1 ) . 
Действительно, непосредственно из (3) вытекает, что (3) представляет 

собой разбиение множества А ,  следовательно, оно устанавливает на всем А 
некоторое одно отношение эквивалентности и+, а потому (3) может быть 
истолковано как классификация множества А на основе отношения эквива­
лентности и+. 

Эта лемма, далеко не очевидная из содержательных соображений,  пока­
зывает, что .с формальных позиций классификация и систематизация не раз-
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личаются между собой: то, что они получаются различным путем, формально 
несущественно * .  Иное дело, если оценивать классификацию и системати­
зацию с содержательных позиций: для того чтобы использовать некоторое 
разбиение множества А в содержательных целях , надо учитывать , каким 
образом оно получено, каков смысл {И} , так как без этого нельзя устано­
вить, в частности, как можно сопоставлять между собой объекты, принад­
лежащие разным классам [25] .  

Заметим, что результаты [24 ]  и лемма ничего н е  говорят о том, как 
можно, например, на основе и, и1 (и) , и2 (и) , . . . , ИN (И) получить и+. 
По-видимому ,  такая проблема является убедительной иллюстрацией не­
алгоритмических проблем. 

3. Современную систему понятий геологии можно представлять себе 
как систематизацию множества А ,  где классы А; «определены» посредством 
словесных описаний и «конкретных» примеров. На первом этапе может 
идти речь о формальном задании и формальном разбиении множества А ,  
таком, которое дает Ai, «близкие» по содержательному смыслу A�, уже 
описанным и используемым сейчас. 

11. ГЕОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 

1 .  Под геологическим пространством R. условимся понимать простран­
ство, занятое планетой Земля , а также любую часть этого пространства. 

Через Т обозначим геологическое время и будем понимать его как физи­
ческое время со специальной шкалой. 

Взяв точку М Е Я  в качестве центра ,  построим сферу радиуса Ем . Эту 
сферу в момент То можно «в среднем» охарактеризовать значениями различ­
ных свойств и приписать эти значения самой точке М Е Я .  В этом смысле 
можно говорить, что в М Е R. определена в момент То некоторая совокупность 
свойств. 

' 

2. Предположим, что выбрана некоторая процедура измерения Т - Рт 
И выбран с учетом возможностей и целей некоторый масштаб измерения 
Т - 5т • Возьмем некоторый конечный список независимо измеряемых 
в М Е R. свойств: {1' {2' . . . , {n . Обозначим через Р,. , Р" , . . . , Р,n фикси-
рованные процедуры измерения свойств, через 5,., 5,., . . .  , 5,n - фик-
сированные масштабы измерения свойств, через {1 (М , То) , {2 (М , То) , . .

. , 
{n (М, То) - значения свойств в М Е R. в момент То. 

Если заданы То, М Е Я ,  например , в геоцентрической системе коорди­
нат: хм, Ум , ZM, {1 (М , То) , t2 (М, То) , . . .  , tn (М, То) ; Р,. , Р" , . . .  , Рт 
И 5,. ,  5" , . . .  , 5,n, ST ,  то будем говорить, что М Е Я  является статической 
формальной точкой ' R. в момент Т О по списку свойств f l' f 2, • • •  , t n с учетом 
nроцедур Р,. ,  Р" , . . .  , Р,n, Рт и масштабов 5" . 5,., . . . , 5,n , 5т * . 

Если каждая М Е R. является статической формальной точкой, то R. 
будет называться полнозаданным статическим формальным геологическим 
nространством - R. F • 

Если только некоторые М' Е Я  являются статическими формальными 
точками, а другие М" ЕЯ не являются таковыми, то R. будет называться 
неnолнозадаii1iЫМ статическим формальным геологическим nространством -

R,F. 
* Это обстоятельство и было использовано в [3] , хотя это, строго говоря,  неверно­I(лассификация дает упорядоченное множество, а систематизация - частично упоряд.О 

ченное множество [24]. 
** Предполагается, что само R задается независимо от 11' 12' . . . , f n' 
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Если все формальные точки RF или RF являются статическими формаль­
ными точками в один и тот же момент ТО' то RF или RP будет называться 
гомогенным по времени. 

RF или д? будет называться гетерогенным по времени, если же одни 
формальные точки RF или RF являются статическими формальными точками 
в один момент То, а другие - в другой T�. 

Если все формальные точки RF или RF являются статическими формаль­
ными точками по одному и тому же списку свойств 11' 12 ' 

. . . , 'n ,  то R,F 
или R F  будет называться гомогенным по свойствам . 

Если же некоторые формальные точки R F или R F являются статическими 
формальными точками по одному списку свойств 11' 12 ' 

. . . , 'n ,  а некото­
рые - по другому '�, ,�, . . . , '� , то RF или RF будет называться гетеро­
генным по свойствам, которые входят в один список и не входят в другой, 
и гомогенным по свойствам, которые входят в оба списка. Иначе, такие RF 
или RF будут называться частично гомогенными по свойствам. 

Если все формальные точки RF или R.F являются статическими фор­
мальными точками по таким спискам свойств, что никакие два списка свойств 
не имеют ни одного общего свойства,  то R F  или RF будет называться гете­
рогенным по свойствам. 

RF или R,F будет называться гомогенным по масштабу ST , если все фор­
мальные точки RF или RF являются статическими формальными точками 
с учетом одного и того же масштаба ST . 

Если же некоторые формальные точки RF или RF являются статиче­
скими формальными точками с учетом одного масштаба S т ,  а некоторые 
с учетом другого масштаба S�, то RF или R.F будет называться гетерогенным 
по масштабу S т .  

Если RF или R,F является гомогенным по  некоторому свойству li 
и все формальные точки RF или RF - статические формальные точки с уче­
том одного и того же масштаба Sfi ' то ЙF или RF будет называться гомогенным 
по масштабу Sfi . 

Если RF или RF гомогенно по некоторому свойству li и некоторые 
формальные точки RF или RF являются статическими формальными точками 
с учетом одного масштаба Sfi' а некоторые с учетом другого масштаба 
S�i' то RF или ЯF будет называться гетерогенным по масштабу Sfi. 

Рассмотрим формальные точки RF . Совокупность этих точек можно 
толковать как систему точек, каждая из которых занимает определенное 
положение, например , в геоцентрической системе координат. RF будет 
называться правильным (ЙР) , если путем последовательных сдвигов этой 
системы точек вправо и влево, вверх и вниз [ 1 9, 26] можно получить систему 
точек, удовлетворяющую следующим условиям: 

( 1 )  система должна содержать бесконечное множество точек; 
(2) число точек, лежащих внутри шара (круга, отрезка) , должно быть 

пропорционально г3 (г2 , г) ; 
(3) во всякой конечной области должно находиться конечное число 

точек; 
(4) расположение системы точек относительно любой точки должно 

быть одинаково. 
На основе изложенного можно провести классификацию статических фор­
мальных геологических пространств, выделив три типа (RF - полнозадан-
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ные * ,  J<F - неполнозаданные правильные, RF - неполнозаданные непра­
вильные) , и .каждыЙ тип разбить на 20 подтипов в соответствии с табл . 1 ** .. 

Т а б л и ц а  1 

Классификации RF , 'йР , RF 
а 

ГоМогенные по Т Гетер огенные по Т 

Г омоген- Гетероген- Гомоген- Гетероген-
ные ные ные ные 

по ST по S T 
п о ST по ST 

kз 

П р и  м е ч а н и е. j = 1 ,  2, 3, 4.  

Г омогенные по 
свойствам 

:ь .� 

� g� о _ ::;E Q) ":: o :a � (.... :t ",  

Гетероген-
ны е  хотя 
6ы по од-

ному Sfi 

6 
Ч астично ГО!\lоген-

ные по св ойствам 

Гетероген 

Г омоген- Гетероген- ные по 

ные ХОТЯ Bcer.'f 
ные по свтйствам 
всем 06- 6ы по од-

НОМУ 06-щи м  Sf i щему Sfi 

lз 

Рассматривая какое-нибудь RF,  R.F или RF,  принадлежащее любому 
подтипу (см. табл . 1 ) ,  безотносительно к тому, какие именно свойства {1' 
{2' . . . • {n имелись в виду, как поступали ранее, условимся говорить 
о статическом топологическом геологическом пространстве. Название же 
статического формального геологического пространства закрепим в даль­
нейшем на тот случай, когда фиксировано, какие именно свойства f1' {2' . . .  ,­

fn имеются в виду. Исходя из этого, можно специализировать RF,  RF, RF  
любого подтипа в зависимости от специального выбора списка свойств f l' 
f2' • . •  , fn . Таким образом, приходим к понятию специализированного­
статического формального геологического пространства, например , петро­
графического, биостратиграфического. 

До сих пор свойства f 1, f 2 ' . . .  , f n рассматривались как непосредственно 
измеряемые, имеющие операционный смысл в точке. От этих свойств можно 
перейти на основе некоторых алгоритмов к другим свойствам СР1' СР2' • • . , CPk , 
которые можно считать функционально не зависящими между собой, не­
прерывными в R всюду или почти всюду, за исключением, может быть, 
множества меры нуль [27 ] ,  имеющими смысл , возможно, только на под­
множествах R .  Таким образом, приходим к более широкому понятию стати­
ческого геологического простраН'ства ** * .  в случае, когда такой переход от 
f1. f2' . . . , {n к СР1' СР2' . . .  , CPk осуществлен хотя бы частично, условимся 
заменять слово «формальное» словом «теоретическое» . 

3. Отрегулируем с учетом обобщений сивмолику. . Когда имеЮТС5f 
в виду различные специализированные статические теоретические геологи­
ческие пространства, будем писать RФ' , RФ', R.Ф', полагая, что штрих указы­
вает на фиксацию списка свойств СР1' СР2' • . .  , CPk ' Иногда будет удобно вместо 
штриха использовать значок i снизу слева (i = 1 ,  2, . . .  , n) . Когда имеются 
в виду различные статические топологические геологические пространства. 
будем писать RФ , RФ, §ф,  имея в виду, что относительно списка свойств 
СР1' СР2' СРз, . . .  , CPk ничего не предполагается, за исключением того, что он 

* По опредтлению, RF является неправильным, так как для него не выполняется , 
наприм ер , (3) . 

** ДЛЯ RF некоторые классы в табл . 1 не имеют смысла, в частности, класс 5. 
*** Такое расширение, как легко убеднться, не противоречит предыдущему, в частности, 

сохраняет смысл табл . 1 .  
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'конечен . Подтип пространства (см. табл . 1 )  можно условиться фиксировать 
<с помощью значка k сверху слева (k = 1 ,  2 ,  . . .  , 20) . Если иметь в виду 
Я ,  R Ф  или RФ', то можно условиться фиксировать мерность пространства 
с помощью значка 1 снизу справа (l = 3, 2, 1 ,  О) . R ,  RФ  или RФ' могут 
Iбыть трехмерными (объем) , двумерными (поверхность) , одномерными (ли­
ния) , нульмерными (конечное число точек) * .  Таким образом, будем иметь 
.Дело с символами: 

kR Ф l , 
kRФ ; l , 

(kRf', 

k�Ф R o , k-Ф R о ;  
k� Ф ;R о ,  k-Ф iR о ;  
k'RФ' о , 

kR.�') . 
SRФ Например, символ 2 будет означать полнозаданное статическое топо-

.логическое геологическое двумерное пространство, гомогенное по Т и ST , 
1�Ф гетерогенное по ср;; символ 6Ro будет означать неполнозаданное правильное 

-статическое теоретическое, допустим,  литологическое, нульмерное геологи­
ческое пространство, гомогенное по Т; ST;;  ер; и Scp;. 

4 .  Если заданы : промежуток геологического времени (Т' , Т") , «поло­
жение» М Е R ,  например , в геоцентрической системе координат Хм = ХМ (Т) , 
Ум = ум (Т) ,  гм = гм (Т) ,  Т' -< Т -< Т" ,  значения СР1 (М , Т) , СР2 (М , Т) , . . .  
. . . , CPk (М, Т) ,  Т' -< Т -< Т",  а также Рт , РСР1' РСР2 ' . . .  , P"'k И ST , S",o 
Scp" . . .  , SCPk ' то будем говорить, что М Е R является динамической формаль­
ной точкой в R и в промежутке (Т' , Т") по списку свойств СР1 ' еР2 '  . . •  , CPk 
<с учетом nроцедур Р т ,  Рср" Рср" . . .  , Рср" и масштабов S T ,  S"'1 ' Scp" . . . 

• . . , S",/, .  Опираясь на это понятие, аналогично предыдущему можно было бы 
ввести понятие о различных динамических геологических nространствах. Од­
нако такая система формализмов была бы бессодержательной, так как сейчас 
не видно какого-либо реального пути для изучения таких пространств, 
исключая представление динамических пространств через последователь­
'НОСТЬ статических ** . 

5. Приведем некоторые содержательные оправдания по поводу преды­
дущих формальных построений. 

Выбор в качестве исходных понятий геологического пространства и 
геологического времени обусловлен их общностью и интуитивной очевид­
-ностью для геолога и геофизика. Относительно геологического времени уже 
была сделана оговорка. С геологическим временем тесно связано понятие 
геологического возраста. Для того, чтобы формализовать понятие геологи­
ческого времени, необходимо, опираясь на физическое время, формализо­
вать понятие геологического возраста, геологического события.  

Введение формальной точки обусловлено дискретностью наблюдений, 
'связью их с определенными свойствами и их временной привязкой, а также 
формальными удобствами. 

Детальное обсуждение процедур и масштабов было вызвано необходи­
мостью подчеркнуть, что удовлетворительнал теория не может базироваться 
на «возможных» и «воображаемых» свойствах, не может не учитывать точ­
ности реальных процедур измерения, масштабов . Это обстоятельство игно­
рируется сейчас во всех генетических построениях и во многих других 
случаях .  

'" По определению, RФ, RФ, RФ', RФ' считаются нульмерными. 
** На этом пути можно искать аргументы против «генетических» концепций в геологии, 

которые буквально захлестнули все геологические проблемы. Трудно недооценить вред 
этих концепций. 
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Переход от f i К ер; был необходим для того, чтобы учесть 'м'одельносmь 
наших представлений о свойствах. Например, в сейсмике непосредственно 
измеряют только времена прихода волн и (с точностью до искажения) их 
форму, а построения приводят в пространстве координат, скоростей рас-
пространения волн и плотностеЙ. . 

Введение статического пространства обусловлено экспериментальными 
возможностями. Есть основания полагать, что все задачи геологии, имею­
щие практическое значение в настоящее время, должны были бы решаться 
именно в статическом пространстве без привлечения генезиса и истории, 
всегда в высшей степени гипотетичных. 

Упоминание о динамическом пространстве было необходимо, чтобы 
особо подчеркнуть реальные возможности изучения генезиса и истории. 
Было бы неправомерным отрицать генезис и историю как цель,  но рассма­
тривать их как средство, например ,  поиска полезных ископаемых, как это 
делается сейчас, нет никаких оснований. Введение неполнозаданных про­
странств диктуется опять-таки экспериментальными возможностями. 

Введение правильного неполнозаданного пространства связано с тем, 
что исследования ведутся не только в дискретной сети, но и в правильной 
сети, везде, где позволяют условия. Кроме того, это позволяет учесть опыт 
кристаллографии [ 19 ]  и облегчает процедуры интерполяции и экстра­
поляции. 

Введение полнозаданных пространств обусловлено тем, что только 
такие пространства достаточно хорошо отвечают реальным объектам, только 
в таких пространствах возможны, например , структурные, геофизические 
геохимические, фациальные и другие теоретические построения. В непол­
нозаданных пространствах, которые «наблюдаются», даже такие понятия, 
как форма, объем, теряют смысл в том плане, в каком ими оперируют в гео­
логии * .  Переход от неполнозаданных пространств к полнозаданным явля­
ется переходом от наблюдаемых фактов к 'м'одели. Такой подход хорошо 
иллюстрируется переходом от процесса картирования к построению карты .  

Введение специализированных пространств вполне отвечает сложив­
шимся традициям. 

Введение топологических пространств следует считать основой пред­
лагаемого подхода, обусловленного: 

во-первых, возможностью выработать понятия, обладающие такой 
общностью, которая позволит с единых позиций рассмотреть существующие 
сейчас в различных областях геологии mеореmически не связанные 'м'ежду 
собой приемы теоретических построений (например , структурных, фаци­
альных) ; 

во-вторых, на основе общих понятий можно будет ставить задачу о вы­
работке единого языка для всех специальностей геологии. При этом имеется 
возможность опереться на уже разработанные языки теории множеств, 
теории метрических пространств, математической логики, функционального 
анализа; 

в-третьих, с помощью выработанных понятий можно будет провести 
взаимное теоретическое обогащение различных специализаций геологии 
путем переноса приемов из областей, формально хорошо разработанных, 
в области, формально менее разработанные. Например , структурные приемы 
кристаллографии можно использовать в петрографии, литологии, структур­
ной �еологии; фациальные приемы минералогии - в петрографии, лито­
логии; приемы построения и прослеживания границ геофизики - в струк­
ту рной геологии; 

* Это не исключает введения аналогов понятий формы и объема в неполнозаданных 
пространствах, но это вопрос будущего. 
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в-четвертых, впоследствии можно будет удовлетворительно сформули­
ровать задачи и методы теоретической геологии, которая должна (опираясь 
прежде всего на конкретный опыт различных специальностей геологии) 
заниматься ,вопросами топологического характера ,  т. е .  общими для всех 
специальностей геологии; 

в-пятых, на основе предыдущего можно будет указать наиболее эффек­
тивные пути внедрения математических методов и ЭВМ в геологию, избегая 
кустарщины. 

Вернемся к табл. 1 .  Введение пространств гомогенных и гетерогенных 
по свойствам и масштабам для свойств диктуется опять-таки экспери­
ментальными возможностями. Наши возможности измерения , например 
в при поверхностных и глубинных частях Земли, различны. Введение про­
странств, гомогенных и гетерогенных по времени и временному масштабу, 
обусловлено требованиями геоморфологии и неотектоники, а также теоре­
тич;ескими соображениями - при попытках изучения динамических про- , 
странств с помощью последовательности статических пространств надо 
предусмотреть разбиение пространств на части в различные моменты вре­
мени и с различными временными масштабами. (Впоследствии покажем, 
что табл. 1 значительно обл�гчает, в частности, анализ различных карт, 
разрезов, колонок.) 

6. Процедуры перехода от различных подтипов неполнозаданных ста­
тических пространств к полнозаданным статическим полностью гомоген-
ным пространствам 1 R'f, }R'r будем называть построением моделей статиче­
ских геологических nространств. Эти процедуры требуют специальной 
теории. Допустив, что такая теория имеется, сейчас ограничимся только 
установлением некоторых общих положений, символики и терминологии * .  

Через ST (R -> R )  обозначим процедуру выравнивания в R временного 
масштаба, через ТО (R ----* R) - приведения R к одному моменту време­
ни ,  через <р (R -> R) - приведения R к одному списку свойств, через 
S<p (R ----* R) - процедуру выравнивания в R масштабов по свойствам . 

Обозначив через k(R -> R)l процедуру приведения R к полностью го­
могенному виду, примем для нее пока (с учетом толкования Т) , такой поря­
док : 

I,(R -> R)l : ST (R -> R), то (R -> R) ,  <р (R -), R) , S<p (R -> R) .  (4) 

Если обозначить через (R -> R -> R) процедуру перехода от неполнозадан­
ных пространств к полнозаданным, а через (Rl -> lRf) - процедуру пере­
хода к полнозаданному статическрму полностью гомогенному пространству, 
то для процедуры построения модели статического геологического простран­
ства lRf примем (с учетом 4) такой порядок: 

(5) 

В предыдущем предполагалось, что само R задано независимо от списка Ф ,  
и не указывалось, какой список Ф+ имелся в виду при задании R . 

Если необходимо указать, какой именной список имелся в виду при 
задании R,  то вместо (4) и (5) будем писать: 

k(R -> R)?+: S, (R -> R)Ф+, To tR -> R)Ф+, 
<p (R -> R)Ф+, S<p (R -> R1Ф+; 

( 4') 

(5') 

* Есть основание полагать,  что рассмотрение этих процедур позволит сформулировать 
ряд задач, представляlOЩИХ и математический интерес (см, приложение) , 
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Когда это удобно, (5') будем называть достроением модели статического 
Ф+UФ lRФ+ б геологического пространства lR 1 • Иногда 1 удем называть априор-

• lRФ+UФ • нои моделью, а , - апосториорнои. 
Очевидно, что в зависимости от конкретных процедур : ST (R -> R), 

То (R � R) , ер (R -+ R) ,  S<9 (R -); R) и (R -+ R -+ R), часть из которых 
может быть л ишней ,  результат построения (Rl -+ lRt) может быть раз­
лиЧНblМ при одном и том же R,. Иначе, исходя из одних и тех же экспери­
ментальных данных, можно получить разные модели .  Выбор из множества 
моделей какой-либо одной должен определяться содержатеЛЬНblми целями. 
Чтобы разумно осуществить такой выбор , надо знать, каким образом модель 
будет эксплуатироваться содержательно; а для этого необходимо уточнить 
те формальные операции, которые будут проводиться в этой модели .  Даль­
нейшее изложение как раз и связано с уточнением, которое естественно 
лроводить в некоторых упрощающих предположениях. 

Ш. ГЕОЛОГИЧ ЕСКИЕ ГРАНИЦЫ 

1 .  Пусть нам удалось получить lRt, 1 = 3, 2 ,  1 .  Предположим, что 
-имеем дело со списком свойств CPl ' еР2 ' . . . , сР; " моментом ТО и масштабами 
ST , S�l ' S<9" . . . , CP<9k ' которые будем считать как угодно подробными. 
Займемся определением границ в lRФ , которые связаны только со свойст­
.вами, имеющими СМblСЛ в точке М Е lRt. Другие границы пока рассмат­
ривать не будем. К этим другим границам, как увидим в дальнейшем, 
.относятся, например , структурные, стратиграфические и фациальные 
границы. 

Условимся через cp�l) обозначать l-ю производную от CPi по координатам. 
Всякую CPi или cp�п, равно как и любую неnреРblВНУЮ функцию от epi и cp�l) ,  
будем называть характеристикой, обозначая ее через 'Фi.  Совокупность 
характеристик 'Фi будем обозначать через {'Ф}.  

2 .  Определим вначале так называемые геологические границы в lRt, 
1 = 3, 2, 1 .  

Под геологической границей в lRt будем понимать поверхность (ли­
нию, точки) , при переходе через которую какие-либо характеристики 'Фi 
'терпят разрыв непрерывности . 

Обозначим такие границы в lR�t> через lr�m, т = 1 ,  2 ,  3; 1 - т ;;> О. 
По определению, lr�m (а также прочие границы, с которыми придется 

иметь дело) является геологическим пространством, мерность которого на т 
·единиц меньше мерности исходного геологического пространства lRt .  
Это пространство обладает особыми свойствами - в данном случае в точ­
'ках этого пространства некоторые 'Фi терпят разрыв непрерывности. Будем 
,считать, что если M1 E lГ�m, то для 'Фi,  терпящих разрыв непрерывности, 
имеет место 

То, что lr�m (и другие границы) является геологическим пространством, 
необходимо было подчеркнуть для того, чтобы пояснить связь между про­
странством и границами в нем, а также для того, чтобы в дальнейшем 
.после установления процедур описания lRt можно было использовать 
их для описания lr�11I (и других границ) . 
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Этот тип геологических границ в lRf разобьем на подтипы, опираясь 
пока только на процедуры выделения . ЭТИХ границ и не принимая во внима­
ние способы их описания (что будет учтено ниже) . 

Под несоставной геологической границей в lRf будем понимать по­
верхность (линию, точки) , при переходе через которую терпят разрыв 
непрерывности какие-либо характеристики 'Фi, причем одни и те же во всех 
точках этой поверхности (линии, точках), и вдоль которой остаются не­
прерывными, по крайней мере, с одной стороны хотя бы те характеристики 
'Фi ,  которые терпят разрыв непрерывности при переходе через эту поверх­
ность (линию, точки) . 

Обозначим такие границы через lrtm {'Ф} . 
Этот подтип несоставных геологических границ обладает важной осо­

бенностью: можно указать единый перечень экспериментальных процедур * ,  
такой, что с помощью любой процедуры из этого перечня можно выделить 
lГ�m {'Ф} целиком. Относительно границ этого подтипа можно утверждать, 
что если такие границы выделяются, то выделяются целиком. 

Пусть имеется 1[�m И пусть {'Ф}j ,  j = 1 ,  2, . . .  , р - совокупности 
характеристик, которые необходимы для выделения lГ�m ПО частям 
(считается, что каждая часть lГ�т есть lrtm {'Фbl. Если найдется хотя бы 
одна такая 'Ф/г , которая входит во все {�)}j, то lГ�m будет называться 
составной геологической границей. Обозначать такие границы будем через 
lrtm {'Ф} . Если же не найдется ни одной такой 'Ф/ " которая входит во все 
{'Ф}j, то lГ;�т будет называться сугубо составной геологической границей. 

л ф Обозначать такие границы будем через lrl_m {'Ф} • . 

Подтип составных геологических границ обладает такой особенностью, 
что любая lrl�m {'Ф} может быть сделана несоставной, если из списка 
свойств СРl' СР2 ' • . .  , (P/, выбросить некоторые CPi .  Для сугубо составных 
геологических границ такой процедуры проделать нельзя . 

3. Следуя геологическим традициям [20, 2 1 ,  28 ] и пользуясь известным 
из [29] понятием разрыва сnлошности определим поверхность (линию, 
точки) разрыва сплошности lR(�,1  = 3, 2, 1 как дизъюнктивную геологиче­
скую границу. Обозначим такие границы через lrl�1I {d}. Формально 
будет считаться, что в точках разрыва сплошности 'Фj принимает комплексное 
значение: 'Фj = 'Ф� + i'Ф; .  в смысле процедур выделения такие границы 
будут считаться несоставными. 

4. Рассмотрим совокупность lrl�lI и lrl�lI {d} .  
Если lrl�lI есть lrl�lI {'Ф} , то  будем говорить, что имеем дело с на­

рушенной несоставной геологической границей. Такие границы обозначим 
через lrl�, {'Ф, d}. 

Если lrl�m есть 
рушенной составной 

v ф через lr1_m {'Ф, d}. 

v Ф 
lrl_m {'Ф} , то будем говорить, что имеем дело с на-
геологической границей. Обозначим такие границы 

Если lrl��, есть ltl�m {'Ф}, то будем говорить, что имеем дело с на­
рушенной сугубо составной геологической границей . Обозначать такие гра-

л ф ницы будем черезl Гz-т{'Ф ,d}. 
5. В некоторых частных задачах оказывается необходимым с точки 

зрения процедур выделения границ учесть резкость геологических границ 
по 'Фj. Рассмотрим, например , lrl�m {'Ф} , полагая, что {'Ф} сводится к 'Фi, 

* в частном случае этот перечень может сводиться к одной процедуре. 
8 За к аз J'I', 1311 
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и 'фi" причем 'Фi, = qJi� , а 'Фi. = qJ }�) . в этом 'случае будем говорить, что 
lГE�m {'Ф} является границей резкости ноль по qJi, и резкости l - по Ч'i,. 

6. С учетом геологических традиций [20, 2 1 ,  28] перейдем к органи-
зации еще одного типа границ в lR� ,  l = 3, 2,  1 - так называемых услов­
ных геологических границ, которые можно считать связанными со свой­
ствами, имеющими смысл в точке М Е lR '; . 

Под условной геологической границей первого -inoamuna в lR� будем 
понимать поверхность (линию, точки) , на  которой некоторые 'фk принимают 
фиксированные значения. Обозначать границы будем через Il'l�m{'Ф = с} . 

Если в lR'f' задана какая-нибудь lГE�т, то В точках М Е lГE�" можно опре­
делить различены функции, имеющие определенный геометрический смысл, 

!J 

Рис. 1 .  

х (l-

например , расстояние от некото­
рой фиксированной поверхности 
(линии, точки) до М Е lГЕ.!,,,, ра­
диус кривизны в М Е lГE�m' 
показатель выпуклости-вогнуто­
сти в М Е lГЕ.!,,, и др . ) .  Будем 
обозначать такие функции через 
h (М) .  

\. 
I (1) 

- f"1 , fi2, fi; -

n --- а ---

/V ----а---

Рис. 2. Условньiе обозначения к рис. 1 :  
1 - скачок fi" H.-" fi" непрерывна fi" 1 1  - р азрыв 

сплошности; 1 1 1  - линия постоянства ft ; IV - адми­

н и стративная г р а н и ц а .  

Точки М ' Е lГЕ.!,,, , в которых h (М) (или ее какая-либо производ­
ная) принимает фиксированное значение с, будем называть разделитель-
ными точками lrl�т И обозначать через М' (lrl�т, h, с) . 

Если задана совокупность {IГE�т}, то выбрав некоторую одну h (М), 
М Е {1ГЕ.!".} и некоторые (возможно, различные для различных lГЕ.!,,, Е 

Е {lrt�т}) фиксированные значения h (М) (или ее какой-либо производ­
ной) , можно получить совокупность разделительных точек М '  ({IГE�т} , h) . 

Всякую поверхность (линию, точки) , построенную в lR �  на основе 
некоторой однозначной операции П'I' при условии, что все М Е М '  ({IГE�т}, 
h) принадлежат этой поверхности (линии, точкам) , будем называть услов­
ной геологической границей второго подтипа. Обозначать такие границы 
будем через Il'l�т {Г, Пh} . 

Всякую поверхность (линию, точки) , выделенную в lR� на основе 
некоторой однозначной операции Па , из политика-административных сооб­
ражений будем называть условной геологической границей третьего под-
типа. Обозначать такие границы будем через 11'E�т {Па} . 
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Договоримся пока все прочие поверхности (линии, точки) в 1R� ,  одно­
значный способ выделения которых не был оговорен выше, называть услов­
ными геологическими границами четвертого подтипа, обозначая их через 
1YE�m. Сюда временно будут включены и те границы, которые считаются 
связанными со свойствами, не имеющими смысла в точке (например, струк­
турные, стратиграфические, фациальные) . 

7 .  Систематизируем изложенное,дадим формальные иллюстрации и попы­
таемся содержательно оправдать предыдущие построения . В табл . 2 дана 
систематизация границ в 1RT, l = 3, 2, 1 .  

Допустим, что имеем дело с 1Ri, к которому будем относить все 
М (х, у) ' для которых выполнено х2 + у2 < R2 + 8. Будем считать, что, 
список свойств сводится к 11 ' 12 ' 1з, 14' расположение границ дается 
на рис. 1 (условные обозначения на рис. 1 поясняются рис. 2) . Отметим, 
что при построении 1у{ {Г, Пh} приняты во внимание две границы: 

1-8-9-6-5 и 1-18'-18-17-16-16'-5. 

Н а  этих границах выделялись точки, где наблюдается скачок кривизны 
(на первой - 8 и 6, на второй - 1 8' и 1 6' ) .  В качестве процедуры Пh рас­
сматривалась процедура отыскания для разделительных точек первой 
границы ближайшей разделительной точки на второй границе и соединения 
этих точек прямой линией. 

Используя введенные определения для границ и обозначения рис. 2,  
на  рис .  1 легко найти все границы, о которых речь шла выше. 

Выделение границ подтипов 1 ,  2 и 3 (табл. 2) не нуждается в содержа­
тельном обосновании: именно такими границами оперируют при объектив­
ных исследованиях в геофизике, геохимии, петрографии, литологии. Эти 
подтипы различаются между собой по сложности прослеживания . 

, 
'" '" 
... 
u о ", � :a  
"' "' 

'" :а 0 :0: 10 '"  » '" 
,- t;  » 0  и и  

Т а б л и ц а  2 

Систематизация границ в lR'! ' l = 3, 2, 1 
Геологические 

, '" :О: :а "" :О:  s "' ", 
� : � "' _ и "' ''' о :О: :О: и  

о '"  
,- ", о ",  "' .. "' <1:  ", о  ", 1:  
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о '"  '- "' о ",  ", .. 0 <1:  .. о 
"' "'  

I , о "'  
... .. ", <1:  ", о  со "'  
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1 2 3 " 5 6 7 8 9 10 11  

Выделение границ подтипа 4, как уже отмечалось, отвечает требова­
ниям структурной геологии и тектоники (где эти границы носят, как правило, 
генетический характер [20 ] ) .  

Подтипы 5, 6 и 7 являются производными от подтипов 1 ,  2, 3 и 4 ,  кото-
рые необходимо учесть ради полноты рассмотрения. '

. Границы подтипа 8 соответствуют тем границам, с которыми имеем 
дело при «геометризации» [ 1 7 ] ,  их построение может зависеть и от конъюнк­
турных соображений.  

8* 
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Границы подтипа 9 отвечают тем границам, которые . используются 
в структурной геологии, в частности при выделении антиклиналей и син­
клиналей. Приведенная выше формулировка позволяет искать пути их 
объективного выделения [30] . Подтип 10 не нуждается в обосновании. 

Подтип 1 1  выделяется в целях полноты рассмотрения . 
Отметим, что построение границ является основной операцией при 

геологических исследованиях, однако до сих пор эта операция не подверга­
лась сколько· нибудь обстоятельному обсуждению. На основании того, 
что при систематизации границ главным является принцип выделения , 
была предпринята попытка выявить существо операций, проводящихся 
традиционно. Грубо говоря,  границы разделены на такие подтипы, прове­
дение которых зависит от распределения вещества (непосредственно или 
опосредованно, без привлечения временных и генетических гипотез или 
с привлечением этих гипотез) и не зависит от распределения вещества (обу­
словливается удобствами и произволом, зависящими от исследователя либо 
не зависящими от него) . 

Понятна причина, по которой всюду подчеркивалась необходимость 
однозначности операций выделения границ. Дальнейшее разделение гра­
ниц, в частности, с учетом способов их описания можно будет провести 
только после того, как будет показано, что границы могут рассматриваться 
как геологические тела определенной мерности. 

IV. Г Е ОЛОГИЧ ЕСК И Е  Т ZЛА 

1 .  Будем иметь в виду те же самые предположения , о которых речь 
шла ранее (см. I I I ,  п. 1 ) .  В целях экономии введем символ X�-m, i = 1 , 2 , . ,  . 
. . .  , 1 1 ,  с помощью _ которого условимся изображать различные границы в 
lRt, l = 3, 2 ,  1 (см. табл . 2) . 

2 .  Определим геологическое тело в lR;", l = 3,2, 1 ,  как связную область 
ф 

. 

внутри lRl , ограниченную со всех сторон Xt-m , т = 1 ,  2 ,  3 ;  l - т ;;;> О.  
По определению, геологическое тело в lRt является геологическим 

пространством той же мерности, что и исходное lRt .  Опираясь на суще­
ствующие представления о процедурах описания геологических тел в 
lRt,  в дальнейшем можно будет установить процедуры описания lRr, 
а- затем и xf-m. 

3 .  Введем в рассмотрение совокупность этаЛОНЯblХ форм в lRr ­
- al, l = 3 ,  2, 1 .  Будем считать, что для части однородного пространства Rl. 
ограниченной любой a� Е {al} , можно указать в конечном виде [26 ] :  

формулы для вычисления объема (площади, длины) ; 
формулы для вычисления координат центра масс; 
формулы для определения ориентации относительно некоторого ре­

пера * .  
-в остальном a� Е {al} могут быть совершенно произвольными . . 
Будем считать заданной некоторую однозначяую процедуру Па;, т. е .  

процедуру представления любой геометрической формы а; в lRr через 
a� Е {ад, которая позволяет дать пр и использовании соответствующих формул 
для а;Е {al} в конечном виде дляJчасти однородного пространства RI, огра-

* Если: a� «ИЗ0метрична», можно условиться приписывать ей какое-либо фиксирован­
ное направление. 
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ниченной а;, формулы для вычисления, во-первых, объема (площади, длины) 
с точностью до меры заполнения Хl ; во-вторых, координат центра масс 
с точностью до 81; в-третьих, ориентаци:и относительно некоторого ре­
пера с точностью до 81. 

В остальном П", может быть произвольной. 
При фиксированных {ад, Хl, 81, 81 , l = 3, 2 ,  

П., всевозможные геометрические формы а; в 1Rf ,  
разбить на два класса: • 

1 ,  и фиксированной 
l = 3, 2, 1 ,  можно 

{al} - представимые через какую-либо одну эталонную форму а; Е {аl} ;  
{ai} - представимые через набор эталонных форм а; Е {аl} ' 

Сейчас неважно, каков. конкретный вид {аl} ,  как выбраны XI, 8 t ,  81 
и какова именно П".; уточнение возможно, видимо, только с учетом кон-
кретного выбора 1Rf , конкретного списка свойств ер1'  СР2 ' • . •  , CPk ,  конкрет­
ных масштабов S<I>l ' S<I>, ' . . .  ; S<I>k ' а также с учетом минимальных по раз-
меру тел в 1Rf , которые условились принимать в расчет. Сейчас важно 
установить общие для всех }Rf необходимые и достаточные требования, 
которые должны быть наложены на процедуры представления форм тел 

1RФ в i 1 · 
4. Пусть 1cf - геологическое тело в 1Rf ,  а а (1cf) - форма 1cf , 

l = 3, 2, 1 .  
Геологическое тело 1cf в 1Rf будет называться простым по форме, 

если а (1cf) Е {a�} ; если же а (1cf) Е {аЕ}, то оно будет называться 
сложным по форме. 

Геологическое тело 1cf в 1Rf будет называться простым по содержа­
ншо, если внутри 1cf на основе списка свойств СР1' ер2' . . . , ер" нельзя про­
вести никаких границ 1Г�m {cp�q)} , т = 1 ,  2, 3; l - т ;> О; q = 0, 1 ;  
если же внутри 1С'! можно провести хотя бы одну такую границу, то оно 
будет называться сложным по содержаншо. 

Геологическое тело 1cf в 1Rf будет называться монолитным, если 
внутри его не имеется никаких границ 1rtm{a} ; если же внутри его имеет­
ся хотя бы одна такая граница, оно будет называться нарушенным. 

5. Систематизируем предыдущее, установим символику, дадим фор­
мальные иллюстрации и попытаемся содержательно оправдать построения. 

В 1Rf , l = 3, 2 ,  1 ,  геологические тела можно разбить на 1 1  типов 
в соответствии с подтипом их границ 'X�-1 (см. табл. 2) . Каждый 'Из этих 
типов, В свою очередь, можно разбить на 8 подтипов (табл . 3) . 

Т а б л и ц а  3 

Разбиение геологических тел в ] R'f', l = 3, 2, 1 ,  на подтипы 

Простые по форме Сложные п о  ф J р ме 

п р остые П О  сложные п·) пр осты� по содер- сложные П) со-
С Jдерж а н и lO содержанию жанню держанию 

� I I I " .... :r '" " '" " а " s нарушен- н�рушен-о » n 
� �  - ., С>. '"  ," '" " ные '" ные o :Q  ,, 2  0 2  " '"  2 2 :; х  = :z: ;:Е ::;:: :z: :r: :r :r 

1 2 3 4 5 6 7 8 
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Таким образом, получаем в lR? ,! = 3, 2 ,  1 ,  1 1  х 8 = 88 подтипов гео­
логических тел .. 

Геологические тела в lR? с неУСЛОВНblми границами будем изображать 
с помощью символов lА? и, k) , с условными - с помощью символов 
lВ? и, k) . 

В lА? и, k) , (="'з,112 , ·  1 ,  ,значок i может принимать значения 1 ,  2 ,  . . .  
. . .  , 7 (см. табл. 2) , а значок k - значения 1 ,  2 , . . ,  8 (см. табл. 3) ; 

Рис. 3. 

в lВ? и, k) , l = 3 ,  2, 1 ,  значок i может принимать значения 8, 9, 10, 1 1  
(см. табл. 2) , а значок k - значения 1 ,  2,  . . .  , 8 (см. табл. 3) . 

На рис. 3 приведены различные lA� и, k) , за исключением нарушен­
ных "'. Предполагается, что в качестве эталонных форм в lR't на рис. 3 
выбрано множество треугольников, а в качестве процедуры Па; - про­
цедура сшивания треугольников по любой целой стороне, Х2 = О, 102 = О, 
82 = О. 

Обсуждение процедуры представления форм геологических тел было 
неuбходимо для того, чтобы попытаться ограничить тот произвол, который 
существует сейчас в геологии. В построении процедуры представления 

'" Для того чтобы получить нарушенные lA� (i, k) , достаточно внутри приведенных 
тел построить lrr{�}, l = 1, О. 

1 18 



учтен опыт рудной геофизики, где в качестве {at} , 1 = 3, 2 ,  1 ,  выбирают 
эллипсоиды (эллипсы, прямые) , а в качестве П: используют построение 
выпуклых оболочек [26 ] . Рассмотренная нами прЬцедура позволяет разо­
браться в способах описания форм, которые применяются сейчас, напри­
мер ,  в структурной геологии и тектонике. Так, в качестве {at} , 1 = 3, 2, 1 ,  
используются «штоки», «массивы», «жилы» И т .  п .  (без" каких-либо формаль-
ных уточнений) , а в качестве Па; - фактически различные процедуры 
«деформации» (в терминах теории упругости и пластичности, которые в таких 
вопросах обычно лишены смысла *) , а также процедуры проведения гра­
ниц ly/1>'l (Г, Пh) [25] ,  которые являются, вообще говоря ,  лишенными одно­
значного смысла [22 ] .  Надо сказать, что конкретизация вопросов описания 
форм представляет большой геологический и математический интерес. 
Есть основания полагать, что решение этих вопросов в широком плане 
нужно искать вне рамок дифференциальной геометрии (см. Х ,  п. 3) * * .  

Разделение на простые и сложные по содержанию геологические тела 
вполне отвечает геологическим традициям. 

Разделение на монолитные и нарушенные тела диктуется практиче­
скими требованиями, например, структурной геологии и тектоники. 

Разделение геологических тел на подтипы было проведено на основе 
способов их выделения (см. табл. 2) и описания (см. табл. 3) . Я сно, что 
различные классы 1 ,  2, . . .  , 8 (см. табл. 3) требуют различного подхода 
в описании. Достаточно, например, сравнить классы 1 и 8 .  

Важно подчеркнуть относительность понятий сложного и простого 
по форме и содержанию геологического тела. Эти понятия теряют смысл. 
если не оговорены эталонные формы и список свойств. 

У. ЭЛЕМЕНТАРИЗАЦИЛ 
И РАЗБИЕНИЕ ГЕОЛОГИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА 

1 .  Пусть задано lR'f', l = 3, 2, 1 .  Используя список свойств qJl ' <Р2' ' '' 
• • •  , qJk , можно провести в lR'f' различные геологические границы, с по­
мощью которых lR'f' как-то разобьется на геологические тела. Рассмотрим 
некоторые частные случаи такого разбиения . 

Условимся геологические тела в lR'f' простые по составу независимо 
от прочих их характеристик называть; элементарн.ыми, а сложные по соста­

- ф  ву - неэлементарными. Первые будем обозначать через lCt •  вторые -
�ф через lС! , полагая, что С = А , если рассматриваемое тело имеет неуслов-

ную границу, и С = В, если оно имеет условную границу (см. табл . 2) .  
2 .  Имеет место лемма: 

Всякое заданное 1 R'f', 1 = 3, 2, . 1 ,  посредством проведения геологи чес­
ф ких границ lГ {-m, т = 1 ,  2, 3; 1 - т :> о, связанных со списком (JJl, 

(JJ2 , . . .  , qJk, может быть одноаначно представлено "ак совокупность эле-

* См. Г. И. г у р е в и Ч. «О так называемом «механическом анализе» в геологической 
литературе».- Изв. АН СССР, серия геофиз. , 1 954, .м 3. _ 

** Особого внимания заслуживает «матричный» способ представления форм геологи­
ческих тел.  Можно набросить на тело некоторую правильную сеть, отметить граничные 
точки, перенумеровать их от 1 до n, построить матрицу {rik}, где элементы rik являются 
расстояниями между i-й и k-й граничными точками, отнесенными к максимальному расстоя­
нию между граничными точками. Можно показать, что такой подход позволяет, в частно­
сти, дать формальные критерии для разделения форм на: «большие в одном направлении», 
«малые В двух других» (<<штоки») , «большие в двух направлениях», «малые в одном» (<<слои», 
«жилы»), «большие в трех направлениях» (<<массивы») . 
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ф - ф  ментарн ых геологических тел, целиком принадлежащих 1 R 1 - {l А l} '  
-ф которая может, в частно'м случае, не содержать ни одноро 1 Al • 

Проведем в lR'!' различные геологические границы lГ�m И совокуп­
ность этих границ обозначим через {1Г�m} . Возьмем некоторую точку 
М1 Е lR'f', М1 Е {1Г�m} .  Очевидно, что М1 может принадлежать одному 
и только одному lC'f' , целиком принадлежащему lR'f' .  Выделим это первое 

ф ф 
-

ф lС/ ( 1 ) .  Возьмем некоторую другую точку М2 Е lR [ , М2 Е {lrl-m} , 
М2 Е lС'!' ( 1 )  и выделим второе lС; (2) , которое тоже целиком принадлежит 
1R1' .  Путем повторения такой процедуры получим конечную совокуп­
ность {IC�t>}, которую можно представить в виде {IC'f'} = {IAi} u {1Bi} .  

-ф Выбросим из рассмотрения {IВ[ } ,  которые могут появиться за счет зада-
ния lRi ,  и получим представление lRi как совокупность {1Ai} . Из самой 

-ф процедуры следует, что {IА / } зависит только от процедур проведения 
lrl�m и задания lRi ,  но не от произвол а в выборе М1, М2 , • • •  , MN• 
В силу однозначности проведения lrtm' лемму можно считать доказанной. 
В частном случае 64"tm} может оказаться и нулевой * . 

ф -ф Эту процедуру представления lR[ , 1 = 3, 2, 1 ,  в виде eAI-m} будем 
называть элементарuзацией 1R'f'. 

-ф - ф Рассмотрим lА, Е ( 1A I } . Как будет показано далее (см. VI ,  п .  2) ,  
-ф -ф -ф всякому lА I Е {IА [ } можно приписать параметр V (1A 1  ), характеризую-

- ф  1 -ф щий размер lA 1 • Пусть Vm - некоторая константа. Если из {1Az } вы-
бросить все ll1i·, для которых V (1Ai) < V�, получим {t,'4:i} v' . Про-

_ф _ ф . т 
цедуру представления lRz , 1 = 3, 2 ,  1 ,  в виде {IА [ } vZ будем назы -
вать элементарuзацией lRi вплоть до V;n** ' В частном �Jлучае {iJli} . 1 
может оказаться и нулевой. и т.  

На рис. 3 проиллюстрирована элементаризация 1Ri с учетом списка 
свойств fl' f2 ' fз , f4 И границ lГ�/IJ' т = 1 ,  2 .  . 

3. Пусть в lRi ,  1 = 3, 2 ,  1 ,  задана некоторая граница x,f�m , т = 1 ,  2, 3 ;  
1 - т :>  О; i = 1 , 2 ,  . . .  , 1 1  (см. табл. 2) . Как уже отмечалось, всякая 

. 
ф x,E-т может быть рассмотрена как lR [-т' Следовательно, на] основе пре-

дыдущей) леммы всякую х,/_т можно элементаризовать, т. е. представить 
-ф ф в] виде совокупности {IAI_m}. Если в lR1 , 1 = 3, 2, 1 ,  проведена элемен-

ф 
, 

таризация ющ самого lRI , так и всех границ х,/:т в нем, будем говорить, 
что в lR'f' проведена полная элементарuзация. Я сно, что можно говорить 
и о полной элементарuзации lRi вплоть до V�, 1 = 3, 2 ,  1 .  

4. Из содержательных соображений может оказаться полезным раз­
биение данного lRi, 1 = 3, 2, 1 ,  на неэлементарные геологические тела 

�ф lА[ . Легко убедиться, что такое разбиение можно провести различными 
способами. 

В содержательных и формальных целях наибольший интерес представ-
ф � ф  ляет такое разбиение lRI , при котором каждое полученное lAI' могло бы 

быть сделано элементарным, если из списка свойств СР1' СР2 " • .  , (j)k , исклю-

" в этом случае 1R 'f' оказывается iCi. 
* * Например, при графическом отобра�кении элементаризованного 1R i возникает 

проблема «зашиваIШЯ» дыр, отвечающих выброшенным 1,4i, что будет рассмотрено позднее. 
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ч�ть некоторые (р;. Частным случаем такого разбиения является разбиение,. 
предопределенное элеменmарuзациеЙ. 

Рассмотрим 1R'f' вначале только с учетом списка свойств сР;" сР;" . . • 

П u 1 . . .  ,ср; . .  роведем его элементаризацию по этому списку своиств вплоть до Vmj. / ф' -ф' Закрепив полученное представление 1Rl в виде {1A I } и�1l ' каждое 
1.:4'f" Е e.:4'f" } и l . , которое является тоже 1R'f' , элементаризируем

/ по списку 
u 

т/ 1 1 своиств ср; l' ср; . , . . .  , СР;" вплоть до Vmk < V",/· . В результате получим [+ /+2 
предопределенное элементаризацией разбиение 1R'f' на совокупность eA'f'}, 

- ф  �ф часть из которых может оказаться 1А ! , а часть - 1А l  . 
Будем иметь: 

ф 1 - ф  � ф  
lRI : (ср;" CPi" . . " CPij; V:nj' CPij+I , CPij+2' . . . , CPi,, ;  Vmk) : {1А l }  U {1A I } . (6) 1 

Если j = k, то (6) будет отвечать элементариззции lR'f' по списку свойств 
СР1 ' СР2 ' . • • , СР" вплоть до V:n '  Если j < k, то (6) будет отвечать разбиению 
1R'f' по списку свойств СР1' СР2 ' • • •  , СР" вплоть до Vfnk, предопределенному 

u lRФ u 1 элементаризациеи 1 по списку своиств (Р;" CPi" . . . , CPij вплоть до Vmj , 
V�k < V:" j. Очевидно, что вторая операция является однозначно опреде-

u 
• 1 1 леннои, если установлены СР1' СР2 ' . • •  , (р" , CPi" (pi, , . . . , (Pij ' vnlj > Vmk· 

5. Процедуры элементаризации и разбиения lR'f' , 1 = 3, 2 ,  1 ,  вполне· 
отвечают тем способам исследования, которые используются сейчас в гео­
логии * .  В частности, элементаризация и разбиение (В самых различных 
модификациях) предшествуют построению геологических карт, схем, раз­
резов, колонок. При этом, как правило, эти процедуры формально не опре­
деляются, что, естественно, затрудняет их анализ и оценку содержатель­
ной ценности геологических карт, схем, разрезов, колонок. В дальней­
шем конкретным анализом будет показано, что в геологических картах, 
схемах, разрезах и колонках положение даже хуже, чем в геологических 
классификациях и систематизациях [5, 7, 8, 3 1 ] .  Есть основание полагать, 
что формальное обоснование и развитие используемых сейчас процедур 
элементаризации и разбиения геологических пространств, с учетом их 
графического представления, приведет к ряду интересных геологических 
и математических вопросов. 

6. Введем некоторые определения,  которые потребуются в дальнейшем 
в связи с процедурами элементаризации и разбиения lRT ,  1 = 3, 2 ,  1 .  
Пусть задано 1R;i. Проведем его элементаризацию. Получим {lA �i} . 
Определим для свойства СР; показатель элементаризации : 

k 
О"' . = - LJ Vj log Vj; , j=1 (6) 2 

где nj - число тел из {1АТ'} , которые обладают размерами Vj , а n - число· 
тел в {lATi} .  Аналогично можно ввести показатель элементаризации для 
списка свойств СР1' CPz, ' "  , CPk. 

Рассмотрим свойства СР; и CPj. Будем говорить, что СР; согласно в 1Л? с CPj ,  
если из  того факта, что CPj терпит разрыв непрерывности в М' Е 1R� ,  сле-

* См. , например, К. Д а н б а р , Д. р о Д ж 
е р с. «Основы стратиграфию>,. 

ч. IV. ИЛ, 1962. 
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дует, что и <р; терпит разрыв непрерывности в М '  Е lR'f' . Если <р; согласно 
в lR'f' с qJj и qJj согласно с <р; в lR'i , будем говорить, что <р; и qJj взаимно со­
'Гласны в lR'i . Будем говорить, что� <р; не согласно в lR'i с qJj, если во всех 
М' Е lR'i , где qJj терпит разрыв непрерывности, <р; оказывается непрерыв­
ной. Если <р; несогласно в lRT с qJj и qJj несогласно с <р; в lRT ,  будем гово­
рить, ЧТО <р; И qJj взаимно несогласны В] lR'i. 

Аналогичные определения можно получить для характеристик 'Фi и 'i'j. 

VI. О Б  ОПИСАНИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ГЕОЛОГИЧЕСКИХ ТЕЛ 

ф -ф 1 .  Пусть в lRz , l = 3, 2, 1 ,  выделено некоторое lCz . Рассмотрим воз­
-ф 'можную процедуру описания lCZ , близкую к традиционной, исключив пока 

-ф ·описание границы lC z • 

2 .  В предположениях (см. IV, п .  3) с точки зрения геометрических 
-ф характеристик ICz ,  l = 3, 2, 1 ,  можно приписать: 

- ф  а) с точностью дО Х: размер v (lCZ ) ;  
-ф б) с учетом {аЕ} , Па' форму а (lCI ) ;  

в) С учетом 81 координаты центра масс, положим, в геоцентрической 
·системе координат: 

хс (lC'i), ус (lC'i) , гс (lC'f') или �(lС'f'); 

.. -ф" 
г) ориентацию в той же системе координат - l (lCZ ) . 

-ф Размер v еСЕ ) (объем, площадь, длина) может быть вычислен в любых 
.абсолютных [ 1 ]  или относительных единицах, например, по отношению 
к v (lR'f') . 

-ф Форму а (lCZ ) можно В частности задать посредством П,,- и перечнем , -ф тех аl Е {аl } ,  которые привлекаются для представления а (1СЕ ) . Как уже 
-ф -.. -ф отмечалось, для «изометричных» а (1СЕ ) можно условиться l (1СЕ )  при-

писывать какое-либо одно направление. 
3 .  С точки зрения ф:мксированного списка свойств <Рl' <Р2' . . . , qJk 

(иначе, с точки зрения вещественяой характеристики) наиболее полно 
lC't , l = 3, 2, 1 ,  можно описать k-мерной вектор-функцией: 

<р (М, То) = {qJl (М, То) , <Р2 (М ' то) ,  . . •  , qJk (M, То)} ;  М E 1Cr ·. (7) 
Вероятно, наиболее близким к традиционному будет описание «в среднем». 
Можно ввести Фi (М, Tr) : 

i = 1 , 2 ,  . . .  , k, (8) 

'И вместо (7) использовать k-мерный вектор 
- -ф - - -qJ (lCz ) = {qJl (М, То) ,  <р2 (М, то) , . . . , qJk (M, То)} · (7') 

-ф 4. Будем предполагать, что lС: , l = 3 ,  2 ,  1 ,  описыва�тся почти пол-

* Считается, что М является внутренней точкой lс'! [ 12 ] .  
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-ф ностью, за исключением границы lCt , пятью характеристиками: 
-ф -ф � -ф � -ф [V (lC 1 ) , cx, (lC 1 ) , (c (lC 1 ) , 1 (lC 1 ) ; (9) 

; (lCf). (9')  
Выражение <<почти полностью» следует понимать так, что описание 

с помощью (9) удовлетворяет довольно широкому кругу геологических 
задач. В дальнейшем мы покажем это на разборе геологических карт, схем, 
разрезов, колонок и т. п. Естественно, что могут встретиться задачи, где 
такое описание является избыточным или недостаточным. Характеристики 
в и г нужны, в частности, для упрощения вида (7) . 

УН. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
ОБ ОПИСАНИИ НЕЭЛЕМЕНТАРНЫХ ГЕОЛОГИЧЕСКИХ ТЕЛ 

-ф �ф 1 .  Пусть в 1Rl , 1 = 3, 2, 1 ,  выделено 1С1 • Проведем предварительное 
обсуждение! возможной процедуры описания 1С? , близкой к традиционной, 

�ф опять-таки исключая пока описание границы 1С1 . 
2 .  Вначале предположим, что рассматриваемое 1cr , 1 = 3 ,  2 ,  1 ,  

таково, что если из списка свойств СР1' СР2' . . .  , CPk исключить свойства 
1С-Ф u б CPi" CPi" . • . , CPij ' то 1 по списку своиств . CPij+1' CPij+2' • • • , CPik удет 

- ф  элементарным - lC1 . Принимая во внимание пока только список свойств 
�ф 

Tij+1' CPij+2,1 • • •  , CPik ' можем приписать 1С! характеристики : 

где 

�ф Такое описание (9)1 , (9') 1 ' ( 10) дЛЯ 1С! является заведомо неполным. Не-
трудно доказать, что оно не удовлетворяет традиционным требованиям. 
В дальнейшем дополним это описание посредством введения понятий струк-

�ф туры И вещественной ассоциации 1C1 •  
�ф 3. Положим теперь, что 1C1 , 1 = 3,  2 ,  1 ,  таково, что его нельзя сделать 

элементарным посредством исключения из списка свойств СР1' СР2' . . . •  CPk 
каких-либо некоторых свойств. 

-ф Такое 1Сl будем называть сугубо h-еэлементаРНblМ по списку свойств 
CPl' СР2' . . .  , CPke 

Формально это означает, что j = k. Очевидно, что характеристики (9)1 
при этом будут иметь смысл, поскольку они геометрического характера. 
Что же касается характеристики (9') 1 ' то на случай j = k дооп�еделим ее 
так: 

�ф -Таким образом, в случае, когда 1С1 является.; сугубо неэлементарным, 
�ф заведомо неполное описание 1С1 будет даваться (9)1 и (9)2* ' 

* Процедуры описания геологических тел являются очень важными и тоже формально 
плохо разработанными. В геологической литературе при описании тел часто нарушается 
принцип «возможности И целей», по существу, описание толкуется как описание ради опи­
сания. (См. ,  например : Стратиграфический словарь СССР, 1956). 
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VIII . структур А И ВЕЩ�СТВЕНН ЫЕ АССОЦИАЦИИ 

ф -ф -ф 1 .  Пусть в 1R l , l = 3, 2, 1 ,  выделено некоторое 1Сl , 1Сl = Cs такое, 
что по списку с)юйств epij+1' epij+2 , . . . , epik оно является элементарным , 
а по списку свойств epi" epi" . . .. , epik - сугубо неэлементарным. Будем 
иметь в виду результаты [,23] и VI I .  

2 .  Н а  основе леммы (см. У ,  п .  1 ) ,  используя только epi" epi" . . .  , 
-ф epij' С, можем представить в виде совокупностй {1А l }s ,  l = 3 ,  2 , 1 .  

- ф  - ф  Рассмотрим 1Аl (р) Е {1A I }s только С точки зрения геометрических 
характеристик, инвариантных относительно преобразования движения [26 ] ,  
т .  е .  характеристик v (1Ai (р» и a(1Jfi (р» из (9) , и обозначим его через 
н; (р) . 

-ф На основе {1AI }s выбранному Cs можно приписать перечень 

. H� (р) ,  р = 1 ,  2, . . . , ms •  
Всякое н; (р) из этого перечня будем называть структурным эле,l1ен­

том Cs • 
Под структурой Cs условимся понимать взаимное расположение Н; ( 1 ) ,  

Н; (2) , . . .  , Н; (ms) . Обозначать структуру Cs будем через Gs • По опреде­
лению Gs будет считаться такой характеристикой Cs , которая не зависит 
от 7 (Cs) , -; (Cs) � ер1' ер2' . . .  , ер,. * . 

Если ms = О, то будем говорить , что Cs имеет элементарную структуру, 
если 1 -< ms -< 10 ,  будем говорить , что Cs имеет структуру; если 1 0  < ms -< 
-< 100, будем говорить, что Cs имеет тонКtую структуру; если же ms > 100, 
будем говорить, что Cs имеет сверхтонкую структуру. 

Подобное различие структур диктуется содержательными целями, 
а также тем, что эффективные способы описания Gs для различных ms раз­
личны. В этом убеждаемся, рассмотрев случаи малых и больших ms• 
Оценки 10  и 100 выбраны из предварительных исследований (см. Х) .  

3 .  Рассмотрим теперь 1Jfi (р) Е {1,4;t'}s , l = 3 ,  2, 1 ,  только с точки 
зрения характеристик v (1Ai (р» и ер" (1Jfi (р» * * :  

�fI (1Af (p») = {q;�, (M, то) , qJi, (M,  Тп), . . .  , qJij (M, То)} . ( 1 1 )  

Здесь epi, (М , То) определяются в соответствии с (8) . При таком рассмотре­
нии 1Ai (р) Е {1Jfi}s будем обозначать через P� (р) . 

- ф  ! На' основе {1A I }s выбранному Cs можно сопоставить перечень Ps (р) , 
р = 1 , 2, . . " ms• 

Всякое Р; (р) из этого перечня будем называть вещественным элемен­
там Cs •  

Под вещественной ассоциацией Cs будем понимать перечень P� (р) , 
р = 1 ,  2, . ....; . , ms , с указанием характеристики ер' (Cs) : 

ер' (Cs) = {epij+1 (М,  то) , epij+2 (М,  то) , . . .  , epik (М ,  То)} .  ( 1 2) 
Обозначать вещественную ассоциацию cs будем через Fs •  

" Иначе говоря, G не зависит от расположения С s в пространстве и от его веществен­
ного состава. Таким образом, Gs является геометрической характеристикой Cs' инвариант­
ной относительно преобразования движения. Ее можно было бы трактовать как инвариантную 
относительно преобразования подобия [26] . 

* * Учет v ((4i (р» необходим из содержательных целей. 
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По определению, Fs будет считаться не зависящей от 
-+ -+ -+ -ф --+ -ф -ф 
гс (Cs) ,  l (C�) ,  а (Cs) ,  гс (lA I ) , l (lA I ) , a (lA I ) , 

где 
lА7' Е 6lf;I>}s . 

В соответствии с п. 2 можно говорить об элементарной вещественной 
ассоциации, вещественной ассоциации, тонкой вещественной ассоциации, 
сверхтонкой вещественной ассоциации Cs• 

Кроме того, целесообразно выделить несобсmвеНJiые вещественн,ые ас­
социации Fs, для которых ( 1 2) равно 00 ,  следовательно, можно говорить 
и о несобсmвенных структурах Gs• . 

4. Только что введенные характеристики Cs (Gs и Fs) используются 
для того, чтобы получить полное описание Cs •  Для формального удобства 
Gs и F s можно считать не зависящими друг от друга: это позволяет свести 
изучение одной сложной структурно-вещественной характеристики Cs [23] 
к двум менее сложным. Предположение о независимости Gs и Fs можно 
.обосновать и содержательно - целями гибкого и эффективного описа­
ния Cs , так как иногда могут интересовать только структуры Gs, а иногда­
только вещественные ассоциации F s ;  ЭТ9 предположение отвечает также 
и сложившимся традициям. Сложнее обстоит дело с геологическим смыс­
лом Gs и Fs• 

Предварительные исследования . показали, что Gs и F s достаточ­
но близки к соответствующим традиционным характеристикам * . Так, 
если под ерl' ер2, . . . , ер/г понимать литолого-петрографические свойства, -ф ограничить v (lАз ) сверху и снизу и ,  возможно. ввести в ерl, ер2, . . .  , ер" 
генезис (что является совершенно fleзаконным с точки зрения объективного 
подхода) , то можно убедиться , что Н; (р) представляет собой не что иное, 
}<ак то, что называют «структурными формами» [20 ] ,  а Р; (р) - как то, 
что называют «породамю> [32 ] .  К сожалению, сейчас никто не может сказать, 
как конкретно выбрать для этих целей ер1' ер2,  . . .  , ер" И как ограничить 

-ф v (lА з ) .  Это связано с тем, что в настоящее время в геологии совершенно 
не учитывается оnерационность [ 1 4 ]  в понятиях, таких, например , как 
·«структурная форма», «порода», «структура», «вещественная ассоциация» * * .  

Четкий содержательный смысл имеют элементарные вещественные ас­
-социации, отвечающие тому, что понимается сейчас под «образцом породы». 

Отметим еще одно важное обстоятельство, которое в настоящее время 
игнорируется. Совершенно недостаточно как-то ввести Gs и Fs , необходимо 
разработать формальные приемы работы с ними, разные для различных ms · 

IX. ОБ ОПИСАНИ И  ПРОИ3ВОЛЬНО:И ЧАСТИ 
ГЕОЛОГИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА 

1 Ч б . lRФ lСФ l . то Ы покончить С процедурами описания 1 , 1 ,  Xl-m' 
l = 3, 2, 1 , т = 1 , 2, 3 ;  l - т ;> О; i = 1 , 2, . . .  , 1 1  (см. табл. 2) , 
'необходимо суммировать изложенное в V -V 1 1 1 .  Ограничимся случаями, 
·связанными со структурами (случай тонкой и сверхтонкой структур требу-

* Правильность введения Gs и F s можно подкрепить «предельным» переходом 
� ф  -ф :JC1 -> lCI (см. IX), а также анализом понятий «структура» и «формация» [23] .  

**  Главное, что никогда не отмечается, какие (Рi используются для выделения, напри­
:;мер , «пород», и какие q> j - для их описания или классификации .  
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ет особого подхода) . Учтем, что понятие элементарности и неэлементар-
ф . 

ности 1С/ может быть распространено и на %�-m. 
Пусть требуется описать 1Cr = Cs, выделенное в 1Rr и имеющее 

границу %f-m = %s , 1 = 3, 2, 1 .  
Могут встретиться следующие четыре случая (табл. 4) . 
Можно считать, что в случаях 1 ,  2, 3 и 4 описание Cs сводится , соот­

ветственно, к заданию следующих характеристик :  

v (Cs) ,  а (Cs) ,  -;с (Cs) ,  ;(Cs ) ;  ->-
cp (Cs) ;  
v (%s) ;  ->-
ср (%s) ;  

v (Cs) ,  a (Cs) ,  7c (Cs) , l(Cs) ;  

� (Cs) ;  
v (%s) ,  G (%s) ; 
F (%s) ; 

V (Cs) ,  а (Cs) ,  -; (Cs), l(Cs) ,  G (Cs); 
F (Cs) ;  
v (%s) ; 
� (%s) ;  

V (Cs) ,  а (Cs) , -;с (Cs) ,  [(Cs) , G (Cs) ;  
F (Cs) ;  
v (%s) ,  G (%s) ;  
F (%s) .  

( 1 1  )1С 

( 1 1 )2; 

( 1 1  )� 

По существу, процесс описания Cs рассматривался как полная эле­
ментаризация Cs; в связи с этим лемма (У, п .  1 )  гарантирует однозначность 

такого описания. О полноте его с со­
держательных позиций пока ничего 
сказать нельзя [25 ] .  Это ясно и из 
VI I I ,  п. 4. 

Т а б л и ц а  4 

Элементарное Cs Неэлементарное С s 

I % %s %s Если 1 - 1 > О, то процесс опи-
Э�:�':�- He�ii��H- Э�����- He�:��:;H- сания %s следует рассматривать как 

-----;----';----;---- процесс описания Cs до тех пор , пока 

• "s 

1 2 3 4 1 - т не будет равно нулю. 
3. Пусть Cs таково, что по спис-

ку свойств CPiJ+1' CPii+2 '  . . • , CPirг 
является элементарным, а по списку свойств CPi" CPi., . . . , CP4j - сугубо 
неэлементарным. Тогда - на основе (9)1 и (9)2 ему можно приписать ха­
рактеристики: 

где с учетом (8) 
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На основе же VI I I  Cs можно дополнительно при писать характеристики ; 

Gs = {Н; ( 1 ) , H� (2� ,  . . .  , H� (ms)} ; 
l l [ -+, Fs = {Ps ( 1 ) , Ps (2) , . . .  , Ps (ms), <р (Cs)} . 

в свою очередь, с каждым H� (р) связаны характеристики : 

V (lAi' (р» , rJ. (lА[Ф' (р) ;  
-ф' lА[ (p) E Cs , Р = 1 ,  2 , . . . , тs, 

а с каждым P� (р) - характеристики : 

V (lAi' (р») , �I/ (lAi' (р» ; 

( 1 3)' 
( 1 4) 

( 1 5)-

- ф  lА[ (p) E Cs; ( 1 6} 
-+" l-Ф' _ - - -<р ( А, (р» -- {<Pi, (М, то), <Pi, (М, то) , . . .  , <Pij (М, то)} ,  

р = 1 ,2 ,  . . . , ms• 
Из ( 12)-(16) следует, что для� описания с., исключая границу x's, требуется 
задать, по крайней мере * : 

а) ms + 1 скалярных величин 

V (Cs) , Vl' V2, • • •  , Vms; 
б) ms + 1 форм 

а (Cs) , а1, а2, • • •  , ams; 
в) два 3-мерных вектора 

7с (CS) , 7 (CS ) ;  
г) один (k - j)-мерный вектор 

д) ms j-мерНbIх векторов 
�' (Cs) ; 

--)." \ ----+" -+ " 

Таким образом, для описания Cs требуется, по крайней мере, 
N = (ms + 1) + (ms + 1) + 6 + (k - j) + msj скалярных величин. Для 
ms = 10 ,  k = 5, j = 3 (что отвечает, пожалуй, наиболее простому случаю 
геологической практики) потребуется минимум 60 скалярных величин. 
Таким образом, стремясь приблизиться к традиционному способу описания 
Cs со стороны грубого объективного описания ,  пришлось прийти к ДОВОЛqНО 
громоздкому описанию, хотя мы и исходили из самых простых предполо­
жений. Это еще раз доказывает, что эффективное описание Cs требует спе­
циальной формальной разработки и использования ЭВМ. 

4. Рассмотрим «предельные» переходы, когда Cs -+ Cs (элементарному) 
и Cs -+ Cs (сугубо неэлементарному) . Пере;ход Cs � Cs отвечает j = О, 
при этом ms -> 1 или О, Fs � ер' (C)s, Gs -+ а (Cs) . 

л -+ 
Переход Cs -> cs отвечает j � k, и при этом <р ' (Cs) � 00 .  в таком 

случае, приходим к сугубо неэлементарным Gs и Fs • , 
При j -> О N � 2 + 6 + k или 4 + 6 + k; при j � k N � 2(ms + 

+ 1 )  + 6 + msk, ms ;> 1 .  ' 

* Сейчас явно не учитывается взаимное расположение H� (р) относительно друг друга. 
Неявно же оно учитывается cx(Cs)' CX1, СХ2, • • • , СХ т s ' 
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Это позволяет утверждать, что наиболее эффективные приемы описания 
произвольной части 1J<'i - lC'f', 1 = 3, 2, 1 ,  следует искать на пути 
полной элементарuзации lC'i вплоть до некоторой фиксированной констан-1 ты Vrn• 

Характеристики же G (lC'i) и F (lC'f') до тех пор , пока не найдены 
эффективные способы их учета, надо использовать в объективном описании 
-с большой осторожностью. 

5. Изложенное естественно попытаться очень кратко увязать с работами 
направлений П. К. Соболевского и А. Б .  В истелиуса , а также с кристалло­
графией [ 19 ] ,  геофизикой [ 1 1 ]  и тектонофизикой [20 ] .  

Обратимся, например , к [ 1 8 ] ,  где речь идет, во-первых, о формальном 
u lR.Ф lR.Ф u построении моделеи i 1 на основе i 1 ; во-вторых, О содержательнои 

эксплуатации этих моделей. 
Построение }R.'i ведется хорошо разработанными методами [33] с уче­

том некоторых формально нечетких гипотез и с привлечением ЭВМ. Пред-
u lR.Ф u lR.-Ф полагается, что каждои модели i l ' построеннои исходя из i l '  можно 

приписать определенную «вероятность» ' р. Для эксплуатации выбираются 
модели }R.'f' ,  которым отвечает якобы макси�альное р.  

Содержательная эксплуатация }R.'f' проводится на базе совершенно 
неформализованных традиционных геологических nонятиЙ. 

Нельзя не видеть эклектичности такого подхода. Независимо от того, 
1 Ф . 

сколь CTPOrOJ произведено построение iR.1 и получены оценки р ,  такая 
содержательная эксплуатация этих моделей }R.'i является субъективной. 
Это обстоятельство отлично иллюстрируется , например , статьей М. Д. Бе­
лонина [ 18 ] ,  где речь идет о каких-то «основных чертах (?) эволюции (? ! )  
-структур (?)>>. 

Напрашивается вывод, что вероятностные представления в г�ологии 
обусловлены не самой природой объектов, с которыми приходится иметь 
дело, а спецификой теоретического подхода. Действительно, сталкиваешься 
с единственным объектом - планетой Земля , который в любой своей части 
и в любом смысле вполне детерминирован. 

В I u озможность привлечения вероятностных концепции, допустим, к «за-
лежам нефти и газа» может быть реализована тогда, когда удается органи­
зовать классы «залежей нефти и газа». Основная трудность и заключается 
в целевой организации таких классов. 

Обратимся к работам [ 1 6, 1 7] .  Там тоже речь идет о построении }R'f', ис­
ходя из ж'!' и о содержательной эксплуатации этих моделей. 

Содержательная эксплуатация ведется аналогично предыдущему. 
Построение же проводится также на основе формально нечетких ги­

потез и при некоторых жестких предположениях: считается , что <р; явля­
ются всюду непрерывными в }R'f' ,  линии <р; = сопst замкнутые, не пере­
секающиеся ; при построении оперируют только дифференциальными свой­
ствами [30 ] геометрических объектов. 

В геофизике построение моделей не может вызвать возражений [ 1 1 ] , 
но их содержательная  геологическая эксплуатация затруднена, так как тоже 
проводится на базе совершенно неформализованных геологических пред­
ставлений. То же самое имеем и в кристаллографии [ 19 ] .  

Значительно хуже обстоит дело в тектонофизике [20 ] .  
Сказанное отнюдь не  зачеркивает всего того, что сделано физико-ма­

тематическими приемами в геологии . 
. По-видимому, излагаемое здесь оттеняет слабые стороны всех физико­

математических приемов исследования в геологии и может рассматриваться 
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только как самая первая и грубая попытка преодолеть их на базе критиче­
ского \Учета предыдущего опыта этих исследований, формализации системы 
геологических понятий и привлечения более абстрактного аппарата (эле­
ментов теории множеств, теории метрических пространств, математической 
логики функционального анализа). 

. 

Х. К ФОРМАЛЬНОЙ ПОШАНОВКЕ 
НЕКОТОРЫХ СТРУКТУРНЫХ ЗАДАЧ ГЕОЛОГИИ 

1 .  Уже отмечал ось , что для эффективного использования структуры 
Os (Н; ( 1 ) ,  Н; (2) , . . .  , Н; (ms) , l = 3, 2 , 1 ;  1 < ms < 1 0, необходимо 
предварительно разработать формальные приемы ее использования', в част­
иости, прuемы описания и сопоставления. Можно убедиться [23J ,  что из 
содержательных соображений нельзя сразу же ввести какие-либо ограни-
чения на структурные элементы H� (р) , а также на возможные способы рас­
положения H� (р) относительно друг друга * . Следовательно, подходить 
к формальной постановке структурных задач желательно с самых общих 
позиций. 

2. Пусть нz = {H�, H�, . . .  , H�} - некоторое множество {-мерных 
структурных элементов, 1 = 3, 2, .1 ,  О. Относительно Н � не· будем делать 

Н l . 
никаких предположений за исключением того, что k можно приписать 
форму и размер . 

Всякую связную, упорядоченную в смысле взаимного расположения 
Н 1 Н 

1 н l н l 
Н

l U совокупность из т элементов "" "" . . .  , "т ' "k Е , которои 
можно приписать форму и размер , будем называть l-мерной т-элементной 
геоструктурой ** . 

Обозначать {-мерные т-элементные геоструктуры будем через o� или 
О,;, (Н;'" Н;'" . . . , Н;,) . Под заданием О;, будем понимать : 

а) задание перечня структурных элементов H�" Н;" . . .  , Н;'т ; 
б) задание взаимного расположения каждого структурного элемента 

Н:'р относительно каждого структурного элемента H:'q, р ,  q = 1 , 2 ,  . . . , т, 
без учета расположения их центров масс и ориентации; 

. н l в) задание расположения центров масс структурных элементов ",' 1 нl 
На.2' . . .  , а-m · 

г) задание ориентации структурных элементов Н;" H;'2, . . .  ,H�т отно­
ситель.но · некоторого репера. 

Условимся характеристику а - называть nеречнем, О,;" обозначая ее 
0 1 б " нф . " с 1  0 1 через то, характеристику - логuческоu ко игурациеu т - тlt 
Ф " 0 1 0 1 " 0 1 0 1 В - кон uгурациеu т - т2, Г - ориенmациеu т - тЗ' 

Предположим, что O,;'i, i = О, 1 ,  2, 3 ,  не зависят друг от друга . При 
подобном предположении изучение одной сложной характеристики О;n , 1 можно свести к изучению четырех менее сложных - Отз· 

* Это следует, в частности, из т ого, что при  изучении структуры Cs может оказа�Ъ.С51 
необходимым вначале изучить структуры различных проекций и р азрезов CS' 

** ер. ·с определением струцуры (текстуры) в петрографии и в [24 ] .  Отметим, что 
геоструктура по определению может рассматриваться ,  если это необходимо, как структур­
ный элемент. 
9 Заказ JII'. 1311 
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I 
Ясно, что ни о каком эффективном использовании От В содержатель-

ных целях нельзя говори:;ь до тех пор , пока не удастся решить хотя бы 
прОблемы перечисления Ot�'i' i = О, 1 ,  2, 3, грубо ГОJ?ОрЯ, пока не будет . " " 

установлено, в" каких пределах они изменяются и как можно варьировать 
масштабы их измерения. Чтобы решать 'такие задачи, желательно, конечно, 
построить 'алгоритмы для реализации решений на ЭВМ [23 ] .  

3. Обратимся к задачам перечисления Ot�O' Естественно первоначаль-
0 1  0 2 • Н 2 Н 2 н2 но рассмотреть плоские то - тО ' ",'  "" • • • , " П l  

Очевидно, что при перечислении O�O нет смысла различать между собой 
подобные Н;'; [26 ] ,  а также такие H;'i' которые отличаются между собой 
дифференциальными свойствами границ [34 ] ,  такие, например , I<aK на рис. 4.  

Действительно, фигуры на рис .  4 с точки зрения хотя бы их обнаруже­
ния оказываются одинаковыми и ,  так сказать , с объективных геологических 

позиций - практически неразличимыми : 

Рис. 4 

Однако с позиций дифференциальной гео­
метрии [26] фигуры на рис. 4 оказывают­
ся, как известно ,  существенно различны­
ми. Из геологических соображений яв­
ствует, что тот геометрический подход, 
который бытует сейчас в геологии, ока­
зывается не очень удачным. Что же I<acaeT­
ся иного подхода [34 ] ,  то он малоизвестен 
и недостаточно разработан. 

Учитывая сказанное, вероятно, первоочередную задачу, связанную 
с задачами перечисления on�o, можно сформулировать так. 

Задано n квадратов со стороной а. Два квадрата могут сшиваться между 
собой по любой целой стороне. Сколько различных и каких именно фигур 
можно сшить из этих n квадратов? 

Различными считаются фигуры ,  которые не могут быть совмещены 
между собой на основе преобразований вида [35 ] :  

± '  х у . + h х = Cik COS LJ., - Cik SШ LJ., 1а; 

+ ' Х . у h - у = ak SШ LJ., + (Ji cos LJ., + 2а, 
( 1 7) 

где k, h1, h2 - целые положительные числа. 
Кроме того, требуется множество перечислеНJ-JЫХ фигур Hi, H� ,  , . . 

r 2 
• . • ,НЛТ(n), разбить на классы 

( 1 8) 
так, чтобы две любые равновеликие фигуры H;l и H;k' H;i ' H;k Е {н;') j 
имели бы в некотором приближении одинаковую вероятность обнаружения 
Pi (S, Ь) с помощью, например , квадратной сети со стороной Ь (s) . Фигуру 
можно считать обнаруженной, если при бросании сети на фигуру хотя бы r. 
узлов сети окажется внутри фигуры. 

• 1 4. Рассмотрим вопрос о перечислении 0/111 ' Пусть иl = {ui, и;, . . . 

. ' . .  , и!} - множество бинарных отношений [24 ] ,  отвечающих таким слу� . 1 1 ' 
чаям вза,ИМН<?ГО расположения Н", и H"k ' KOTop�Ie необходимо различать 
междУ. собой из 

. 
содержате/lЬНЫХ соображений. Запись H� P �H�k будем 

1 30 



H1 1 H 1 Э толковать так: « ", находится в отношении U р !( а.,,» . та зар.ись будет 
u H1 1 H1 H1 считаться эквивалентнои записи "kU р' ", : « "" находится в 'отношении 

и�, к H�i»' Относительно UI допустим, что если и� Е UI , то И и�, Е U1 : 
Условимся использовать запись в нормальной форме: если H�iU�H�k ' 
то i < k. Задание 0;"1 можно, очевидно, толковать как задание совместной 
системы бинарных отношений: 

H�,Ui2H�" Н�Р�зН"з' . . , H�pit1!H�II! ;  
( 1 9 )  

н �t1!_lU;I1-1, mН�II1 ' 
где 2 < т <, n, Uf, l, E Ul, H�iE Hl . 

Считая, что любое U;,I, в ( 1 9) может принима;ь значения Ui, и; ,  . . .  
m(m-·1) 

. . .  , и:, можно записать S 2 систем вида (3) , среди которых некото-
рые будут несовместными, логически противоречивыми [ 1 3 ] .  Из содержа­
тельных соображений две совместные системы вида (3) следует считать 
эквивалентными между собой, еСJ{И одна из них может быть получена из 
другой перенумерацией H�i' Иначе говоря ,  вместо совместных систем 
вида (3) можно записать матрицы : ( u:1ui2 . 

U;lU�2 . 

и�1и;n2 . 
и' Ut . '" = (ki) ' ,  

. uim ) t . и2m (20) 

. и;nm 
и;; = ut 

И считать эквивалентными такие две системы, когда матрица одной может 
быть получена из матрицы другой одновременной перестаНОВI<ОЙ i-й СТРОКИ 
с к-й строкой И i-ro столбца с k-M столбцом. Вероятно, первоочередная зада-
ча, связанная с перечислением O�1' может быть поставлена таким образом. 

Требуется при фиксированны�x Нl и U 1 указать алгоритм перечисления 
всех совместных и неэквивалентных между собой систем вида ( 1 9) .  

На случай Н2 - множество кругов и U 2 , задаваемого табл . 5, алгоритм 
перечисления построить удалось * .  Оказалось, что его громоздкость очень 
быстро растет с ростом т. 

Т а б л и ц а  2 

* в построении его принимала участие Н. А. голы\на • • 
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· 5 . Если обратит.ься к вопросам переч;исления O�2 
и O�II3' то можно 

вновь убедиться . что для объективного использования такой характеристики, 
как структура, необходимо предварительно решить еще ряд вспомогатель­
ных задач. связанных. например . с [ 13 .  34. 26 ] .  На основе пп. 3 и 4 эти 
задачи представляются для теоретической геологии специфическими. 

Посмотрим на существующие классификации структур в геологии [20] 
с позиций G�'i . i = О.  1 .  2 .  3 .  Все они построены только на учете o�o - учете 
неформальном. связанном с генезисом. Ясно. что такие классификации не 
могут быть в принципе удовлетворительными из содержательных сообра­
жений. 

В последнее время в качестве структурных элементов часто используют 
«вырезы» поверхностей раздела и пытаются применять к анализу структур 
статистический ПОдJ\ОД. что пока обосновать затруднительно. 

XI. К ФОРМАЛЬНОЙ ПОСТАНОВКЕ 
Н ЕКОТОРЫХ ФАЦИАЛЬН ЫХ ЗАДАЧ ГЕОЛОГИИ 

1 .  После рассмотрения структуры Gs естественно было бы обратиться 
к вещественной ассоциации Fs . Однако такое рассмотрение, вероятно. про­
вести удовлетворительно нельзя до тех пор . пока не поставлены «генетиче­
ские» проблемы. связанные с F s. Попытаемся поставить. хотя бы грубо. так 
называемые фациальные задачи. которые сейчас принято рассматривать как 
центральные [2 1 .  28 J'!' . 

2. Обозначим через 
Х = {х} (2 1  ) 

некоторый класс геологических тел lC? выделенных в lR? Пусть У -

множество функций. описывающих обстановки. в которых образовались 
х Е Х (сюда может быть включено и «время образования» х Е Х) . а Z - мно­
жествq функций. описывающих свойства Х Е  Х. Условимся толковать У 
и Z как системы наборов формальных признаков 13] :  

у = {у' . у2
. . . , yq} ; 

k = 1 , 2, . . .  , q 
Z = {г' , г2 

• . . . • zr J ; 

{ _ { '  t { }  Z - Zl , г2 • . . . • г
m! • 

l = 1 , 2 . . . .  , r . 
С учетом (23) можем (2 1 )  переписать в виде 

полагая. что построена классификация-перечисления (2 1) по (23) [3] .  

(22) 

(23) 

(24) 

* Недавно понятие фации в геологии было вновь подвергнуто очередному геологиче­скому анализу [37-39] .  Автор пишет,ЧТО «скоро ни один человек не сможет понять, о чем идет речь, когда говорят о фациях». См. также: В. П. М а р к е в и ч. Понятие «фация». Изд. АН СССР, 1 957. . '  
-
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Введем q осей координат, на которых условимся ОТI<ладывать признаки 
из (22) . В q-мерном пространстве получим множество точек, каждая из !<ОТО­
рых отвечает какой-либо возможной обстановке образования Xi Е Х. Это мно­
жество назовем пространством обстановок У .  

Введем еще · , осей !<оординат, на которых условимся откладывать 
IJризнаки из (23) . В ,-мерном пространстве получим множество точек , 
каждая из которых отвечает какому-либо Xi E Х. 

Пусть У i С У отвечает обстановкам, в которых мог образоваться Xi Е Х, 
а УТ с У - обстановкам, в которых Xi Е Х образоваться не мог. 

3 .  Обозначим через У a,. a, . . . . . aj подпространство У, отвечающее обстаНОF-
кам, в которых могли образоваться и Ха" И Ха" . , И х" 1; Ха; Е Х. Ао опре-
делению, 

(25) 
I 

отвечающее обстановкам, Обозначим через Ya'a' ' ' . ''I подпространство У , 
в которых J.шгли образоваться и Ха, И Ха" . • • и Ха ., но не могли образоваться / никакие. другие х'ч Е Х. По определению, 

(26) 
- -О Если Ya,,,, . . . aj =1=- О, условимся обозначать его через У ct,a, . . .  ctj И связы-

вать с ним совокупность {Xct, , Ха" . . .  , Xaj}o . Можно доказать, исходя 
из (25) и (26) , что имеет место: 

u Y�,a, . . .  aj = У.  

К;роме того, может иметь место 

{XaJO n {X:JO =1=- О, 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

Рассмотрим nроuзвольную совокупность {Ха" Ха, , . . .  , Ха .} . Всякому 
I ./ 

Ха, из этой совокупности можно привести ,в соответствие функцию алгебры 
логики [ 13 ] :  

fa,. = г�., & г�.2 & . . .  & ,� . r ,  (3 1 )  t t t 

где zkk - признаки из (23) , принимающие значение единицы на Xai. Р, 
Используя (3 1 )  для {Ха" Ха" • . .  , Ха .} , можем получить * J 

Введем операцию сокращения правой части (32) - подставим значения 
fai из (31 )  и проведем упорядочение по верхнему зяачку. Условимся , что 

& Zkk 
j (z; , если все p� = 1 ; 

j=l Pi = 1 ,  если не все Р7 = l . 
(33) 
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Фунiщию алгебры логики, полученную из (32) за счет (33) , обозначим 
через P�,�, . . .  ,,- j' 

Наконец, Х,,-; 'И Х,,-;, будем называть изофациальн.blми, если У С1.; = У "-k ' 
Изофациальные совокупности {ХС1., , Х"-, , • • •  , Х,,-) обозначим через {Х,,-, ; 

Ха" • . . , 

(34) 

• ) О Если F-a,a, . . . aj определялось для {Ха" Ха, , , Xaj}O, будем писать Fa,a, . . . C1. j  
если же для {Ха" Х"" • • •  , Ха)+' то P�,,,, . . . a; . 

Опираясь на [37-39 ] и ,  например , [2 1 , 28] ,  назовем Y2,a, . .  .Gtj j-местной 
У-фацией; {Ха" Ха" • • •  , Ха)О - j-местной Х-фацией, F�ta, . . . aj -
j-местной Z-фацией , а {Ха" Ха, , • ; • , Ха)+ - j-местной фацией Х на основе 
у и F�,a, . . .  aj - ее образом. . . 

Можно убедиться , что Y�'''2' ' :'' j  отвечает такому понятию фацюг , которое 
устанавливается в nростран.стве обстан.овоК; {X"t' Ха, , • • •  , х,,)О -такому, 
которое устанавливается на множестве объектов (при этом Ха; И Ха;, счи­
таются «изофациалыIЫМИ», если они могли образоваться в одних и тех же 
обстановках) ; F�''''' ' '''i - такому, которое устанавливается в прос�ранстве 
признаков (возможно, включая «возраст)>> ;  {Xa� , Х"" . • •  , Ха .}+ � та'кому, J . ,  
которое устанавливается на МНGжестве объектов, при этом Ха; И X(J.k , счи-
таются изофациальными, если они могли образоваться в одних и толь"ко од­
них обстановках. Легко убедиться , что перечисленные выше формулировки 
исчерпывают все, что рассмотрено в [37-39] и, пожалуй, все понятия 
«фации» , которые можно придумать ** . 

4 .  В простейшем варианте, видимо, первоочередную задачу фациаль­
ного анализа можно сформулировать таким образом. 

Для всех Xai E  Х известны {С1.; из (3 1 ) ,  для всех ХС1.;' ЕХ', Х'сХ 
известны У ak '  Требуется исследовать , считая известными , например , резуль­
таты [4 ]  и [ 1 3 ] ,  в каких nредnоложен.иях можно определить У С1.l ' Хаl Е' Х".  
X' U X"  = Х.  

Далее можно поставить обратную задачу : для всех Xaj ЕХ известны 
Уа;, для всех Ха;, ЕХ', Х'сХ - из (3 1 )  !"-k' Требуется исследоваТq, В каких 
nредnолржен.иях можно определить !al' Хrч ЕХ" , X' U X" . Х.  

5. Проведенные исследования задач (п . 4 )  пока привели к негативным 
результатам : не удалось указать никаких приемлемых с точки зрения экспе­
риментальных возможностей предположений ,  которые позволили бы гово­
рить о решении этих задач. Более 'того, оказалось, что на основе {Xat , Ха" • • •  

Ф . 
. . . ) Ха)О В lR I нельзя провести фациальных границ. Эти границы могут 
быть проведены только на основе {Xat, Ха,; • • • , Хе<)+' что ясно из (30) 
и (34) . 

* ' Точнее (32) следовало бы представлять в вид\' f", V fa, V . . .  Vfaj и вместо (33) ис-
пользовать- , минимизаЦИIО конъюнктивных форм (13) .  ' ' �  \ 

** Действительно, так или иначе приходится иметь дело с объектами Ха .; В конечном l 
счете, все будет зависеть от того, какие два объекта X� . и X� будут считаться изофациаль-�' �;, 
ными: либо такие, которые могли образоваться в одних, и только одних, обстановках, либо 
такие, которые могли образоваться как в одних и тех же, так и в р азличных обстановках. 
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З А К Л Ю.Ч Е Н И Е  

в данной работе была предпринята попытка оценить последствия, 
вытекающие из формальной недоработанности системы геологических поня­
тий для геофизики, геологии и для других наук о Земле, предложен план 
формальной доработки системы геологических понятий, даны пояснения 
и обоснования к этому плану, а также была проведена предварительная 
.оценка полученных результатов. 

В дальнейшем необходимо значительно расширить формальный анализ' 
опыта конкретных геологических наук по выработке понятий и построению 
классификаций (в первую очередь структурной геологии, петрографии ,  ли­
тологии) , перейти к случаю конечной точности измерений,  постановке и 
решению конкретных геологических задач (в особенности поиска полезных 
ископаемых) , провести с общих геологических позиций обстоятельное освое­
ние опыта использования математических методов в кристаллографии, 
горном деле, геофизике, геохимии и тектонофизике. Следует также учи­
тывать, что после предварительной разработки формализмов потребуется 
обосновать их с физико-химических позиций, решить, в частности, реологи­
чески е проблемы [29 ] .  Есть основание полагать, что проблемы формального 
.освоения всего предшествующего опыта геологии имеют реальное и такое же 
важное значение, как и разработка теоретических проблем в отдельных 
областях геологии. 

�П Р И Л О Ж Е Н И Е 
К ОЦЕНКЕ ИЗУЧЕННОСТИ ГЕОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТР АНСТВ 

1 .  Рассмотрим класс функций {IP (Х)}, таких , что для 'Р' (Х) С {IP (Х)} 
в области Х имеют место 

I IP; (X) I -< Ci· 

Пусть установлено 

'Р; (Xk) -< 'Р; (Xk) -< 'Р;* (Xk) ;  Xk Е Х, k = 1 ,  2 ,  . . .  , р и).  (2) 

За счет интерполяции и экстраполяции можно получить 

такие, что 
L',lPi (Х) = 'Р;' (Х) - ер; (Х), Х Е Х 

не возрастает с увеличением р и) и уменьшением L',lPi (Xk) из (2) . 
2 .  Определим коэффициент изученности 'Р; (Х) в х' Е Х: 

, �qJi (х') 
1'] (lPi, х') = 1 - �qJi ; 

L',lPi (х' )  = 'Р;* (х') - IP; (х' ) ;  

•• • 
L',lPi = 'Р; - lPi . 

(3) 

(4) 

(5) 
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Так как О <;: �IJ!' (х') <;: �IJ!', то 1 >- 11 (IJ!', х') >- О * . 
Определим средний коэффициент изученности IJ!, (х) в Х' с Х: 

_ Д<<Р" ('Х') '1'] (IJ!', Х') = 1· - �<I>' ; 
- ,  l' � i'X1J!, (Х ) = v (Х') j �q>, (х) dx, 

Х' 
минимальный коэффициент изученности IJ!, (х) в Х' с Х: 

- ДqJ, (Х') 
11 (IJ!' , Х') = 11 - д <1>, ; 
�cp, (Х') = m i 'n  �IJ!' (х') 

х'Е Х' \ 

и ма]{еимальный коэффйциент изученности IJ!, (х) в Х' с Х: 

� ,  д�, (Х') 
'I'] (IJ!" X ) = l - д <1>, 
��, (Х')  = тах �IJ!, (х' ) . 

Х' Е Х' 
Определим коэффициент средней изученности {IJ!' (х)} в х' ElX: 

т 
11 ( {�,}) , х' ) = �l � 11 (IJ!', х' ), 

'=1 

(6) 

(7) 

�8) 

(9) 

* Любопытно сравнить 1"] (<1>" х') с так называемым информацнонны� коэффициенто�� 
А. Б .  Вистелиуса [ 18]. Легко показать, что из (5) следует: 

Здесь: 
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1) 1"] (х, х')' = 1 ;  
2) 1"] (а, х') = 1 ,  а = сопst; 
3) 1"] (a<l>" х') = 1"] (<1>" х') ; 
4) 1"] (<1>, ± а, х') = 1"]  (<1>" х') ; 

_ , 1"] (<1>" х') д<l>, + 1"] (<1>" х') д<l>j • ::J) 1"] (<1>, ± <l>р х ) = д<l>, + д<l>j , 
, _ (<P;(-'() д<l>j + (j)j (Х) д<l>' _ 6) 1"] (<1> /Р j' х ) - 1 - --=--, -'-------:::---<1>, t1 <1>j + <l>j д<l>, _ f] (<1>" х') <Pj (х) д<l>, + 11 (<I>j' х') <PJ '() д<l>j ) ; 

<1>, д<l>j + <l>j д<l>, , (iP' (х) д<l>j + rpj (.х) д<l>i 7) 1"] (<I>j<l>j' х ) = 1 - -<1>, д<l>j + <l>j д<l>, 
_ 

1"] (<1>" х') <Pj (x� д<l>, + 1"]'(<I>j' х') <Р, (х) д<l>j ) ( _ <P� �).2 
<l>j д<l>j + <l>j д<l>, <l>j (х) 

- 1 ++ + <1>, (х) = 2" [<1>, (х) + <1>, (х)] ;  
1 ++ + <1>, = 2" [<1>, + <1>, ] ; 

- -,; ++ + <1>, (Х) = у <1>, (х) <1>, (х) ; 



где т - число функций В' {<р; �x)}; коэффициент минимальной изученности 
{<р; (х)} в х' Е Х: 

'11 ({(Pz}, х ' )  min '11 (<р;, х') 
{<I>; } 

И коэффициент максимальной изученности {<р, (х)} в х' Е Х: 

'11 ({ <р;} ,  х' )  = тах '11 (<р;, х') "  
{<I>; } 

( 1 0) 

( 1 1 ). 

Определим средний коэффициент средней изученности t<P; (х)} в Х' с Х:  

т 
11 ( {CPz} ,  Х') = � � ч (<р;", Х') ; ( 1 2} 

;=1 
минимальный коэффициент средней изученности {<р;(х)} в Х' с:: Х: 

r] ({<Ра, Х') = min '11 ( {�}, х ' ) ;  х '  Е Х' ; ( 1 3} 
максимальный коэффициент средней изученности {<р; " (х)} в Х' с Х: 

� ({<Р;}, Х') = тах '11 ( {ср;} ,  х' ) ;  х '  Е Х' ,  ( l 4) 

средний коэффициент минимальной изученности {<р;(х)} в Х' с Х: 

" 11 ( {IP;} ,  Х') = и (�') � '11 ( {IP;}, x) dx; ( 1 5)" 
Х' 

минимальный коэффициент минимальной изученности {<р; (х)} в Х' G Х: 

r] ( {  ;Р;} ,  Х') = min '11 ( {q,;} ,  х') ; х '  Е Х' ,  ( 1 6} 
максимальный коэффициент минимальной I;i,зученности {<р; (х)} в Х' с Х: 

� ({IP;} , X')< = NlaJ� 'I1 ({<P;}, х' ) ;  Х' Е Х' ,  ( 1 7)-
средний коэффициент максимальной изученности {<р; (х)} в Х' с Х: 

11 ({�;} , Х') = и (�') � '11 ( {�;} , x) dx; ( 1 8} 
Х' 

минимальный коэффициент максима'ЛЬНОЙ изученности {<р; (х)} в Х' с Х: 
r] ({�} ,  Х') = min '11 ( {�;}, х') ;  х '  Е Х' ( l 9} 

и максимальный коэффициент ма"ксимальной изученности {<р; (х)} в Х' сХ:  

� ({�i} ' X')- = mЮ{ 'I1 ({�i} , х' ) ; Х' Е Х' .  (20} 

3. Выражение 
т 

е (х', {<Pi} )  = � 1') (<Pi , х')  (2 1 ) 
;=1 

будем толковать как изучеItноеть х' Е Х по {<р; (х)}; выражение 
т 

� (X' , {<Pi} = � 11 (<р;, Х')- (22) 
i=1 
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как среднюю изученность Х'  по {qJi (х)} ; выражение 
т 

е (Х', {qJi}) = � fi (qJi '  Х') - (23) 
,=1 

'как минимальную изученность Х' по {qJi (х)} , а выражение 
т 

8 (Х' , {qJi}) = �  � (qJi' х') - (24) 
'=1 

как максимальную изученность Х' по '�{qJi (х)} . Если т = 1 ,  то (2 1)­
{24) переходят соответственно в (5)-(8) . 

4. На основании предыдущего можно установить процедуры сопостав­
ления изученности qJ, (х) в х' ,  х" Е Х и в Х', Х" с Х, например , таким 
образом: 

� (qJi, х', х") = 
'У] (ер" х') - 1  

(25) 'У] (epi' х" ) - 1 

� (qJi ' Х' ,  Х") = 
� (epi' Х) - 1 

(26) 
Т) (epi' Х") - 1  

� (qJ" Х',  Х") = 
�(epi' Х) -: 1 (27) f)(epi' Х") - 1  

t (qJ" Х' , Х") = 
� (epi' Х) - 1  (28) � (epi' Х") - 1  

процедуры сопоставления изученности {qJi (х)} в х' , х" Е Х и в Х' , Х" с Х, 
например , так: 
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� ({ер;}, х' , х") = 
'У] ({iP'), х') - 1  
'У] ({ер,). х) - 1  , 

� ({�i} ' х'
, х") = 

'Y] ({�), x') -:- 1  . 
'У] ({<Р), х") - 1  ' 

� «( .}) x' х"
) = 

'У] ({<Р:}, х') - 1 . qJ" ({ } " ) l ' 'У] epi ' Х -

� ({q;i} , Х' ,  Х") = 

� ({q;,.), Х) - 1  
'У] ({ер). Х") - 1  

t"" (С ·} Х' Х") = 
�({q;), Х) � 1 . 

qJ" , 'У] ({ер), Х") - 1 ' 

t (С } Х' Х") = � ({q» , Х) - 1 . 
qJ" , 

т] ({ер,.); Х") - 1 ' 

� ({�i}' Х', Х") = 

� ({qJ,.). Х) - 1 . 
'У] ( {(р), Х") - 1 .' 

�({�i} '  Х', Х") = 
f) ({(р,) ,  Х") - 1 
11 ({ер,) , Х") - 1  

(29) 

(30) 

(3 1 )  

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

. (36) 



� ({ер,} , Х',  Х") = � ({ер,.) ,  Х " ) - 1  
(37) 

� ({<Pi}' Х") - 1  

� ({�;} ,  Х', Х") = f] ({�J, Х') ,- 1 
(38) 

fJ ({�J, Х" ) - l 

� ({(p,} , Х' , Х") = ll({�J, Х') - l  
(39) 

fJ ({�,.), Х") - l  

� ({�;}, Х' ,  Х") = 
� ({�;}, Х') - l  

(40) 
� ({�,.), Х " ) - l  

' процедуры сопоставления изученности х' , х" Е Х и Х' , Х" с Х по {ср; (х)} , 
например, так: 

в (х' ,  {<р;}) - т � (x' , х", {CjJJ) 
= в (х" , {<р)) - m 

G (Х', {m,'}) - т � (Х' , Х", {ср;} )  = --=-_'1'--'-----_ в (Х" ,  {<р)) - m  
в (Х' ,  {<р,.}) - т 

[( Х' ,  Х", {ср;}) = -=----'-----­В(Х" , {<Pi}) - m  

f (  v' Х" { .}) _ в (Х',  {<р)) - m 
'::> Л ,  , ср, -. ----;:-�------

. в (Х" ,  {<р)) - m 

(4 1  ) 

(42)  

(43) 

( 44) 

При т = 1 (4 1 )-(44) переходят соответственно в (25)-(28) . Выбором можно 
()беспечить для (25)-(44) 1 < � < 00 .  

5 .  Можно установить н а  основе предыдущего и процедуру сравнения 
.изученности, например , <рр (х) и CjJq (х) в х ' , х" Е Х: 

1" ( ' .  ") 
1] (<рр, х') - l  

'::> <рр , Х ,  CjJq Х -, '1'] (<Pq ' х" ) - l . (45) 

Можно надеяться , что введенные коэффициенты позвЬлят осущест-
вить информационный подход к оценке изученности функций в точке и 
областях, а также изученности точек и областей , с которыми приходится 
-чметь дело в геологии. 

Этот подход обеспечивает информационную оценку процедур построе­
ния моделей геологических пространств (см. I I ,  п .  6) , позволяет сфор­
мулировать решающие правила для выбора рациональной разведочной 
сети, если считать , что такая сеть должна обеспечивать максимум изу­
ченности данной области по данной совокупности свойств при миниму­
ме затрат; с помощью этих коэффициентов легко постро"ить оптималь­
ные :схемы подсчета, определения категорийности и нормирования запасов 
полезных ископаемых. 
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