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Введение

Как известно, важнейшей задачей геологии является расшифровка природных процессов, которые обуславливают наблюдаемое размещение МПИ и современный облик природных объектов, т.е. установление закономерностей. Это предполагает наше умение извлекать требуемую информацию из наблюдений над современным обликом геологических объектов, исследование фактических значений параметров, характеризующих эти объекты, и строить модели геологических объектов в предположении действия определенной совокупности природных факторов.

Специфические особенности геологических процессов:

1. Геологические процессы (ГП) в большинстве случаев нельзя изучить экспериментально в лабораторных условиях (сложность, многообразие, недостаточность знаний). Но в природе существуют устойчивые закономерности, позволяющие классифицировать геологические процессы.

2. Действие ГП во времени приводит либо к появлению новых объектов (разломы, образование интрузивных тел и т.п.), либо к качественным их изменениям (образование рудных тел и т.п.), либо к взаимосвязанным изменениям параметров.

3. Суждение о характере процесса составляется обычно по результатам его единичного проявления в конкретной обстановке. Наблюдению доступны далеко не все результаты процесса. Поэтому наблюдения обычно имеют случайный характер и не всегда поддаются планированию.

4. Каждому реально существующему процессу, как правило, нельзя поставить в соответствие конкретные значения показателей. Обычно значения показателей обусловлены не одним, а целым рядом процессов. При этом течение процессов может искажаться под действием случайных неконтролируемых причин. Т.е. показатель - это сумма систематических, закономерных и случайных составляющих.

5. Четкое выделение отдельных процессов часто невозможно (их можно выделить, только если присутствуют индикаторы процесса). Природные системы зависят от большого числа факторов и требуют для своего описания многих показателей.

6. Выводы о свойствах изучаемого объекта строятся на основе исследования большого числа их представителей.

7. Вследствие недостаточного знания характера отдельных явлений нам нередко остаются неизвестными некоторые из протекающих элементарных процессов.

Такие особенности ГП приводят к необходимости при их изучении использовать методы, обладающие высокой разрешающей способностью. Системы с вышеуказанными особенностями известны под названием диффузионных, плохо организованных. При их изучении нельзя выделить и наблюдать в чистом виде процессы (или их результаты) одной физической природы, зависящие от небольшого числа переменных, результаты которых могут быть описаны точно с помощью функций имеющих вид закона. При их изучении весьма эффективным является подход, опирающийся на вероятностное моделирование и широкое применение методов многомерной статистики. Поэтому вероятностное моделирование служит в качестве обязательного этапа познания сложных диффузионных систем, предшествующего этапу применения детерминированных моделей.

Следует отметить, что процесс познания носит итерационный характер. Сначала создаются достаточно грубые модели, часто на чисто описательном уровне. Затем по мере уточнения представлений о сущности процессов модели уточняются, совершенствуются. Т.е. существуют модели различной степени достоверности.

В начале познания процессов отсутствуют хорошо обоснованные математические модели или четко сформулированные гипотезы. В этих условиях для адекватного описания явлений обработке подвергается как можно большее число показателей (переменных), выявляются возможные внутренние взаимосвязи и закономерности изменения каждого из изучаемых показателей. Здесь возникают некоторые проблемы.

Во-первых, оперировать большим числом переменных вызывает трудность чисто технического характера.

Во-вторых, теряется наглядность в представлении исходной информации.

При этом большие затруднения вызывает и выявление причинно-следственных связей, знание которых - одно из необходимых условий расшифровки процессов.

Глава I. Основные сведения по теории вероятностей и математической статистике

§ 1. Основные понятия теории вероятностей

Случайная величина - величина , которая в результате единичного эксперимента принимает то или иное заранее неизвестное значение. Если множество ее значений дискретно, то  называется дискретной случайной величиной. Значением случайной величины может служить либо число, либо вектор чисел. В последнем случае употребляют термин "многомерная случайная величина".

Функция распределения - функция F(x) случайной величины  определяет вероятность того, что случайная величина, примет значение, не превосходящее заданного значения x. Функция распределения полностью и единственным образом описывает распределение случайной величины.

Плотность распределения вероятностей - функция f(x), определяет вероятность того, что случайная величина  примет значение, принадлежащее интервалу (x, x+x). Связь между f(x) и F(x) выражается формулой: F(x)=
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. Плотность распределения позволяет компактно и предельно полно описать вероятностные свойства исследуемой случайной величины.

Математическое ожидание – M(ξ). В геологических исследованиях, опирающихся на вероятностные модели, математическое ожидание является важнейшим показателем, характеризующим среднее значение случайной величины:

M(ξ)=
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Квантиль порядка  одномерного распределения F(x). Это значение x случайной величины x, для которого P{x<x}=F(x)=.

Медиана - Me(ξ). Величина, для которой имеет место: P(ξ<Me(ξ))=P(ξ>Me(ξ))=0.5. Это квантиль порядка 0.5. Таким образом, в результате случайного эксперимента величина ξ может с одинаковой вероятностью либо превысить медианное значение, либо оказаться ниже его. Медианное значение используется как характеристика положения случайной величины на числовой оси.

В случае нормального распределения медиана совпадает со средним значением M(ξ), а в случае логнормального имеет вид:

Me(ξ)=eμ,

где μ=M ln ξ. Медиана играет важную роль в непараметрической статистике.

Дисперсия – D(ξ). Она определяет меру «разброса» или рассеивания значений случайной величины ξ относительно математического ожидания 
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. Дисперсия определяется следующим образом:

D(ξ)=2=M(ξ-Mξ)2=Mξ2-(Mξ)2.
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 называется стандартным (средним квадратическим) отклонением.

В геологических исследованиях, опирающихся на вероятностные модели, дисперсия является основным показателем, характеризующим изменчивость измеряемых свойств природных объектов. Дисперсия вместе с математическим ожиданием служит не только средством более сжатого представления количественной геологической информации, но и имеет важное самостоятельное значение. Дисперсия широко используется, например, в исследованиях, направленных на выяснение некоторых существенных особенностей геологических объектов. 

Ковариация случайных величин ξ и η – cov(ξ,η). Широко используется при исследовании связи между двумя случайными величинами:  и . Определяется следующим образом:

cov(ξ,η)=M((ξ-Mξ)(η-Mη)).

Ковариационная матрица - многомерный аналог дисперсии одномерной случайной величины. Характеризует рассеивание значений и зависимости между случайными величинами m-мерной совокупности =(1,...,m). Ковариационная матрица m-мерной случайной величины  имеет вид:
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Мода – Mo(ξ). Мода - наиболее вероятное значение случайной величины (в дискретных распределениях) и значение, при котором плотность вероятности достигает максимума (для непрерывных величин). Если максимум один, то распределение называется одномодальным, если максимумов несколько - полимодальным.

Мода, как и математическое ожидание и медиана, является одной из характеристик положения случайной величины на числовой оси. Для симметричных одномодальных распределений эти параметры совпадают. В геологии полимодальность распределения обычно трактуется как следствие неоднородности исследуемого объекта. В случае нормального распределения мода совпадает с математическим ожиданием случайной величины, а в случае логнормального:
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Показатель асимметрии. Это числовая характеристика степени асимметричности ("скошенности") кривой плотности распределения вероятностей случайной величины:
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Если 1>0, то говорят, что распределение обладает положительной асимметрией, если 1<0, то отрицательной асимметрией. В первом случае длинная часть («хвост») расположена справа, а во втором случае слева от моды. Если кривая плотности распределения симметричная, то 1=0.

В геологических исследованиях, использующих вероятностные методы, положение асимметричных распределений исследуемых геологических признаков (содержаний химических элементов и др.) довольно часто пытаются связать с особенностями генезиса природных объектов.

Эксцесс. Эксцесс это числовая характеристика кривой плотности вероятностей, отражающая степень ее "крутости", т.е. островершинности или плосковершинности. Для распределений, обладающих чрезмерно острой вершиной, характерна приуроченность подавляющего большинства значений случайной величины ξ к узкой области, примыкающей к моде. Плосковершинные распределения, наоборот, характеризуются «размазанностью» случайной величины ξ по всему интервалу ее возможных значений.

Эксцесс нормального распределения обычно рассматривается как эталон, с которым сравниваются эксцессы других теоретических распределений. Для нормального распределения величина M(ξ-Mξ)4/σ4 равна трем, поэтому формула, определяющая значение показателя эксцесса, имеет вид:
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Таким образом, коэффициент эксцесса в условиях нормального распределения принимает нулевое значение.

§ 2. Некоторые важнейшие типы распределений

Нормальное (гауссовское) распределение. Нормальное распределение – распределение случайной величины ξ, характеризующееся  плотностью вероятностей типа:
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где  - математическое ожидание (среднее); 2 - дисперсия случайной величины . Параметры  и 2 однозначно характеризуют положение и форму кривой плотности распределения. Заменив  ее центрированным и нормированным аналогом 
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, получим функцию стандартного нормального распределения Ф с параметрами μ’=0 и σ’=1:
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Значения этой функции, а также функции:
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связанной соотношением Ф(t)=0.5+Ф*(t), табулированы и приведены в таблицах.

При достаточно широких предположениях распределение суммы случайных величин с ростом числа слагаемых очень быстро приближается к нормальному закону.

Важность нормального распределения в естественнонаучных приложениях определяется тем, что распределения значений многих (но не всех) количественно измеряемых свойств природных объектов вполне удовлетворительно аппроксимируются нормальным законом. В связи с этим нормальный закон часто принимается в качестве вероятностной модели исследуемого явления, что, вообще говоря, может привести к ошибочным выводам, так как согласие результатов наблюдений с тем или иным законом распределения отнюдь не доказывает единственность именно этой модели. С содержательных позиций, особенно если решаются задачи генетического плана, наиболее ценны такие вероятностные модели (распределения), которые выбираются с учетом теоретических предпосылок, характеризующих физическую природу изучаемого явления.

В геологии стало традицией проверять согласованность выборочных распределений с нормальным законом. Многочисленные исследования, проведенные в этом направлении, показали, что существенное уклонение от нормального закона встречается чаще, чем это предполагалось ранее. Наиболее вероятная причина анормальности распределения геологических характеристик заключается, скорее всего, в невыполнении требований центральной предельной теоремы - равномерной малости и независимости факторов, генерирующих исследуемую случайную величину.

Многомерное нормальное распределение. Это распределение случайной величины ξ=( ξ1,...,ξn) с плотностью вида:

p(x1,…,xn)=(2)
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где  - ковариационная матрица, a - вектор математического ожидания (средних).

В качестве примера аппроксимации многомерным нормальным распределением может служить распределение петрогенных компонент по данным силикатного анализа проб изверженных горных пород. 

Логарифмически-нормальное или логнормальное распределение - представляет собой распределение случайной величины , логарифм которой =ln  распределен по нормальному закону, т.е. случайная величина  распределена по нормальному закону с параметрами (,2). Плотность функции распределения:

p(x
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Здесь  и 
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т.е. в логарифмически нормальном распределении математическое ожидание и дисперсия зависимы. Если воспользоваться не натуральными логарифмами, а любыми другими, то структура вышеприведенных выражений не изменится.

Логнормальное распределение широко применяется в самых различных областях естествознания. А. Н. Колмогоров показал, что логарифмически-нормальному распределению подчинены размеры частиц, образующихся при дроблении; на основании этой схемы предпринимались попытки привлечь логнормальный закон для описания гранулометрических характеристик кластических осадочных пород.

Большой объем работ был также проделан геологами по проверке согласия с логнормальным законом выборочных распределений содержаний редких и малых элементов в породах различного генезиса. Хотя во многих случаях аппроксимация логнормальным распределением вполне удовлетворительна, надлежащее теоретическое обоснование, ведущее именно к логнормальной модели, почти всегда отсутствует. Это не позволяет исследователю дать генетическую интерпретацию полученных таким путем вероятностных моделей. Тем не менее, если ограничиться задачей подбора достаточно приемлемой аппроксимации наблюдаемых в результате опыта асимметричных распределений (например, для более сжатого представления обширной выборочной информации или с целью более обоснованного применения некоторых статистических критериев и т. п.), то логнормальный закон нередко оказывается вполне подходящей моделью.

Распределение Стьюдента или t-распределение. Это распределение случайной величины =/, где
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а случайные величины  и 1,...,n независимы и нормально распределены с параметрами 
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Плотность распределения случайной величины  определяется формулой:
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где n - число степеней свободы, а (x)=
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, (x+1)=x(x). Распределение Стьюдента унимодально и симметрично относительно x=0.

Моменты τ-распределения:

M2k-1=0; 
[image: image35.wmf],

)

2

/

(

)

5

.

0

(

)

2

/

(

2

n

k

k

n

n

M

k

k

G

+

G

-

G

=

p

t

 2kn;

D=, если n2 и D=n/(n-2), если n>2.

Распределение Стьюдента – одно из наиболее важных специальных распределений в теории вероятностей и статистике. Оно табулировано и приведено в таблицах.

Распределение Стьюдента широко используется в геологии при проверке гипотез о средних значениях геологических характеристик. Квантили распределения Стьюдента используются при построении доверительных интервалов геологоразведочных параметров.

Распределение Фишера или F-распределение. Это распределение случайной величины 
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, где 1 и 2 - независимые случайные величины, имеющие 2-распределение соответственно с m1 и m2 степенями свободы. Плотность вероятностей случайной величины , имеющей распределения Фишера:
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при x>0 и f(x)=0 при x0.

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины η 
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F-распределение табулировано и приведено в таблицах. Отметим, что отношение оценок дисперсии двух случайных величин, подчиняющихся нормальному закону, описывается F-распределением. Это обстоятельство определяет его широкое применение в дисперсионном анализе.

Распределение 2 (хи-квадрат). Это - распределение случайной величины 2, плотность вероятностей которой описывается формулой:

f(x)=
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при x>0 и f(x)=0 при x0, где (.) - гамма-функция; n - число степеней свободы. Математическое ожидание и дисперсию случайной величины 2 можно записать:

M2=n; D2=2n.

Распределение 2 табулировано и приведено в таблицах. Широкое применение 2-распределения в теории вероятностей и математической статистике определяется тем обстоятельством, что случайную величину 2 можно представить как сумму квадратов независимых случайных величин, имеющих одно и то же стандартное нормальное распределение (Mξi=0; Dξi=1; i=1,…,n):

§ 3. Основные понятия математической статистики

Математическая статистика - раздел математики, объектом которого является получение надежных выводов из статистических данных и выработка методов, с помощью которых эти выводы могут быть получены. Основная задача математической статистики - на основании одной или нескольких выборок сделать вывод обо всем содержимом той совокупности, из которой производится выбор. В геологических исследованиях наиболее широко используются следующие разделы математической статистики: оценка параметров распределения; проверка гипотез о некоторых хорошо изученных законах распределения; проверка статистических гипотез о равенстве или различии параметров распределения либо других статистических характеристик в двух или нескольких изучаемых совокупностей. При прогнозировании геологических характеристик широко используется аппарат корреляционного и регрессионного анализа.

Генеральная совокупность - математическая абстракция, используемая в математической статистике для описания совокупности объектов, которые подвергаются обследованиям с помощью случайного выбора ее представителей (случайного эксперимента).

В данном случае случайный эксперимент заключается в следующем. Пусть задано некоторое множество элементов. Мы наугад выбираем какой-нибудь элемент из этого множества, регистрируем какую-либо его характеристику и затем возвращаем его назад. При этом предполагается, что вероятности, быть выбранными, равны для всех элементов. Заданное множество - генеральная совокупность, а описанный процесс выбора - простой случайный выбор. Если мы интересуемся значениями регистрируемой характеристики (случайной величины), то генеральная совокупность - это множество всех ее значений, а последовательность наблюденных значений x1,x2,…,xn - случайная выборка (выборка с возвращением) из этой генеральной совокупности.

Выборка - множество наблюдаемых значений одномерной или многомерной случайной величины с некоторой функцией распределения. Выборка значений многомерной случайной величины (когда в эксперименте регистрируется p характеристик, где p > 1) может быть представлена как множество точек в p-мерном пространстве.

Частоты распределения - выборочные характеристики распределения (статистический аналог плотности вероятности распределения). Наблюдая частоты некоторого события для возрастающего числа испытаний, мы обнаружим, что эта частота стремится к постоянному значению (вероятности появления этого события).

Гистограмма - график частот распределения в последовательности независимых случайных экспериментов: по оси абсцисс откладываются значения случайной величины, а по оси ординат - частоты.

Выборочное среднее. Для одномерного распределения выборочное среднее равно:
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для многомерного распределения - это вектор средних арифметических значений компонент наблюдаемых векторов.

Выборочная дисперсия. Для одномерного распределения выборочная дисперсия равна:
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[image: image47.wmf]2
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 - выборочное среднее квадратическое отклонение или выборочное стандартное отклонение.

Выборочная ковариацияслучайных величин x и y равна:

cov(x,y)=
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Число степеней свободы это ранг некоторой квадратичной формы, переменными в которой являются независимые нормально распределенные случайные величины. Сущность этого параметра заключается в том, что он отражает разницу между числом наблюдений в выборке и числом параметров, которые требуется оценить по выборочным данным (превышение числа наблюдений над числом оцениваемых параметров распределения). В этой связи можно отметить, что выборочная дисперсия имеет (n-1) степень свободы, т.к. одно из слагаемых автоматически выражается через остальные.

§ 4. Типы оценок и методы оценивания

Для одного и того же неизвестного параметра могут существовать различные варианты оценок. Чтобы обосновано подходить к той или иной из них необходимо рассмотреть критерии их качества. Важнейшие из них следующие.

Несмещенность. Пусть  - неизвестный  оцениваемый  параметр, *(x1,…,xn) - оценка для , а n - объем выборки. *(x1,…,xn)  - случайная величина. Если выполнено условие:

M*(x1,…,xn)=,

то такая оценка называется несмещенной, т.е. не содержащей систематической ошибки.

Если требование несмещенности не выполняется, этот недостаток обычно бывает легко устраним путем введения соответствующей поправки. Так, например, математическое ожидание оценки дисперсии:
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особенно при небольших n, будет несколько занижена по сравнению с σ2, что исправляется выражением:
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Эта оценка является несмещенной.

Состоятельность. Пусть *(x1),…, *(x1,…,xn) - последовательность оценок полученных по выборкам объема k=1, 2, … ,n. Такую последовательность называют состоятельной, если
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где  - сколь угодно малое заданное число. Это означает, что, начиная с некоторого объема выборки n, значения оценки практически не изменяется.

Эффективность. Оценка *(x1,…,xn), обладающая минимальной дисперсией из всех возможных оценок, полученных по выборке объема n, называется эффективной:

D*(x1,…,xn)=min.

Такая оценка, если она не смещена, предпочтительнее любой другой, так как обеспечивает наиболее тесную группировку результатов около истинного значения, оцениваемого параметра .

Достаточность. Пусть f(xi,θ) – плотность вероятности случайной величины в точке xi. Тогда для выборки объема n функция правдоподобия будет определена выражением:
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Оценка 
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 называется достаточной оценкой неизвестного параметра θ*, если существует такая функция h(x1,…,xn), не зависящая от θ, для которой имеет место равенство:
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Достаточная оценка содержит всю информацию, которую можно получить о неизвестном параметре по выборке объема n.

Для получения оценок часто используются метод моментов и метод максимального правдоподобия. В качестве примера рассмотрим метод поиска среднего значения  нормально распределенной случайной величины с известной дисперсией методом максимального правдоподобия.

Пусть плотность распределения случайной величины x:
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В качестве функции правдоподобия выберем:

L(x,)=ln(f(x,)).

Тогда ее максимум найдем из условия 
[image: image56.wmf].
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Глава II. Проверка статистических гипотез

§ 1. Особенности применения статистических критериев

Это некоторая вычислительная процедура, в результате которой можно подтвердить или опровергнуть какое-либо предположение. Она осуществляется с помощью некоторых случайных величин, называемых статистическими критериями. Так как каждый из критериев является случайной величиной, то он полностью характеризуется соответствующей функцией распределения при условии, что проверяемая гипотеза верна. Проиллюстрируем особенности применения статистических критериев (на примере проверки гипотезы о соответствии модели нормального распределения эмпирическим данным для выборок большого объема).

Проверка гипотезы осуществляется с помощью отношений оценок асимметрии (A=M(-M)3/3) и эксцесса (E=M(-M)4/4-3) и заключается в совместном выполнении двух предположений. Во-первых, в условиях близкого к нормальному распределению выборочных данных отношение v3/s3 (где v3 – оценка M(-M)3, а s – оценка стандартного (среднего квадратического) отклонения ) должно представлять собой значение случайной величины, распределенной асимптотически нормально с математическим ожиданием, равным нулю, и дисперсией, равной единице. Во-вторых, в тех же условиях разность v4/s4-3 должна представлять собой значение аналогичной случайной величины, распределенной асимптотически нормально со средним равным нулю и дисперсией, равной единице.

Для примера рассмотрим лишь часть общей гипотезы о нормальности, а именно, только предположение о равенстве нулю среднего для отношения v3/s3. Этому предположению соответствует нулевая гипотеза:

H0: M(v3/s3)=0,

а в качестве альтернативы этому предположению можно использовать гипотезу:

H1: M(v3/s3)0

(двустороннее множество альтернатив), либо пару гипотез: 
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В результате проверки нулевой гипотезы может быть допущена ошибка, заключающаяся в принятии альтернативной гипотезы, хотя на самом деле верна нулевая гипотеза. Такая ошибка называется ошибкой первого рода. Наоборот, ложное принятие нулевой гипотезы, хотя она неверна, называется ошибкой второго рода. Для простоты изложения рассмотрим пример, в котором фигурирует одностороннее множество альтернатив вида:
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Пусть 0(t) – функция плотности распределения v3/s3 в условиях нулевой гипотезы (Рис. 1). Функцию плотности распределения v3/s3 в условиях одной из альтернатив одностороннего множества 
[image: image60.wmf]1
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 обозначим через 1(t).

Задавая некоторое критическое значение D0, восставим из этой точки перпендикуляр, делящий плоскость рисунка на два множества: R0 и R1. Припишем областям R0 и R1 следующие свойства. Если при вычислении эмпирического значения v3/s3 мы получим величину, меньшую D0, т.е. значение окажется в области R0, то нулевую гипотезу следует принять. В противном случае, т.е. при попадании вычисленного значения v3/s3 в область R1, нулевая гипотеза должна быть отвергнута. Область R0 называется областью принятия нулевой гипотезы, а область R1 - областью отклонения нулевой гипотезы, или критической областью.

Как уже отмечалось, эти выводы, т.е. принятие или отклонение нулевой гипотезы, могут оказаться ошибочными. Какова же вероятность допустить ошибку при данном критическом значении D0 и сформулированном множестве альтернатив?
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Рис. 1. Функции плотностей распределения v3/s3 в условиях нулевой и альтернативных гипотез. Ошибки первого и второго рода (для 
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1

H

: 1 – вероятность ошибки первого рода, 2 – вероятность ошибки второго рода).

Вероятность ошибки первого рода, при заданных D0 и 
[image: image63.wmf]1
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, отвечает области находящейся на рисунке под кривой 0(t) в области R1. Обозначив вероятность ошибки первого рода, соответствующую критическому значению D0, через , выразим ее в рассматриваемом случае следующим образом:
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Обозначим через  вероятность ошибки второго рода. При сформулированной альтернативе 
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 она равна:
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Функция, заданная на множестве альтернатив:
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называется функцией мощности критерия при заданном множестве альтернатив 
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1

H

.

Рассмотрим более подробно соотношение , , 1-. Нетрудно заметить, что  определяется значением D0. С равным основанием можно сказать, что величина D0 может быть определена через . Дело в следующем. Зная функцию плотности распределения величины v3/s3 в условиях нулевой гипотезы, можно указать такое значение v3/s3, чтобы появление значений, больших по величине, чем выбранное, происходило с заданной малой вероятностью . Это и есть D0. Вероятность  можно выбрать, в свою очередь, так, чтобы при единичном эксперименте (вычислении v3/s3) осуществление события v3/s3>D0 было бы практически невозможным. В этом случае вполне естественно считать, что данное значение v3/s3>D0 практически нельзя считать принадлежащим  совокупности, которая характеризуется функцией 0(t), а следует отнести скорее к альтернативной совокупности, распределение которой подчиняется функции плотности 1(t). Таким образом, значение D0 устанавливается заранее и соответствует определенному заданному риску ошибочно отвергнуть верную нулевую гипотезу. Вероятность появления ошибки первого рода равна  и обычно называется уровнем значимости.

Уровень значимости и, следовательно, величина D0 определяют вероятность ошибки второго рода, т.е. . Последняя, кроме того, зависит от альтернативы. Следует отметить, что для различных альтернатив ошибка второго рода и мощность критерия могут быть разными. Положим, что существует альтернатива 
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, в условиях которой v3/s3 имеет распределение с функцией плотности 2(t). Нетрудно видеть, что при этой альтернативе значительно увеличилась вероятность ошибки второго рода. Ей соответствует площадь под кривой в области R0, т.е.:
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Это означает, что мы в большом числе случаев ошибочно будем принимать ложную гипотезу. Иными словами, в значительном числе экспериментов мы не сможем отличить значения величины v3/s3, принадлежащие разным совокупностям: совокупности критерия в условиях нулевой гипотезы и в условиях альтернативы. Это можно назвать потерей чувствительности критерия к данной альтернативе.

Следовательно, падение мощности критерия влечет за собой уменьшение его чувствительности, т.е. снижает возможность различить действительно разные совокупности. Для одних и тех же выборочных данных, применяя при проверке одной и той же нулевой гипотезы различные критерии, обладающие разной мощностью при заданной альтернативе, можно получить сильно отличающиеся результаты. Поэтому мощность критерия является показателем его качества.

Существует класс критериев, которые обладают наибольшей мощностью при проверке определенной нулевой гипотезы по отношению ко всему множеству возможных альтернатив: класс "равномерно наиболее мощных критериев".

Таким образом, получается, что выбор уровня значимости и принятие решения после проверки гипотезы определяются рядом причин: характером альтернативы, сравнительной ценностью потерь от совершения ошибок первого и второго рода, выполнением условий, накладываемых на критерий, и т.п. Все это следует учитывать в процессе применения статистических методов в геологии и при интерпретации полученных результатов.

§ 2. Проверка гипотез о нормальном распределении

Большинство статистических критериев проверки гипотез применимо в предположении, что выборочные данные извлечены из нормально распределенной совокупности. Несмотря на то, что эти критерии широко используются в геологических исследованиях, нормальность распределений обычно не проверяется. Естественно, при таком применении статистических критериев полученные результаты далеко не всегда надежны.

Критерий проверки соответствия одномерного выборочного распределения заданному позволяет установить степень соответствия выборочных данных, состоящих из n значений случайной величины, заданной функции распределения F(x). Предполагается, что функция F(x) или не содержит никаких неизвестных параметров, или же они оцениваются по выборке, и вероятность события ξ<a может быть вычислена для любых вещественных значений a.

Критерий Пирсона 2. Критерий предназначен для проверки соответствия одномерного выборочного распределения заданному распределению F(x). Критерий Пирсона состоит в следующем. Предположим, что множество значений изучаемой случайной величины разбито на r непересекающихся частей S1,...Sr. Обозначим через pi вероятностную меру множества Si, вычисленную с помощью функции распределения F(x): pi=P(Si)=PF(xSi). По n выборочным данным можно определить частоты 
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 попадания выборочных значений в соответствующие множества Si (i - число попаданий выборочных значений в Si). Оказывается, что статистика
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при n имеет асимптотическое распределение 2 с (r-1) степенями свободы. Таким образом, если при большом n статистика M превышает, при заданном уровне значимости , критическое значение распределения 2 с (r-1) степенями свободы, то нет оснований считать, что исследуемая выборка извлечена из распределения с функцией распределения F(x). В противном случае можно считать, что выборочные данные находятся в соответствии с распределением, задаваемым функцией F(x).

Критерий Уэгла. Критерий предназначен для проверки соответствия эмпирического распределения многомерному нормальному. Этот критерий достаточно прост и соответствует интуитивному желанию исследователя ограничиться после некоторых преобразований проверкой нормальности распределений соответствующих одномерных характеристик. Имеется выборка X из N наблюдений над p-мерным вектором x=(x1,...xp). Вычисляется вектор средних значений и ковариационная матрица. Затем производятся некоторые преобразования значений X. Сущность критерия заключается в проверки нормальности распределений полученных в ходе преобразований одномерных характеристик. В случае принятия гипотез о нормальном распределении последних делается вывод о том, что выборка X извлечена из совокупности с многомерным нормальным распределением. В противном случае, нет оснований считать, что выборочные данные извлечены из совокупности с многомерным нормальным распределением.

Критерий Мардиа. Критерий предназначен для проверки соответствия эмпирического распределения многомерному нормальному. Этот критерий более сложен, но и более чувствителен, чем критерий Уэгла, к отклонению выборочного распределения от многомерного нормального. Используемые в нем статистики удобны при изучении влияния нарушения нормальности распределения на устойчивость известных критериев. Он сводится к вычислению двух статистик - одна из которых, имеет распределение 2, другая распределена по нормальному закону. Задаваясь одним и тем же уровнем значимости, сравниваем значения этих статистик с соответствующими критическими значениями. Если для обеих статистик вычисленные значения не превосходят соответствующее критическое значение, то гипотеза о том, что исследуемая выборка извлечена из совокупности с многомерным нормальным распределением принимается. В противном случае, нет оснований считать, что выборочные данные извлечены из совокупности с многомерным нормальным распределением.

В дальнейшем при проверки гипотез о параметрах распределения следует руководствоваться следующим правилом: в случае принятия гипотезы о соответствии эмпирического распределения нормальному можно использовать параметрические критерии, в противном случае, их использование неправомерно и следует обратиться к непараметрическим критериям. Наиболее надежный результат получается в случае, если несколько критериев (параметрических и/или непараметрических) критериев дают одинаковые результаты. 

§ 3. Проверка гипотез о параметрах распределения

Критерий Вэлча (параметрический) предназначен для проверки гипотез о равенстве средних H0: a1=a2 при наборе альтернатив H1: a1a2. Здесь a1 и a2 - истинные средние для первого и второго объектов. Критерий использует предположение о нормальности распределений случайных величин (моделей изучаемых геологических признаков в сравниваемых объектах), об отсутствии аномальных наблюдений и некоторые другие. Для целей проверки гипотезы о равенстве средних при не очень малых объемах наблюдений n1 и n2 в выборках следует воспользоваться статистикой Вэлча:

t=
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 - выборочные средние, а 
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 - выборочные дисперсии. В условиях нулевой гипотезы H0: a1=a2 величина t распределена асимптотически по закону Стьюдента с m степенями свободы:

m=
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где символ [.] - взятие целой части от числа.

Нулевая гипотеза H0: a1=a2 принимается как подтвердившаяся, если вычисленная t-статистика Вэлча не превысит допустимый квантиль t,m распределения Стьюдента при заданном уровне значимости  и m степенях свободы, т.е. если t  t,m. Проверяемая гипотеза отклоняется и принимаются альтернативы о существенности различий в средних:

H1: a1a2, если t > t,m.

Критерий Вилкоксона (непараметрический) предназначен для проверки гипотез о равенстве средних H0: a1=a2 при наборе альтернатив H1: a1a2. Критерий Вилкоксона нечувствителен к нарушению условий нормальности распределения исходных геологических данных, к наличию аномальных значений и т.п. Предполагается, что элементы выборок взаимно независимы и подчиняются непрерывным распределениям. Процедура использования критерия Вилкоксона следующая. Из двух выборок исходных данных {xi}и {yi} составляется общий вариационный ряд объемом N=n1+n2 в порядке возрастания всех выборочных значений x и y. Далее нумеруются все члены этого ряда: 1,2,...,N (присваиваются ранги). Равным значениям (совпадающим членам) присваивают скорректированный средний ранг, представляющий собой среднее арифметическое рангов совпадающих (связанных) членов вариационного ряда. Статистика W критерия Вилкоксона представляет собой сумму рангов r, относящихся к членам меньшей по объему выборки (сумму ранговых чисел):

W=
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, при n1n2.

Критические значения W1 и W2 определяются в зависимости от объемов наблюдений n1 и n2 в выборках.

Ситуация 1. Объемы выборки не превышают 25. По таблице для выбранного уровня значимости определяется нижнее критическое значение W1 и вычисляется верхнее критическое значение W2=2*MW-W1.

Ситуация 2. Объемы наблюдений в выборках превышают 25. Тогда критические значения W1 и W2 определяются по следующим приближенным формулам:

W1={
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} и

W2= n1(n1+n2+1)-W1,

где n1n2, t/2 - квантиль гауссовского (нормального) распределения.

Для обеих ситуаций проверяемая гипотеза H0: a1=a2 принимается как не противоречащая исходным данным, если W1WW2, и отклоняется как не подтвердившаяся и, тем самым, принимаются альтернативы H1: a1a2, в противном случае.

F-критерий Фишера (параметрический) для проверки гипотез о равенстве дисперсий H0:
[image: image81.emf]2
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 против набора альтернатив H1:
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 - истинные дисперсии для первого и второго объектов. Применение F-критерия Фишера базируется на предположении о нормальности распределения случайных величин  и  - моделей геологических признаков. Вычисляется F-статистика, представляющая собой отношение большей выборочной дисперсии к меньшей:
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 и F=
[image: image89.emf]2

1

2

2

S

S

, если 
[image: image90.emf]2

2

2

1

S S 

.

В условиях нулевой гипотезы H0:
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 величина F распределена по закону Фишера с k=n1-1 и l=n2-1 степенями свободы. Нулевая гипотеза считается подтвердившейся, т.е. не противоречащей эмпирическим данным, если рассчитанная величина F не превысит допустимого F,k,l, соответствующего заданному уровню значимости  при k и l степенях свободы (для случая 
[image: image93.emf]2
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). Если же вычисленное F превысит критическое (т.е. F>F,k,l), то нулевую гипотезу следует отклонить как противоречащую исходным данным и принять альтернативные гипотезы о существенности различий в истинных дисперсиях H1:
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 и полагать, что степень рассеяния выше у объекта, характеризующегося более высокой выборочной дисперсией S2.

Критерий Бартлета (параметрический) для проверки гипотез о равенстве дисперсий H0:
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 против набора альтернатив H1:
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, где 
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 - истинные дисперсии для первого и второго объектов. Для критерия Бартлета условия применения те же, что и для критерия Фишера. Приведем упрощенную схему применения критерия Бартлета. Вычисляется величина:
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[image: image104.wmf]),
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 N=n1+n2.

В условиях нулевой гипотезы H0:
[image: image105.emf]2
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 величина M распределена асимптотически по закону Пирсона 2 с одной степенью свободы. Нулевая гипотеза считается подтвердившейся, т.е. не противоречащей эмпирическим данным, если рассчитанная величина M не превысит критического 
[image: image107.emf]2
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 для заданного уровня значимости . Нулевая гипотеза отклоняется как неподтвердившаяся, если значение M превысит критическое 
[image: image108.emf]2
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. В этом случае следует принять альтернативные гипотезы о существенности различий в истинных дисперсиях H1:
[image: image109.emf]2
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 и полагать, что степень рассеяния выше у объекта, характеризующегося более высокой выборочной дисперсией S2. Следует отметить, что критическое значение для критерия Бартлета не зависит от объемов выборок. Поэтому он более удобен к применению для задач классификации, где производится сопоставление различных объектов.

Критерий Сиджела-Тьюки или R-критерий (непараметрический) предназначен для проверки гипотез о равенстве дисперсий H0:
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 против набора альтернатив H1:
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, где 
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 - истинные дисперсии для первого и второго объектов. Статистика Сиджела-Тьюки нечувствительна к нарушению условий нормальности распределения наблюдений, наличию аномальных значений и т.п. Она является полным аналогом статистики Вилкоксона, но проверка осуществляется в этом случае относительно параметра масштаба (дисперсии), а не параметра сдвига (среднего).

Учитывая это обстоятельство, можно для проверки нулевой гипотезы H0:
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 пользоваться теми же критическими значениями W1 и W2, что и в случае применения критерия Вилкоксона. Это удобно для практических расчетов при обработке геологических данных.

Отличие критерия Сиджела-Тьюки от критерия Вилкоксона заключается в ином характере ранжирования выборочных данных. Номер (ранг) 1 приписывается наименьшему члену вариационного ряда, номер 2 - наибольшему, номер 3 - второму максимальному, номер 4 - второму наименьшему и т.д. Если  n1+n2 нечетно, то медианный член устраняется.

Для применения R-критерия Сиджела-Тьюки следует убедиться в равенстве параметров сдвига (равенстве средних); если равенство средних не имеет места, то следует центрировать выборочные данные, например медианами.

Известны две схемы применения рангового критерия Сиджела-Тьюки.

Схема А.

1. С помощью критериев Вилкоксона или Вэлча убеждаемся в равенстве средних для двух сравниваемых объектов. При отсутствии сдвига можно пользоваться исходными данными , в противном случае – наблюдения (анализы проб) в обеих выборках центрируются своими медианами. Дальнейшие операции осуществляются с центрированными данными.

2. Составляется общий вариационный ряд N=n1+n2 в порядке возрастания всех исходных центрированных членов.

3. Вышеупомянутым специальным способом (ранг 1 – наименьшему члену, ранг 2 – наибольшему, ранг 3 – второму наибольшему, ранг 4 – второму наименьшему и т.д.) производится ранжирование всех членов общего вариационного ряда. Если число наблюдений нечетно, то среднее наблюдение (медиана) не получает никакого ранга, если четное – оно получает наивысший ранг.

4. Равным значениям (совпадающим членам) дается скорректированный средний ранг, представляющий собой среднее арифметическое рангов совпадающих членов вариационного ряда.

5. Статистика R-критерия Сиджела-Тьюки - это сумма рангов ri, относящихся к членам меньшей по объему выборки:

R=
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6. Аналогично процедуре применения критерия Вилкоксона определяют критические значения W1 и W2.

7. Проверяемая гипотеза 
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 принимается как непротиворечащая выборочным данным, если вычисленная статистика R не выйдет за пределы, образованные критическими значениями W1 и W2 (W1 ≤ R ≤ W2), и если статистика R окажется за допустимыми пределами W1 и W2 (R<W1 R>W2).

Схема Б.

Пункты 1-5 полностью совпадают с пунктами 1-5 схемы А.

6. Для не слишком малых выборок (n1>9 и n2>9) различия в дисперсиях (
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) с достаточной точностью определяется с помощью стандартизированной нормальной переменной:
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где 
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При сильно различающихся объемах выборок n1 и n2 следует пользоваться скорректированным выражением:
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Если пятая часть и более наблюдений связаны равенствами, то формула для t усложняется.

7. Проверяемая гипотеза 
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 принимается как подтвердившаяся, если 
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, и отклоняется и тем самым принимаются альтернативы 
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, если величина |t| превысит допустимое tα/2 (при α=0,05, tα/2=1,96).

Критерий Джеймса-Сю (параметрический) для проверки гипотез о равенстве многомерных средних в двух объектах. Критерий базируется на предположении о многомерном нормальном распределении случайных величин и отсутствии аномальных наблюдений, а также не предполагает равенства ковариационных матриц. По двум исходным m-мерным выборочным данным {xi} и {yi} объема n1 и n2 соответственно рассчитываются векторы средних арифметических X и Y и оценки ковариационных матриц S1 и S2 по каждой выборке. Рассчитывается оценка обобщенной ковариационной матрицы:
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и статистика Джеймса-Сю:

I=
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В условиях нулевой гипотезы о равенстве многомерных средних в двух объектах статистика I асимптотически распределена по закону Пирсона 2 с m степенями свободы. Поэтому, если окажется I
[image: image130.emf]2
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, то для заданного уровня значимости  принимается нулевая гипотеза о равенстве многомерных средних как подтвердившаяся. В противном случае, нулевая гипотеза должна быть отклонена как противоречащая эмпирическим данным и приняты альтернативные гипотезы о существенности различий в многомерных средних сравниваемых двух объектов.

Критерий Пури-Сена-Тамуры для проверки гипотез о равенстве многомерных средних в двух объектах (непараметрический). Этот ранговый критерий устойчив относительно нарушение нормальности (и даже унимодальности) распределения изучаемых случайных величин, а также относительно наличия в сопоставляемых выборках аномальных наблюдений.

Процедура применения критерия следующая.

1. По каждому геологическому признаку в отдельности строится общий для двух выборок вариационный ряд в порядке возрастания членов. Все члены нумеруются от 1 до N=n1+n2 (определяются метки-ранги).

2. Членам с равными значениями ставится в соответствие скорректированный ранг - среднее арифметическое рангов (уточненный средний ранг или среднюю метку вводят лишь тогда, когда равные значения присутствуют в обеих выборках, а если они принадлежат одной выборке, то скорректированный ранг можно не вычислять).

3. Определяются два m-мерных вектора средних меток-рангов T1 и T2.

4. Определяется m-мерный вектор E средних меток-рангов по объединенной выборке объема N=n1+n2.

5. Составляется ковариационная матрица меток-рангов объединенной выборки V.

6. Вычисляется обратная к V матрица V-1.

7. Вычисляется статистика Пури-Сена-Тамуры, представляющая собой квадратичную форму:
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8. В условиях нулевой гипотезы о равенстве многомерных средних в двух объектах статистика  распределена по закону Пирсона  2 с m степенями свободы.

Поэтому, если окажется I
[image: image132.emf]2
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, то для заданного уровня значимости  принимается нулевая гипотеза о равенстве многомерных средних как подтвердившаяся. В противном случае, нулевая гипотеза должна быть отклонена как противоречащая эмпирическим данным и приняты альтернативные гипотезы о существенности различий в многомерных средних сравниваемых двух объектов.

Критерий Кульбака (параметрический) для проверки гипотез о равенстве ковариационных матриц в двух объектах является многомерным аналогом одномерного критерия Бартлета и учитывает не только дисперсии, но и ковариации признаков. Критерий базируется на предположении о многомерном нормальном распределении m-мерных случайных величин и отсутствии аномальных наблюдений, а также не предполагает равенства ковариационных матриц. Рассчитываются оценки S1 и S2 ковариационных матриц по каждой выборки в отдельности. Затем рассчитывается оценка обобщенной ковариационной матрицы:
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Вычисляются определители выборочных ковариационных матриц S1, S2, S и критерий Кульбака:
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В условиях нулевой гипотезы о равенстве ковариационных матриц в двух объектах H0: 1=2 статистика I0 распределена асимптотически по закону Пирсона 2 с k=m(m+1)/2 степенями свободы. Поэтому, если окажется I0
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, то для заданного уровня значимости  принимается как подтвердившаяся нулевая гипотеза о равенстве ковариационных матриц в двух объектах. В противном случае нулевую гипотезу следует отклонить и принять альтернативные гипотезы о существенных отличиях ковариационных матриц в первом и втором объектах. Иными словами, в случае принятия альтернативы следует полагать, что характеристики рассеяния и зависимости между изучаемыми геологическими признаками в сопоставляемых объектах значимо различаются.

Критерий Пури-Сена-Тамуры для проверки гипотез о равенстве ковариационных матриц в двух объектах (непараметрический) базируется на предположении, что m-мерные случайные величины (модели комплекса m геологических признаков в сопоставляемых объектах) имеют одинаковые медианы. Поэтому для использования данного критерия необходимо предварительно центрировать исходные данные медианами: yi=xi-Me({xi}).

Процедура применения данного критерия состоит в следующем.

1. По каждой выборке и каждому геологическому признаку в отдельности определяем медианы.

2. Центрируем исходные медианами.

3. По каждому геологическому признаку в отдельности по центрированным медианами данными составляется вариационный ряд в порядке возрастания его членов. Все члены нумеруются от 1 до N=n1+n2, т.е. определяются ранги

4. Для каждого ранга ri вычисляем соответствующую ему метку:

ei=[ri/(N+1)-0.5]2.

5. В разных выборках ( в одной можно не исправлять) равным значениям центрированных медианами исходных данных ставится в соответствие скорректированная средняя метка - среднее арифметическое из меток для равных значений.

6. Определяются два m-мерных вектора средних меток-рангов T1 и T2.

7. Определяется m-мерный вектор E средних меток-рангов по объединенной выборке объема N=n1+n2.

8. Составляется ковариационная матрица меток-рангов объединенной выборки V.

9. Вычисляется обратная к V матрица V-1.

10. Вычисляется статистика Пури-Сена-Тамуры, представляющая собой квадратичную форму:
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11. В условиях нулевой гипотезы о равенстве многомерных средних в двух объектах статистика Σ распределена по закону Пирсона  2 с m степенями свободы.

Поэтому, если окажется 
[image: image137.emf]
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, то для заданного уровня значимости  принимается как подтвердившаяся нулевая гипотеза о равенстве ковариационных матриц в двух объектах. В противном случае нулевую гипотезу следует отклонить и принять альтернативные гипотезы о существенных отличиях ковариационных матриц сравниваемых объектов, т.е. меры рассеяния и зависимости геологических характеристик в сравниваемых геологических объектах значимо различаются.

Глава III. Классификация и кластерный анализ

§1. Задачи классификации и правила их составления

Необходимость классифицировать геологические объекты и процессы постоянно возникает при проведении прогнозно-металлогенических исследований, при разведке и геолого-экономической оценке месторождений полезных ископаемых. При решении прогнозных задач геолог группирует изученные геологические объекты, а затем уточняет геологические свойства каждой полученной однородной классификационной группы. Если получены данные по новому геологическому объекту, то необходимо данный объект отнести к одной из априорно известных однородных классификационных единиц либо построить по имеющимся данным новую классификацию. Максимальная типичность и максимальная аномальность – важные принципы прогнозирования при отсутствии информации по эталонным месторождениям и недостатке сведений о благоприятных признаках.

Классификация – один из фундаментальных процессов в науке. Факты и явления должны быть упорядочены, прежде чем мы сможем их понять и разработать общие принципы, объясняющие как их появление, так и наблюдаемый среди них порядок. Классификация – это упорядочение объектов по их сходству. Под термином «классификация» обычно понимается распределение предметов по заданным классам согласно наиболее существенным признакам, присущим предметам данного типа и отличающим их от предметов других типов. Составление классификаций подчиняется следующим правилам:

1 - в одной классификации применяется одно и то же основание;

2 - объем классифицируемого класса равняется сумме объемов подклассов;

3 - классы и подклассы не пересекаются;

4 - подразделение на подклассы производится непрерывно.

Геолог обычно решает одну из двух задач классификации:

1) - выявление естественного расслоения исходных геологических наблюдений и объектов на четко выраженные группы (кластеры, таксоны), лежащие друг от друга на некотором расстоянии, но не разбивающиеся на столь же удаленные друг от друга части;

2) - типизация, при которой совокупность данных и объектов разбивают на сравнительно небольшое число областей группирования так, чтобы элементы одной области лежали друг от друга по возможности на небольшом расстоянии.

Задача типизации всегда имеет решение, а кластеризации не всегда, т.е. может существовать один единственный кластер. Имеется три основных типа данных, используемых в кластерном анализе: многомерные, данные о близости, данные о кластерах.

Классификацию геологических объектов можно производить с помощью набора числовых, качественных или классификационных признаков, используя формальные математические методы для разбивки на классы. Альтернативным к такому формализованному подходу является экспертный метод, при котором разбивка объектов на классы производится геологами - петрологами, тектонистами, геохимиками, геофизиками и другими на основе профессиональных знаний, опыта, интуиции. Функция расстояния и мера сходства определяет понятие однородности объектов, которое в кластерном анализе является наименее формализованным. Выбор расстояние или коэффициента сходства является узловым моментом исследования, от которого решающим образом зависит окончательный вариант разбивки объектов на классы при заданном алгоритме разбивки.

§ 2. Схемы классификации геологических объектов

Целесообразно различать три аспекта процедуры применения кластерного анализа:

1. выбор функции расстояний d или мер сходства r между любыми парами многомерных геологических наблюдений;

2. выбор функции расстояний d или мер сходства r между любыми  геологическими объектами, каждый из которых охарактеризован наборами многомерных геологических наблюдений;

3. выбор функции расстояний d или мер сходства r между любыми парами групп объектов, в том числе между объектом и группой объектов.

Часто задачи кластерного анализа подразделяют на два типа: 1- классификация сравнительно небольших по объему совокупностей многомерных наблюдений, когда их несколько десятков и 2 - классификация больших массивов многомерных наблюдений, когда их сотни и тысячи.

Задачи классификации делятся по типу априорной информации на три типа: 1 - число классов априорно задано, 2 - число классов неизвестно и его следует определить, а также 3 - число классов неизвестно, но его определение не входит в условие задачи.

Две последние ситуации приводят к построению иерархических деревьев – дендрограмм. Существует два типа иерархических деревьев – агломеративное и дивизимное. При этом выделяются три основные кластерные процедуры: 1 - иерархические агломеративные и дивизимные; 2 - параллельные, реализуемые с помощью итерационных алгоритмов; 3 - последовательные, реализуемые с помощью итерационных алгоритмов, причем на каждом шаге итерации привлекается небольшая часть наблюдений.

Кластерный анализ – совокупность методов классификации и разбивка объектов и многомерных наблюдений на однородные группы. Но трудно установить точные правила кластерного анализа, применяемые во всех ситуациях, и построить объективный критерий для сравнения кластеров, полученных с помощью различных процедур.

Кластер – скопление, пучок, группа элементов, характеризуемых каким-либо общим свойством. Методы их нахождения – это и есть собственно кластерный анализ.

Таксон – систематизированная группа любой категории. Методы их нахождения - численная таксономия.

Функция расстояния (метрика) – однозначная неотрицательная функция определенная для любых двух элементов, если соблюдаются следующие аксиомы:

1) d(x,y)0 x,y;

2) d(x,y)=0 тогда и только тогда, когда x=y (максимальная близость объекта с самим собой);

3) аксиома симметрии: d(x,y)=d(y,x);

4) аксиома треугольника: d(x,y)d(x,z)+d(z,y).

Мера сходства (коэффициент сходства) – неотрицательная вещественная функция r(x,y), определенная для всех x и y, если соблюдаются следующие аксиомы:

1) 0r(x,y)1;

2) аксиома максимального сходства объекта с самим собой: r(x,x)=1;

3) аксиома симметрии: r(x,y)=r(y,x);

4) аксиома монотонности убывания коэффициентов сходства по функции расстояния: d(x,y)d(x,y)  r(x,y)r(x,y).

Дендограмма – одномерный граф, напоминающий дерево, который используется для изображения взаимных связей между объектами заданного множества. Объекты располагаются по иерархическим уровням так, чтобы подчеркнуть их взаимное сходство на основе измеряемых свойств. Объекты располагаются на равном расстоянии друг от друга, выбранном произвольно. Ветви дерева характеризуют иерархический порядок объектов.

Дендограф – двумерная дендрограмма. Дендрограф описывает зависимости как внутри групп объектов, так и между группами. В результате имеем более наглядное графическое изображение связей между объектами.

Агломеративная кластерная процедура – связана с вычислениями функций расстояний и мер сходства между всеми парами объектов и объединением на каждом шагу той пары, для которой достигается минимум (максимум) функций расстояний и мер сходства. Кластеризация осуществляется путем объединения первоначально разобщенных объектов.

Дивизимная кластерная процедура – связана с вычислениями функций расстояний и мер сходства между всеми парами объектов и объединением на каждом шагу той пары (группы) объектов, для которой достигается их максимум (минимум). Кластеризация осуществляется путем разграничения первоначально единой группы объектов.

Типы расстояний и меры сходства. Коэффициенты сходства или различий между многомерными наблюдениями подразделяются на три типа.

Первый тип – коэффициенты расстояния. Их общий вид:
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где m – число компонент векторов x и y.

Второй тип – коэффициенты ассоциативности. Они предназначены для оценивания сходства между парами многомерных наблюдений, описываемых значениями признаков в виде двоичного кода (бинарными признаками). Общий вид коэффициентов ассоциативности (коэффициент общего сходства Гауэра):
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где 0Si1 – сходство между состояниями признака i для многомерных наблюдений x и y; Wi – вес, приписываемый этому признаку.

Третий тип – коэффициенты корреляции (отношение ковариации двух переменных к произведению их стандартных отклонений):
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Расстояния и меры сходства между многомерными геологическими наблюдениями:

1. Обычное евклидово расстояние:
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2. Обычное расстояние Махаланобиса:
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где S – ковариационная матрица генеральной совокупности, из которой извлекаются многомерные наблюдения.

3. Хеммингово расстояние как мера наблюдений, задаваемых дихотомическими (0 и 1) признаками:
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Расстояния и меры сходства между геологическими объектами:

1. Минимальное локальное расстояние, измеряемое по принципу «ближайшего соседа»:
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2. Максимальное локальное расстояние, измеряемое по принципу «дальнего соседа»:
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3. Расстояние центроидное:
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4. Среднее расстояние (средняя связь):
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5. Хаусдорфово расстояние:
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6. Расстояние Махаланобиса:
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где S – оценка обобщенной ковариационной матрицы.

Расстояния и меры сходства можно ввести также для групп геологических объектов.

Глава IV. Интервальные оценки геологических переменных

Интервальные оценки геологических переменных характеризуют их точность при заданной надежности. Понятие «доверительный интервал» введено Дж. Нейманом и Е. Пирсоном. Так называют вычисленный по выборочным значениям интервал, который с заданной вероятностью (надежностью) Р = 1-α накрывает истинное, неизвестное исследователю значение параметра. В отличие от точечных оценок в виде одного числа интервальные оценки характе​ризуют нижнюю и верхнюю доверительные границы при заранее заданной надежности 1-α (α - риск, вероятность того, что истинное значение параметра не накрывает данный интервал).

Известны три основных типа интервального оценивания: доверительные интервалы по Нейману, основанные на частотной теории вероятностей; фидуциальные интервалы по Фишеру, использующие идеи, не охватываемые частотной теорией; доверительные интервалы по Байесу, основанные на теореме Байеса и на одной из форм постулата Байеса. Для применения последних интервальных процедур нужна априорная информация, чаще всего отсутствующая для реальных геологических ситуаций. Наиболее важные для геологических исследований неймановские доверительные интервалы можно разделить на интервалы для единственной геологической переменной и для набора переменных. Первые включают: точное оценивание параметров на основе достаточной статистики и стьюдентизации; асимптотическое оценивание параметров на основе первой производной или на основе второй и более высоких производных; оценивание параметров по расслоенным выборкам (методом повторных оценок) для нормально, логнормально и полимодально распределенных совокупностей данных.

Доверительные интервалы для набора геологических переменных включают: точное и асимптотическое оценивание параметров на основе стьюдентизации, оптимизационной основе, а также оценивание параметров по расслоенным выборкам для функций в виде произведений, отношений и сложных отношений геологических переменных. В качестве геологических переменных можно рассматривать: содержания основных и попутных компонент в руде, элементов-индикаторов в геохимических аномалиях, элементов-примесей в минералах; индикаторные отношения элементов, продуктивностей, прогнозных ресурсов по категориям Р3, Р2 и P1 запасов полезных ископаемых по категориям С2, С1, В и А; разнообразные кондиционные показатели разведки и освоения месторождений, показатели в поисковой и технологической минералогии, показатели осевой, продольной и поперечной зональности первичных и вторичных геохимических ореолов и потоков рассеяния, показатели мультипликативных и аддитивных геохимических суммарных ореолов и т. п.

Ниже приведены перспективные неймановские процедуры интервального оценивания по расслоенным выборкам.

§ 1. Интервальные оценки простых геологических переменных

Для получения интервальных оценок необходимо найти ряд характеристик выборочных распределений, а именно: среднее, стандартное отклонение, границы доверительного интервала Ниже эти характеристики приведены для различных распределений:

1. Для одномерного нормального распределения. Геологическая переменная - содержание компонента, мощность рудного тела и т. п. - замерена (опробована) в n точках:
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где a - неизвестный параметр.

2. Для одномерного логнормального распределения:
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Максимально правдоподобная оценка среднего 
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 по Ачисону и Брауну:
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3. При наличии аномальных наблюдений принимают во внима​ние рекомендации Диксона и Масси по оцениванию среднего xДМ и стандартного отклонений SДМ по загрязненным выборкам. В качестве xДМ и SДМ в зависимости от степени загрязнения выборки используются обычное среднее арифметическое 
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 и медиана Me, обычное стандартное отклонение S и оценка по размаху:
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4. По бимодальной выборке наблюдений. Методом С. В. Гольдина подтверждаем бимодальность распределения. Для каждой
локальной совокупности данных приемами 1 - 3 строим доверитель​ные интервалы.

5. По устойчивым винзоризованным выборкам:
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x1 ≤ x2 ≤ … ≤ xn.

Процедура g-винзоризации заключается в замене g первых членов на (g+1)-й член, а g последних членов - на (n-g)-й член:

Z1 = Z2 =  …  =Zg ≤ xg+2 ≤ … ≤ xn-g-1 ≤ xn-g =

= xn-g+1 = … =Zn-1=Zn;
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 - квантиль распределения Стьюдента при h-1 степенях свободы;
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6. Для выборочных данных с пропущенными наблюдениями.Для «восстановления» пропущенных наблюдений используют рекомендации А. Афифи и С. Эйзена, а затем строят доверительныеинтервалы, применяя приемы 1—5.

7. По угловым ориентированным наблюдениям:
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где a0 неизвестный угловой параметр, градусы (например, азимут падения рудной зоны.

§ 2. Интервальные оценки сложных геологических переменных

1. Для прогнозных ресурсов изученного рудоносного поля. Расчеты минеральных ресурсов Q осуществляется по формуле:


[image: image199.wmf],

100

1

H

CMLhdK

Q

=


где C - содержание полезного компонента, %; M - мощность рудной залежи; м; L - протяженность рудной залежи по простиранию, м; h -  протяженность рудной залежи по вертикали, м; d - объемная масса руды, т/м3; KH - коэффициент надежности.

По трем переменным C, M и L в отдельности находят интервальные оценки (см. выше).

Сочетание вариантов:
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приводит к n = 3x3x3 = 27 оценкам прогнозных ресурсов:
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2. Для прогнозных ресурсов новых рудоносных полей. Расчеты минеральных ресурсов QН, новых рудоносных полей осуществляются по формуле:
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где SH и DH - соответственно площадь нового рудоносного поля и доля площади рудовмещающей толщи в ней; DP - доля рудной площади продуктивного горизонта от площади рудовмещающей толщи; pH -  количество металла, приходящееся на единицу площади продуктивного горизонта (продуктивность) по имеющимся фактическим данным на новом рудоносном поле; kH - коэффициент надежности, устанавливаемый экспертным путем.

В формуле переменной является по крайней мере pH, т. е. определяется по исходным данным объема n ≥ 2 в новом рудоносном поле. Подставляя их в формулу, имеем 
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 локальных определений прогнозных ресурсов 
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3. Для прогнозных ресурсов по параметрам вторичных остаточных ореолов рассеяния элементов-индикаторов. Прогнозные ре​сурсы Q рассчитываются по формуле:

Q=kHq=kHp/40,

где k - коэффициент пропорциональности, устанавливаемый в каж​дом районе специальными опытно-методическими работами; H -  целесообразная, по геологическим данным, глубина подсчета; q -  продуктивность, выраженная в тоннах металла для слоя мощ​ностью 1 м, q = 2,5р/100 = р/40; p - площадная продуктивность, 2,5 - усредненная объемная масса горных пород; 100 - коэффи​циент для перехода от весовых процентов к тоннам металла.

В формуле прогнозных ресурсов площадная продуктивность p выступает в качестве переменной, что обусловливает 
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 определений прогнозных ресурсов:
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4. Для запасов полезного компонента единичного блока при аппроксимации нормальной моделью.

Группируем N полных пересечений в блоке произвольным об​разом в m групп по n пересечений в каждой группе: N ≈ m*n, (можно N = m*1, т. е. m=N) при соблюдении условия: m >> n.

Для каждой серии I = 1, 2, …, m в отдельности находят средневзвешенное содержание рудного компонента 
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 и среднее арифметическое значение мощности рудного тела 
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где Mt — полные пересечения (мощности рудного тела).

Каждое полное пересечение состоит из k (k ≥ 1) секционных проб с содержанием рудного компонента Cu и длиной секции lu = 1, 2, ..., k. Поэтому средневзвешенное содержание рудного компонента по каждому пересечению Ct и мощность по пересече​нию Mt, t = 1, 2, . . . , N определяются как:
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где lu - длина секционной пробы.

Для каждой серии i = 1, 2, . . . , m в отдельности по общепринятой формуле подсчета запасов определяют оценки запасов рудного компонента 
[image: image239.wmf]i
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где П - площадь блока в плоскости блокировки запасов, м2; d - объемная масса руды, т/м3; kp - коэффициент рудоносности (часто принимаемый за единицу); 
[image: image241.wmf]100
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 - коэффициент для перехода от ве​совых процентов к тоннам металла.

В дальнейшем процедура построения интервальных оценок ана​логична вышерассмотренному:
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5. Для запасов полезного компонента единичного блока при аппроксимации логнормальной моделью, с учетом наличия ураганных сечений. Процедуры интервального оценивания аналогичны в этом случае пунктам 2, 3 и 11.

6. Для суммарных запасов полезного компонента группы блоков, рудных тел, участков месторождения. По каждому V-му блоку (V = 1, 2, …, k) имеется NV полных пересечений, в каждом из которых оценивается среднее взвешенное содержание рудного компонента Ct, t = 1, 2, . . . , NV, производятся замеры мощности mt, на геолого-маркшейдерских планах замеряются площади блоков ПV, V = 1, 2, . . . , k, определяются объемные массы руды dV, V = 1, 2, . . . , k по всем блокам, а также в случае необходимости коэффициенты рудоносности 
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По каждому из k блоков в отдельности находят оценки запасов 
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 и их дисперсии 
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Затем определяются: оценка суммарных запасов 
[image: image256.wmf]S
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, ее дисперсия 
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 стандартное отклонение 
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, точность суммарных запасов при заданной надежности 
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Строятся интервальные оценки суммарных запасов:
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7. Для суммарных запасов полезного компонента по сумме промышленных категорий (А + В + С1). Предположим, что по категории А разведано k1, по категории В – k2, а по категории С1 – k3 блоков. По каждому V-му блоку находят оценку запасов  
[image: image266.wmf]Q
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  и оценку дисперсии 
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Находят оценки суммарных запасов и их дисперсий по категории 
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Строят интервальные оценки суммарных запасов для каждой промышленной категории в отдельности:
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[image: image294.wmf].
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Находят оценку общих разведанных запасов по сумме категорий (A+B+C1) и ее дисперсию:
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Строят доверительный интервал для разведанных запасов по сумме категорий (А + В + С1) при надежности 1-α (например, при 95% надежности):
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Величина 
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 представляет собой минимально гаранти​рованные запасы по сумме категорий (А + В+ С1).

8. Для индикаторных отношений элементов, продуктивностей, показателей осевой, продольной, поперечной зональности геохи​мических аномалий, включая мультипликативные геохимические ореолы.

Индикаторные отношения рассмотрены на примере отношения двух элементов-индикаторов: свинца и цинка. В n точках конкрет​ного эрозионного среза первичного геохимического ореола опробо​ваны концентрации свинца xt и цинка - yt, t = 1, 2, . . . , n.

В каждой точке в отдельности находят индикаторные отношения:
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Процедуры интервального оценивания рассматриваемого инди​каторного отношения аналогичны пунктам 1, 2, 3, 4, 5, 6. В част​ности, при согласованности индикаторных отношений с нормальной моделью имеем:
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где I - неизвестное истинное значение индикаторного отношения свинца к цинку.

Интервальные оценки параметров в корреляционном, регрессионном, дисперсионном анализе приведены в соответствующих разделах.

Глава V. Распознавание образов и дискриминантный анализ

§ 1. Вероятностные методы распознавания образов

Распознавание образов - классификация некоторой группы объектов на основе заданных требований. Под образом понимается некоторая область, заданная в многомерном пространстве.

Требования, определяющие классификацию, могут быть различными, так как в различных ситуациях возникают свои типы классификаций, а именно: в зависимости от цели можно выбрать различные фиксированные множества признаков или всевозможные подмножества в этих множествах, в результате чего одна и та же пара объектов может быть отнесена как к одному и тому же, так и к различным образам.

В геометрической интерпретации под образом понимается область в m-мерном пространстве, вдоль координатных осей которого отложены значения признаков. Описание этой области называется эталоном, а отдельная точка в ней - реализацией образа.

Задачу распознавания образов можно понимать как сопоставление некоторой реализации, относительно которой неизвестно к какому образу она относится, с эталонами. В этом случае реализация сравнивается с эталоном каждого образа и относится к тому или иному образу на основе заранее выбранного критерия соответствия или критерия подобия.

Постановку задачи распознавания образов будем называть детерминистской или вероятностной в зависимости от того  пересекаются образы между собой или нет.

Другими словами, ситуация будет детерминистской если в любой точке выборочного пространства с ненулевой априорной вероятностью могут появляться реализации лишь одного образа, и вероятностной - в противном случае.

Необходимо особенно подчеркнуть, что отношение неизвестной (контрольной) реализации к тому или иному образу производится на основании априорной модели, при этом делаются предположения либо о характере распределения генеральной совокупности, либо о возможной структуре множества обучающих и контрольных реализаций, либо о типе допустимых правил принятия решений.

Процессу распознавания предшествует процесс обучения. Существует два различных метода обучения. Первый метод предполагает существование достаточно простых правил, настолько, что их можно четко описать, для того чтобы затем, сообразуясь с этими правилами, получать каждый раз требуемый результат.

Второй метод - метод показов предполагает, что учитель, сам верно классифицирует предъявленные объекты (реализации), не может сформулировать правило, по которому он действует.

Кроме обучения, иногда имеет место самообучение. Оно происходит в отсутствие учителя, когда не поступает информации о том, к какому образу относятся предъявляемые для самообучения эталонные реализации. В этом случае ученик сам определяет схожесть предъявляемых реализаций.

Решающей функцией D называется некоторое правило (соответствие, функция, оператор, функционал и т.п.), которое относит каждую реализацию X к какому либо образу A.

В зависимости от того, какой из трех основных процедурных элементов X, D, A неизвестен, имеется три группы задач, связанных с распознаванием образов:

1) задан список образов A и указаны признаки, по которым эти образы следует отличать друг от друга. Требуется найти такое решающее правило D чтобы распознавание произошло успешно;

2) задан список образов A и тип решающих правил D. Требуется выделить информативную комбинацию признаков, которая обеспечивала бы достаточного количества информации для распознавания;

3) задано множество реализаций или признаков и класс решающих функций. Требуется разделить это множество на некоторое число (заданное или произвольное) однородных областей (классов) (задачи таксономии).

Введем следующие обозначения, принятые при описании различных методов распознавания образов:

A1, A2, …, AS, …A - образы, l - их число, S , r=1, 2, …, l;

x1, x2, …, xi, …, xm - признаки, m - их число, I,j=1, 2, …,m;
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- множество эталонных реализаций S-го образа, S = 1, 2, …, l;
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 - значение i-го признака в t-й реализации для S-го образа;
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 - значение i-го признака в u-й реализации, u =1, 2, …, N;

X - реализация, подлежащая распознаванию.

Указанные три группы задач совпадают с основными группами задач, решаемых методами прикладной статистики и лишь слегка переформулированных. В прикладной статистике выделяются три основные задачи, для решения которых применим аппарат математической статистики: задачи классификации объектов, задачи выделения информативных комбинаций признаков и задачи оценивания зависимостей между случайными величинами. Таким образом, методы распознавания образов позволяют решать все основные задачи прикладной статистики, что свидетельствует о широкой применимости их при решении различных геологических задач, начиная от поисковой геологии вплоть до подсчета запасов месторождений полезных ископаемых. Методы распознавания образов были эффективно применены для разделения нефтеносных и водоносных пластов по каротажным данным, определения нефтеносности структур по результатам химического анализа пластовых вод, уточнения связей геохимических показателей с нефтеносностью и битуминозностью, определения перспективных площадей и участков, прогнозной оценки геомагнитных аномалий, идентификации сейсмических волн, определения генетической принадлежности минералов, прогнозирования различных геологических характеристик. Ниже будут рассмотрены основные вероятностные методы распознавания образов, тогда как детерминированные методы («обобщенный портрет» Вапника и Червоненкиса, «Потенциальная функция» М.А. Айзермана, Э.М. Бравермана, Л.И. Розоноэра, «Кора-3» М.М. Бонгарда, «Тупиковые тесты и тестеры» А.М. Дмитриева, Ю.И. Журавлева, Ф.П. Кренделева и многие другие) в настоящей работе не приводятся.

Правило Байеса. Рассмотрим случай многих образов и будем считать x1, x2, …, xm случайными величинами, а именно результатами измерения признаков в условиях помех.

Пусть для каждого образа AS, где S = 1, 2, ..., l, известна m-мерная функция плотности вероятности (или распределения) p(X|AS) вектора признаков X, т. е. функция плотности условной вероятности (или распределения) появления в X точек из AS и вероятность p(AS) появления образа AS, где S=1, 2, ..., l. Тогда задача распознавания образов может быть сформулирована как определение решающей функции D = D(X), где D(X) = DS означает, что принимается гипотеза HS: XAS.

Потери, когда принято решение DS, т. е. XAS (хотя в действительности ХАr), обозначим L(Ar,As). Тогда условные потери (или условный риск) для XAs равны: r(As,D) = ∫ L(As,D)р{X|As)dx, и для множества р = {р(As)}, S = 1, 2, ..., l, средние потери (средний риск) равны:
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где 
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 - апостериорный условный средний риск решения D при фиксированном x.

Задача заключается в выборе такого решения DS (S = 1, 2, …, l), которое минимизирует средний риск R(p,D) или максимум условного риска r(AS,D).

Оптимальное решающее правило минимизации среднего риска называется правилом Байеса.

Пусть D* - оптимальное решение в смысле минимума среднего риска; тогда:
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Пусть функция потерь:
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Тогда D* = Ds, если:
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для всех r = 1, 2, ..., l.

Пусть λ - отношение правдоподобия для образов Аr и As:
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Тогда D* == Ds, если:
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для всех r = 1, 2, ..., l.

Разделяющей границей между AS и Ar будет:
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Пусть р(X|AS) функция плотности многомерного нормального распределения с вектором средних Ms и ковариационной матрицей Ks:
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Тогда разделяющей будет:
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В случае равенства матриц ковариаций KS=Kr=K разделяющая граница принимает вид гиперплоскости:


[image: image331.wmf].

0

)

(

)

(

2

1

)

(

)

(

)

(

log

1

1

=

-

+

-

-

+

-

-

r

S

T

r

S

r

S

T

r

S

M

M

K

M

M

M

M

K

X

A

p

A

p


Модификациями метода распознавания на основе правила Байеса являются следующие:

1) метод заданного превышения максимальной вероятности гипотезы по отношению к ближайшей к ней. D* = Ds, если:
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где р(As)р(X|As) - максимальное значение для р(Ar)p(X|Аr) по всем r; р(Аr)р(X|Аr) - ближайшее к максимальному значению того же выражения; С - константа, зависящая от требуемой надежности распознавания;

2) метод превышения максимальной вероятности гипотезы над суммарной вероятностью всех остальных гипотез. D* = Ds, если:
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Критерий Вальда. Задача распознавания может быть решена не полным набором признаков, а некоторым его подмножеством. Рациональное соотношение между ложным распознаванием и числом использованных при этом признаков дает возможность добавлять признаки последовательно до тех пор, пока не будет достигнута требуемая точность распознавания.

В подобной процедуре становится существенным, в какой последовательности добавляются признаки. Понятно, что признаки следует расположить в такой последовательности, чтобы получить решение как можно скорее. Однако задача подобного упорядочивания признаков является самостоятельной задачей.

Пусть задано два класса А1 и А2. Рассмотрим последовательный процесс добавления признаков. На i-м шаге процесса, т. е. после измерения i-го признака, вычисляется последовательное отношение правдоподобия:
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где pi(X|As) - i-мерная функция условной плотности вероятности для образа As (S = 1, 2). После этого λi сравнивается с двумя останавливающими границами (порогами) В1 и В2, и если λi≥B1, то принимается решение XA1, если λi≤B2,то принимается ХA2. В случае, если В2 < λi < B1, то добавляется следующий признак и производится (i+1)-й шаг. В качестве В1 и В2 выбраны выражения:
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где lSr - вероятность принятия гипотезы XAS, когда в действительности истинна гипотеза XAr, S,r = 1, 2.

Можно доказать, что при заданных l12 и l21 не существует другой процедуры, которая обладала бы меньшими значениями вероятностей ошибок или среднего числа и давала бы выигрыш в среднем числе признаков по сравнению с последовательной процедурой классификации.

Пусть х1, х2, ... - независимые измерения признаков реализации X с одномерной нормальной функцией плотности р(xi|Aj), s = 1, 2; j = 1, 2, …, со средним значением m1 и дисперсией σ2. Тогда на первом шаге выбрано x1 и вычисляется:
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Значение log(λ1) сравнивается с log(B1) и log(B2). Если 
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 то XA1,

и если 
[image: image339.wmf])],

(

2

1

)

log(

[

)]

(

2

1

)

log(

[

2

1

1

2

1

2

1

2

1

2

2

1

2

m

m

B

m

m

x

m

m

B

m

m

+

+

-

<

<

+

+

-

s

s


то добавляется x2 и т. д. На i-м шаге:
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Если 
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 то XA1,

а если 
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 то XA2,

и если 
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то берется xi+1 и т.д.

Обобщенный критерий Вальда. Применяется для случая, когда число образов превышает два.

В этом случае на каждом i-м шаге для каждого 5-го образа вы​числяется обобщенное последовательное отношение правдоподобия:
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 S=1, 2, …, l.

Затем ui(X|As) сравнивается с останавливающей границей для S-го образа В(As), и если:

ui(X|As) < B(AS), S=1, 2, …, l,

то образ As из дальнейших операций исключается. После исключения S-го образа составляется новый набор последовательных отношений вероятностей.

Так продолжается до тех пор, пока не останется единственный образ, с которым и отождествляется X. В качестве останавливающих границ принимается выражение:
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Для случая двух образов обобщенный критерий Вальда эквивалентен последовательному критерию отношения правдоподобия Вальда и поэтому оптимален. Сохраняется ли оптимальность при l > 2, не доказано.

Усеченный критерий Вальда. При реализации последовательного критерия отношения правдоподобия или обобщенного критерия Вальда возможны два нежелательных случая:

1) алгоритмы могут потребовать слишком большого числа признаков;

2) среднее число признаков может стать очень большим, если величины lSr выбраны слишком малыми.

В этих случаях следует прервать последовательную процедуру на m-м шаге, и если до этих пор решение не было получено, то принимают решение XA1, если λm ≤ 1, или решение XA2, если λm > 1.

Для обобщенного последовательного критерия отношения правдоподобия Вальда процедура усечения проводится аналогично.

Модифицированный критерий Вальда. В рассмотренных выше критериях Вальда и обобщенном последовательном критерии отношения правдоподобия вероятности появления ошибок lSr задавались заранее. При этом число признаков, необходимое для принятия решения, является случайной величиной, зависящей от lSr, и может принимать любое значение. Вместе с тем желательно использовать алгоритм, который за конечное и заданное исследователем число шагов получит окончательное решение. Такими алгоритмами являются рассмотренные алгоритмы с усечением. К сожалению, алгоритмы с усечением являются алгоритмами с принудительной остановкой процесса, когда переход от продолжения к окончанию происходит скачкообразно. Чтобы сгладить скачок, может быть применена процедура с меняющимися от шага к шагу останавливающими границами.

Выберем невозрастающую функцию g1(x) и неубывающую функцию g2(х). Метод заключается в последовательной проверке неравенства:
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Если 
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, то принимается решение XA1, если 
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Положим:
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где 0<r1, r2≤1, a>0, b>0.

В этом случае процесс закончится после m-го шага, так как в этом случае g1(m)=g2(m)=0, и неравенство 
[image: image351.wmf])
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, являющееся необходимым условием продолжения процесса, не выполняется.

Пусть x1, x2, … - независимые признаки с одномерной нормальной функцией плотности p(xi|AS), S=1, 2, … , со средними значениями mi и дисперсией σ2.

Тогда, вычислив:
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получим следующую процедуру.

Если:
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то XA1, а если:
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то XA2, в противном случае, т. е. если:
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добавляют (i+1)-й признак и делают (i+1)-й шаг вычислений. Если границы g1(i) и g2(i) заданы так же, как и раньше, то процесс закончится не позднее m-го шага.

Модифицированный обобщенный критерий Вальда. Как и раньше, для каждого S-ro образа на i-м шаге вычисляется обобщенное последовательное отношение вероятностей:
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и сравнивается с останавливающими границами gS(i), где индекс S означает принадлежность к S-му образу.

Если ui(X|AS)<gS(i), то AS отбрасывается и в дальнейших вычислениях не участвует.

Такое отбрасывание производится до тех пор, пока не останется только один образ. Тогда к этому образу и относят исследуемую реализацию x.

В качестве порогов берут:
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 S=1, 2, …, m; C>0, 0<rS≤1.

В описанных трех модифицированных алгоритмах можно выразить вероятности ошибок lij и среднее число измерений признаков, необходимое для принятия решения (это число равно числу шагов), через известные величины m, lSr, a, b, c, r1, r2. Оптимальность выбора параметров a, b, c, r1, r2, rS не исследовалась.

Последовательные ранги. Последовательным рангом значения признака xi реализации X=(x1, x2, …,xi, …, xm) называется число, равное Si, если xi является Si-й наименьшей величиной в этом множестве, i=1, 2, …, m.

Например, последовательный x1 всегда равен 1, последовательный ранг x2 равен 1 или 2, в зависимости от того, x2<x1 или x2>x1 и т. д.

Каждой реализации x будет соответствовать вектор последовательных рангов S(m)=(S1, S2, …, Sm). Поскольку между порядком расположения признаков и векторами последовательных рангов существует взаимнооднозначное соответствие, то в качестве функции распределения последних может быть взята следующая функция:

P(xg1≤xg2≤…≤xgm)=∫…∫∏dPgi(xgi), i=1, 2, …, m,

-∞ < xg1 ≤ … ≤ xgm < ∞,

где (xg1, xg2, …, xgm) – упорядоченные в неубывающем порядке значения признаков в реализации X. Предполагается, что все эти значения независимы.

Пусть имеем две реализации 
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, причем относительно первой известно, что она принадлежит образу A1. Тогда проверяем гипотезу H0 о том, что обе реализации имеют одинаковые распределения (т. е. X также относится к А1) против альтернативной гипотезы Н1 о различии этих распределений. При этом предполагается, что 
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 - независимые случайные величины с функциями распределения соответственно Р (Х1) и f[Р (Х1) ].

Символически такую проверку гипотез можно записать так: проверяемая гипотеза Hо: Р = Р (Хх) при альтернативе H1: Р = f[P(X)].

Образуем из компонентов Х1 и X последовательность 
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и обозначим 
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 и т. д. Тогда получим V(k)=(V1, V2, ..., Vk), k=1, 2, ..., 2m, где k - номер шага процесса. И пусть S(k) - вектор последовательных рангов для V(k), a:
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- последовательное отношение вероятностей (на каждом шаге).

Если Hо истинна, то для любого S из S(k):
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Таким образом, найден знаменатель в выражении для λk. Теперь для нахождения числителя в том же выражении достаточно заметить, что:
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 и

P(V1≤V2≤…≤Vk|H1)=∫…∫∏dfu[P(Vu)] (u=1, 2, …,k), где
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Полученные на каждом шаге значения λk сравниваются с двумя останавливающими границами и в случае выхода из этих границ принимается соответствующая гипотеза Hо или H1. Если λk не выходит за границы на данном k-м шаге, то процесс продолжается, k увеличивается на единицу и вычисляется λk+1, и т. д.

Описанный метод применим, когда в эталоне имеются представители только одного образа, и распознавание заключается в том, чтобы вынести решение, относится ли предъявляемая для распознавания реализация к этому образу или нет.

Вопрос выбора вида функции f в альтернативе может быть решен различным способом, одним из которых являются альтернативы Лемана. Альтернативы Лемана имеют вид f[Р(X)] = Pr(X), r>0.

В случае допустимости альтернатив Лемана для последовательного отношения правдоподобия получим:
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λk сравнивается с парой останавливающих границ, и как только происходит их пересечение, процесс останавливается и принимается соответствующее решение.

§ 2. Дискриминантный анализ

Решение задач классификационного отнесения изучаемых объектов к одной из заданных групп по комплексу признаков называется дискриминантным анализом. Методы дискриминантного анализа требуют только количественных данных. В основе дискриминантного анализа лежит хорошо развитая математическая теория, что позволяет учитывать риск, связанный с принятием ошибочных решений. Формально задача дискриминантного анализа сводится к следующему.

Пусть A1,…,Ak - k множеств объектов. Для простоты ограничимся случаем k=2. Множеству A1 поставим в соответствие m-мерную случайную величину ={1,…,m}, а множеству A2 - случайную величину ={1,…,m}. При этом известно, что некоторые параметры 1 и 2 для  и  - различны. Обычно в качестве таких параметров выбираются многомерные средние. Но могут быть выбраны и другие характеристики, например - ковариационные матрицы. Пусть из каждой  A1 и A2 совокупности взяты выборки X и Y объемом n1 и n2 соответственно. По этим выборочным данным требуется построить решающее правило D, которое бы позволяло относить объекты из третьей совокупности A, представляющей собой смесь объектов из A1 и A2, к A1 или A2. Обозначим результаты m-мерных наблюдений из совокупности A, которая требует распознавания, через Z={zi}. Тогда наше решающее правило должно заключаться в том, что рассматриваемое наблюдение zi относится к совокупности A1, если оно характеризуется определенным множеством значений Z1, и к совокупности A2 при других значениях. Это условие приводит к тому, что все m-мерное пространство, будет разделено на две области R1 и R2, причем  если результат наблюдения попадет в R1, то мы принимаем решение о его принадлежности к группе A1, а если он попадет в R2, то относим его к совокупности A2.

Оба решения не исключают появления ошибок, которые заключаются в следующем. Решение о принадлежности классифицируемого объекта aA к A1, т.е. aA1, ошибочно и он в действительности принадлежит к A2, т.е. aA2. Вторая возможная ошибка заключается в том, что принимается решение aA2, тогда как в действительности aA1. Каждой из этих ошибок можно приписать соответствующую цену, так как их появление нередко приводит к тем или иным потерям. Например, ошибочное отнесение объекта к перспективно рудоносным, тогда как в действительности он бесперспективен, приведет к потерям, связанным с безрезультативным проведением поисковых работ на этом объекте. А ошибочное отнесение перспективного объекта к бесперспективным приведет к потере месторождения, которое стоит обычно дороже, чем затраты на поисковые работы. Обозначим стоимости этих потерь соответственно через C(A1|A2) и C(A2|A1).

Таблица ошибок и их стоимостей:

	Принимаемое

решение
	Действительное состояние

	
	aA1
	aA2

	aA1
	Правильное решение: C(A1|A1)=0
	C(A1|A2)>0

	aA2
	C(A2|A1)>0
	Правильное решение: C(A2|A2)=0


Допустим, что в выборке, которую нужно подвергнуть разделению на объекты, принадлежащие совокупностям A1 и A2, эти объекты смешаны в определенном соотношении, и доля объектов aA1 равна q1, а объектов aA1 равна q2 (q1+q2=1). Тогда величину q1 можно рассматривать как вероятность события, заключающегося в том, что взятый наудачу из изучаемой смешанной совокупности объект будет принадлежать к A1. Аналогично интерпретируется и вероятность q2. Можно считать, что вероятностные свойства совокупностей A1 и A2 описываются плотностями f1(X) и f2(Y). Таким образом, если область m-мерного пространства (область значений X и Y) разделена на две непересекающиеся области  R1 и R2, то вероятности появления ошибочных решений будут определены следующим образом:
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Теперь можно охарактеризовать потери, связанные с неправильной классификацией по следующей формуле:

W=C(A1|A2)P(A1|A2)q2+C(A2|A1)P(A2|A1)q1.

Это выражение представляет собой математическое ожидание потерь классификации или средние потери. Таким образом, области принятия решений R1 и R2 нужно выбрать так, чтобы потери W были по возможности меньше. Метод, который обеспечивает минимум W при заданных q1 и q2, называется методом Байеса.

Способ построения решающего правила D заключается в том, что R1 и R2 выбираются следующим образом:
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Обозначим: 
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 Предположим, что f1(X) и f2(Y) являются m-мерными нормальными плотностями с параметрами соответственно 1,  и 2, . Т.е. вводим условие равенства ковариационных матриц распределений. Тогда область R1 можно определить с помощью неравенства:
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После преобразований получаем: R1:

X-1(1-2)’-1/2(1+2)-1(1-2)’  ln k.

Обычно в реальных геологических ситуациях нет никаких данных, позволяющих судить о вероятностях q1 и q2, а нередко и о ценах потерь C(A2/A1) и C(A2/A1). В таких ситуациях ничего не остается делать, как допустить, что C(A2/A1)=C(A2/A1) и q1=q2. Тогда ln(k)=0 и R1 определяется неравенством:
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Если ковариационные матрицы неизвестны и оцениваются по выборке, то вместо  берется матрица S: 
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 где S1 и S2 -оценки ковариационных матриц. В этой ситуации бывает полезно применять квадратичное решающее правило:
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§ 3. Многогрупповой дискриминантный анализ

Это обобщение процедуры дискриминантного анализа, связанной с разбиением на две группы. Введем следующие обозначения: xijk - i-ая переменная на j-ом объекте внутри группы k; nk - число объектов группы k; g - число групп, на которые классифицируются наблюдения; 
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 Среднее i-ой переменной в k-ой группе: 
[image: image381.wmf]å

=

=

k

n

j

k

ijk

k

i

n

x

X

1

,

.

 Общее среднее:
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Коэффициент ковариации между переменными i и l равен:
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Коэффициент ковариации между переменными i и l внутри групп равен:


[image: image384.wmf]å

å

=

=

-

-

=

g

k

n

j

k

l

ljk

k

i

ijk

il

k

X

x

X

x

w

1

1

,

,

).

)(

(


Дисперсия между группами i и l равна:
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 S={sil}

- матрица порядка p*p; W={wil} - матрица порядка p*p; B={bil} -матрица порядка p*p. Тогда: [S]=[B]+[W].

Задача дискриминантного анализа состоит в нахождении множества линейных весов для переменных (вектор A) так, чтобы отношение 
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 достигало максимума. Это отношение достигнет максимума когда A - собственный вектор матрицы [W]-1*[B] соответствующий наибольшему собственному значению. Можно вычислить собственные вектора для каждого положительного собственного значения. Таким образом, мы вычислим последовательность дискриминантных функций, которые дают разделение на заранее заданные группы настолько хорошо, насколько это возможно. В общем случае матрица [W]-1*[B] не является симметричной, поэтому собственные вектора находятся не совсем легко и они не ортогональны.

§ 4.Статистические методы разграничения геологических объектов

Это совокупность приемов статистической обработки многомерных данных, которые в итоге приводят к разделению изучаемого набора наблюдений на некоторое заранее неизвестное число статистически однородных, отличающихся друг от друга групп. Для геологии типична ситуация, когда относительно имеющегося набора многомерных наблюдений заранее неизвестно, является ли он однородным, т.е. состоит только из одной группы, или неоднородным, и тогда на какое число однородных групп его следует разделить, и какой состав этих групп. Причем задача разграничения совокупности наблюдений на однородные группы принципиально отличается по своей постановке от дискриминантного анализа, в котором группы априори заданы, тогда как в задаче разграничения они неизвестны и их следует определить. Задача разграничения обычно предшествует дискриминантному анализу. Формально задачу разграничения можно сформулировать как проверку гипотезы:

H0: 1=...=n=0

при альтернативе H1: t0 хотя бы для одного t=1,....,n (n - число наблюдений, t - неизвестное многомерное среднее).

Если в результате проверки окажется, что следует принять гипотезу H0, то из этого следует, что изучаемый набор измерений разделять на группы нельзя, так как он является однородным. Если же будет принята альтернативная гипотеза H1, то это значит, что рассматриваемый набор наблюдений можно разделить на две или более однородные группы. Путем последовательной процедуры деления неоднородного набора наблюдений на две части достигается разделение на однородные отличающиеся одна от другой группы.

Процедура такого деления базируется на следующих принципах:

1 - каждая группа наблюдений анализируется на однородность;

2 - если группа статистически неоднородна (значение некоторого критерия отличия групп больше допустимого при заданном уровне значимости), то она разбивается на две группы, причем это разбиение производится таким образом, чтобы эти группы максимально отличались друг от друга относительно критерия отличия групп;

3 - если все группы статистически однородные, то процесс деления прекращается.

Однако некоторые из полученных разграничений (разбиений на группы) могут оказаться ложными, и потому для корректного решения задачи разграничения необходимо использовать еще одну процедуру - устранение ложных границ:

1 - для каждой пары полученных групп вычисляется значение критерия их отличия;

2 - выбирается пара групп с минимальным значением этого критерия;

3 - если это значение больше допустимого при заданном уровне значимости, то дальнейшие вычисления прекращаются и все выделенные группы наблюдений рассматриваются как существенно отличающиеся одна от другой; в противном случае эти две группы объединяются в одну и продолжается анализ полученной новой совокупности групп.

Полученные в результате группы наблюдений следует рассматривать как статистически однородные, отличающиеся одна от другой совокупности.

Приведем алгоритм разграничения набора m-мерных наблюдений, расположенных на плоскости или трехмерном объеме.

А. Проверка гипотезы об однородности

1. Дана выборка из n m-мерных наблюдений:
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Множество значений {t|1≤t≤n} будем обозначать через Т.

2. Рассматривается n вариантов разбивки совокупности n наблюдений на две части, причем одна из них содержит только одно наблюдение Xt, а другая - оставшиеся n-1 наблюдений. Для каждого из n вариантов такой разбивки на множества A1 и Аn-1 вычисляется значение критерия:
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Из всех n значений критерия и v(А1,An-1) выбирается максимальное, чем определяется соответствующее этому максимуму наблюдение Xt={xt1, …, xtm}.

3 Рассматриваются все n-1 пары, образованные Xt и оставшимися n-1 наблюдениями, и соответствующие им n-1 вариантов разбивки пространства T на два подмножества A2 и An-2. Для каждой такой разбивки вычисляются значения критерия, т.е.:
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и определяется тот вариант из n-1 вариантов, которому соответствует 
[image: image390.wmf])
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. Таким образом, устанавливается пара наблюдений 
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 выявленное на предыдущем этапе.

4 Эта процедура продолжается до тех пор, пока не будет достигнута разбивка на n/2 наблюдений в случае четного n, и на (n-1)/2 и (n+1)/2 при нечетном n. Таким образом, для любого k≤n/2 при четном n и k≤(n-1)/2 при нечетном n вычисляется значение критерия:
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При этом множество Ak включает k-1 наблюдений, обеспечивающих максимальное значение критерия на k-1 предыдущей стадии вычислений.

5. В результате будет получена последовательность n/2 или (n-1)/2 максимальных значений критерия, полученных на n/2 или (n-1)/2 стадиях вычислений. Из всех этих значений выбирается
максимальное, которому соответствует разбивка Т на:
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т. е. отыскивается значение:
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где Ak - класс всех множеств, включающих выбранную на предыдущей стадии комбинацию k-1 наблюдений.

6. Если 
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 где 
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 заданное значение χ2, соответствующее уровню значимости q и m степеням свободы, то дальнейшие вычисления прекращаются, так как для данного набора наблюдений гипотеза об однородности не отклоняется, из чего следует, что любые разграничения этой совокупности не имеют смысла.

Если же 
[image: image399.wmf],

)

ˆ

(

2

,

m

q

k

v

c

>

 то гипотеза об однородности набора наблюдений отклоняется, из чего следует, что изучаемую совокупность наблюдений нужно разделить не менее чем на две части. При этом выбирается тот вариант разбивки на две части, который соответствует 
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Необходимо отметить, что в практической работе значительно удобнее пользоваться отношением:
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Вычислительные процедуры прекращаются и совокупность рассматривается как однородная, если τ≤3, и гипотеза об однородности отклоняется, если τ >3.

Б. Поиск границ

7. Если гипотеза об однородности изучаемой совокупности на​блюдений отклонена, то эта совокупность делится на две части в соответствии с 
[image: image402.wmf])

ˆ

(

k

v

.

8. Каждая из двух новых совокупностей анализируется отдельно по алгоритму, описанному в части А, в результате чего принимается решение об однородности или неоднородности каждой из совокупностей. Если для какой-либо из этих совокупностей гипотеза об однородности принимается, то дальнейшие вычисления для нее прекращаются. Если же принимается альтернатива, то данная совокупность снова делится на две части, в соответствии с правилом, изложенным в п. 7, и анализ вновь полученных совокупностей продолжается.

9. Процедура такого дихотомического деления изучаемой совокупности продолжается до тех пор, пока во всех выделенных более дробных совокупностях не будет принята гипотеза об однородности. Однако некоторые из полученных разграничений могут оказаться ложными, и поэтому нужно перейти к третьей части алгоритма - устранению ложных границ.

В. Устранение ложных границ

10.  В результате проведенных вычислений изучаемая выборка, объем которой n, будет разделена на h групп наблюдений. Обозначим через Т1, Т2, ..., Tl, ..., Th - непересекающиеся подмножества в Т, которые соответствуют выделенным группам наблюдений.

11. Из упомянутых h групп наблюдений можно образовать, h(h-1)/2 пар и для каждой из них вычислять значение критерия:
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12. Из всех этих значений выбирается минимальное, которое сравнивается с допустимым 
[image: image405.wmf]2

,

m

q

c

 при заданном уровне значимости q и m степенях свободы.

Если 
[image: image406.wmf],

)

,

(

min

2

,

,

m

q

S

l

S

l

T

T

v

c

>

 то дальнейшие вычисления прекращаются и все выделенные группы наблюдений рассматриваются как существенно отличающиеся одна от другой.

Если же 
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 то та пара групп Тl, Ts, на которой достигнуто это минимальное значение, объединяется в одну группу 
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13.  В результате число групп будет h-1, и процедура проверки продолжается для данного уменьшенного набора групп. Для этого достаточно вычислить значения критерия для всех возможных пар, которые образует 
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 с остальными h-2 группами. Значения критерия для тех пар, в которые не входит 
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, можно взять из матрицы, определенной в пункте 11. Из всех этих значений критерия опять выбирается минимальное, которое сравнивается с критическим 
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14.  Такая последовательная процедура проверки, использующая парные объединения, продолжается до тех пор, пока минимальное значение не превысит допустимое 
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 Необходимо отметить, что на практике бывает удобно в качестве критерия использовать отношение:


[image: image413.wmf].

2

)

,

(

min

,

m

m

T

T

v

S

l

S

l

-

=

t


Процедура объединения прекращается как только будет достигнуто неравенство τ>3.

15. Полученные в результате группы наблюдений следует рассматривать как статистически однородные, отличающиеся одна от другой совокупности.

Глава VI. Методы восстановления зависимостей

§ 1. Дисперсионный анализ

Дисперсионный анализ - статистический метод исследования выборочных данных, проводимого с целью выявления и оценки степени влияния на изучаемую случайную величину различных одновременно действующих факторов.

В основе дисперсионного анализа лежит такое разложение общей изменчивости выборочных данных, при котором удается отделить изменчивость, связанную с некоторыми фиксируемыми исследователем факторами, от изменчивости, обусловленной, факторами, неконтролируемыми в данном эксперименте. Надежная статистическая оценка вклада контролируемых факторов возможна лишь при условии, что эксперимент (наблюдение) некоторым образом организован. Это определяет тесную связь дисперсионного анализа с планированием эксперимента. Если изменение хотя бы части контролируемых факторов может быть измерено количественно, пользуются комбинацией дисперсионного и регрессионного анализа.

При использовании дисперсионного анализа выборочные значения исследуемой случайной величины рассматривают как линейную комбинацию:

yi=x1i1+…+xpip+ i,

где yi - результат наблюдения с номером i, {j} - фиксированные в данном эксперименте факторы, {xji} - некоторые постоянные коэффициенты, i - случайная нормально распределенная величина с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 2.

Общим условием применения дисперсионного анализа является выполнение:

M()=0, M(*)=2I,

где M(.) - математическое ожидание, I - единичная матрица. Т.е. величины {i } - независимы и одинаково распределены.

А). Однофакторный дисперсионный анализ. Результаты измерений некоторого геологического признака на p объектах запишем в виде матрицы Y:
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На каждом объекте, соответствующем j-ой градации проверяемого фактора, произведено одинаковое число наблюдений, равное n. Значение исследуемого фактора - неизвестное постоянное. Предполагается, что наблюдения являются выборочными значениями случайных нормально распределенных величин 1,…,j,…,p с параметрами:

M(j)=j, D(j)=2 (равенство дисперсий).

В этом случае основное уравнение однофакторного дисперсионного анализа имеет вид:

yij=+j+ij,

где -  генеральное среднее, определяемое формулой 
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 j - эффект j-ой градации исследуемого фактора, определяемый формулой jj; ij - случайная независимая величина ("ошибка" наблюдения для i-го измерения величины j), отражающая влияние на результаты эксперимента неконтролируемых в данном наблюдении факторов.  Проверяемая статистическая гипотеза может быть сформулирована следующим образом: H0: 1=…=j=…=p. Т.е. влияние исследуемого фактора на всех объектах одинаково. Другими словами, в условиях H0 справедливо равенство: 1=…=j=…=p=.

Проверка нулевой гипотезы осуществляется по следующей схеме.

1. Вычисляют выборочные средние:
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2. Находят суммы квадратов отклонений выборочных значений от соответствующих средних, а именно:

сумму, характеризующую изменчивость, обусловленную исследуемым фактором:
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сумму, характеризующую изменчивость внутри каждого объекта (остаточная изменчивость):
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сумму, характеризующую общую изменчивость наблюдаемого признака:
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При выполнении сделанных предположений о величинах справедливо равенство: Q=Q1+Q2. А оценки соответствующих дисперсий:


[image: image421.wmf];

1

2

-

=

np

Q

S

 
[image: image422.wmf];

1

1

2

1

-

=

p

Q

S

 
[image: image423.wmf].

2

2

2

p

np

Q

S

-

=


Критерий, используемый для проверки гипотезы H0, имеет вид:
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При условии, что гипотеза H0 - верна, распределение критерия подчиняется закону Фишера (F-распределение) с (p-1) и (np-p) степенями свободы. Гипотеза отклоняется, если F>F,p-1,np-p, где F,p-1,np-p - табличное значение F-распределения, соответствующее уровню значимости  с (p-1) и (np-p) степенями свободы.

Б). Многофакторный дисперсионный анализ. В геологии нередки ситуации, в которых удается контролировать два и более факторов, предположительно управляющих исследуемой случайной величиной. Методы многофакторного дисперсионного анализа позволяют не только оценить влияние отдельных факторов, но и обнаружить (при определенных условиях) их взаимодействие.

Рассмотрим случай с двумя факторами (он может быть обобщен на большее число факторов) когда исходные данные можно представить в виде таблицы (случай с равными числами наблюдений в ячейках):

	
	B1
	……
	Bp

	A1
	y111,…,y11n
	……
	y1p1,…,y1pn

	……
	……
	……
	…..

	Aq
	yq11,…,yq1n
	……
	yqp1,…yqpn


Общую модель можно записать в виде: yijm=+i+j+ij+ijm, i=1,…,q; j=1,…,p; m=1,…,n. Нулевые гипотезы, утверждающие, что влияния фактора A и фактора B одинаковы, а взаимодействие между A и B отсутствует следующие:
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В реальных ситуациях нередко наблюдается невыполнение требований нормальности ошибок, некоррелированности результатов наблюдений и равенства дисперсий. Если нарушения значительны, то статистические решения, принимаемые на основе дисперсионного анализа, могут оказаться ошибочными. Поэтому необходима предварительная проверка соответствия исходных данных указанным требованиям. В некоторых случаях достичь такого соответствия удается с помощью некоторых преобразований исходных данных (например, логарифмирования). Труднее всего устраняется влияние стохастической зависимости наблюдений. Если устранить нарушение основных предположений не удается, то рекомендуется использовать непараметрический дисперсионный анализ.

В). Непараметрический дисперсионный анализ. Единственное требование, предъявляемое при использовании метода - непрерывность распределение исследуемой случайной величины. Устойчивость процедур дисперсионного анализа обеспечивается переходом от значений случайной величины к их рангам (при методе Краскла-Уэллиса) или нормальным меткам (метод Пури и Сена).

Однофакторный ранговый дисперсионный анализ Краскла-Уэллиса. Гипотеза H0 утверждает, что вычисленные средние, вычисленные по p выборкам, незначимо отличаются друг от друга. Процедура ее проверки сводится к следующему.

1. Все наблюдения объединяются в одну выборку объемом 
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2. Производится ранжирование элементов этой выборки (от 0 до N, без учета совпадающих значений).

3. Вычисляется статистика:
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где Ri - сумма рангов в i-ой выборке (i-ая градация фактора).

В условиях H0 величина H имеет 2-распределение с (p-1) степенями свободы. Дополнительное условие: ni > 5 i.

Однофакторный ранговый дисперсионный анализ, опирающийся на медианный критерий Брауна и Муда.

1. Все выборки объединяются в одну.

2. Ищется медианное значение y.

3. Строится таблица:

	Градации фактора
	1
	…….
	P
	

	Число

наблюдений
	 y
	m1
	…….
	mp
	N/2

	
	< y
	n1-m1
	…….
	np-mp
	N/2

	Общее число

наблюдений в группах
	n1
	…….
	np
	N


Если влияние фактора несущественно, то можно ожидать, что все группы (выборки) будут иметь одну и ту же медиану, т.е. mi=ni/2 i.

Эту гипотезу об однородности проверяют с помощью статистики:
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которая асимптотически распределена как 2 с (p-1) степенями свободы. Действие фактора считается несущественным (при уровне значимости ), если 
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§ 2. Тренд-анализ

Карта - это двумерное представление некоторой области. Большинство карт представляют собой оценки некоторых непрерывных функций по результатам наблюдений в дискретных контрольных точках.

Реализации этих функций (трендов) можно представить в виде некоторых поверхностей в трехмерном пространстве или структурных карт в изолиниях (изолинии на карте связывают точки равных значений, и пространство между "соседними" изолиниями содержит только точки, значения которых находятся внутри интервала, определяемого этими изолиниями). Наиболее широко применяемый метод  для построения и анализа карт - тренд-анализ. 

Тренд-анализ - математический метод, используемый для исследования закономерностей изменения геологического признака в пространстве. Если исследуются закономерности изменения геологического признака во времени, то существует другое название - анализ временных рядов. Более узкое понимание тренд-анализа: процедура аппроксимации эмпирических данных некоторыми вполне определенными функциями, аргументами которых являются координаты точек наблюдения. Предполагается, что любое из наблюдаемых значений признака z может быть представлено в виде суммы двух компонент, одна из которых (F) рассматривается как неслучайная функция от координат, а другая () - как случайная:

z(x)=F(x)+(x), z(x,y)=F(x,y)+(x,y),

где x,y- координаты точек наблюдения.

Детерминированная часть F(.) отражает закономерное изменение признака z в пределах исследуемой пространственной или временной области. Обычно такую систематическую составляющую связывают с действием регионального геологического фактора, сфера влияния которого заметно превышает размеры участка аппроксимации.

Появление флуктуации (.) может быть вызвано следующими причинами: влиянием локально действующих геологических факторов и случайными ошибками измерений признака z.

В зависимости от смысла решаемой геологической задачи внимание исследователя может быть сосредоточено на следующих вопросах:

а) - выявление общей тенденции (тренда) в изменении признака z;

б) - обособление локальной составляющей (поиск положительных и отрицательных аномалий).

1. Выделение региональной составляющей.

Задача решается вполне однозначно лишь в том случае, когда исследователю известны основные параметры процесса, формирующего переменную z. Но чаще всего такая информация отсутствует. Поэтому точное решение задачи недостижимо. Неопределенность можно уменьшить, лишь введя некоторые ограничения на вид аппроксимирующей функции F(.) и функции (x). На практике при построении тренда используют достаточно простой критерий:
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т.е. норма в функциональном пространстве H не превосходит требуемой точности аппроксимации ().

Доброкачественность аппроксимации во многом зависит от удачного выбора класса функций H. В геологии чаще всего используются следующие приемы сглаживания:

а) методы, опирающиеся на скользящие средние;

б) аппроксимация алгебраическими полиномами;

в) приближение гармониками и г) сплайн-аппроксимация.

Методы скользящего среднего. В основе этих методов лежит следующая общая процедура.

Для первых m членов (m - нечетно) сглаживаемого ряда объемом n наблюдений (m<n) определяется "сглаженное" значение для точки k=(m+1)/2.

Затем вновь берется m членов, начиная со второго (т.е. производится сдвиг на одно наблюдение), и вычисляется следующее значение.

В простейшем случае сглаживание выполняется обычным усреднением значений z:
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где zk - "сглаженное" значение, относимое к точке k; zt - исходное значение аппроксимируемого признака в точке t.

Часто значения zt вводятся в расчетную формулу с весами Ct, зависящими, в частности, от величины t, определяющей степень удаленности от "центральной точки":
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где S - алгебраическая сумма весовых коэффициентов (нормированный множитель). Причем Ck-i=Ck+i.

Выбор формулы обычно определяется опытным путем. Аппроксимация скользящим средним, подавляя высокочастотную компоненту, сохраняет общую конфигурацию крупных пиков, соответствующих региональной составляющей.

К недостаткам метода относятся:

1 - часто наблюдаемое несовпадение местоположения пиков до и после сглаживания;

2 - отсутствие сглаженных значений на краях аппроксимируемых рядов.

В двумерном случае получаем двумерный тренд:
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где xi,yj - координаты центра площадки ("окна") сглаживания ij; xr,ys - координаты точек наблюдения, принадлежащих площадке ij; C(xr,ys) - весовая функция; ij - нормировочный множитель.

Многочисленные модификации метода "скользящего окна", используемые в геологических исследованиях, отличаются друг от друга формой и размерами площадок трансформации, весовыми функциями, требованиями к расположению и количеству точек, охватываемых сглаживаемым окном и т.п. Простейший вариант "скользящего окна" - сглаживание невзвешенным осреднением:
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где m - число наблюдений в пределах площадки ij.

Этот способ применяется в случае, когда есть основания предполагать, что в границах площадки сглаживания F(x,y)=const, а (x,y) однородна, распределена нормально и ее значения в соседних точках взаимно независимы. Роль весовых функций можно проиллюстрировать на методе "ближайших точек".

К особенностям метода относятся:

а) размер и форма площадок заранее не определяются;

б) исходные точки могут располагаться неравномерно;

в) число "ближайших точек" m, участвующих в сглаживании, постоянно.

Чтобы построить аппроксимирующую поверхность методом "ближайших точек", вся исследуемая территория покрывается прямоугольной (квадратной) координатной сеткой. Затем вычисляются значения, соответствующие узлам этой сетки. Для этого отыскиваются m ближайших точек к узлу с координатами (xi,yj), затем рассчитываются расстояния между узлом и каждой из этих точек:
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Величина 1/Drs играет роль весовой функции. Нормирующий множитель определяется:
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В результате получаем формулу двумерного тренд-анализа:
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Заметим, что если xi=xr и yj=ys, то аппроксимированное значение совпадает с наблюдаемым значением.

Аппроксимация алгебраическими полиномами. Для всей наблюдаемой совокупности эмпирических данных искомая функция F(.) заменяется полиномами Pl степени l:
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Коэффициенты полинома определяются методом наименьших квадратов из условия:
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аналогично - для двумерного случая.

Выбор степени полинома является проблемой. Ее однозначное решение требует дополнительной информации о процессах, формирующих исследуемый признак z, которой геолог в подавляющем большинстве случаев не располагает. Обычно стремятся к построению плавно изменяющейся поверхности, задаваемых полиномами невысоких степеней. Но погрешность аппроксимации может оказаться в этом случае недопустимо большой. С повышением же степени полинома все больший вес получают эффекты, связанные с действием локальных факторов. Кроме того, при небольшом числе неравномерно расположенных точек и высоких степенях полинома, возможны неконтролируемые отклонения аппроксимирующей от моделируемой поверхности. Первый признак этого -  "краевой эффект", выражающийся в появлении на краях карты чрезмерно высоких и низких значений оценки признака.

Аппроксимация гармониками. Сглаживание эмпирических данных с помощью рядов Фурье (гармонический анализ) уместно в случаях, когда переменная периодически изменяется во времени и (или) пространстве. Такую ситуацию (цикличность) можно ожидать в ситуациях, характеризующихся более или менее регулярной повторяемостью в пределах изучаемого участка земной коры определенного комплекса геологических условий. В одномерном случае периодическую составляющую можно записать в виде ряда Фурье:
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где k - номер гармоники (гармоническое число);  - длина основной волны. Выбор  произволен (обычно - это число равное или превышающее длину исследуемого ряда наблюдений).

Нахождение неизвестных коэффициентов осуществляется методом наименьших квадратов. В двумерном случае схема аппроксимации аналогична. Периодическая составляющая в этом случае записывается в виде двойного ряда Фурье. Трудоемкость вычисления коэффициентов существенно снижается, если точки наблюдений расположены в узлах регулярной сети.

Аппроксимация сплайн-функциями. Приближенное описание геологических поверхностей сплайн-функциями позволяет устранить ряд недостатков, присущих полиномиальной аппроксимации. А именно: снизить трудоемкость вычислительных процедур при моделировании сложных поверхностей полиномами высоких степеней и избежать искажений типа "краевых эффектов" в зонах, удаленных от центра карты и слабо обеспеченных наблюдениями. В то же время сглаживание сплайн-функциями, являясь кусочно-полиномиальной аппроксимацией, сохраняет все преимущества приближения исследуемых геологических полей многочленами низких степеней.

Возможность описания сложных поверхностей с помощью полиномов невысоких степеней определяется тем, что в сплайн-методе вся картируемая территория разбивается на относительно небольшие непересекающиеся участки - прямоугольники или треугольники, в вершинах которых размещены точки наблюдений. Аппроксимация полиномами осуществляется раздельно для каждого типа такого многоугольника. Обычно используются полином третьей степени - кубический сплайн. В этом случае возникает задача по обеспечению непрерывности функций в точках сочленения (гладкого склеивания).

Необходимые ограничения на искомые коэффициенты полиномов для реализации гладкого склеивания обеспечиваются системой равенств значений полиномов (для выполнения условия непрерывности), их первых и вторых частных производных в общих вершинах многоугольников. Алгоритмы нахождения коэффициентов в узлах правильной прямоугольной сети известны.

Если же данные расположены хаотически, то задача не имеет однозначного решения. Поэтому необходима дополнительная информация. Обычно предъявляется общее требование - максимальная плавность поверхности (минимальность средней кривизны).

2. Обособление локальной составляющей (выделение аномалий).

С этой задачей геолог сталкивается постоянно при геохимических поисках. В рамках данной задачи основная модель тренд-анализа приобретает вид:

z(x,y)=F(x,y)+L(x,y)+(x,y),

где L(x,y) - локальная составляющая, а (x,y) - случайные флуктуации признака z.

Здесь аномалии рассматриваются как полезный сигнал, а компоненты F(x,y) и (x,y) соответственно как низкочастотный и высокочастотный шумы. Задача выделения аномалий сводится к подавлению этих шумов. Обычно частота L(x,y) заметно отличается от частоты региональной составляющей, но но близка к частотам (x,y). Это обстоятельство не позволяет полностью отфильтровать случайные флуктуации, что приводит к выделению ложных аномалий. С другой стороны методы построения поверхности F(x,y) таковы, что вполне возможно поглощение ею компоненты L(x,y), что приводит к пропуску искомых аномалий. Положение может быть улучшено, если имеются хотя бы приближенные спектральные характеристики F(x,y) и (x,y). Тогда удается  построить полосчатый фильтр задерживающий мешающие частоты F(x,y) и (x,y).

§ 3. Корреляционный анализ

Корреляционный анализ - это статистическое исследование стохастической зависимости между случайными величинами {Xi} и {Yj}. Задачи корреляционного анализа:

1 - оценка по выборочным данным коэффициентов парных корреляций;

2 - оценка по выборочным данным коэффициентов множественной корреляции;

3 - проверка значимости выборочных коэффициентов корреляции;

4 - оценка степени близости выявленной связи к линейной.

Если зависимость между Xi и Yj  носит линейный характер, то удается охарактеризовать не только тесноту связи, но и ее направление. Связь называется прямой (положительной), если при увеличении (уменьшении) значений одной из переменных другая обладает устойчивой тенденцией к увеличению (уменьшению) своих значений. В этом случае коэффициент парной корреляции положителен. При обратном соотношении между переменными X и Y имеем дело с отрицательной корреляцией, что находит свое выражение в знаке коэффициента парной корреляции.

Парная корреляция.

1). Корреляция дихотомических признаков. Такая ситуация типична для тех случаев, когда исследователь фиксирует либо наличие, либо отсутствие некоторого определенного свойства. Пусть случайные величины X и Y принимают значения {x,x*} и {y,y*}, где x,y означает, что данные признаки фиксируются; x*,y* обозначает отсутствие этих признаков. В результате единичного наблюдения можно ожидать появление следующих сочетаний: (x,y), (x,y*), (x*,y) и (x*,y*). Выполнив N наблюдений, получим соответствующие частоты n11=n(x,y), n12=n(x,y*), n21=n(x*,y), n22=n(x*,y*). Для данных такого типа величина выборочного коэффициента связи, являющегося оценкой  (коэффициент связи в генеральной совокупности), отыскивается по формуле: 
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где n1=n11+n12; n2=n21+n22; n3=n11+n21; n4=n12+n22. Коэффициент r изменяется от -1 до 1, достигая крайних пределов в следующих случаях: n12=n21=0, тогда r=1; n11=n22=0, тогда  r=-1.

Так как величина r, найденная по выборочным данным, испытывает случайные флуктуации, то вывод о зависимости X и Y не может быть сделан лишь на основании выполнения неравенства r0. Суждение о связи X и Y в генеральной совокупности будет обоснованным только после проверки гипотезы H0: =0; при альтернативе H1: 0. Критерий, позволяющий выбрать одну из гипотез, имеет вид:

k=Nr2.

Распределение k в условиях нулевой гипотезы удовлетворительно описывается 2-распределением с одной степенью свободы. Следовательно, если 
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, то H0 отклоняется и принимается H1. Выполнение последнего неравенства свидетельствует о зависимости случайных величин X и Y; теснота этой зависимости оценивается значением коэффициента r, а направление связи (прямая или обратная) - знаком r.

Имеется ряд других мер связи для работы с дихотомическими признаками. Наиболее употребительным является коэффициент связи Юла:
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Коэффициент меняются от -1 до 1. Однако предельные значения могут быть достигнуты коэффициентом Q при обращении в нуль хотя бы одной из частот n12, n21 (Q  = 1) или n11, n22 (Q  = -1).

2). Корреляция для порядковых геологических данных. Это следующий, более высокий уровень описания свойств геологических объектов. Здесь производятся измерения с помощью порядковых шкал, что не только обеспечивает отнесение того или иного наблюдения к определенной категории (классу), но и позволяет упорядочить эти категории, т.е. расположить наблюдения x1,x2,… по возрастанию или убыванию степени проявленности (выраженности) измеряемого признака. Характерной особенностью порядковой шкалы является отсутствие сведений о величине различия между ее градациями. (Если удается упорядочить еще и разницу между классами, то такую шкалу называют порядково-метрической).

Пример порядковых шкал в геологических исследованиях - полуколичественные (приблизительная оценка содержания химических элементов: "очень много", "много", "мало", "следы", "не обнаружен" и т.п.) и приближенно-количественные (расстояния между соседними градациями точно не определимы) спектральные анализы. Но различия в степени детальности измерения содержаний химических элементов для этих двух типов анализа достаточно существенны. Это дает основания отдельно рассматривать меры связи для полуколичественных и приближенно-количественных данных. Полуколичественные данные называют категоризованными упорядоченными данными. Приближенно-количественные легко поддаются ранжированию, поэтому их называют ранговыми данными.

A). Категоризованные (упорядоченные) данные. Пусть значения случайных величин X и Y принимают в процессе испытания значения, соответственно {Ai| i-=1,…,r} и {Bj| j=1,…,s}. Законы распределения этих величин можно записать в следующем виде:
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где 
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Их совместные (двумерные) распределения отражает матрица:
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Элементами этой матрицы (таблицы сопряженности) являются вероятности совместного появления определенных значений случайных величин X и Y. Необходимым и достаточным условием независимости случайных величин X и Y является выполнение равенства: p(AiBj) = p(Ai) p(Bj). В качестве меры зависимости используют коэффициент сопряженности: 
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Свойства коэффициента сопряженности:

1) 0  2 1;

2) 2 = 0 тогда и только тогда, когда X и Y независимы;

3) 2 = 1, если X и Y связаны однозначной функциональной зависимостью.

Если число градаций (число отличающихся возможных значений X и Y) равно двум (r=2, s=2), то коэффициент сопряженности совпадает с квадратом коэффициента корреляции для дихотомических признаков.

Коэффициент сопряженности незаменим при исследовании зависимостей между такими свойствами геологических объектов, которые не поддаются упорядочению по самой природе явления. На практике коэффициент сопряженности применяют и для исследования связи между непрерывными случайными величинами, если отсутствуют сведения как о законе их распределения, так и о форме ожидаемой связи между ними. Коэффициент сопряженности позволяет оценить только силу связи между переменными. Для оценки силы и направления связи между X и Y, выборочные данные удобно представить в виде таблицы сопряженности:

	X\Y
	B1
	………
	Bs
	

	A1
	n11
	……….
	n1s
	n1.

	……
	……
	……….
	…..
	…..

	Ar
	nr1
	……….
	nrs
	nr.

	
	n.1
	……….
	n.s
	N


В клетки таблицы вписаны частоты совместного появления значений случайных величин, принадлежащих определенным классам. Последняя строка и столбец отведены для суммарных частот (по столбцам и строкам соответственно, а 
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Выборочную меру связи вычисляют по формуле:
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Коэффициент связи rGK, введенный Гудмэном и Красклом, изменяется в интервале от -1 до 1. Если X и Y связаны обратной зависимостью, то коэффициент отрицательный, в противном случае положителен. Чем слабее связь, тем ближе его величина к нулю.

Оценку значимости коэффициента связи rGK, т.е. проверку гипотезы H0:  = 0 выполняют путем сравнения его выборочного значения и стандартного отклонения. Для этого вычисляется верхняя граница дисперсии коэффициента rGK: 
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Гипотеза H0 отвергается при уровне значимости , если  = 0 не принадлежит интервалу: 
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 Следует отметить, что, оперируя при проверке гипотезы верхней границей дисперсии, мы несколько расширяем область принятия нулевой гипотезы. Но это мера вынужденная, но необходимая, так как точное распределение используемых статистик связи неизвестно.

Если число градаций (классов) велико, то пользоваться таблицей сопряженности и соответствующими коэффициентами связи неудобно. В таких случаях оценивание тесноты и направления линейной связи выполняется с помощью так называемых ранговых коэффициентов.

Б). Ранжируемые данные. Процедура ранжирования - это расположение значений переменной в порядке возрастания и определение рангов каждого значения как его номер в этом упорядоченном ряду. При повторяющихся значениях для последних вычисляется усредненный ранг. Ранговую меру связи между X и Y (RX и RY - ранжированные переменные) можно определить так: 
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где RX,RY - средние арифметические рангов, а SX,SY - средние квадратические отклонения этих рангов. После преобразований получаем упрощенный вариант формулы:
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Показатель связи был введен Спирменом. Отсюда и его название - ранговый коэффициент корреляции Спирмена. Оценка существенности этого рангового коэффициента производится путем сравнения его выборочного значения с  предельно допустимым значением r, величина которого регулируется как числом наблюдений, так и уровнем значимости . Имеются таблицы точного распределения коэффициента Спирмена, правда они не совсем удобны для пользования. Коэффициент корреляции Спирмена изменяется в интервале от -1 до 1, достигая крайних значений в случаях либо полной согласованности обоих рядов - RX и RY, либо их полной несогласованности.

3). Количественная геологическая информация. 

Если измерения выполнены по пропорциональной шкале (шкале отношений), то полученные данные, в отличие от качественных и порядковых измерений, допускают использование при их обработке любых арифметических действий. Это обстоятельство позволяет опираться при вычислении выборочных коэффициентов связи не на частоты или ранги, а непосредственно на значения коррелируемых случайных величин. Тем самым обеспечивается полнота извлечения из результатов наблюдений необходимой, с точки зрения решаемой задачи, информации. Измеренные признаки можно рассматривать как непрерывные случайные величины.

Параметрический коэффициент парной корреляции - числовая характеристика силы линейной связи между случайными величинами. Коэффициент парной корреляции определяется как:
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Свойства коэффициента корреляции:

1) -1(X,Y)1, если  коэффициент больше нуля, то X и Y - положительно коррелированные; если меньше нуля - отрицательно коррелированные;

2) (X,Y)= (Y,X);

3) X=a+bY  (X,Y)=1, где a и b - константы;

4) X,Y - независимые случайные величины  (X,Y)=0. Причем равенство (X,Y)=0 является необходимым и достаточным условием независимости X и Y лишь в том случае, если двумерная случайная величина (X,Y) нормально распределена. Если вид распределения (X,Y) неизвестен, то при выполнении равенства (X,Y)=0 говорят о некоррелированности X и Y.

Выборочный коэффициент корреляции r - оценка коэффициента корреляции по выборочным данным имеет вид:
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При малых объемах наблюдений r получается заниженным по сравнению с истинным значением коэффициента корреляции. Поэтому при n < 10 для  следует использовать оценку:
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Проверка значимости r, т.е. проверка гипотезы о том, что в генеральной совокупности истинная корреляция двух случайных величин равна нулю [H0: (X,Y)=0], осуществляется с помощью специальных таблиц процентных точек выборочного коэффициента корреляции r,k ( - уровень значимости, k=n-2 - число степеней свободы), вычисленных при условии что X и Y распределены по двумерному нормальному закону.

Нулевая гипотеза H0: (X,Y)=0 отклоняется, если r > r,k (в противном случае принимается). Значимость выборочного коэффициента корреляции может быть оценена также с помощью таблиц квантилей распределения Стьюдента и F-распределения, а именно статистики 
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 в условиях нулевой гипотезы H0: (X,Y)=0 распределена по закону Стьюдента с n-2 степенями свободы.

Аналогично, статистика F=r2(n-2)/(1-r2) или F'=(1+r)/(1-r) в условиях нулевой гипотезы H0: (X,Y)=0 имеют F-распределения со степенями свободы: первая - 1 и (n-2), вторая соответственно (n-2) и (n-2).

4). Нелинейная корреляция. 

В тех случаях, когда есть основания предполагать, что связь между исследуемыми переменными нелинейна, оценку тесноты связи следует выполнять с помощью корреляционного отношения или же коэффициента сопряженности. Оценка корреляционного отношения вычисляется следующим образом. Пусть исследуется зависимость Y от X. Разобьем множество наблюдаемых значений X на k классов (интервалов) и подсчитаем для каждого j-го класса среднее:
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где nj - число точек, попавших в j-ый интервал, 
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 yij - значение переменной Y, принадлежащие j-му интервалу группирования. Оценка корреляционного отношения rY|X находится по формуле:
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где y - оценка среднего; 
[image: image467.wmf]2
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 - оценка дисперсии переменной Y. Величина rY|X меняется в пределах от 0 до 1. Отметим, что в общем случае rY|XrY|X. Проверка гипотезы 
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 осуществляется на основе критерия:
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имеющего в условиях нулевой гипотезы F-распределение с (k-1) и (N-k) степенями свободы.

Если F > F,k-1,N-k, то нулевая гипотеза отвергается при уровне значимости . Разность 
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 где r - коэффициент линейной корреляции, может служить мерой линейной связи. Чтобы сделать статистически обоснованный вывод о существенной нелинейности исследуемой зависимости, необходимо вычислить критерий:
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и сравнить V2 c F,k-2,N-k.

Если V2 < F,k-2,N-k, то нет никаких оснований отказаться от линейной модели.

Понятие корреляционного отношения может быть обобщено на многомерный случай. Если значения переменных Y и X сведены в таблицу сопряженности:

	X\Y
	B1
	…
	Bs
	

	A1
	n11
	…
	n1s
	n1.

	…
	…
	…
	…..
	….

	Ar
	nr1
	…
	nrs
	nr.

	
	n.1
	…
	n.s
	N


то проверку гипотезы о независимости можно выполнить с помощью критерия:
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В условиях гипотезы о независимости величина krXs удовлетворительно аппроксимируется 2-распределением с (r-1)(s-1) степенями свободы. Если 
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 следует принятие гипотезы о зависимости переменных Y и X.

Оценка тесноты связи вычисляется по формуле:
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где C -  коэффициент сопряженности (связанности); q=r, если rs, и q=s, если r>s. Коэффициент C меняется в пределах от 0 до 1.

5). Частный коэффициент корреляции.

При исследовании взаимосвязи случайных величин k и l, входящих в систему {j: j=1,…,m}, часто возникает подозрение, что величина парного коэффициента корреляции kl определяется не столько степенью взаимозависимости величин k и l, сколько согласованным воздействием на них остальных образующих систему величин. Метод частной корреляции позволяет произвести "очистку" коэффициента корреляции kl от влияния остальных величин, входящих в систему. Числовой характеристикой такой "очищенной" связи является частный коэффициент корреляции, измеряющий тесноту и направление связи между k и l при фиксированных значениях величин {j: j=1,…,m; jk; jl}.

Если задана матрица парных коэффициентов корреляции:
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то частный коэффициент корреляции между случайными величинами k и l при фиксированных значениях всех остальных переменных определяется по формуле:


[image: image476.wmf],

)

(

2

/

1

*

ll

kk

kl

kl

A

A

A

=

r


где Akl - алгебраическое дополнение для элемента kl матрицы R, т.е. определитель матрицы размерности m-1, которая получается, если в R вычеркнуть k-ю строку и l-й столбец, умноженный на (-1)k+l. Величина частного коэффициента корреляции меняется в пределах от -1 до 1.

В геологии, возможности которой в области активного эксперимента весьма ограничены, частная корреляция является одним из эффективных методов исследования взаимоотношения между компонентами сложных природных систем и параметрами внешней среды. Выборочный частный коэффициент корреляции есть оценка rij.q по выборочным данным частного коэффициента корреляции случайных величин i и j при фиксированных m-2 величинах {l: l=1,…,m; li; lj} следующего вида:
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где Bij - алгебраическое дополнение выборочной корреляционной матрицы {rij} для совокупности случайных величин {j: j=1,…,m}, соответствующее элементу rij.

Распределение rij.q, построенное по n наблюдениям, совпадает с распределением выборочного коэффициента парной корреляции [Стьюдент с числом (n-2) и Фишер с числом (1,n-2) или (n-2,n-2)] с уменьшением числа степеней свободы на m-2. Поэтому проверка значимости выборочного коэффициента частной корреляции проводится аналогичным образом.

6). Множественная корреляция.

Коэффициент множественной корреляции - мера линейной зависимости случайной величины k от совокупности случайных величин {l : l=1,…,m; lk}. Коэффициент множественной корреляции определяется формулой:
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где |R| - определитель корреляционной матрицы R, имеющей размерность m*m; Akk - алгебраическое дополнение для элемента rkk матрицы R, т.е. определитель матрицы размерности m-1, которая получается, если в R вычеркнуть k-ю строку и k-й столбец.

Свойства коэффициента множественной корреляции:

1) 
[image: image479.wmf];
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2) 
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 l; (kl - парный коэффициент корреляции);

3) 
[image: image482.wmf]1
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, если k является строго линейной комбинацией совокупности случайных величин  {l : l=1,…,m; lk}.

Имеет место соотношение: 
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 следовательно, равенство коэффициента множественной корреляции единице выполняется всегда, когда значение хотя бы одного из парных коэффициентов корреляции с первым индексом k равно 1.

Множественная корреляция широко применяется в геологических исследованиях, например, при прогнозировании таких геологических признаков, измерения которых либо затруднительно по техническим причинам, либо невыгодны по экономическим соображениям.

Выборочным коэффициентом множественной корреляции 
[image: image484.wmf]m
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 между случайной величиной i и набором 1,…,i-1,i+1,…,m называется величина:
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где Cii - диагональный элемент матрицы, обратной для матрицы выборочных коэффициентов корреляции.

Для проверки статистической гипотезы H0 о равенстве нулю коэффициента множественной корреляции:
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при множестве альтернатив:
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вычисляется величина:
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имеющая в условиях нулевой гипотезы F-распределение с m-1 и n-m степенями свободы.

При уровне значимости  по таблицам F-распределения находят 
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 критическое значение F-распределения с m-1 и n-m степенями свободы. Если F > F,m-1,n-m, то гипотеза H0 отклоняется, в противном случае - принимается как подтвердившаяся.

7. Каноническая корреляция.

Она служит для измерения силы связи между двумя множествами случайных величин.

Пусть X(1)={Xi, i=1,…,k}, X(2)={Xj, j=k+1,…,k+l}, X(1)X(2), X=X(1)X(2). Положим p1=k, p2=l, p=k+l и условимся, что p1p2. Корреляционную матрицу размерности p*p разобьем на блоки: R11 - матрица p1*p1 парных коэффициентов корреляции между элементами подмножества X(1); R22 - аналогичная матрица p1*p2, относящаяся к подмножеству X(2); R12= T(R21) - матрицы размерностью p1*p2 и p2*p1. Тогда:
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Нулевую гипотезу, предполагающую отсутствие линейной связи между подмножествами случайных величин X(1) и X(2), запишем:
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Нулевая гипотеза противопоставляется гипотезе H1, утверждающей, что подмножества случайных величин X(1) и X(2) не являются независимыми. Выбор между гипотезами H0 и H1 осуществляется на основе коэффициентов канонической корреляции, оценки которых (v1,…,vp-1V) определяются как ненулевые корни уравнения:
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где R11, R22, R21, R12 - блоки выборочной корреляционной матрицы R.

Суть канонической корреляции заключается в отыскании таких линейных комбинаций величин, составляющих подмножества X(1) и X(2), которые дают максимальную корреляцию U1. Затем в каждом из подмножеств находим новые линейные комбинации, опять же удовлетворяющие условию максимальной корреляции U2. При этом U1U2, а линейные комбинации, полученные при нахождении U1 и U2, ортогональны, т.е. некоррелированы. Можно сказать, что первая линейная комбинация соответствует наиболее мощному фактору, общему для обоих подмножеств, тогда как вторая и последующие комбинации (всего их p1, если p1p2) учитывают все более слабеющие попарно некоррелированные факторы. В результате получаем следующий ряд коэффициентов канонической корреляции: 
[image: image493.wmf].
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Принятие решения относительно гипотезы H0 опирается на критерий:
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где N - объем p-мерной выборки, на основе которой формировалась матрица R.

При условии, что нулевая гипотеза верна, величина критерия I имеет 2-распределение. Нуль-гипотеза отвергается при уровне значимости , если вычисленное значение I превысит предельно допустимое значение 
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, выбираемое из таблицы. Число степеней свободы f регулируется объемами подмножеств X(1) и X(2) и составляет p1*p2. Следовательно, при 
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 коррелируемые подмножества случайных величин считаются зависимыми.

§ 4. Регрессионный анализ

Регрессионный анализ - совокупность статистических методов, ориентированных на исследование стохастической зависимости одномерной переменной Y от набора других переменных (X1,…,Xp). Его основными задачами являются:

1 - установление формы зависимости Y от (X1,…,Xp);

2 - определение вида уравнения регрессии;

3 - прогнозирование значений результирующей (зависимой) переменной Y, носящей названия отклика по известным значениям (независимых) переменных (X1,…,Xp), которые называются регрессорами.

Линейная регрессия. Основное уравнение регрессионного анализа имеет вид:

Yj=11j+…+ppj+j.

Здесь {Yj} - значения зависимой переменной; {Xij} - значения независимых переменных; {j} - случайные отклонения (их появление чаще всего связывают с действием факторов, не учтенных измерениями независимых переменных); {i} - неизвестные коэффициенты регрессии, оценки которых {bi}отыскиваются по выборочным данным.

Традиционный регрессионный анализ опирается на следующие допущения:

1 - Mj=0; Dj=2< для всех j;

2 -  cov(i,j)=0 (ij);

3 - ранг матрицы X (исходных данных) равен p;

4 - значения Y достаточно однородны (извлечены из совокупности с распределением близким к нормальному);

5 - измерения переменных выполнены без существенных ошибок.

Различают линейную и нелинейную регрессию. При этом выделяются следующие классы:

1 - регрессии, линейные по X и по :

Yj=11j+…+ppj+j;

2 - регрессии, линейные по  и нелинейные по X, например:
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3 - регрессии, нелинейные по , например:
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Для регрессий линейных по X и  или только по , вычисления оценок b неизвестных коэффициентов  производится методом наименьших квадратов. В основе этого метода лежит требование минимизации суммы квадратов отклонений эмпирических значений Y от значений Y*, вычисляемых по уравнению регрессии:
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Этот же метод можно использовать и для регрессий, нелинейных по , если удается подобрать подходящее преобразование к линейному виду. Например, для 
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применим преобразование logY=log1 + X*log2 и получим линейную зависимость.

Кроме того, обычно вводят фиктивную переменную X0, такую, что X0j = 1 для всех j. Это позволяет вместе с коэффициентами b1,…,bp вычислять и b0 - постоянную регрессии, сдвигающую поверхность регрессии в область скопления точек {yj,xij}.

Отыскав (b0,b1,…,bp) (в матричной форме: b=(X'X)-1X'Y), можно составить уравнение регрессии:
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Коэффициенты регрессии bj, выраженные в натуральном масштабе, можно представить в стандартизированной форме, что более удобно при их сравнении:
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Здесь {Sxj, Sy - стандартные отклонения xi и y}. Величина и знак этих коэффициентов позволяют оценить интенсивность и направление влияния регрессоров на результирующую переменную. Абсолютная величина j-го коэффициента в стандартизированной форме показывает, на какую долю стандартного отклонения изменится среднее значение переменной Y при условии, что Xj возросло (уменьшилось) на величину Sxj, а остальные независимые переменные остались бы на прежнем уровне.

Если регрессоры можно отождествить с некоторыми природными факторами, то такого рода анализ регрессионной модели может оказаться эффективным средством решения генетических задач геологии. Но прежде чем приступить к содержательной интерпретации коэффициентов регрессии необходимо убедиться в статистической значимости последних.

 Качество уравнения регрессии можно оценить следующим образом. Нулевая гипотеза:

H0: 1=…=p=0

при альтернативе H1: 0 хотя бы для одного jp. Для проверки используется критерий F:
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где R вычисляется по формуле:
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В условиях нулевой гипотезы критерий F имеет F-распределение со степенями свободы p и n-p-1. Если F>F,p,n-p-1, то нулевая гипотеза отвергается и принимается решение об удовлетворительном качестве соответствия регрессии эмпирическим данным.

Если уравнение регрессии служит для прогнозировании Y по {Xj}, то для повышении надежности рекомендуется добиться путем подбора соответствующего уравнения выполнение соотношения F>4F,p,n-p-1.

R2 можно трактовать как индикатор адекватности регрессионной модели. R2 оценивает ту долю изменчивости Y, которая "объясняется" регрессией. Для небольших n предлагается специальная коррекция R2, устраняющая его смещение. Нахождение исправленного значения 
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 выполняется следующим образом:
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Отклонение нулевой гипотезы : H0: 1=…=p=0 не означает, что среди набора регрессоров нет переменных, вклад которых в объяснение результирующей Y близок или равен нулю. Поэтому следующей задачей является проверка гипотез о равенстве нулю каждого из p коэффициентов регрессии: H0: j=0 при альтернативе H0: j0. Для проверки нулевой гипотезы используется критерий t=bj/Sbj, где
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а (X'X)-1 - j-ый элемент диагонали матрицы (X'X)-1 (X - матрица эмпирических данных для независимых переменных). Если 
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 выбирается из таблиц распределения Стьюдента, то нулевая гипотеза отклоняется с уровнем значимости , т.е. можно считать, что имеет место существенное уклонение от 0 коэффициента j.

Выполнив такую проверку для всех коэффициентов j, получаем возможность сосредоточить свое внимание на содержательном  анализе тех из них, для которых нулевая гипотеза была отвергнута. Для оценки их точности полезно построить доверительные интервалы:

P{bj-t,n-p-1Sbjj bj+t,n-p-1Sbj}=1-,

накрывающий с надежностью (1-)*100% истинный коэффициент регрессии j. Чем уже ширина такого интервала, тем "лучше" выборочная оценка bj, а значит и более надежна генетическая или иная интерпретация соответствующего регрессора.

При использовании уравнений регрессии в прогнозных целях полезно построить доверительные интервалы для предсказываемой переменной Y. Доверительный интервал для отдельного значения yi имеет границы:
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где Sli - оценка стандартной ошибки прогноза в точке Xi:
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где 
[image: image513.wmf]'
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 строка значений регрессоров в i-ой точке.

Если точность предсказания Y по набору регрессоров невелика, то обычно пытаются сменить вид функции (например, переходом от линейной к степенной), либо произвести ревизию регрессоров {Xj,j=0,1,…,k}. В последнем случае используют пошаговые процедуры, в основе которых лежат операции удаления или включения тех или иных регрессоров. Общее правило для включения или невключении переменной в множество регрессоров, сводится к выяснению вопроса, улучшается или нет предсказание по новому набору регрессоров {Xj,j=0,1,…,k,k+1}. Эта задача может быть сформулирована как проверка гипотезы
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при альтернативе
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где
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- частный коэффициент корреляции.

Проверку нулевой гипотезы проводят с помощью критерия:
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где 
[image: image518.wmf]}

1

,

{

2

)

1

(

+

¹

+

k

j

X

r

j

k

YX

- оценка частного коэффициента корреляции.

Если F>F,1,n-j-2, то принимается альтернатива
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вклад переменной Xk+1 считается существенным и она присоединяется к набору регрессоров.

Процедура повторяется для всех переменных. В качестве наилучшего регрессора выбирается такой Xj, для которого,
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т.е. является максимальным для всего набора регрессоров.

Далее последовательно рассматриваются все оставшиеся аргументы. Выбирается один из них, обладающий максимальным F. Он присоединяется к уже выбранным регрессорам. Процедура заканчивается, если значения F станут меньше критического.

Опираясь на этот критерий можно построить пошаговую процедуру, которую можно рассматривать как метод исключения. Сначала рассматривается максимально полный набор регрессоров, а затем производится их последовательное удаление (тех которые не способны предсказывать). 

Регрессия наименьших абсолютных отклонений. При аппроксимации зависимой переменной y линейной комбинацией y*=1x1+…pxp независимых переменных x1,…,xз с помощью уравнения регрессии параметры оцениваются из условия обращения в минимум средней суммы квадратов отклонений:
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Но имеется ряд соображений в пользу другого критерия при построении регрессионной модели - критерия минимизации среднего абсолютного отклонения:
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Эти соображения следующие:

1 - в ряде задач  является естественной мерой точности, не искажая величину отклонений, в то время как среднеквадратическое отклонение увеличивает роль больших отклонений и преуменьшает роль малых;

2 - регрессия по данному критерию более устойчива, чем по критерию минимума суммы квадратов отклонений, т.к. она менее сдвинута в сторону точек с большими отклонениями;

3 - метод нахождения y* прост и легко реализуем;

4 - метод наименьших квадратов естественен в случае нормального распределения.

 Критерий наименьших абсолютных отклонений естественен в случае закона Лапласа (двустороннего экспоненциального) с плотностью 
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 Законы Гаусса и Лапласа близки, однако плотность закона Лапласа обладает большей островершинностью и весомостью хвостов.

Регрессия на ортогональных переменных.

Оценки, полученные на основе классической линейной модели, обладают тем недостатком, что с добавлением в модель новой независимой переменной все полученные ранее оценки необходимо пересчитывать. От такого недостатка свободна модель, в которой матрица X имеет ортогональные столбцы.

Если система векторов x,…,x линейно независима, то к ней можно применить процесс ортогонализации, в результате чего получим новую систему векторов:
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В новых переменных общая регрессионная модель будет иметь вид:
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В предположении нормального распределения ошибок строятся, как и в случае общей модели, соответствующие доверительные интервалы и доверительные области. Существенным достоинством перехода к ортогональным переменным является возможность провести регрессионный анализ в случае, когда столбцы матрицы X линейно зависимы. В этом случае матрица X'X вырождена и общая модель регрессии неприменима. В процессе ортогонализации векторов матрицы X с вырожденной матрицей X'X на некотором шаге j получим (zj,zj)=0. Это означает, что следующая система векторов (x1,…,xj-1,xj) линейно зависимая. Исключив вектор xj из рассмотрения, продолжаем ортогонализацию дальше. В результате ряд столбцов матрицы X будет исключен и останется матрица с линейно независимыми столбцами.

К недостаткам использования ортогональных переменных следует отнести необходимость пересчета всех коэффициентов при добавлении или исключении отдельных наблюдений.

§ 5. Ковариационный анализ

Ковариационный анализ - статистический метод оценки влияния на случайную величину различных одновременно действующих факторов, одни из которых заданы качественно, а другие могут быть измерены количественно. Иными словами, ковариационный анализ может рассматриваться как комбинация дисперсионного и регрессионного анализов.

Линейная модель ковариационного анализа имеет вид:
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где X - некоторые постоянные коэффициенты;  - фиксированные в данном эксперименте факторы;  - коэффициенты регрессии Y на z; z' - определяет вклад факторов, поддающихся количественному исследованию (z - значения факторов или регрессоров);  - случайная нормально распределенная величина.

Будем полагать, что коэффициенты регрессии не зависят от градаций качественного фактора, задающего разбивку исходных данных на p групп:

1=…=p=.

Основные предположения ковариационного анализа:

1 - Y имеет нормальное распределение с параметрами (X',2I);

2 - Y имеет нормальное распределение с параметрами (X'+z',2I);

3 - предполагается, что распределение  нормально с параметрами (0,2). 

Исходные данные для ковариационного анализа:

	Градации фактора
	1
	(y11,z11)
	…
	(y1n1,z1n1)

	
	…
	…
	…
	…

	
	p
	(yp1,zp1)
	…
	(ypnp,zpnp)


Предположение (1) соответствует нулевой гипотезе:
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а предположение (2) – гипотезе:
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Если гипотеза H выполняется, то проверка гипотезы H сводится к общему дисперсионному анализу. Если гипотеза H отклоняется, то перед проверкой требуется внести некоторые коррективы, исключающие эффект регрессии.

Принципиальную схему ковариационного анализа рассмотрим на примере однофакторного анализа с одним независимым переменным (регрессором):
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где i - эффект i-ой градации фактора; zij - эффект, обусловленный действием z;  - коэффициент регрессии; ij - эффект неконтролируемых факторов; i - меняется от 1 до p; j - меняется от 1 до ni.

Проверка гипотезы 
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 Определим суммы квадратов и произведений отклонений, отражающих изменчивость Y и z.

А. Внутри групп (градаций):
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где 
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Б. Между группами:
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где 
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Если гипотеза Hγ верна, то статистика:
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имеет F-распределение с 1 и N-p-1 степенями свободы.

Гипотеза о равенстве нулю коэффициентов регрессии  отклоняется, если при выбранном уровне значимости   вычисленное значение критерия превысит табличное F,1,N-p-1.

Проверка гипотезы 
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 в условиях   0. Суммы квадратов "между группами" и "внутри групп" должны быть скорректированы так, чтобы влияние независимой переменной z было исключено.

Для этого вычислим: 

a=a1+a2;          b=b1+b2;          c=c1+c2;

S=b-c2/a;           S=b1-(c1)2/a1;          S=b2-(c2)2/a2.

Статистика S2/S1 в условиях гипотезы H имеет F-распределение с p-1 и N-p-1 степенями свободы.

Эту схему можно обобщить на случаи, когда классификация наблюдений выполнена по двум и более факторам. В геологии ковариационный анализ применяется реже, чем дисперсионный и регрессионный анализ, хотя информация, привлекаемая геологом для решения генетических задач, большей частью носит комбинированный характер.

Глава VI. Главные компоненты и факторный анализ

§ 1. Метод главных компонент

Главными компонентами случайного p-мерного вектора x называются такие ортогональные линейные комбинации vj (j=1,…,r; rp) составляющих этого вектора (x1,…,xp), что при упорядочении их по дисперсиям выполняются неравенства: S2(v1)…S2(vr).

Метод главных компонент (МГК) - статистический метод сжатия информации, основанный на нахождении собственных векторов и собственных значений ковариационной матрицы p-мерного случайного вектора, распределенного по многомерному нормальному закону.

Основная задача, в которой МГК играет важную самостоятельную роль, - задача выяснения сущности геологических процессов по данным изучения современного облика изучаемых объектов. Она сводится к выяснению и оценке роли факторов в становлении изучаемых явлений и существующих закономерностей размещения полезных ископаемых в земных недрах. С ней связаны задачи построения корреляционных моделей в предположении действия определенной совокупности природных процессов, определения особенностей изменения по площади и разрезу составляющих, обязанных действию как отдельно взятых факторов, так и любых их сочетаний. Имеются работы, в которых факторный анализ используется для выделения систематических и случайных составляющих изменчивости комплекса геологических характеристик. Метод главных компонент нашел применение при изучении вопросов становления состава магматических образований, парагенетических ассоциаций и решении ряда других задач.

МГК при решении некоторых задач выполняет также вспомогательные функции в комплексе с другими методами прикладного статистического анализа. Такова его роль в задачах классификации, где он позволяет уменьшить число геологических признаков, в задачах прогнозирования на основе построения регрессионной модели. МГК используется при картировании геолого-геофизических характеристик, при сравнительном изучении природных систем и выделении эволюционирующих составляющих.

Рассмотрим вычислительные аспекты МГК на примере статистического метода Хотеллинга. Пусть x=(x1,…,xp) - p-мерный случайный вектор имеющий многомерное нормальное распределение с математическим ожиданием нуль и ковариационной матрицей S. Можно найти ортогональное преобразование:

v=Ax

такое, что ковариационная матрица случайного вектора v будет диагональной

=diag(1,…,p),

причем 1…p - корни уравнения:

|S-E|=0,

а j-ый столбец матрицы A удовлетворяет уравнению:

Saj=jaj.

Этот вектор можно нормировать, так что 
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 и j-ая компонента vj вектора v имеет наибольшую дисперсию среди всех нормированных линейных комбинаций, некоррелированных с предыдущими компонентами v1,…,vj-1.

Обычно ковариационная матрица неизвестна. Ее оценивают выборочной ковариационной матрицей.

Для нахождения значений главных компонент v1,…,vr, rp, случайного вектора x вычисляются собственные значения 1,…,p и собственные векторы a1,…,ap матрицы S, причем собственные векторы нормируют к единице.

Далее находят проекции векторов (x1p,…,xkp) на направления главных компонент (a1,…,ap). Тогда v=(x,a) или 
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 Методы регрессионного анализа и распознавания образов позволяют решать задачу уменьшения исходного признакового пространства путем отбрасывания малоинформативных признаков и использования для дальнейшего анализа лишь наиболее существенных. Но при этом, не всегда, достигается наглядное представление исходной информации и обеспечивается учет ее достоверности. Кроме того, вне поля зрения оказываются взаимозависимости между переменными, которая является следствием проявления общих причин и может содержать сведения о природных процессах. В этом отношении определенными преимуществами перед методами регрессионного анализа и распознавания образов обладают компонентный и факторный анализы. Эти методы в определенной степени похожи. Поэтому часть исследователей считают метод главных компонент (МГК) разновидностью факторного анализа (ФА). Но между ними существует и различия.

§ 2. Методы R-модификации факторного анализа

Основоположником факторного анализа считают Ч. Спирмена (1904 г.), который выдвинул предположение о существовании фактора, общего для всех интеллектуальных тестов, и ряда специфических факторов, каждый из которых действует в пределах данного теста и не коррелирует с другими.

Основное положение факторного анализа соответствует интуитивному представлению о том, что признаки исследуемого явления могут быть описаны в терминах небольшого числа основополагающих внутренних параметров - бщих факторов, т. е.:
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где i=1, 2, …, n и z(z1, …, zn) – n-мерный вектор-столбец наблюдаемых переменных; Fi - некоторые многочлены переменных f1, f2, …, fk; e=(e1, …, en) – n-мерный вектор-столбец специфических факторов, влияющих только на данную переменную. Предполагается, что они не коррелированы как между собой, так и с общими факторами f. Факторы f1, f2, …, fk обычно предполагаются некоррелированными между собой. Все они имеют определенную интерпретацию.

Рассмотрим наиболее простой случай, когда функции Fi являются линейными функциями факторов f1, f2, …, fk, т.е.:
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 где i=1, 2, …, n.

Коэффициент lir называют нагрузкой i-й переменной на r-й фактор. В этом случае основное векторное уравнение можно записать в матричной форме:

Z=Lf+e,

где 
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 - матрица факторных нагрузок.

Неизвестными параметрами линейной факторной модели являются факторные нагрузки и дисперсии специфических факторов. Число неизвестных в этой системе, равное nk+n, значительно превышает число уравнений. Поэтому для их оценки прибегают к информации, содержащейся в корреляционной матрице. Из уравнения z=Lf+e легко получить:
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где R - корреляционная матрица наблюдаемых переменных; Ф - корреляционная матрица общих факторов, которая в предположении некоррелированности факторов становится единичной матрицей; V - ковариационная матрица специфических факторов, являющаяся диагональной. Таким образом, в случае некоррелированных факторов Ф=Е (E – единичная матрица), и мы получаем R=LL'+V.

К числу исходных предпосылок, удовлетворение которых позволяет обоснованно использовать модели факторного анализа в практических исследованиях, относятся следующие.

1. Исходный набор наблюдаемых переменных равноправен с точки зрения причинно-следственных связей, т. е. изменения переменных обусловлены влиянием ряда общих и специфических факторов. Прямая причинно-следственная связь между компонентами вектора отсутствует.

2. Исследуемый набор наблюдаемых переменных подчиняется многомерному нормальному закону распределения. В работе Д. Лоули (1956 г.) показано, что оценки факторных нагрузок, полученные методом максимума правдоподобия, весьма устойчивы даже при существенном отклонении исходного распределения от нормального.

3. Специфические факторы е не коррелированы между собой и с общими факторами.

4. Число общих факторов, наиболее полно определяющее ход изучаемого процесса, должно быть  невелико, а именно: число анализируемых переменных должно быть значительно больше предполагаемого числа общих факторов.

5. Корреляционная матрица исходного набора наблюдаемых переменных устойчива от выборки к выборке и допускает разложение R=LL'+V.

6. В исходных наблюдениях отсутствует автокорреляция. Наличие автокорреляции приводит к сокращению объема выборки и не дает возможности эффективно использовать имеющиеся приемы проверки статистических гипотез, так как существенно искажает форму закона распределения выборочных оценок.

7. Выборка исходных данных должна быть представительной.

8. Связь переменных с общими и специфическими факторами является линейной. В противном случае используются нелинейные модели факторного анализа.

Если все перечисленные условия удовлетворяются, то факторный анализ может быть с успехом использован в практических исследованиях. На практике часто возможно и такое его применение, когда эти условия не выполняются. В дальнейшем, используя полученные выводы, можно так модифицировать модель, чтобы требуемые ограничения выполнялись и модель максимально приближалась к реальной ситуации.

Указав общие условия применимости факторного анализа в практических исследованиях, обратимся к вопросу о его применимости в геологии. По-видимому, наиболее трудно удовлетворить условиям пп. 5-7, так как малые объемы выборок и большие размеры корреляционных матриц приводят к неустойчивости результатов вычислений по отношению к изменению объема выборки. Кроме того, наличие коррелированных данных уменьшает и без того малый объем наблюдений, что приводит к большим затруднениям при нахождении собственных значений и собственных векторов матриц, построенных по выборочным данным.

Ниже приводятся два наиболее обоснованных метода факторного анализа.

Метод минимальных остатков Хармана. Факторные нагрузки в методе Хармана определяются из условия минимизации в смысле наименьших квадратов суммы квадратов вне-диагональных элементов остаточной корреляционной матрицы.

Пусть 
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 - выборочная корреляционная матрица, 
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 - искомая матрица факторных нагрузок. Метод Хармана соответствует минимизации нормы матрицы:
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Минимизируемая функция имеет вид:
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Цель метода минимальных остатков состоит в том, чтобы, меняя значения факторных нагрузок при фиксированном k, минимизировать функцию f(L) при условии 
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 j=1, 2, …, п. Указанное условие вытекает из соотношений для элементов матрицы:
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, j=1, 2, ..., n,

где члены 
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 соответствуют второй компоненте факторного отображения («факторное отображение» эквивалентно понятию «матрица факторных нагрузок»); 
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 - это дисперсия j-го специфического фактора.

Задача нахождения минимума функции f(L) решается методом последовательных приближений.

Метод Лоули и Максвелла. Задача ставится так: используя выборочную корреляционную матрицу 
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 наблюдаемой n-мерной случайной величины z=(z1, ..., zn) и предполагая число факторов (k) заданным, дать эффективные оценки параметров lir и элементов vi диагональной матрицы V.

Для решения этой задачи строим функцию правдоподобия:
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где N - объем выборки.

Максимум этой функции реализуется при выполнении следующих условий:
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где 
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Полученная система уравнений решается методом последовательных приближений. Задаваясь начальными факторными нагрузками 
[image: image565.wmf])
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, выбранными произвольно, из первого уравнения находим первое приближение V(1) к матрице V. Затем по матрицам L(1) и V(1) вычисляем первое приближение R(1) к матрице 
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 Второе уравнение позволяет определить второе приближение к матрице факторных нагрузок L. Следующий шаг делается аналогично и т. д.

Необходимо отметить, что доказательство сходимости итерационного процесса в общем случае отсутствует. В геологии этот метод обычно не применяется.

Центроидный метод. Это метод приближенной оценки факторных нагрузок. В настоящее время используется для получения предварительных наглядных представлений об экспериментальном материале в случае, если он содержит не очень большие объемы численных данных.

Оценка числа факторов. В рассмотренных методах факторного анализа предполагается заранее заданным число факторов k. Приведем критерий оценки числа факторов, принадлежащий Д. Риппу (1953 г.).

Рассмотрим статистику:
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В предположении нормальности исходного распределения параметров доказано, что статистика Uk распределена по закону 
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, где число степеней свободы ν равно:

0.5[(n-k)2+(n+k)2].

Если статистика Uk превышает значение 
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 при некотором уровне значимости, то гипотеза о том, что число факторов равно k, отклоняется. В противном случае гипотеза принимается. При отклонении гипотезы можно предположить, что модель содержит большее число факторов.

Вращение в пространстве факторов. Остановимся на вопросе о том, однозначен ли выбор факторов в факторном анализе и направлений главных осей в МГК.

Как вытекает из определения собственного вектора, соответствующего наибольшему собственному значению, направление этого вектора является направлением максимального рассеяния выборки, другие направления собственных векторов отвечают следующим по величине характеристикам рассеяния выборки. Такая геометрическая трактовка понятия главных компонент позволяет утверждать, что вращение осей координат после выбора главных направлений производить нецелесообразно. Однако при нарушении условий применимости МГК может случиться, что в конкретной задаче выборка после проектирования на направления первых двух главных компонент будет иметь вид, весьма далекий от эллипса с большой полуосью, совпадающей с направлением первой главной компоненты. Причина такого явления лежит в том, что распределение, из которого взята рассматриваемая выборка, по-видимому, значительно отклоняется от нормального, а может быть, даже является неоднородным по своей структуре, т. е. составлено из разных распределений. В этом случае Р. В. Каттелл рекомендует предварительно провести кластерный анализ выборки с целью выделения ее однородных составляющих и затем уже к этим составляющим применять анализ главных компонент.

Если выборка однородна, а выборочный ореол точек не имеет максимального рассеяния по направлению первой главной компоненты, то целесообразно повернуть главные оси на эмпирически выбранный угол так, чтобы новые оси совпадали с направлением максимального рассеяния выборочного ореола.

Рассмотрим вопрос о вращении в пространстве факторов в факторном анализе. Построение матрицы факторных нагрузок L, о которой шла речь выше, в сущности эквивалентно заданию некоторого базиса в пространстве факторов. Предположим, что выбранный базис удовлетворяет условию ортогональности. Если в пространстве факторов выбран другой ортогональный базис, то матрица отображения В, соответствующая новому базису, связана с матрицей отображения L, соответствующей старому базису, следующим преобразованием:

B=LT,

где Т - ортогональная матрица.

Этим свойством матрицы отображения можно воспользоваться, если заранее известны свойства факторов, которые желательно получить в конечном итоге.

Вращение в пространстве факторов позволяет зачастую уменьшить число тех факторов, от которых зависят исследуемые переменные. Существуют различные методы реализации вращения факторов: графические и аналитические. В основе их лежит наглядная интерпретация факторов и факторных нагрузок. Если представить себе факторные нагрузки как координаты точки в k-мерном пространстве факторов, а сами факторы считать ортогональными осями в этом пространстве, то преобразование факторного решения есть по существу вращение этих осей вокруг начала координат. Ясно, что это вращение можно выбрать бесконечным числом способов.

В основе графического метода вращения факторов лежит следующий принцип, который мы охарактеризуем на примере, когда исходное факторное отображение содержит только два фактора f1 и f2 Тогда переменные z1, ..., zn можно представить себе точками на плоскости, координаты которых равны факторным нагрузкам. Новые оси выбираются так, чтобы вблизи осей (факторов) лежало по возможности больше точек. Ясно, что угол поворота осей координат на плоскости этими условиями определяется приблизительно, так что графический метод вращения факторных осей является в сущности эвристическим.

При большем числе факторов рассматриваются всевозможные двумерные проекции многомерной картины, и произведение вращений в каждой плоскости, определяемой парой факторов, дает матрицу вращений факторов в многомерном пространстве.

Современные аналитические методы вращения факторов основаны на следующей идее. Применение ортогонального преобразования в пространстве факторов ведет к ортогональному преобра​зованию матрицы факторных нагрузок: матрица L преобразуется в матрицу М так, что выполнены условия:
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 где i=1, 2, …, n.

Возведя это равенство в квадрат и просуммировав по всем переменным, получим условие:
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В качестве критерия наилучшего преобразования Г. А. Фергюсон (1974 г.) предложил максимизировать величину:
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Это объясняется тем, что теоретический верхний предел этой функции достигается в том идеальном случае, когда каждая переменная зависит лишь от одного фактора. Идея Г. А. Фергюсона в настоящее время реализуется одним из двух методов «квартимакс» и «варимакс». Эти методы отличаются лишь способом выбора угла поворота, определяемого по некоторым формулам, исходя из коэффициентов матрицы факторных нагрузок.

§ 3. Методы Q-модификации факторного анализа

Q-модификация вскрывает взаимосвязи между объектами, а R-модификация анализирует взаимосвязи между переменными. Значения факторов, получаемые в R-модификации, в некоторой степени обеспечивают способы описания взаимосвязей между объектами; однако обычно эти связи основаны на неудовлетворительной мере сходства между объектами. Коэффициент ковариации или корреляции может оказаться не лучшей мерой сходства между 2-я объектами. 

Основой Q-модификации факторного анализа является понятие сходства между объектами. Если найдено подходящее математическое определение коэффициента сходства, можно сконструировать матрицу сходства порядка NN, отражающую степень сходства всех возможных пар из N объектов. Обычно N велико. Определение ранга этой матрицы путем разложения на собственные числа и собственные векторы может обеспечить адекватное описание объектов в терминах базисных векторов, число которых обычно значительно меньше, чем исходных переменных. 

Основные методы Q-модификации:

1. Q-метод Имбри (определяет сходство между объектами по близости относительных содержаний составных частей);

2. метод главных координат Гувера (использует в качестве показателя сходства евклидово расстояние между объектами);

3. комбинированный метод Бенери (сходство устанавливается на основе вероятностной таблицы).

После того как матрица сходства или связей получена, дальнейшие процедуры производятся аналогично с методом главных компонент с использованием вращения (варимакс и др.) или без него. Но интерпретация итоговых матриц принципиально отличается от таковой в R-модификации.

1. Q-метод Имбри.

Геологическая интерпретация. Исходные данные - матрица порядка Np. Ее строки - геологические объекты, а столбцы - свойства объектов. Переменные рассматриваются в качестве неких составных частей объектов (окислы, минералы и т.п.). Часто сумма количеств этих составных частей равна постоянному значению во всех строках, т.к. обычно эти количества выражаются в долях. Одним из способов (но ни в коем случае не единственным) исследования объектов матрицы данных является рассмотрение их в качестве комбинаций составов некоторого числа крайних членов. Иначе говоря, можно представить себе ситуацию, когда составы объектов матрицы данных получают путем смешивания в разных пропорциях некоторых гипотетических или реальных объектов заданного состава. В этом случае можно описать каждый объект в терминах пропорций крайних членов, а не количеств составных частей.

Рассмотрим простой геологический пример. А именно, предположим, что в бассейн седиментации выносились осадки из 3-х рек. Допустим, что каждая река вносит разные ассоциации минералов. Поступая в бассейн, эти ассоциации под действием физико-седиментологических факторов смешиваются в разных пропорциях. Тогда любой образец осадка представляет собой смесь 3-х объектов - крайних членов. Предположим, что бассейн подвергся погружению и уплотнению, а образовавшаяся в результате осадочная порода доступна опробованию. Целью исследования является определение областей сноса материала и факторов, обусловивших накопление осадков.

За исключением редкого случая хорошей обнаженности, обычно бывает трудно определить области сноса непосредственно путем картирования. Но, используя концепцию крайних членов, это можно сделать с помощью анализа состава пород. Можно попытаться выразить каждый образец пород в виде долей составляющих его минеральных ассоциаций. Трудность состоит в том, что в большинстве случаев не известны ни число различных минеральных ассоциаций - крайних членов, ни их составы. Поэтому сформулируем цели Q-анализа следующим образом:

1. Найти минимальное число k ассоциаций - крайних членов, в качестве комбинаций которых можно рассматривать наблюдаемые объекты.

2. Определить составы крайних членов через содержания p составных частей.

3. Описать каждый объект в терминах крайних членов, т.е. разделить объект на составляющие его компоненты - крайние члены.

Первая задача - нахождение минимального числа крайних членов - решается аппроксимацией матрицы данных матрицей меньшего ранга. Таким способом выявляется число линейно независимых строк и размерность системы.

Для решения второй задачи - определения составов крайних членов - необходимы дополнительные ограничения, т.к. существует бесконечно много наборов из k составов, одинаково пригодных для этой цели. Q-метод Имбри предназначен для нахождения таких крайних членов, которые характеризуются максимальной контрастностью составов, относительно наблюдаемых объектов. Эти крайние члены могут быть теоретическими, или их роль могут играть наиболее контрастные по составу объекты матрицы данных.

Третья задача - определение вклада каждого крайнего члена в каждый объект - решается путем нахождения и анализа матрицы факторных нагрузок.

Как упоминалось, основой Q-модификации факторного анализа является понятие сходства между объектами. Имбри и Парди предложили оценивать степень сходства двух объектов (xn и xm) через косинус угла между соответствующими вектор-строками матрицы данных:
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Абсолютное сходство будет для коллинеарных векторов (cos=1). Причем абсолютные значения составных частей не учитываются при определении сходства: "большой" и "маленький" объекты считаются идентичными в случае пропорциональности их составных частей. Если в R-модификации факторного анализа исследуется ковариационная или корреляционная матрица, то в Q-методе Имбри - матрица {cosij}.

Процедуры вычисления матриц факторных нагрузок и факторных значений могут производиться аналогично с методом главных компонент. Но следует обратить внимание, что в данном случае размерность матрицы сходства объектов может быть очень велика. Высокая размерность матрицы может приводить к значительным трудностям при вычислении собственных значений и векторов. Поэтому на практике используется более эффективная в вычислительном отношении процедура.

Число крайних членов. Эта задача эквивалентна установлению ранга матрицы сходства. Ранг k (число ненулевых собственных чисел) не может быть больше, чем p. Для реальных данных обычно k=p. Но достаточно часто можно удовлетворительно аппроксимировать матрицу значительно меньшим числом факторов. Поэтому для определения числа крайних членов используется "примерный" ранг матрицы. Для этого используется отношение собственного числа к следу матрицы, который равен N. Если это отношение показывает, что фактор вкладывает в решение ничтожную информацию, то этот фактор можно считать незначимым.

Геометрическое представление. Рассмотрим гипотетический пример, где исходные данные представлены в виде следующей матрицы, в которой сумма элементов строк равны 100.

Матрица исходных данных:

	Номера

образцов
	Переменные

	
	x1
	x2
	x3

	о1
	70
	30
	0

	о2
	0
	10
	90

	о3
	50
	30
	20

	о4
	40
	20
	40

	о5
	20
	10
	70


Собственные числа матрицы сходства:

	номера
	собственные

числа
	вклад
	Накопленный вклад

	о1
	3,636
	72,72
	72,72

	о2
	1,352
	27,05
	99,77

	о3
	0,011
	0,23
	100

	о4
	0
	
	

	о5
	0
	
	


Точный ранг матрицы сходства равен 3. Но если считать приближенно ранг равным 2, то будет учтено 99,77% суммарной информации. Таким образом, для приближенного описания состава 5 образцов горных пород необходимы 2 крайних члена, т.е. два линейно независимых вектора.

Матрица факторных нагрузок:

	номера
	F1
	F2

	о1
	0,718
	0,696

	о2
	0,727
	-0,685

	о3
	0,906
	0,417

	о4
	0,999
	0,038

	о5
	0,879
	-0,473


Столбцы матрицы факторных нагрузок - ортогональные собственные векторы матрицы сходства, умноженные на квадратные корни из соответствующих собственных чисел. Сумма квадратов элементов столбца равна соответствующему собственному числу (определяет вклад в дисперсию). Элементы любой строки матрицы - косинусы углов между вектор-строкой матрицы исходных данных и соответствующей факторной осью. Сумма квадратов элементов строки - общность.

Матрица значений факторов:

	переменные
	F1
	F2

	x1
	0,632
	0,646

	x2
	0,345
	0,258

	x3
	0,693
	-0,718


Элементы столбцов матрицы значений факторов отражают относительный вес каждой переменной в данном факторе. Эту матрицу можно использовать для определения положения в факторном пространстве объектов, которые отсутствовали в исходной матрице: a'=w'F, где F - матрица факторных значений, w' - нормализованный (длина=1) вектор нового объекта.

Вычислив матрицы факторных нагрузок и значений, переходим к поиску множества различных по составу крайних членов. Найденные факторы не удовлетворительны для этих целей. Одним из способов решения этой задачи является варимаксное вращение факторов. Этот метод заключается в нахождении такого ортогонального поворота факторных осей, при котором они максимально совпадают с наиболее удаленными друг от друга векторами в пространстве факторов. Это достигается путем максимизации дисперсии всех факторных нагрузок при условии сохранения ортогональности факторов.

Матрица варимаксных факторных нагрузок:

	Номера
	F1
	F2

	о1
	0,999
	-0,016

	о2
	0,030
	-0,999

	о3
	0,935
	-0,346

	о4
	0,733
	-0,680

	о5
	0,287
	-0,957


Матрица варимаксных значений факторов:

	переменные
	F1
	F2

	x1
	0,904
	0,010

	x2
	0,427
	-0,062

	x3
	-0,018
	-0,998


Косоугольные проекции. Объекты, характеризующиеся наибольшими различиями в составе, можно рассматривать в качестве крайних членов. В более сложных случаях, матрица варимаксных факторных нагрузок для поиска крайних членов может оказаться не совсем пригодна. Имбри описал процедуру, называемую косоугольным проектированием, которая поворачивает ортогональные варимаксные оси таким образом, чтобы они совпали с крайними по составу векторами-объектами. Получаемые факторы уже не ортогональны, но соответствуют реальным объектам, что в ряде ситуаций более выгодно. Эта процедура приводит к нахождению наиболее контрастных по составу вектор-строк матрицы данных, хотя единственного решения в некоторых случаях получить нельзя.

2. Метод главных координат.

Метод главных координат (термин введен Гувером) - один из методов Q-модификации факторного анализа, используемый при решении задач упорядочения данных. Следует отметить, что цели метда главных координат и Q-метода совпадают лишь частично. С точки зрения Q-метода Имбри графический анализ данных является лишь одной из целого ряда задач, в то время как для иетода главных координат такой анализ является главной целью.

Описание метода. Главные координаты можно считать аналогами главных компонент Q-метода, полученных по матрице связей особого вида. Основой процедуры является выделение первых k собственных чисел и собственных векторов матрицы связей порядка NN, вычисленной по исходной матрице данных X (N - объектов и p - параметров):
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Обычно эти связи - те или иные меры расстояния между объектами. При этом следует отметить одно очень важное обстоятольство: переменные не обязательно все должны быть количественными, некоторые из них могут представлять собой тем или иным способом масштабированные качественные переменные, другие - альтернативные, т.е. переменные типа есть-нет, плюс-минус, нуль-один. Элементы матрицы сходства:
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представляют собой коэффициенты связи между объектами (hmn - коэффициент связи между m-м и n-м объектами). Такую матрицу можно получить используя любую известную меру сходства или меру связи.

Расстояния между объектами. В МГК в ряде случаев, например при исследовании расстояний между объектами, используют диаграммы значений преобразованных переменных u1z1+…+upzp в проекциях на первый собственный вектор стандартизированных переменных (значения главных компонент). Расстояния между проекциями выборочных точек Qm и Qn (соответствующих точкам Pm и Pn) лишь приближенно соответствуют расстоянию между исходными выборочными точками. Евклидово расстояние между точками Pm и Pn в p-мерном пространстве задается: 
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 Недостатками этой меры расстояния являются: она не учитывает взаимосвязи между переменными и она не инвариантна относительно единиц измерения переменных. 

Обобщение понятия Q-модификации. До сих пор использовалось понятие расстояния в терминах R-метода главных компонент. Рассмотрим расширение этого понятия на Q-модификацию, введенное Гувером. Гувер показал, что если для любой пары объектов выборки определена мера их связи, или сходства, hmn, то можно найти такие координаты точек P1,…,PN относительно главных осей, что выполняется соотношение:
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Если hmn - это мера сходства, то диагональные элементы матрицы H равны 1 (так как каждый объект имеет сходство с самим собой 1). В этих случаях квадрат расстояния между точками:
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Если 
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- обычное евклидово расстояние между объектами Pmи Pn, то hii=0 для всех i, поэтому 
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 N точек всегда содержится в пространстве размерности N-1, поэтому при использовании метода главных координат по крайней мере 1 собственное число должно быть равно нулю. Выполнение этого условия для евклидовых метрик обеспечивает преобразование к матрице H*:


[image: image582.wmf]..

.

.

*

h

h

h

h

h

n

m

mn

mn

+

-

-

=

,

где h.. - среднее по всем элементам H, а hm. и h.n - средние по строке и столбцу соответственно. Элемент 
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 есть квадрат расстояния от центра 0 до точки Pm, а элемент 
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 - произведение косинуса угла между векторами 0Pm и 0Pn на расстояния 0Pm и 0Pn. Если ранг матрицы H* равен r, то координаты точек P1,…,PN можно представить в виде матрицы A размерности Nr, столбцами которой являются собственные векторы матрицы H*, нормированные таким образом, что квадраты их длин равны собственным числам в порядке их уменьшения. Следовательно:
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Обычно важно спроектировать точки в пространство малой размерности. Это можно сделать, используя только первые k столбцов матрицы A. Строки этой "урезанной" матрицы представляют собой координаты проекций точек P1,…,PN в наиболее близком к исходному подпространстве размерности k. Если полученная аппроксимация достаточно удовлетворительная, то расстояния между проекциями точек приблизительно те же, что и между точками. Другое свойство такой аппроксимации состоит в том, что проекции точек концентрируются вокруг начала координат, так как суммы элементов всех столбцов матрицы A равны нулю. Это свойство - следствие того, что сумма элементов любой строки и столбца H* равна нулю.

Отметим, что любое преобразование матрицы H влечет изменение расстояний между проекциями точек, а следовательно, и нарушение конфигурации множества объектов в пространстве главных координат. Особенно часто такие эффекты появляются, если матрица H строится по альтернативным данным "есть-нет". Если матрица H строится по отличной от евклидовой метрике, то возникают осложнения: матрица H* может иметь отрицательные собственные числа.

Итак, если собственное число мало, то вклад соответствующего собственного вектора в расстояние между точками будет также малым. Если собственное число велико, но элементы соответствующего собственного вектора слабо различаются между собой, то вклад в расстояние также будет малым. Следовательно, большой вклад в расстояние вносят только координатные векторы, соответствующие большим собственным числам и имеющие широкий диапазон вариаций их элементов.

При использовании метода главных координат размер матрицы данных может превысить объем памяти даже крупных ЭВМ. Для борьбы с этим Гувер разработал способ нанесения дополнительных точек на диаграмму.

Приложение I. Примеры задач геологии, решаемых с помощью статистических методов

Задачи реконструкции и моделирования характеристик геологических объектов и процессов.

В основе геохимического подхода к решению задач реконструкции лежит банк данных, содержащий информацию о химических составах горных пород метаморфических комплексов докембрия D={Dj} и образований фанерозоя A={Ai}, совокупности которых используются в качестве эталонов обстановок формирования породных ассоциаций. Удобной математической моделью для представления химического состава комплекса горных пород, охарактеризованных n параметрами, является n-мерная случайная величина. Тогда химические составы совокупности разновозрастных структур A и D могут быть формально представлены совокупностями n-мерных случайных величин X={Xi} и Y={Yj}. Для комплексов фанерозоя A известны некоторые характеристики обстановок их формирования {pl}, причем значения каждой из них заданы в виде отношения частичного порядка на множестве A*A. Аналогичным образом могут быть заданы возрастные характеристики. 

Пусть Z={Zi} - множество n-мерных случайных величин Z={Zi} и на множестве Z*Z задано отношение частичного порядка "<". Если c - n-мерный вектор единичной длины, то скалярное произведение (c,Zi) является одномерной случайной величиной. Эту случайную величину можно охарактеризовать ее математическим ожиданием M{(c,Zi)}. Для сравнения математических ожиданий использовался ранговый статистический критерий Пури-Сена-Тамуры о равенстве средних. При этом необходимо произвести оценку средних (в качестве этой оценки выбирается медиана Me{(c,Zi)}) и вычислить статистику Пури-Сена-Тамуры:

((c,Zi),(c,Zj)).

Статистическое моделирование характеристики, множество значений которой заданно отношением "<", заключается в поиске такого n-мерного вектора с единичной длины, для которого, при выбранном уровне значимости , выполняются условия: 

Me{(c,Zi)} < Me{(c,Zj)},

((c,Zi),(c,Zj)) > 2();

(здесь 2()- значение квантили 2 -распределения для уровня значимости  для всех пар <Zi,Zj> таких, что Zi<Zj). 

Выбор указанного статистического критерия определяется его устойчивостью относительно нарушения условия нормально​сти (и даже унимодальности) распределений случайных величин, а также относительно наличия в выборках аномальных наблюдений. Эти нарушения (и наличие аномальных наблюдений) характерны для реальных выборок. 

Содержательно задача моделирования сводится к аппрок​симации отношения частичного порядка линейной функции P:ZR, связанной с параметрами химического состава образова​ний в виде P(Zi)=M{(c,Zi)}. Качество аппроксимации оценивается значением функционала:
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Вектор c, который будем называть фактором частичного порядка, характеризует общую направленность изменчивости хи​мических составов относительно частичного порядка. 

Задача распознавания протоприроды метаморфитов.

Результатом процедуры распознавания первичной природы пород, слагающих эти комплексы, является их классификация по группам горных пород в рамках выбранной систематики. Решение этой задачи осуществлялось методом, который позволяет описать первичную природу метаморфитов в виде двух совокупностей выборок:

1. выборками, состоящими только из однозначно классифицированных образцов;

2. выборками, расширенными за счет образцов отнесенных к нескольким группам одновременно.

Выборки этих совокупностей, соответствующие одноименным группам, сравниваются между собой по критерию Пури-Сена-Тамуры о равенстве средних. В случае, когда гипотеза о равенстве средних относительно одной из групп, для выбранного уровня значимости, отвергается необходимо осуществить два варианта реконструкции обстановок формирования протолитов изучаемых комплексов докембрия (отдельно для каждой совокупности) с последующим сопоставлением результатов, полученным по этим вариантам. В противном случае, результаты реконструкции по обоим вариантам совпадают.

Задача моделирования характеристик обстановок формирования комплексов фанерозоя.

Для целей сопоставления разновозрастных комплексов по химизму слагающих их пород, относительно данной характеристики, необходимо обеспечить переход n-мерных случайных величин {Xi} к некоторой линейной функции, связанной с этими величинами и обладающей некоторыми оптимальными свойствами. Такой переход может быть осуществлен путем аппроксимации введенного отношения частичного порядка линейной функцией P, которому соответствует фактор частичного порядка c, с максимальным значением функционала качества J(P). Для этого следует решить оптимизационную задачу:

max J(P)

при ограничениях: 

Me{(c,Xi)} < Me{(c,Xj)} и ((c,Xi),(c,Xj)) > 2()

для всех пар <Xi,Xj> таких, что Xi<Xj.

Тогда в качестве функционала выбирается такая линейная функция P, что выполняется условие:

P(Xi)=M{(c,Xi)}.

Для поиска решения указанной задачи оптимизации может быть использован симплекс-метод.

Задача моделирования характеристик отличий обстановок формирования фанерозойских комплексов.

Для решения этой задачи каждая обстановка Gl из эталонного множества {Gi} должна быть охарактеризована совокупностью объектов фанерозоя Ai={Aik}, сформировавшихся в соответствующих условиях. Химические составы породных ассоциаций {Aik} представлены в виде совокупности n-мерных случайных величин Xi={Xik}. Для целей построения системы характеристик отличий фанерозойских комплексов необходимо для каждой пары <Gi,Gj> построить систему дискриминантных функций, заданных на множестве случайных величин и обеспечивающую оптимальное разделение совокупностей Xi и Xj. Так как, для каждой пары <Gi,Gj> можно ввести отношение частичного порядка "<" (Xik<Xjr, если i<j), то для каждой пары совокупностей случайных величин <Xi,Xj> строится линейная функция Pij с максимальным значением качества аппроксимации J(Pij). Если для выбранного уровня значимости такой показатель найден, то задача решена. В противном случае, необходимо одну из совокупностей, например Xi, разбить на несколько, возможно пересекающихся, множеств {Zil}.

Основой для такого разбиения может служить информация алгоритма о случайных величинах наиболее "препятствующих" разделению на множества. Затем для каждой пары <Zil,Xj> осуществляется поиск линейной функции, аппроксимирующей отношение частичного порядка Pijl.

Если и в этом случае окажется, что для некоторой <Zil,Xj> невозможно построить линейную функцию с требуемым уровнем значимости, то следует произвести более дробное разбиение множества Xi и повторить попытку построения уже новой системы {Pijl}. Процедура заканчивается либо построением {Pijl} (и соответственно {cijl}), либо выводом об отсутствии отличий по химизму между совокупностями Ai и Aj.

В случае, когда построенная система состоит из несколь​ких линейных функций, ее следует оптимизировать. Этот шаг определяется требованием выбора наиболее устойчивого, из всех возможных, описания отличий. Для оптимизации системы {Pijl} в работе разработан метод суть которого заключается в следующем.

Охарактеризуем построенную систему критерием качества:

J0=min{J(Pijl)}.

Степень устойчивости описания предлагается характеризовать функционалом:

J=min{(cijk,cijr)},

принимающего значения в промежутке [-1,1]. Такой выбор определяется представлением о максимальной устойчивости в случае линейной разделимости выпуклых оболочек множеств {M(Xik)} и {M(Xjk)} и, следовательно, достаточности одной линейной функции для описания отличий рассматриваемых совокупностей. 

Исходя из изложенного, выбор устойчивого описания может быть осуществлен в результате решения, для выбранного уровня значимости , оптимизационной задачи max J при ограничениях: 

J0 > 2(),

Me{(cijl,Xik)}<Me{(cijl,Xjr)},

((cijl,Xik),(cijl,Xjr))> 2()

для всех <Xik,Xjr,l> таких, что Xik<Xjr и Xik из Zil. 

Для ее решения также можно использовать симплекс-метод. Содержательно эта задача сводится к установлению характера отличий параметров химического состава комплексов фанерозоя, сформировавшихся в разных геодинамических обстановках.

Задача моделирования характеристик отличий докембрийских и фанерозойских комплексов.

Пусть совокупность разновозрастных образований состоит из двух совокупностей - эталонных породных ассоциаций фанерозоя A={Ai} и метаморфических комплексов докембрия D={Dj}. Их химические составы представлены совокупностями n-мерных случайных величин X={Xi} и Y={Yj}. Для выявления характера отличий химических составов докембрийских и фанерозойских образований предлагается метод построения минимальной (по количеству) системы линейных функций {Pl}, которая оптимально описывает эти отличия. Для этого на множестве X*Y вводится отношение частичного порядка: Xi<Yj для всех i,j. Затем методом, описанным для решения задачи моделирования характеристик отличий обстановок формирования, производится построение системы линейных функций {Pl} (и соответственно факторов {fl}). Аналогичным образом производится и оптимизация построенной системы.

Задача учета особенностей химических составов комплексов докембрия при реконструкции обстановок формирования их протолитов.

Особенности химических составов пород для комплексов докембрия {M(Yl)} относительно фанерозоя {M(Xk)} определяются системой {fi} факторов частичного порядка X < Y, полученной при моделировании характеристик отличий по химическому составу фанерозойских и докембрийских образований. Для учета этих особенностей в работе предлагается процедура многовариантной (каждому фактору fi соответствует вариант Vi) реконструкции. 

В основе способа реконструкции по каждому варианту Vi лежит разработанный автором метод, позволяющий получать оценки, характеристик обстановок формирования протолитов докембрийских комплексов, которые не зависят от возможных смещений {M(Xk)} и {M(Yl)} относительно фактора отличий fi. Такая независимость достигается в результате снижения размерности признакового пространства в результате перехода от исследования n-мерных случайных величин к (n-1)-мерным путем проектирования реализаций {Xk} и {Yl} на гиперплоскость ортогональную fi с последующим моделированием изучаемых характеристик в пространстве меньшей размерности.

Необходимость моделирования характеристик в новом признаковом пространстве определяется возможным отсутствием, для выбранного уровня значимости, аппроксимации в этом пространстве какой-либо характеристики линейными функциями. Для оценки соответствия обстановок формирования протолитов докембрийских комплексов эталонам фанерозоя в работе введена мера сходства, которая определяется как независимая, от выявленных отличий образований фанерозоя и докембрия, функция параметров химического состава. 

Процедура многовариантной реконструкции завершается сопоставлением результатов, полученным для каждого из вариантов. Степень их соответствия определяет уровень достоверности результатов реконструкции.

Задача оценки степени «сходства-отличия» объектов охарактеризованных неоднородными выборками.

Как правило, эти химические составы пород геологических объектов представлены неоднородными выборками (полимодальное распределение составов, наличие аномальных значений и т.п.), поэтому использование методов прямого их сопоставления на основе известных статистических критериев представляется некорректным. Кроме того, сравниваемые объекты часто представлены несколько различающимися по набору разновидностей пород ассоциациями. 

В такой ситуации сначала необходимо провести сравнение для каждой породной разновидности, входящей в состав обеих ассоциаций, и только затем будет возможным получить оценку степени соответствия этих ассоциаций "в целом". При этом вывод о степени соответствия образований должен осуществляться с учетом как степени соответствия спектров породных разновидно​стей в ассоциациях, так и статистических оценок соответствия составов однотипных пород. 

Ввиду того, что проблема выбора меры близости (отличия) составов породных ассоциаций является одним из ключевых моментов при выборе похожих объектов, остановимся на этом вопросе более подробно. Для этого рассмотрим, к примеру, две условные ассоциации горных пород - A и B. Первая представлена выборкой составов пород, слагающих эту ассоциацию, X={xi}, где xi - n-мерный вектор состава соответствующей пробы, а n - число измеренных параметров состава. Аналогично, вторая представлена выборкой Y={yj}. Таким образом, каждая из породных разновид​ностей ассоциации A представлена соответствующей выборкой (k-ой разновидности соответствует выборка Xk). При этом выполнено соотношение X=Xk (для ассоциации B соответственно имеет место соотношение Y=Yl). 

Для целей сравнения однотипных породных разновидно​стей (в рамках выбранной классификации) из ассоциаций A и B, представленных выборками Xk и Yl, введем меру их близости (отличия). А именно, будем говорить об их полном соответствии (Xk  Yl), если многомерные средние этих выборок отличаются статистически незначимо при выбранном уровне значимости  (обычно выбирается =0.05 или =0.01). При сравнении средних можно использовать непараметрический критерий Пури-Сена-Тамуры. В случае, когда нет полного соответствия между Xk и Yl, для оценки степени отличия составов можно воспользоваться значением статистики Пури-Сена-Тамуры (Xk,Yl), а именно: чем больше значение этой статистики, тем выше степень отличия составов.

Если сравниваемые ассоциации A и B представлены одним и тем же набором породных разновидностей, то в качестве меры их близости (отличия) может быть выбрана следующая величина: (A,B)=E{r(xki,co(Yk))}, где r(xki,co(Yk)) - обычное евклидово расстояние от состава пробы xki из k-ой породной разновидности ассоциации A до выпуклой оболочки co(Yk) выборки составов k-ой разновидности ассоциации B, E{.} - среднее этих расстояний для всех проб породной ассоциации A. Следует отметить, что обычно (A,B)(B,A).

При сравнении некоторой эталонной ассоциации A с некоторой совокупностью ассоциаций {B1,…,Bm} ассоциация Bj будет наиболее близка к A, по сравнению с другими, если при выбранном уровне значимости выполняются статистические гипотезы: (A,Bj)(A,Bk) для всех kj. Причем для проверки гипотезы (A,Bj)(A,Bk) предлагается использовать упомянутый выше критерий Пури-Сена-Тамуры.

При сравнении ассоциаций пород, подвергнувшихся метаморфизму, использование этой меры связано с рядом ограничений. Во-первых, в ходе метаморфических преобразований в породах могут существенно меняться содержания некоторых компонентов. Во-вторых, использование указанной меры предполагает, что все породы исследуемых ассоциаций надежно классифицированы относительно их первичной природы по породным разновидностям. Поэтому сначала необходимо осуществить пересчет химических составов пород, слагающих изучаемые ассоциации, исключив влияние компонент состава, наименее устойчивых в процессах метаморфизма. 

Это можно сделать следующим образом: выбрав устойчивые компоненты состава, пересчитать их на 100%, исключив из рассмотрения остальные. После этого, сравнение ассоциаций A и B предлагается проводить по схеме, приведенной ниже. Одна из выборок составов, например Y (ассоциация B), подвергается кластеризации (разделению на некоторое заранее неизвестное число статистически однородных непересекающихся групп): Y={Yj}. Алгоритм такого рода кластеризации известен (см. раздел «Статистические методы разграничения геологических объектов»). Затем вычисляется мера сходства между A и B:
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 - обычное евклидово расстояние от состава пробы xi из ассоциации A, охарактеризованной выборкой X, до выпуклой оболочки кластера представленного выборкой Yk, а E{.} - оценка среднего этих расстояний для всех проб породной ассоциации A. В качестве этой оценки можно выбрать медиану.

Отметим, что соотношение (A,B)=(B,A) чаще всего не выполняется. Поэтому наиболее надежный результат при сравнении эталонной ассоциации A с некоторой совокупностью ассоциаций {B1,…,Bm} будет получен в следующем случае: ассоциация Bj наиболее близка к A, по сравнению с другими, если (A,Bi)<(A,Bj), (Bi,A)<(Bj,A) для любого ij и эти отношения статистически значимы при выбранном уровне значимости.

Если сравниваемые объекты представлены несколько различающимися по набору разновидностей пород ассоциациями, то для оценки степени отличий породных ассоциаций необходимо предварительно выполнить определенные действия. В частности, необходимо провести процедуру реконструкции пород по их первичной природе. 

Породы сравниваемых ассоциаций классифицируются по группам (породным разновидностям). Затем формируются выборки составов пород из разновидностей присутствующих одновременно во всех сравниваемых ассоциациях. И уже для построенных таким образом выборок проводится оценка их соответствия вышеуказанным способом.

Приложение II. Информатика: общенаучные термины

Автоматизация - применение научно обоснованной методологии и технических средств для регулирования некоторого процесса передачи методик, энергии или информации, в результате которого полностью или частично устраняется участие человека.

В прикладном значении под автоматизацией в большинстве случаев понимается использование средств вычислительной техники и экономико-математического аппарата для совершенствования (оптимизации) управления конкретными процессами (предприятием, отраслью, технологической операцией, процессом решения какой-либо задачи и т. д.). Процессы и регулирующие ход процессов организационные и технические системы, в которых применяются средства автоматизации, обычно определяются как автоматизированные. Например, автоматизированная система управления геологоразведочной отраслью народного хозяйства - АСУ-Геология; автоматизированная система подсчета запасов нефти и газа; автоматизированный банк данных по скважинам глубокого разведочного бурения; автоматизированная информационно-поисковая система по геологии рудных полезных ископаемых.

Информация. Понятие «информация» является одной из общенаучных, философских категорий и из-за многообразия его толкований и приложений не имеет общепринятого определения. До середины XX в. этот термин имел смысл сообщения, сведения о чем-либо, передаваемом людьми. В настоящее время отдельные аспекты понятия «информация» рассматриваются в таких научных дисциплинах, как теория информации, теория связи, кибернетика, информационная теория управления, лингвистика, социология, общая теория систем, генетика и др.

В прикладных отраслях науки и практики, таких как создание вычислительных систем, автоматизированных систем управления, систем информационного обслуживания и т. д., понятие «информация» в большинстве случаев совпадает с понятием «данные».

В геологии широко используется термин «геологическая информация», понимаемый как совокупность данных о строении, свойствах и закономерностях образования и развития геологических объектов.

Система - совокупность элементов, находящихся в отношениях и связях друг с другом, которая образует определенную целостность, единство. С середины XX в. понятие «система» становится одним из ключевых филосовско-методологических и специально-научных понятий. В современном научном и техническом значении разработка проблематики, связанной с исследованием и конструи​рованием систем разного рода, проводится в рамках общей теории систем, различных специальных теорий систем, в кибернетике, системотехнике, системном анализе и т. д.

Данные - факты и идеи, представленные в формализованном виде, позволяющем передавать или обрабатывать эти факты и идеи при помощи некоторого процесса (и соответствующих технических средств). Данные всегда зафиксированы на каких-либо материальных носителях и характеризуют строение и свойства объектов, ход и результаты процессов.

Наблюденные, измеренные и зафиксированные факты о строении и свойствах геологических объектов, о ходе и результатах природных процессов или производственно-технических процессов геологического изучения недр образуют множество геологических данных.

Классификация это:

1) правило (или совокупность правил) отнесения объектов или понятий к группам (разделам, классам), характеризующимся некоторыми общими свойствами;

2) система соподчиненных понятий (классов объектов);

3) процедура отнесения понятий или объектов к классам (группам);

4) перечень понятий (объектов), входящих в классы (группы).

Классификация служит мощным научным методом исследования, который позволяет систематизировать результаты предшествующего развития данной отрасли познания, представить в обобщенном виде картину состояния науки, а также делать обоснованные прогнозы относительно неизвестных еще факторов или закономерностей.

Создание автоматизированных систем обработки данных невозможно без использования естественных и искусственных классификаций объектов, свойств объектов, значений свойств объектов. Систематизированные в форме классификаций значения о строении и свойствах объектов служат основой для разработки моделей организации данных в базах данных.

Для проектирования и создания баз данных в геологии необходимым условием является наличие четких классификаций, природных, технологических и организационно-экономических объектов.

Примерами классификаций в геологии могут служить: виды полезных ископаемых, типы месторождений полезных ископаемо, горные породы, типы горных выработок, типы буровых установок и т. д.

Поиск информации - последовательность операций выполняемых с целью выделения из имеющегося множества данных таких подмножеств, которые соответствуют требованию (запросу) и на их извлечение. Поиск информации осуществляется путем сравнения содержания каждого из имеющихся во множестве элементов с содержанием запроса. Решение о соответствии (или несоответствии) элемента множества запросу принимается в зависимости некоторого содержательного или формального критерия. Такой критерий называют критерием смыслового соответствия. Поиск информации осуществляется, например, при получении очередного номера реферативного журнала «Геология». Специалист прочитывает каждый реферат, сравнивает его содержание со своими научными потребностями и в отношении каждого реферата решает, в какой степени реферат (вернее, научная статья или отчет, по которым составлен реферат) отвечает его интересам.

В связи с ростом объема научной и производственной информации ее поиск становится все более трудоемким. Поэтому в информатике интенсивно разрабатываются методы и средства для формализации, механизации и автоматизации операций поиска информации на основе применения современных быстродействующих электронных вычислительных машин (ЭВМ). В ЭВМ с большой скоростью (миллионы операций в секунду) осуществляются простейшие операции сравнения двоичных символов и их последователь​ностей. Если обеспечить представление информации и данных в форме последовательностей двоичных символов (эта операция обозначается термином «кодирование»), то поиск информации по четким однозначным правилам (алгоритм) можно поручить ЭВМ. Автоматизированный поиск информации осуществляется при помощи информационно-поисковых систем и систем управления базами данных.

Управление данными - комплекс операций, выполняемых с целью организации множеств данных (баз данных) и использование данных для обработки при решении задач. Является более широким понятием, чем поиск информации. Управление данными осуществляется в любой системе обработки данных.

Объект - философское общенаучное понятие для отображения представлений субъекта об организации объективной реальности, о строении, свойствах и взаимосвязях множества предметов, тел, процессов. В информатике понятие «объект» используется для определения множества объектов материального мира, информация о строении и свойствах которых обрабатывается в информационных системах. При создании информационных систем или банков данных всегда требуется определить, какие именно объекты и процессы (или их типы) будут являться объектами описания в информационных массивах или базах данных. Процесс определения объектов описания и связей между ними и составляет существо работы, которую в специальной литературе называют проектированием концептуальной модели предметной области.

Многообразие объектов и процессов в природе и обществе делает проблему создания всеобъемлющей классификации явлений, процессов и объектов практически и теоретически трудноразрешимой. Поэтому на практике применяются частные, ограниченные классификации некоторых подмножеств объектов, процессов и явлений. Задача разработки прагматической классификации объектов предметной области, данные о строении и свойствах которых используются, в геологической науке и геологоразведочном производстве, имеет важное значение для создания автоматизированных банков данных и автоматизированных систем обработки данных в отрасли. В основу содержательной структуризации геологических данных могут быть положены классификации наук о Земле, классификации методов получения данных о геологическом строении недр, классификации природных геологических объектов, организационно-функциональная структура геологоразведочного производства и другие подходы. В большинстве предложенных классификаций геологических данных используется следующая схема выделения объектов описания.

1.
Геологические (природные) объекты.

1.1.  Точки геологических тел - нульмерные геологические объекты (образцы, пробы и т. д.).

1.2.  Векторы (линии геологических тел) - объекты одномерного пространства (геологические разрезы скважин, керна и т. д.).

1.3.  Плоскости сечения геологических тел - объекты двумерного пространства (геологические разрезы, обнажения, проекции геологических тел в изолиниях).

1.4.  Объемы геологических тел - объекты трехмерного пространства (залежи, рудные тела, литолого-стратиграфические комплексы отложений и др.).

2.
Технологические объекты.

2.1.  Технологические точки (точки заложения скважин, пункты взрыва, точки наблюдения, точки опробования и др.).

2.2.  Технологические линии (ствол скважины, профиль, маршрут).

2.3.  Технологические площади (поисково-разведочные площади, территории геологосъемочных работ разного масштаба).

2.4.  Технологические объемы, т. е. совокупность технологических объектов на территории проведения геологоразведочных работ (страны, области, региона, района).

3.
Организационно-экономические объекты.

3.1.  Организационные точки - организационные объекты, имеющие самостоятельное финансирование на проведение геологоразведочных работ (отряды, партии, экспедиции).

3.2.  Организационные линии - организационные объекты (геологические организации), выполняющие законченную последовательность видов геологоразведочных работ определенного целевого назначения.

3.3.  Организационные площади - организационные объекты (геологические организации), выполняющие весь комплекс работ по изучению и разведке недр определенной территории.

3.4.  Организационные объемы - совокупность организационных объектов определенного уровня структуры управления отраслью.

Все указанные типы объектов описания используются при производстве и управлении геологоразведочными работами. Геологические организации выполняют определенные виды и методы работ на технологических объектах с целью получения первичных геологических данных. Затем на основе первичных данных строятся с той или иной детальностью и достоверностью модели природных (геологических) объектов. На основе анализа моделей геологических объектов, с одной стороны, и потребностей общества в ресурсах полезных ископаемых - с другой, вновь планируется работа организаций. Таким образом, уже на содержательном этапе структуризации геологических и технико-экономических данных отчетливо видна целесообразность организации их в виде комплекса баз данных. В каждом таком комплексе баз данных используются различные типы объектов описания. Кроме того, указываются и задаются логические связи между объектами описания и показателями (атрибутами) в комплексе баз данных. По конкретной территории (например, по стране, части страны, нефтегазоносной провинции, месторождению, конкретной организации и т. д.) имеется реальная возможность и необходимость создания и эксплуатации следующих баз данных:

- характеристика территории работ;

- паспорта организационно-экономических объектов;

- технологические объекты геологоразведочных работ;

- геологические (природные) объекты и модели;

- нормативно-справочные данные.

Система баз данных (БД) по той или иной территории формируется в соответствии с комплексом видов и методов производственных геологоразведочных работ (наполнение БД «Технологические объекты»), специализацией работ по видам полезных ископаемых (наполнение БД «Геологические (природные) объекты и модели»), организационной структурой геологической службы (наполнение БД «Паспорта организационно-экономических объектов»). Объемные характеристики системы баз данных определяются объемами выполненных геологоразведочных работ. Объекты разных типов и масштаба описываются совокупностями показателей, состав которых определяется исходя из информационных потребностей задач обработки данных и управления производством.

Банк данных - основная компонента в современных автоматизированных системах обработки данных разного назначения, обеспечивающая выполнение всех операций по созданию, ведению и использованию данных. Банк данных понимается как совокупность баз (или набора баз) данных, программных средств (на​зываемых системой управления базами данных), технических средств и коллектива специалистов, ответственных за функционирование банка данных (администрация банка данных). Банк данных обеспечивает интеграцию функций информационного обслуживания пользователей и задач обработки данных в системе. Главные функции банка данных: ввод данных в базы данных; поддержание баз данных в актуальном состоянии; защита данных от несанкционированного доступа; поиск и предоставление пользователям и для задач требуемых данных.

Общая цель разработки и эксплуатации банков данных в геологической отрасли заключается в создании систематизированной, качественной и достоверной информационной основы для функционирования автоматизированных систем обработки информации автоматизированных систем обработки данных разного целевого назначения. Создание банка данных заключается в формировании массивов (баз) данных о строении и свойствах природных, технологических и организационно-экономических объектов и обеспечении средств для эффективного автоматизированного поиска и извлечения данных для обработки.

При проектировании банков данных решаются следующие комплексы задач:

- создается концептуальная информационная модель предметной области или информационных потребностей абонентов;

- разрабатывается логическая модель баз данных;

- выбираются (или создаются) программные средства, с помощью которых будет создаваться и эксплуатироваться банк данных;

- разрабатывается физическая модель баз данных, которая отображается на физические средства вычислительной техники, применяемой для эксплуатации банка данных;

- разрабатываются формы, способы и средства предоставления данных потребителям;

- разрабатываются формы и способы поступления данных на вход банка данных;

- разрабатывается технология эксплуатации банка данных и комплекс эксплуатационной документации для специалистов, обеспечивающих эксплуатацию банка данных.

В зависимости от области применения и режима эксплуатации банки данных имеют специфическую целевую направленность, которая отражается в собственном названии банка данных. Эксплуатируются или проектируются, например, такие банки данных: «Скважины глубокого разведочного бурения на нефть и газ», «Банк-данных технико-экономических показателей автоматизированной системы плановых расчетов», «Ресурсы полезных ископаемых зем​ного шара», «Физико-химические свойства горных пород», «Кадастр месторождений и залежей руд черных металлов» и др.

В создании и эксплуатации банков данных участвуют работники всех основных служб геологической отрасли: производственных геологосъемочных, поисковых и разведочных организаций, специализированных подразделений по созданию АСУ-Геология, научно-исследовательских организаций, отраслевой сети геологических фондов, отраслевой системы научно-технической информации. Основой для координации деятельности этих служб при создании распределенной отраслевой сети банков данных и обеспечения сов​местимости формируемых баз данных служит комплекс отраслевых соглашений (стандартов) по принципиальным вопросам проектирования и эксплуатации банков данных.

База данных - упорядоченное множество данных о строении и свойствах объектов некоторой предметной области, организованное в соответствии с принятой моделью предметной области и реализованное на материальных носителях в форме, позволяющей манипулировать данными с помощью технических средств вычислительной техники в процессе целенаправленной обработки данных. База данных является наиболее существенной и важной составной частью банка данных.

Модель базы данных. Понятие «модель базы данных» введено для отображения множества объектов, их свойств и взаимосвязей, для задания определенной структуры, в соответствии с которой организовано размещение данных в базе данных (БД). Понятие «модель БД», с одной стороны, служит для организации процесса разработки базы данных, с другой - оно означает конкретное строение и состав, структурный план, в соответствии с которым построена база данных. Часто наряду с термином «модель БД» при​меняется термин «схема БД». Различают общую, генеральную БД (схему БД) и прикладную (подсхему) модели; последняя отражает представление о структуре базы данных с точки зрения отдельного пользователя. В процессе проектирования базы данных последовательно разрабатывают:

1) понятийную модель предметной области;

2) понятийную модель базы данных;

3) логическую модель БД;

4) физическую модель организации БД.

Для разработки моделей БД применяют специальные языки описания данных. Логическая модель БД может быть построена с использованием разных принципов и правил отражений связи (отношений) между объектами описания и их свойствами (атрибутами). Наиболее известными являются следующие типы моделей: файловая, иерархическая, сетевая, реляционная и соответствующие этим типам моделей языки описания данных. Во всех языках описания данных вводятся понятия «объект», «атрибут», «тип связи между объектами и атрибутами», а также задаются средства и правила описания объектов, атрибутов и связей (отношений). После построения логической модели БД переходят к построению физической модели организации БД, т. е. к планированию размещения данных на физических носителях информации в памяти ЭВМ.

Модель базы данных логическая - модель данных для некоторой части предметной области, в которой общая модель отображается в структуре данных определением организационных единиц структуры данных и спецификацией их свойств и отношений между ними. Логическим средством структуризации данных посвящены предложения КОДАСИЛ (Ассоциация по языкам систем обработки данных).

Модель базы данных реляционная - модель базы данных, предложенная в 1970 г. американским ученым Е. Ф. Коддом. Реляционная модель основана на представлении данных в виде отношении между ними, при этом представление отношений подвергается нормализации и пошаговому процессу приведения их к двумерной табличной форме, причем информация о них сохраняется полностью. Имеется несколько подходов построения такого рода моделей, основанных на реляционной алгебре и реляционном исчислении.

Модель базы данных физическая - модель базы данных, отображающая логическую модель в выбранной структуре хранения с учетом свойств конкретной вычислительной и программной обстановке.

Модель базы данных сетевая представлена структурной диаграммой в виде произвольного ориентированного графа. Каждая вершина графа соответствует записи, и он отличается от дерева тем, что некоторые порожденные записи могут иметь несколько исходных. Сетевая модель упрощает проблемы, связанные с хранением данных, обладает большей по сравнению с иерархической моделью симметрией, но меньшей наглядностью.

Система управления базами данных (СУБД) - комплекс программных средств, специально предназначенных для реализации на ЭВМ всех процедур создания и ведения баз данных и обеспечивающих извлечение данных по требованию пользователей или задач обработки данных. В зависимости от представляемых возможностей по организации баз данных в соответствии с различными моделями баз данных (иерархической, сетевой, реляционной и др.), а также в зависимости от вида обрабатываемой информации (документальной, фактографической, графической и др.) разработаны специальные СУБД: для обработки текстов на естественном языке, на формализованных информационно-поисковых языках, для обработки баз данных, организованных в соответствии с различными типами моделей БД. Выбор конкретных комплексов программных средств для создания и эксплуатации банка данных осуществляется на этапе технического проектирования и является одним из наиболее ответственных проектных решений.

Администратор базы данных - это специалист, имеющий представление о прикладных задачах, решаемых пользователями с помощью базы данных, работающий в тесном контакте с пользователями и администраторами других баз данных и отвечающий за определение, загрузку, защиту и эффективность баз данных в банке данных.

Администратор данных в базе данных - лицо или группа лиц, ответственные за функционирование базы данных и развитие ее схемы данных. Администратор данных отвечает за сохранность данных всего учреждения или той их части, с которой связана его система. Он осуществляет контроль за всей структурой данных.

Информационно-поисковая система представляет собой совокупность языковых, программных и технических средств, предназначенных для хранения, поиска и выдачи искомой информации из имеющегося множества информационных единиц (информационного массива).

При выполнении исследований и производственной деятельности всегда требуется осуществлять операции поиска информации. Например, поиск статей и отчетов, в которых рассматривается проблема рациональной методики разведки залежей нефти и газа на больших глубинах; поиск геологических разрезов скважин, в которых мощность толщи песчаников в верхнемеловых отложениях больше 10 м; поиск результатов измерения значений плотности пород в определенном районе территории города и т. п.

Поиск информации возможен тогда, когда имеется множество информационных единиц - статей, скважин, значений плотности пород и др. и информационный запрос, в котором конкретизирована потребность в информации, т. е. указано, какими свойствами (или значениями свойств) должны обладать искомые информационные единицы, а также правило установления соответствия свойств информационных единиц предъявленному запросу. В случае когда множество информационных единиц заранее никак не упорядочено, операция поиска информационных единиц осуществляется последовательным сравнением каждой из имеющихся информационных единиц с запросом. На практике множества информационных единиц часто столь велики, что последовательное сравнение каждой информационной единицы с запросом требует больших затрат труда и времени. Например, практически невозможно для отыскания статей по методике разведки глубокозалегающих залежей нефти и газа последовательно прочитать все имеющиеся в библиотеке книги и статьи. Для того чтобы облегчить и ускорить выполнение операций поиска информации, используется метод упорядочения, систематизации и унификации представления информационных единиц в множестве (в информационном массиве). Средством для этого служит искусственный формализованный язык описания информационных единиц и запросов.

В отличие от естественного языка, искусственные формализованные языки призваны обеспечить однозначность описания информационных единиц. Такие искусственные языки обозначаются в информатике термином «информационно-поисковые языки (ИПЯ)». Информационно-поисковая система обеспечивает автоматизированный поиск информации. Автоматизация поиска информации становится возможной благодаря тому, что описание информационных единиц в информационном массиве и информационных запросов выполнено на искусственном информационно-поисковом языке, а операция сравнения описаний информационных единиц с запросами является точно определенной, подчиняющейся формально-логическим правилам. Чтобы был возможен автоматизированный поиск информации, необходимо предварительно перевести описания информационных единиц и запросов с естественного языка на информационно-поисковый язык. Процедура перевода обозначается термином «индексирование». Правило сравнения описаний информационных единиц с описанием информационного запроса, выраженное средствами информационно-поискового языка, обозначается термином «критерий смыслового соответствия».

Таким образом, в абстрактном понимании информационно-поисковая система представляет собой совокупность информационно-поискового языка, правил индексирования и критерия смыслового соответствия. Практическая реализация информационно-поисковой системы означает:

1)  создание информационного массива, т. е. множества описаний информационных единиц на информационно-поисковом языке, зафиксированных на каком-либо материальном носителе (перфокарте, фотопленке, магнитной ленте и др.);

2)  применение некоторого технического информационно-поискового устройства (например, устройств для сортировки библиографических  карт и перфокарт, устройств счетно-перфорационной техники, электронно-вычислительных машин ЭВМ);

3)  разработку технологии поиска информации с применением технических средств в виде набора инструкций по эксплуатации информационно-поисковой системы;

4)  создание коллектива специалистов для эксплуатации ИПС.

Следовательно, в практическом смысле информационно-поисковая система представляет собой совокупность информационного массива на материальных носителях информации, информационно-поискового устройства, эксплуатационных инструкций для всех операций обработки информации и коллектива специалистов, обеспечивающих эксплуатацию ИПС.
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