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А Н Н О Т А Ц И Я

Учебное пособие предназначено для студентов оптико­
механического факультета МИИГАиК и может быть рекомен­
довано студентам других специальностей геодезических 
вузов и инженерам-приборостроителям широкого профиля.

В пособии изложены основы математической обработки 
результатов наблюдений, получаемых при испытаниях раз­
личных оптико-механических и радиотехнических при­
боров.



П Р Е Д И С Л О В И Е

Настоящая книга предназначена в качестве учебного пособия 
для студентов оптико-механического факультета Московского инсти­
тута инженеров геодезии, аэрофотосъемки и картографии, где 
с 1959 г. был введен курс «Теория ошибок наблюдений с основами 
теории вероятностей».

Необходимость введения данного курса диктовалась задачами 
научно-технического и производственного характера, с которыми 
обычно сталкиваются специалисты-приборостроители при расче­
тах точности конструируемых инструментов, их лабораторных и 
полевых исследованиях, математической обработке и оценке резуль­
татов наблюдений на стадии испытания вновь созданных оптико­
механических и оптико-электронных приборов.

Кроме того, на оптико-механическом факультете изучается ряд 
дисциплин («Приборостроение», «Фотограмметрические приборы и 
аэрофотоаппараты», «Геодезия» и др.), в которых широко исполь­
зуется излагаемый в данном курсе аппарат теории ошибок.

Весьма ограниченное время (70 часов лекций и практических за­
нятий), отведенное в учебном плане для изучения курса, не могло 
не сказаться на сжатом изложении содержания книги.

Пособие может быть также использовано студентами вторых 
курсов других факультетов геодезических вузов при изучении дис­
циплины «Способ наименьших квадратов».

Автор считает своим долгом выразить глубокую благодарность 
редактору д-ру техн. наук П. А. Гайдаеву за большую работу, 
выполненную им по редактированию книги, а также рецензентам 
кандидатам техн. наук К. К. Скиданенко и Г. А. Бурмистрову за 
их ценные замечания, способствовавшие улучшению рукописи.

Автор отмечает значительную помощь, оказанную ему коллек­
тивом сотрудников кафедры геодезии МИИГАиК, при работе над 
рукописью.



Раздел первый
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

ГЛАВА I

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

§ 1. Событие

Т е о р и я  в е р о я т н о с т е й  — математическая наука, изу­
чающая количественные закономерности случайных явлений. Она 
базируется на ряде основных понятий и определений. В данной 
главе приведены те из них, без которых нельзя обойтись при после­
дующем изложении вопросов, связанных с математической обработ­
кой результатов наблюдений.

Для изучения разнообразных явлений реального мира в процессе 
научных исследований производятся многочисленные наблюдения, 
опыты и измерения.

Н а б л ю д е н и е  является основой всех научных исследова­
ний; признаки наблюдаемого объекта, выявляемые при наблюдении, 
могут быть как качественными, так и количественными. Количест­
венные признаки выявляются, как правило, путем измерения.

И з м е р е н и е  есть процесс сравнения определяемой физиче­
ской величины с другой однородной ей величиной, значение которой 
известно. В результате измерения получают число, показывающее 
во сколько раз определяемая физическая величина больше или 
меньше величины, с которой ее сравнивали, и в конечном итоге больше 
или меньше величины, принятой за меру измерения.

Осуществление каждого отдельного такого наблюдения, опыта 
или измерения будем называть и с п ы т а н и е м .  Результат испы­
тания назовем с о б ы т и е м .  Понятие события является одним из 
основных понятий теории вероятностей.

П р и м е р ы ,  а) При подбрасывании монеты могут происходить события: 
«появление герба», «появление цифры».

б) При измерениях трех углов в плоском треугольнике сумма измеренных 
углов вследствие несовершенства органов чувств наблюдателя, наличия инстру­
ментальных ошибок, влияния внешних условий и других причин будет отличаться 
от 180° либо в сторону увеличения, либо — уменьшения, либо будет случайно 
совпадать с теоретической суммой. Это соответствует следующим событиям: 
«появление положительной ошибки (невязки) в сумме измеренных углов», 
«появление отрицательной ошибки в сумме измеренных углов», «отсутствие 
ошибки в сумме измеренных углов».



Совокупность условий, при которых производится данное испы­
тание, называют к о м п л е к с о м  у с л о в и й .

П р и м е р .  При измерении углов теодолитом к комплексу условий могут 
быть отнесены: увеличение зрительной трубы инструмента, точность отсчетного 
приспособления, точность центрировочного устройства, качество изображения 
визирных целей, внешние условия, опытность наблюдателя и т. д.

Событие, которое при воспроизведении одного и того же опыта 
(при осуществлении данного комплекса условий) может наступить, 
а может и не наступить, будем называть с л у ч а й н ы м  с о б ы ­
т и е м .

Соответственно этому явление, которое при многократном воспро­
изведении одного и того же опыта протекает каждый раз несколько 
по-иному в зависимости от некоторой изменчивости условий, в кото­
рых производится опыт, называют с л у ч а й н ы м  я в л е н и е м .

П р и м е р .  Результатами стрельбы из орудия при одной и той же уста­
новке являются случайные события: «попадание в цель», «недолет», «перелет», 
«отклонение влево», «отклонение вправо» и т. д. Эти результаты обусловлены 
тем, что, хотя стрельба производится и при одной установке орудия, неучтен­
ные факторы (отклонение веса снаряда и заряда от стандарта, точность наве­
дения, точность введения поправок и т. д.) оказывают свое влияние и опыт 
протекает каждый раз несколько по-иному.

Как показывает практика, при большом числе испытаний, произ­
водимых в одинаковых условиях*, обнаруживаются вполне устой­
чивые закономерности, что является основополагающим при приме­
нении методов теории вероятностей и математической статистики 
к обработке массовых наблюдений.

Э л е м е н т а р н ы м  с л у ч а й н ы м  с о б ы т и е м  назовем 
такой результат испытания, который полностью описывается одним 
(и только одним) событием. Элементарное событие не может быть раз­
делено на составляющие события.

С л о ж н ы м  с л у ч а й н ы м  с о б ы т и е м  назовем собы­
тие, которое составляется из двух или нескольких элементарных 
событий.

Обозначим через А , В , С, D,..,, W различные случайные события; 
в последующем будем писать: «событие А », «событие В» и т. д.

§ 2. Виды событий

При рассмотрении событий как элементарных, так и сложных, 
различают события:

1) достоверные,
2) невозможные,
3) несовместные,

* Под одинаковыми условиями здесь и далее будем понимать условия, 
которые характеризуются примерно равными показателями основных дейст­
вующих факторов (температуры, давления, влажности, силы и направления 
ветра и т. д .).

О



4) совместные,
5) полную группу событий,
6) противоположные и
7) равновозможные события.
Событие, которое при выполнении определенного комплекса 

условий непременно произойдет, называют д о с т о в е р н ы м .
П р и м е р .  В урне имеются только белые шары. Событие А — появление 

белого шара при взятии одного шара — событие достоверное. Достоверное 
событие принято обозначать буквой U.  Следовательно,

А =  и .

Событие, которое при выполнении определенного комплекса 
условий не может произойти, называют н е в о з м о ж н ы м .

П р и м е р .  В предыдущем случае невозможным событием будет событие 
В  — появление черного шара (комплекс условий определяется наличием в урне 
только белых шаров). Невозможное событие принято обозначать буквой V. 
Следовательно,

B =  V.

Два события н е с о в м е с т н ы ,  если при одном испытании 
они не могут одновременно произойти. Несколько событий несовме­
стны, если они попарно несовместны.

П р и м е р ы ,  а) В урне имеются белые и черные шары. При одном испы­
тании (взятии) событие А — появление белого шара — и событие В  — появле­
ние черного шара — несовместные события.

б) Производится один выстрел из орудия. События: «разрыв снаряда» и 
«неразрыв снаряда» — несовместные события.

Несколько событий называются с о в м е с т н ы м и ,  если при 
выполнении комплекса условий при испытании они могут наступить 
одновременно. Если Л, В, С, ..., W  — совместные события и известно, 
что они наверняка произойдут, то пишут

A - B - C . . . W  = U.
События образуют п о л н у ю  г р у п п у  с о б ы т и й ,  если 

при опыте одно из них обязательно должно совершиться.
П р и м е р .  При подбрасывании монеты единственно возможными явля­

ются события «появление цифры» и «появление герба»; никакие другие события 
не могут произойти.

Два несовместных события, составляющих полную группу собы­
тий, называются п р о т и в о п о л о ж н ы м и .

В предыдущем примере события: «появление цифры» и «появление герба» — 
события противоположные.

Событие, противоположное событию А , обозначается той же 
буквой А,  но с чертой наверху, т. е. А  — событие противоположное 
событию А (иногда говорят А =  «не А»).

П р и м е р ы :  а) А — выпадение герба при бросании монеты;
А — выпадение цифры при бросании монеты;



б) В  — попадание при выстреле;
В  — промах при выстреле;

в) С — все попадания при N  выстрелах;
С — хотя бы один промах при N  выстрелах;

г) совершение некоторого события и его несовершение. (Этот пример имеет 
особое значение, так как к нему можно свести рассмотрение любого случайного 
события.)

Таким образом, при одном испытании

ЛА  =  V;

(или А , или А) =  А +  А  =  U.

События р а в н о в  о з м о ж н ы ,  если ни одно из них не является 
объективно возможным больше, чем любое другое, например, выпа­
дение герба или цифры при бросании монеты.

§ 3. Относительная частота и вероятность событий

О т н о с и т е л ь н о й  ч а с т о т о й  некоторого события назы­
вается отношение числа появлений этого события к числу всех 
произведенных испытаний.

Пусть Q — относительная частота, М  — число появлений собы­
тия, N  — число всех произведенных испытаний. В соответствии 
с определением относительной частоты

Q = -TT‘ (1)
П р и м е р .  Произведено 30 измерений одной и той же величины, при этом 

число отрицательных ошибок оказалось равным 12. Следовательно, М  =  12г 
N  =  30, относительная частота появления отрицательной ошибки Q =  0,40.

На основании определения относительной частоты легко уста­
новить, что она не может быть отрицательной и что ее значение 
заключено между нулем и единицей, т. е.

0 < < ? < 1  (так как 0 <  М  <  N). (2)
Выше (в § 1) было отмечено, что при большом числе испытаний, 

производимых в одинаковых условиях, обнаруживаются вполне 
устойчивые закономерности. Самым ярким проявлением подобных 
закономерностей является свойство устойчивости относительной 
частоты случайных событий, т. е. уменьшение разброса значений 
частоты, получаемых в разных сериях испытаний, при увеличении 
числа испытаний в каждой серии. Поэтому, выполнив достаточно 
большую серию испытаний, можно с высокой точностью предсказать 
результат других таких же серий испытаний.

Так, английский ученый К. Пирсон, определяя относительную 
частоту появления герба при подбрасывании монеты 12 ООО и 
24 000 раз, получил значения этой частоты соответственно: 0,5016 и
0,5005. Нетрудно для данного опыта установить, пользуясь обычными



представлениями, что относительные частоты появления герба или 
цифры  должны быть близки одна к другой, а их «точное» значение, 
около которого колеблются опытные данные, равно 0,5.

Итак, при большом числе испытаний N  относительная частота Q 
обнаруживает устойчивость, которая характеризует объективную 
связь между комплексом условий, в которых производится опыт, 
и событием. Так как при увеличении числа испытаний N  в сериях 
колебания относительной частоты Q уменьшаются, то есть основа­
ния предполагать, что существует некоторое постоянное определен­
ное значение относительной частоты, от которого она отклоняется 
в ту и другую сторону. Этой постоянной величиной является количе­
ственная мера степени объективной возможности появления собы­
тия при одном опыте, называемая в е р о я т н о с т ь ю  с о б ы т и я .

Обозначим через р (А) вероятность события А. В дальнейшем 
для упрощения будем обозначать вероятность просто буквой р.

В теории вероятностей часто рассматривают несовместные, равно­
возможные события, образующие полную группу. Такие события 
называют с л у ч а я м и  (или шансами). Тогда, как принято гово­
рить, опыт «сводится к схеме случаев» и вероятность может быть 
вычислена непосредственно, как отношение числа благоприятст­
вующих случаев к общему числу всех возможных случаев ( к л а с с и ­
ч е с к о е  о п р е д е л е н и е  в е р о я т н о с т и ) ,  по формуле

Р  =  <3 >

где т — число случаев, благоприятствующих некоторому собы­
тию; п — число всех возможных случаев; р  — вероятность события.

Случай называется б л  а г о п р и я т с т в у ю щ и м  некоторому 
событию, если появление этого случая влечет за собой появление 
данного события.

П р и м е р ы ,  а) В урне находится 50 белых и 46 черных шаров. Определить 
вероятность появления двух белых шаров при одновременной выборке шаров 
из ящика.

Решение.  Подсчитаем число всех возможных случаев п и число случаев т9 
благоприятствующих появлению двух белых шаров:

96 2 ! ( 9 6 - 2 )  Г
m _ r 2 50! .

М 2 1 ( 5 0 - 2 ) 1 ’
следовательно,

50!
_ C so _  2 ! 481 

Р ~  п ~  с 2 961 '
96 2 1 94 1

Пользуясь основным свойством факториала п\ =  п • (п — 1)1, произведем 
соответствующие сокращения и получим

4 9 .5 0  
Р 95•96  ’

окончательно р  0,27.



б) Куб, все грани которого окрашены, распилен на тысячу кубиков одина­
кового размера. Полученные кубики тщательно перемешаны. Определить вероят­
ность того, что кубик, извлеченный наудачу, будет иметь две окрашенные грани.

Решение.  Всего кубиков п =  1000. Куб имеет 12 ребер, на каждом из кото­
рых по 8 кубиков с двумя окрашенными гранями, следовательно,

Отмеченное выше свойство относительной частоты —устойчи­
вость — явилось предметом исследования многих ученых. Первым 
выразил эту закономерность в виде теоремы Яков Бернулли (1654— 
1705). Он установил, что п р и  ч и с л е  и с п ы т а н и й  н е о г ­
р а н и ч е н н о  б о л ь ш о м  с в е р о я т н о с т ь ю ,  с к о л ь  
у г о д н о  б л и з к о й  к е д и н и ц е ,  о т н о с и т е л ь н а я  
ч а с т о т а  с о б ы т и я  с к о л ь  у г о д н о  м а л о  о т л и ­
ч а е т с я  о т  е г о  в е р о я т н о с т и  в о т д е л ь н о м  о п ы -  
т е. Это положение — простейшая формулировка з а к о н а  б о л ь ­
ш и х  ч и с е л .  Математически теорема Бернулли в принятых 
обозначениях может быть выражена формулой

где е и б — сколь угодно малые положительные числа.
Формула (4) лежит в основе эмпирического определения вероят­

ности в тех случаях, когда нет возможности применить формулу (3). 
В этих случаях вероятность принимают равной относительной часто­
те, полученной из достаточно большого числа испытаний. Заметим, 
кстати, что на практике это бывает как правило.

Из формулы (3) следует, что чем ближе вероятность к единице, 
тем чаще происходит событие, и чем ближе вероятность к нулю, 
тем событие происходит реже.

Если вероятность события сколь угодно близка к единице, его 
называют п р а к т и ч е с к и  д о с т о в е р н ы м ,  если близка 
к нулю — п р а к т и ч е с к и  н е в о з м о ж н ы м .  Степень при­
ближения р к 1 или 0 оценивается, исходя из практических соображе­
ний. Иными словами, нельзя заранее указать абсолютную величину 
вероятности, при которой можно было бы событие считать или прак­
тически достоверным, или практически невозможным, весь вопрос 
состоит в том, о каком конкретном событии идет речь.

П р и м е р .  Если при стрельбе из артиллерийских орудий из 1000 снарядов 
999 разорвутся при падении и один снаряд не разорвется, вероятность события 
«неразрыв снаряда», равную 0,001, можно уверенно считать величиной прене­
брегаемо малой, а указанное событие — практически невозможным. Но если 
0,001 есть вероятность события «нераскрытие парашюта после прыжка», то вряд 
ли мы так же легко отнесем это событие к практически невозможным.

Из изложенного следует, что для каждого испытания, исходя 
из практических соображений, необходимо установить как бы допу­
стимую величину отклонения вероятности от единицы или нуля 
для того, чтобы можно было считать событие практически достовер­
ным или, наоборот, — практически невозможным.

т =  1 2 -8 = 9 6 ;  р =  0,096.



Рассмотрим следствия, которые вытекают из определения ве­
роятности:

1. Вероятность невозможного события равна нулю, т. е.

P ( V )  =  о ,

где V — невозможное событие.
Если в формуле (3) т =  0, тогда р =  0.
2. Вероятность достоверного события равна единице, т. е.

p(U)  =  1,

где U — достоверное событие.
Если в формуле (3) т =  п ф  0, то р =  1.
3. Вероятность события, так же как и его относительная частота, 

всегда рациональная правильная дробь, т. е.
0 <  р  <  1,

так как число благоприятствующих случаев т всегда отвечает 
условию

0 <  т <  п.
4. Сумма вероятностей событий полной группы равна единице, 

поскольку одно из событий полной группы обязательно должно 
совершиться при испытании.

5. Сумма вероятностей противоположных событий всегда равна 
единице, т. е.

р(А ) +  р(А) =  1. (5)

Это следует из того, что противоположные события составляют 
полную группу. Кроме того, если

/  л \  т
Р ( Л )  =  Т .

то
/ А \  ̂ ТП

Р И )  =  —  •

Складывая р (А) и р (А), получаем единицу.
Здесь и далее будем обозначать:

р (А) =  р — вероятность появления события;
]о (А) =  q — вероятность непоявления события.
С учетом принятых обозначений выражение (5) перепишем в сле­

дующем виде:
q +  p =  1. (6)

§ 4. Сложение вероятностей
С у м м о й  нескольких несовместных событий называется слож­

ное событие, состоящее в появлении хотя бы одного из этих со­
бытий.



Пусть даны несовместные события А 2, А п. Если событие 
В  — сложное событие, состоящее в появлении хотя бы одного из 
этих несовместных событий, то

В  =  (или А ъ или Л2, . . . или Ап). (7)

Более удобной записью выражения (7) могут служить

В = А г -f- А 2 -J- . . . +  A ni (8)

B = ^ A i .  (9)
i = 1

Т е о р е м а  с л о ж е н и я  в е р о я т н о с т е й .  Вероятность 
суммы нескольких несовместных событий полной группы равна сумме 
вероятностей этих событий, т. е.

Р (В) ~  Р (^ i +  ^2 +  • • • +  An) =  Р (^4j) +  Р (^г) +  • • • Р г») (Ю)
или

p ( s  ^ i )  =  S p ( ^ i ) .  ( i i )\i= 1 / i=l
Докажем данную теорему, используя принцип перехода от част­

ного к общему.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в ящике находятся а — белых, 

b — желтых, с — оранжевых, d — черных же — коричневых шаров 
одинакового размера и веса. Определить вероятность того, что шар, 
извлеченный наудачу при одном взятии, будет иметь светлый тон 
(т. е. будет белого или желтого, или оранжевого цвета).

Обозначим:

В — событие, состоящее в появлении шара светлого тона;
Аг  » » » » белого цвета;
А  2 » » » » желтого »
А  з » » » » оранжевого »
А  4 » » » » черного »
А  5 » » » » коричневого »

По условию задачи можем записать
В  =  А± -f- А 2 +  Аг. (12)

Но в то же время, используя формулу (3) для непосредственного 
подсчета вероятностей, получим

р ( д ) = 7 = , + ; ^ +< • а з )

Обозначив a +  b +  c +  d +  e через га, выражение (13) перепи­
шем так

а - Ъ . с



В выражении (14), по определению вероятности,

$  = р(А&. ^  =  Р(А2); $  =  p (A t). (15)

С учетом (15) выражение (14) примет вид

Р ( 5 ) = Р ( ^ 1 )  +  Р (4 2) +  Р (Л ) . (16)
что и требовалось доказать.

Распространяя полученный частный вывод (16) на общий случай 
(8), можем считать формулу (И) доказанной.

П р и м е р .  В лотерее 1000 билетов, из них падает выигрышей: на один 
билет — 500 руб.; на 10 билетов — по 100 руб.; на 50 билетов — по 20 руб.; 
на 100 билетов — по 5 руб. Остальные билеты — невыигрышные.

Найти при наличии одного билета вероятность: 1) выигрыша не менее 
20 руб. и 2) выигрыша любой суммы.

Решение. Обозначим события: — выигрыш не менее 20 руб.; В 2 — вы­
игрыш какой-либо суммы при наличии одного билета; А х — выигрыш 20 руб.; 
А 2 — выигрыш 100 руб.; А 3 — выигрыш 500 руб.; А 4 — выигрыш 5 руб. 

Согласно условию
2?i =  Л1 +  Л2+ Л 3

Р ( B i ) — Р ( ^ 1  +  ^ 2 + ^ з ) *

По теореме сложения вероятностей имеем

p №) =  p Mi) + p M»)+p M8).
Но

1П 1
^ 1) = ш о = 0’050; Р<^ = Ш Г = °'010; р Л̂з)=Тооо = 0,001'

Следовательно, получим

Р № )  =  0,050 +  0,010 +  0,001 =0,061.

Вероятность выиграть какую-либо сумму, имея один билет, равна 

р  (Bt ) = p  ( A J + p  (А2) +  р (А3) + р  (А,);
так как

^ ) = W = 0’100’
то

р (В2) =  0*161.

§ 5. Независимые и зависимые события.
Условная вероятность

Выводы, основанные на положениях теории вероятностей и каса­
ющиеся сложных событий, будут существенно различными в зависи­
мости от характера связи между элементарными событиями. По­
этому представляется целесообразным дать определения независи­
мых и зависимых событий и понятие об условной вероятности.

Два или несколько событий называются н е з а в и с и м ы м и ,  
если вероятность появления любого из них не зависит от того, появ­
ляются другие события или не появляются.



П р и м е р ы ,  а) Отсчеты по шкале прибора при одной установке разными 
наблюдателями.

б) Результаты измерения одной и той же величины в разное время.
в) Результаты стрельбы по одной мишени разными стрелками.

Два или несколько событий называются з а в и с и м ы м и ,  если 
вероятность появления хотя бы одного из них зависит от того, по­
являются другие события или не появляются.

П р и м е р .  Если поражение цели достигается двумя попаданиями, то пора­
жение цели при втором выстреле есть событие зависимое, так как оно может 
совершиться лишь при условии первого попадания в цель.

В связи с тем, что наряду с независимыми событиями при испы­
таниях приходится иметь дело и с зависимыми событиями, возникает 
вопрос о так называемой условной вероятности.

Вероятность, вычисленная в предположении, что одно или 
несколько событий уже произошло, называется у с л о в н о й  
в е р о я т н о с т ь ю .

Примем обозначения:
р {А!В) — условная вероятность события Л, вычисленная в пред­

положении, что произошло событие В\
р (AJB^ В 21 В 3, ...) — условная вероятность события А , вычис­

ленная в предположении, что произошли события В ъ В 2, В3, ...
События А  и В  зависимы, если выполняются неравенства

р ( А / В ) ф р ( А ) ;  р  ( В / А )  ф  р  (В) .  (1 7 )

В отличие от условной вероятности вероятность независимого 
события называют иногда б е з у с л о в н о й  в е р о я т н о с т ь ю  
(когда эти понятия используются вместе). События А  и В независимы, 
если выполняются условия:

р  ( А / В )  =  р  ( А) ;  р  ( В / А )  =  р  (В) .  (1 8 )

В приведенном выше примере условная вероятность поражения цели при 
втором выстреле равна вероятности попадания, в случае если первый выстрел 
сопровождался попаданием в цель, и равна нулю в случае промаха при первом 
выстреле.

§ 6. Умножение вероятностей
Одним из примеров сложного события является произведение 

событий.
П р о и з в е д е н и е м  двух или нескольких событий называется 

сложное событие, состоящее в совместном появлении всех этих 
событий.

П р и м е р .  Произведено три выстрела по цели. Пусть событие В  — попа­
дание при первом выстреле, событие С — попадание при втором выстреле, собы­
тие D — попадание при третьем выстреле. Тогда сложное событие — попадание 
всеми тремя выстрелами —

А = В  ‘ С • D.

Таким образом, если А — сложное событие, состоящее в сов­
местном появлении событий В , С, D, ..., W, то произведение событий 
будет выражено

A = B - C - D - . . . - W .  (19)



Иногда пишут
А =  (и В, и С, и D, и . . и И7). (20)

В последующем изложении для обозначения произведения собы­
тий принята запись (19) как более простая.

Т е о р е м а  у м н о ж е н и я  в е р о я т н о с т е й .  Вероят­
ность произведения двух или нескольких зависимых событий равна 
произведению вероятности одного из этих событий на условные 
вероятности других, т. е.

Для вероятности произведения двух зависимых событий А ж В  
формула (22) принимает вид

Если события, составляющие произведение, независимы, то тео­
рема умножения вероятностей упрощается, принимая следующую 
формулировку:

Вероятность произведения двух или нескольких независимых 
событий равна произведению вероятностей этих событий.

Таким образом, если в формуле (22)

р (А 1-А г -А 3- . . .  ■Ап) = р (А 1)-р{А 2)-р (А 3)- . . .  ■р (А п). (24)

Докажем теорему умножения вероятностей для независимых со­
бытий, имея при этом в виду, что этот случай для теории ошибок 
наблюдений является преимущественным, так как в большинстве 
испытаний удается обеспечить независимость измерений. Доказа­
тельство этой теоремы аналогично доказательству теоремы сложе­
ния вероятностей проведем по принципу перехода от частного 
к общему.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в двух ящиках имеется: в пер­
вом — aL белых и ^  — черных шаров, во втором — а2 белых и Ь2 
черных шаров. Определить вероятность того, что будут вынуты два 
белых шара из двух ящиков, если из каждого ящика возьмут по 
одному шару.

* Здесь и далее знак П означает произведение.

р (А В ) =  р (А), р (В/А) =  р (В) ■ р (А/В). (23)

г=  1
ТО



Обозначим: событие A i — появление белого шара из
первого ящика; 

событие А 2 — появление белого шара из
второго ящика; 

событие А =  A i - A 2 — совместное появление двух 
белых шаров при взятии по 
одному из каждого ящика.

Следовательно,
р(А) =  p {A v A2). (25)

Вероятность определим непосредственным подсчетом, по формуле (3).
С этой целью сначала определим число благоприятствующих 

случаев т и число всех возможных случаев п, причем числом случаев 
при определении т и п  будет число пар соответствующих шаров 
(белых или белых и черных вместе).

Каждый белый шар из первого ящика может выпасть в паре 
с одним из белых шаров из второго ящика а2 раз. Следовательно, 
всего независимых пар белых шаров может быть

т = аг - а2. (26)

Число всех возможных независимых пар, которые можно соста­
вить при опыте, равно

п =  (ai +  ^i) (я2 +  (27)

Вероятность появления двух белых шаров по одному из каждого 
ящика будет равна

Р ^  =  (ai+&!) (а ,+ 6 , )  * ( 2 8 >
Но в (28)

— вероятность появления белого шара из первого ящика,

— вероятность появления белого шара из второго ящика.
С учетом этого формула (28) примет вид

р(А) =  р{А1) -р (А 2), (29)

что и требовалось доказать.
Распространяя полученный результат (29) на случай, когда 

сложное событие (произведение) составлено из п независимых собы­
тий, можно считать доказанным, что

р ( п л ) =  . п Р (^ ) . (зо)



В частном случае, который, кстати сказать, при рассмотрении 
вопросов в теории ошибок встречается довольно часто, а именно, 
когда

Р (А )  =  Р(А2) =  . . ■ = р ( А п) = р,
обозначив

через Р, можно записать
Р =  р \  (31)

П р и м е р ы ,  а) Игральную кость подбрасывают пять раз. Определить 
вероятность того, что грань с 5-ю очками выпадает при этом пять раз.

Решение. Вероятность выпадения 5-ти очков

H i  )*■
б) (На условную вероятность). Пусть в ящике имеется 25 белых и 36 черных 

шаров. Определить вероятность последовательного появления двух белых шаров 
при условии, что при взятии первого шара из ящика, шар обратно не возвра­
щается.

Решение.  Обозначим: событие А 1 — появление первого белого шара, собы­
тие А 2 — появление второго белого шара. Можно записать:

р (Ах • А2) =  р (Аг) - р ( A J  A j),

< л \  25 . 1 Л ! Л \  2 5 - 1  2 4 .  , V 25-24  Л4С/Р(Л) =  -ёг, p (^ M i)= g r r r  =  -go , р (Л1.Л2) =  -§г-^-«0,164.

в) Определить вероятность того, что выбранная наудачу деталь при сборке 
является первосортной, если известно, что в партии 2% деталей — брак, а 80% 
всех остальных деталей — первосортные.

Решение. Обозначим через событие А — выбранное первосортное изделие. 
Тогда

р (А) =  (1 - 0 ,0 2 )  • 0,80 =  0,78-

г) Вероятность попадания в цель при стрельбе из орудия равна

р  (Аг) =  0,20.

Какова вероятность поразить цель при одном выстреле, если 2% взрыва­
телей дают отказы?

Решение. Считая событием А± — попадание в цель, а событием А г — дей­
ствие взрывателя, причем оба события — независимыми, по теореме умножения 
вероятностей имеем

Р M i - A J  =  (1 -0 ,0 2 )  *0,20;

Р (Аг • А 2) = 0 ,9 8  • 0,20 =  0,196.

д) На плоскость, на которой начерчен ряд параллельных линий на расстоя­
нии а одна от другой, бросают иглу длиной Z, причем I ^  а (рис. 1). Как велика 
вероятность того, что игла пересечет одну из линий, если все положения иглы 
при ее падении совершенно случайны и равновозможны?

Решение. Пересечение иглой одной из линий CD , EF. . .  при падении 
под углом а к ним возможно в том случае, если середина иглы окажется в полосе



K L M N ,  P R S T  и т. д. шириной I • sin а. Поэтому вероятность попадания иглы 
в полосу I • sin а будет

I • sin а 
Р! = — — ;

вероятность того, что игла упадет под углом а +  d а  к линиям, будет

I l-sina

м — —  ■ —м  
р  -  
с -
5 -  

£ -

-------------------- G

----------------Nr
-------------------- D
-------- j

Рис. 1

На основании предыдущего имеем 

л Jt

da
р* - — '

причем а изменяется от 0 до 180° 
(до я).

Рассматривая попадание иглы 
в полосу I • sin а и падение под 
углом а, как события независи­
мые, вероятность совместного их  
совершения dp выразим форму­
лой

, I • sin a da
ap — Pi'Pz— - — •

J C I • sm a da I f  .
dp --------------------------- ---------  sm a da\

J a Jt a jt J

=  j L /  s a \|  =  J _____( ___ L  \  =  —
P а я ' , С а ' |  а л  \  a n  )  а л

(так как cos0° =  l; cos 180° =  —1). 
Таким образом,

P =  ~
21 (32)

Здесь рассмотрена так называемая задача Бюффона. Получая значение р  
приближенно, как относительную частоту из многих испытаний, при помощи 
формулы (32) получают значение л.  Точность определения л указанным путем 
характеризуется, по результатам опыта различных авторов, тремя-четырьмя 
верными значащими цифрами.

Г Л А В А  II

МНОГОКРАТНЫЕ ИСПЫТАНИЯ

§ 7. Распределение вероятностей при многократных испытаниях. 
Биномиальное распределение

При исследовании новых инструментов или при проверке новых 
методов работ независимые испытания производятся многократно, 
т. е. при сохранении определенного комплекса условий повторяются 
большое число раз. Испытателя в этом случае интересует конечный



результат опыта, например сколько раз при п испытаниях появится 
ожидаемое событие.

Пусть А — некоторое событие, на появление (или непоявление) 
которого производятся многократные испытания. Вероятность 
этого события известна и постоянна. Результатом каждого отдельного 
опыта может быть появление или непоявление события А,  т. е. совер­
шение или А у или А . Требуется определить вероятность того, что 
при п испытаниях событие появится к раз, т. е. необходимо найти 
Рп (к). Проанализируем результаты п испытаний в «схеме случаев», 
т. е. последовательно: после первого испытания, после двух испы­
таний и т. д. и, наконец, после п испытаний.

Когда произведено одно испытание, получим

или А , или i ,  но р (или А , или А) =  р (А А) = р (А) р (А) =

=  Ч +  Р •

В то же время известно, что
q +  p =  1.

После двух испытаний возможны следующие комбинации сложных 
событий:

или АА, или А А ,  или АА, или А А ,
т. е.

р (А А  +  АА +  АА  +  АА) = р(АА)  +  р{АА) +  р(АА)  +  р (А А ). (33)

Из теоремы умножения вероятностей следует

р(АА) +  р(АА) +  р(АА) +  р(АА) =  q-q +  р- р +  q-p +  p-q =

=  (g +  p)i =  l .  (34)

После трех испытаний возможны комбинации сложных событий: 
или A A A f или АЛА, или ААА, или А А А , или А А А , или ААА , или

ААА , или ААА;  
из теорем сложения и умножения вероятностей следует

р (А А А )  +  р (А А А )  +  р(А А А )  +  р (А А А )  +  р(А А А )  +  р(А А А )  +

+  р (ААА) +  р (ААА) =  q3 +  р3 +  qzp +  q*p +  q*p +  qpг +  рг? +

+  P2q =  Я3 +  3 q2p + 3  p2q +  р 3 =  1. (35)
Окончательно

(Я +  Р)3 =  1. (36)
Рассуждая аналогично, для п испытаний получим

(<7 +  р Т  =  1 • (37)
Выражение (37) после разложения его в ряд по биному даст 

вероятность для (п +  1) произведений сложных событий при



многократных испытаниях без учета последовательности их по­
явления.

Разлагая бином (37), с учетом того, что п целое и положительное 
число, получим

(я +  рТ = с к пр° + ciqn- у  + clqn- 2p 2 + + C V  V  + • • • +
+  Cnq°pn = I. (38)

В выражении (38) С£ — биномиальные коэффициенты (к =  О, 
1, 2, п); при этом очевидно, что

С п — 11̂71 -- А f
так как из п по п можно составить только одно сочетание.

Контролем вычислений вероятностей всевозможных произведений 
событий при п многократных независимых испытаниях в выражении 
(38) является равенство суммы всех членов разложения единице.

Окончательно имеем
Pn(k) =  C l q n- h-pk, (39)

где Рп (к) — вероятность появления события к раз при п 
испытаниях,

Сп =  ^  | “  число сочетаний йз п по /с,
р — вероятность события, 
q — вероятность противоположного события.

Совокупность вероятностей Рп (к) носит название б и н о м и ­
а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о с т е й .

При больших значениях п и к (больше 10) для упрощения вычис­
ления факториалов в формуле (39) применяют приближенную фор­
мулу Стирлинга

п \ ^У 2яп - п п-е n( l  + Л _  +  _ ± _ . +  . . . ) .  (40)

Чаще формула Стирлинга еще более упрощается и применяется 
в виде

г е ! * « 1 /2 я п .( у У \  (41)

Абсолютная ошибка вычислений факториалов по формуле (41) 
увеличивается с увеличением п. Относительная же точность (харак­
теризуемая отношением абсолютной ошибки к значению факториала 
и выражаемая обычно в %) повышается с увеличением п. По этой 
причине формула Стирлинга принадлежит к числу асимптотиче­
ских формул. Сравнивая формулы (40) и (41), легко подсчитать, что 
при 7г =  10 относительная ошибка вычислений составит 0,8%, при 
п =  20 она будет равна 0,4%.

Иногда для определения биномиальных коэффициентов при вы­
числениях по формуле (39) целесообразно воспользоваться треуголь­
ником Паскаля:
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Каждый биномиальный коэффициент в треугольнике Паскаля 
образуется сложением двух стоящих над ним коэффициентов слева 
и справа.

Заметим в заключение, что дополнительный контроль вычисле­
ний по формуле (38) может быть получен, исходя из свойств биноми­
альных коэффициентов, а именно: коэффициенты членов, равноот­
стоящих от начала и конца, равны, а сумма всех коэффициентов 
в биноме п-й степени равна 2П.

П р и м е р .  Определить вероятность получения трех пробоин в мишени 
при четырех выстрелах, если вероятность поразить мишень при одном выстреле 
постоянна и равна 0,4.

Решение. Обозначим вероятность поражения мишени при первом выстреле 
через р (^ i), при втором выстреле через р  (Л 2), при третьем выстреле через 
р  (^43), при четвертом выстреле через р (Л4), вероятность получения трех про­
боин в мишени при четырех выстрелах через Р 4 (3). По условию примера имеем

Р ( Л 1) = р ( Л 2) =  р ( А 3) =  р ( Л а) =  р =  0А\ q = i — p, Т. е. 0 = 0 ,6 .

По формуле (39) имеем

Р 4 (3) =  С |} 4 - 3р 8 = 4 -  (0.6)1 • (0,4)3; Р ,  (3) =  0,1536.

Этот результат может быть получен также путем применения теорем сло­
жения и умножения вероятностей.

Событие «наличие в мишени трех пробоин» может наступить в следующих 
комбинациях:

1) B i =  (A i A 2A3A^)\ 3) В 3 =  {Ai A 2A 3A^\

2) В 2 — (AiA 2A3A4)\ 4) 2?4 =  (Ai A zA qA/i)»

Применяя теорему умножения для независимых событий, получим

1) Р (Bt ) = p  ( i M 2i43i44) = р  ( AJ  • р {А2) • р  (Л3) • р (Л4) =0,0384;

2) р (В2) = р  (А1А 2АэА , ) = р  ( AJ  • р (А2) . р (А3) . р (А,) =  0,0384;

3) р (В9) =  р (А[А2А 3А,)  =  р (AJ  . р (А2) • р (Ад) • р (А,)  =  0,0384;

4) P ( B 4) =  p ( A 1A2A3At) =  p ( A 1) ‘ p (А2) - р ( А 3) - р ( А 4) =  0,0384.



По условию примера появление одного из сложных событий — произведе­
ний 1 —4 будет означать наступление ожидаемого события. Следовательно, по 
теореме сложения имеем

P i  (3) =  р ( В 1) + р ( В 2) +  р ( В э) +  р (Я 4),
пли

Р 4(3) =  0,1536.

Получен тот же результат, что и по формуле (39).
По формуле (39) можно вычислить вероятность появления события 

к раз при п независимых многократных испытаниях, причем к =  0, 
1 , 2 , . . . ,  п.

В практических целях представляется полезным уметь вычи­
слять вероятность появления события хотя бы один раз при выпол­
нении данного комплекса условий. Поскольку сумма вероятностей 
противоположных событий равна 1, т. е.

q +  p =  1.
вероятность того, что некоторое событие А ни разу не появится при 
п испытаниях, равна [р (А)]п.

Следовательно, вероятность того, что событие А произойдет хотя 
бы один раз, равна

Р ^ )  =  1 - [ Р ( Л ) Г \  (42)
или

P 1(A) = i - q n. (43)
Так, в предыдущем примере

Pi  (Л) =  1 — (0,6)4 == 0,87.

§ 8. Вероятнейшее число появлений события 
при многократных испытаниях

При испытаниях новых инструментов или методов работ, а также 
при различных теоретических расчетах исследователь, естественно, 
ставит перед собой вопрос: какое число появлений ожидаемого 
события (при многократных испытаниях) наиболее возможно, если 
выполнен определенный комплекс условий, который в обобщающем 
виде характеризуется постоянством в процессе опыта вероятности 
появления события при одном испытании. Конечно, каждый раз, 
вычисляя все члены разложения в формуле (38) и зная из определе­
ния вероятности, что большая вероятность порождает большую уве­
ренность в получении желаемого результата опыта, можно опреде­
лить число появлений события, соответствующее этой вероятности. 
Для иллюстрации сказанного рассмотрим пример.

П р и м е р .  Произведено 8 независимых измерений одной и той же вели­
чины в одинаковых условиях. Вычислить вероятности появления отрицательных 
ошибок А: одной, двух, трех и т. д ., восьми — из восьми, полагая, что

р ( —д)  =  р ( + д ) = - | - ;  р ( —A)’= q \  р ( + д ) = р .



Т а б л и ц а  1

Число
появлений 0 1 2 3 4 5 6 7 | 8 Контроль

Рп№)

п 00 00 00 00 СО 00 00 ” — ^ 00

с Ъ с Ь V

о ооО гН 00
О

« в СО 00о Ч* 00
О V

СО 00О о 00 00 00
О

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 256
256 256 256 256 256 256 256 256 256 256

Из табл. 1 видно, что наибольшая вероятность соответствует появ­

лению четырех отрицательных ошибок.
Задача, следовательно, состоит в том, чтобы найти способ отыска­

ния в общем виде числа появлений события, соответствующего 
наибольшей вероятности, или так называемого в е р о я т н е й ­
ш е г о  ч и с л а  п о я в л е н и й  события при многократных 
испытаниях. Обозначим вероятнейшее число через /с0. Для решения 
поставленной задачи используем формулу (39) биномиального рас­
пределения вероятностей. Так как это распределение прерывное 
(дискретное), аппарат математического анализа непригоден для 
исследования изменения вероятностей Рп (к) в зависимости от из­
менения числа появлений события к.

По определению вероятнейшего числа появлений события должны 
выполняться неравенства:

Рп (&о) ^  Рп (&о +  1) |
Pn ( K ) > P n ( k o ~ i )  Г  ( '

Если условие (44) будет выполнено, к0 будет вероятнейшим чис­
лом появлений события при многократных испытаниях.

Найдем к0, отвечающее первой части условия (44).
Для этого составим отношение

(45>
Пользуясь формулой (39), раскроем числитель и знаменатель 

левой части неравенства (45)

Р п  ( f e p + 1 )  _  С ^ * 1 • qn - ho - i  . p b o * 1 _  (ftp- И )  ! ( п  —  к 0 — 1) 1 , р  , , f i .

Р п (ко) C%>.qn - ho . p ko п I ’ ' '
П к0 ! (п — к0) I



Произведя соответствующие сокращения в (46) и имея в виду 
неравенство (45), получим

■ (47)
1 Я

Освободившись от знаменателя в левой части неравенства (47), 
запишем

(n — k0) p < ( k 0 + l ) q .  (48)
Но так как

q =  1 -  Р, (49)

то, подставив значение q из (49) в (48), получим 

пр — к0р <  к0 — к0р +  1 —р
или

пр — (1 — р) <  ко. (50)

Таким образом, для выполнения первой части условия (44) доста­
точно определить к0 под условием (50).

Найдем правую границу неравенства (50), т. е. к0, отвечающее 
второй половине условия (44), для чего составим отношение

zw 2<1- <51>
Поступая аналогично, после несложных преобразований по­

лучим
Рп (кр 1) _ ___ кр - (^0\

Р п ( к р )  “  л - * 0 + 1  ’ р  ^  W
или

К  — к0р  <  пр — к0р +  р; (53)

к0 < п р  +  р. (54)

Окончательно, объединив неравенства (50) и (54), получим

пр — (1 — р) <  к0 <  пр +  р. (55)

Неравенство (55) позволяет находить вероятнейшее число появле­
ний события при многократных испытаниях, т. е. такое число, кото­
рое отвечает условию (44). Контролем вычислений к0 является ра­
венство единице разности, составленной из правой и левой частей 
неравенства (55). При вычислениях кр по формуле (55) п (число всех 
испытаний), как правило, известно по условию задачи (или им 
задаются произвольно); р (вероятность появления события) известна 
по условию задачи (или его надо найти, исходя из условия задачи).

При числе испытаний достаточно большом и при значении р 
не близком к нулю неравенство (55) можно превратить в равенство 
и для практических целей использовать для вычисления кр следу­
ющую приближенную формулу:

к р ^ п р .  (56)



Формула (56) получена путем математических рассуждений, 
однако ее правильность легко обосновать логически. Для этого 
достаточно рассмотреть пример на многократное испытание с под­
брасыванием монеты.

Следует подчеркнуть, что несмотря на свою простоту формула (56) 
имеет важное значение как для последующих теоретических выкла­
док, так и в особенности при решении задач на появление числа 
ошибок в заданных пределах.

Основную трудность при решении практических вопросов с ис­
пользованием формулы (56) составляет определение вероятности 
появления события.

Г Л А В А  I I I

СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ , ИХ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  
И ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ

§ 9. Понятие о случайной величине.
Прерывные и непрерывные случайные величины

С л у ч а й н о й  в е л и ч и н о й  называют переменную вели­
чину, сопутствующую случайному событию и отражающую многообра­
зие неучтенных колебаний условий, при которых производится дан­
ный опыт. Таким образом, при проведении опыта приходится иметь 
дело со случайной величиной, конкретное значение которой заранее 
неизвестно.

П р и м е р ы  случайных величин, сопутствующих случайным событиям.
а) Число появлений события или относительная частота при многократных 

испытаниях.
б) Производится 4 выстрела по мишени. Ожидаемое событие: «попадание 

в мишень». Это событие может сопровождаться случайными величинами (числом 
попаданий) 0 или 1, или 2, или 3, или 4.

в) Производится измерение одной и той же величины в одинаковых усло­
виях п раз; точное значение измеряемой величины известно. Результаты изме­
рений будут колебаться около точного значения, причем заранее нельзя назвать 
ни одного результата измерения; можно лишь, исходя из опыта аналогичных 
измерений, указать границы изменения случайных величин — результатов 
измерений или их отклонений от точного значения.

Различают два типа случайных величин: прерывные (дискретные) 
и непрерывные.

П р е р ы в н о й  случайной величиной называют такую слу­
чайную величину, возможные значения которой можно заранее 
указать (например, число попаданий при трех выстрелах — 0, 1, 2,

1 23; относительная частота попаданий при трех выстрелах — 0, ,
1; число появлений отрицательной ошибки при пяти измерениях —



О, 1, 2, 3, 4, 5; число появлений события при многократных испы­
таниях).

Н е п р е р ы в н о й  случайной величиной называют случайную 
величину, возможные значения которой непрерывно заполняют 
некоторый промежуток и не могут быть перечислены заранее.

П р и м е р .  Производится стрельба по цели, представляющей квадрат со 
стороной а. Начало координат х и у совпадает с центром квадрата. Событию 
«попадание в цель» соответствует условие

* 1 < т '

\ У \ < 1  "

Таким образом, если случайное событие «попадание в цель» произойдет, 
можно утверждать, что координаты точки попадания х н у  заключены в пределах 

Л аот 0 до — , но нельзя перечислить возможные значения координат точек попада­

ния.
Разумеется, конкретные значения случайной величины при 

ограниченном числе испытаний могут заметно отличаться друг от 
друга и в этом смысле она не является непрерывной, хотя эти значе­
ния и нельзя перечислить заранее. Однако речь идет о возможных 
значениях случайной величины, т. е. о таких, которые она может 
принимать в процессе опыта. Таким образом, число н а б л ю д е н ­
н ы х  значений случайной величины всегда конечное; однако в о з ­
м о ж н о е  число значений непрерывной случайной величины — 
«несчетное множество»*.

Здесь и далее будем обозначать прописными латинскими бук­
вами — прерывные случайные величины, а их возможные значения — 
соответствующими строчными буквами (например, X  — случайная 
величина; хг, х2, х3, ..., хп — возможные значения случайной вели­
чины X  при п  испытаниях; р ъ  р 2» Рз> •••» Рп  —  соответствующие 
величинам Xi вероятности).

§ 10. Законы распределения случайных величин

Для полной характеристики случайной величины недостаточно 
знать возможные ее значение, а необходимо также знать вероятности, 
соответствующие этим значениям, т. е. р ъ р 2, р 3 Рп,  или — 
ожидаемые относительные частоты этих значений.

Всякое соотношение, при помощи которого устанавливается связь 
между возможными значениями случайной величины и соответству­
ющими им вероятностями, называют з а к о н о м  р а с п р е д е ­
л е н и я  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы .

* Здесь следует иметь в виду, что результаты и з м е р е н и й  округляют 
до некоторого десятичного знака; поэтому п р а к т и ч е с к и  совокупность 
всех возможных результатов измерений составляет прерывную случайную 
величину.



Закон распределения прерывной случайной величины может 
быть задан:

1. А н а л и т и ч е с к и  в виде формулы
p ( X i )  =  f ( X i ) . (57)

Примером аналитического выражения закона распределения 
для прерывных случайных величин может служить вероятность 
появлений события к раз при п испытаниях, вычисляемая по фор­
муле (39).

В этой формуле каждому возможному значению числа появлений 
события ki (i =  0, 1, 2, 3, ..., п) ставится в соответствие вероятность 
Рп (к).

2. Ч и с л е н н о  в виде таблицы распределения (см. табл. 2), 
в которой перечислены возможные значения случайной величины 
и соответствующие им вероятности.

Т а б л и ц а  2
Таблица распределения

xi X I Х2 * 3 х п

Pi Pi Р2 Рз Рп

Таблицу распределения часто называют также р я д о м  р а с п р е ­
д е л е н и я  случайной величины X .

3. Г р а ф и ч е с к и  в виде так называемого многоугольника 
распределения.

М н о г о у г о л ь н и к о м  р а с п р е д е л е н и я  называется 
график в прямоугольных координатах, по оси абсцисс которого от­
кладываются возможные значе­
ния Xi случайной величины X , % 
а по оси ординат — соответству­
ющие им вероятности pi.

П р и м е р .  По данным табл. 1 
(§ 8) построить многоугольник рас­
пределения.

Решение.  По оси ординат (рис. 2) 
откладывают p i , приняв 8 единиц 
числителя соответствующими 0,34 см, 
по оси абсцисс — числа ошибок, при­
няв одно появление ошибки соответ­
ствующим 0,68 см. Концы ординат на 
графике — многоугольнике распреде­
ления соединяют отрезками прямых.

Итак, формула вида (57), таблица распределения и многоуголь­
ник распределения в полной мере исчерпывают способы задания 
закона распределения прерывной случайной величины. Однако 
составить таблицу распределения или построить многоугольник



распределения для «несчетного множества» возможных значений 
непрерывной случайной величины невозможно, тем более, что от­
дельные значения непрерывной случайной величины соответствуют 
вероятности, стремящейся к нулю, т. е. вероятности бесконечно 
малой. В то же время при решении практических вопросов и при 
переходе к обобщениям часто пользуются понятием как непрерыв­
ной, так и прерывной случайной величины.

Следовательно, возникает необходимость получить способ зада­
ния закона распределения, который подходил бы как для прерывных, 
так и для непрерывных случайных величин. С этой целью удобно 
иметь дело с вероятностью события X  << х (а не X  = х, как это имело 
место в законе распределения прерывных случайных величин).

Функцию вида
F(x) = Р ( Х < х )  (58)

называют ф у н к ц и е й  р а с п р е д е л е н и я  случайной вели­
чины X  или интегральной функцией распределения.

Так, для случайной величины с биномиальным распределением 
функция распределения примет вид

F { x ) =  '2l Chn -qn- h-ph. (59)
k < X

В дальнейшем мы будем рассматривать только такие непрерыв­
ные случайные величины, функция распределения которых непре­
рывна и дифференцируема, т. е.

Нт '(«  +  * » > -* -(?> = /(ж ) . (60)
Дэс 0

Производная функции распределения называется п л о т н о с т ь ю  
р а с п р е д е л е н и я  вероятностей непрерывной случайной вели­
чины X *.

§ 11. Интеграл вероятностей. Плотность нормального 
распределения вероятностей

Для вычисления вероятностей появлений события к раз при п 
независимых многократных испытаниях в § 7 была получена фор­
мула (39). Поставим задачу получить вероятность появления собы­
тия, если к — число появлений изменяетря в пределах от а до Ь, 
причем

а< & 1 < & 2 <  &3<  . .  . < Л ^ < 6 .  (61)
Вероятность события (а <  ki <  b) по теореме сложения вероятно­
стей равна

/> ( « < * * <  6) = 2 / > „ ( * ) .  (62) 
h =  а

* Иногда ее называют: «плотность вероятности», «дифференциальная функ­
ция распределения», «дифференциальный закон распределения».



Подставив в формулу (39) факториалы п\, к\, (п — /с)!, вычислен­
ные по формуле (41), получим

Рп(к) = 'jrn~~W\ Qn~k'Pk =А: I (тг — к) ! 

/ 2 я Т  (-у )"

V  2я к • (•“ ) • К2я (п — /с) •  ̂” е к ) 

После сокращений имеем

■qn' h-ph. (63)

]Л г ’ И,г______________ „ п -fc
/2 л Г  — /с) • . (п — к)

Приняв
* » ( * ) = , л (б^)

П ft
Л — 71 • 71 ,

перепишем выражение (64)

л«-р4т-1̂ ^ - № ) ‘-(тйгГ. <*>
Ранее, в § 8, для вероятнейшего числа появлений события при 

многократных испытаниях была выведена формула (56), в соответ­
ствии с которой к0^ п р .  Вместо числа появлений события к будем 
рассматривать отклонение его от /с0, т. е.

Ак = к — пр. (66)

С учетом (66) преобразуем (см. [40], стр. 130) формулу (65)

<6?)
В предположении, что р и q не близки ни к нулю, ни к единице, 

при числе испытаний достаточно большом дроби и будут 
малыми величинами, а следовательно,

_ — ■ 1 **  1 . (68)  

(•-■£)
Упростим в (67) последние два множителя

1п ( 4 +  ^ У П*~Ак = ~ ( » Р  +  А*) Ш (1 +  i f )  } 

ln(1-if)’"3t4,!=(_n9+M)ln(1_̂ ?') )



Раскладывая в ряды 1п^1 +  -^~-  ̂ и In — по степеням

ДА:2
пр 2 п2р 2

ДА: Д к2
яд 2/г2д2

Подставляя (70) в (69), имеем
1п(1+^ ) - ^  =

=  -^P + AkK^F~-^F + ---)= ~Ак 

ы ( 1 — £ ■ ) - '* * '* =\ nq )

= -и-А*)(—^--w + -”) = A*

(70)

L\к2
2пр

А к2
2 nq

(71)

Используя свойство логарифмов, можно на основании (71) запи­
сать

ДЬ2
Д к \ - ( п р  + Ак) Ак -2пр

=  е(1+ -̂)

_  д/с 2nq

(72)

Подставляя соответствующие значения последних двух сомно­
жителей в (67) из (72), получим

Рп(к) = У 2л npq

Afe2
2 пр

Ak- Afr2
2nq

- А к -  4 ^ -  +  АА:2пр 1
Д/с2

Следовательно,

2 nq

— (1 — Р) ДА:2—р • ДА;2 
2npq

Рп(к) =

-д  • А к 2 — р  • ДА:2 
2ярд
ДА:2

2npq

Afe2
2npq

у  2л npq

Подставим в (75) вместо Д/с2 выражение (/с — гар)2; тогда

/»»(*) = У 2Л npq

(к-пр)  2 
2npq

(73)

(74)

(75)

(76)

Формула (76) служит для вычисления вероятности появлений 
события к раз при п испытаниях.



В (76) примем
х =  к-пр_ ' (77)

V n p q

Изменим число появлений к на единицу и при этом условии по 
(77) определим приращение новой переменной х

х  +  А х = к - ^  +  1 
V n p q

к — Tip
X =  ---------—

(78)

V n p q

Вычитая в (78) из верхнего выражения нижнее, получим

Ai' 7W '  <79)
Формула (76) с учетом (77) и (79) примет вид

_ЗС2

р п(к) = ^ = - . е ~ 2 . \ х ,  (80)

Подставим значение Р п (к) из (80) в (62)
Ъ Х2_

P ( a < ik i< b )  =  е~ 2 -Дх. (81)
а

Из (79) следует, что при п -> оо Ах 0.
Переходя к пределу и заменяя в (81) знак суммы знаком инте­

грала, запишем
ь ЗС2

Р {а <  кг <  6) =  ■ L - - • Г е 2 • dx. (82)
У 2л Jа

В формуле (82) пределы интегрирования а и Ь> относящиеся 
к переменной ki, заменим пределами, относящимися к переменной

к — пр

Х ~ Т ^ Г '
находящейся под знаком интеграла, для чего примем [29]

где а и р  пока неизвестные сомножители. 
Из (83) имеем



Сравнивая (84) с (77), видим, что если а и Ъ — пределы измене­
ния переменной &, то а и р пределы, в которых изменяется х .

Таким образом,
1 Г -  —

P ( a < k i < l b )  =  Р (  а <  ж <  Р) = - р = - J е 2 -dx. (85)
а

Из (85) следует т е о р е м а  Л а п л а с а .
При достаточно большом числе независимых испытаний п вероят­

ность появления события к\ раз (в границах изменения от а до b, 
где а =  пр +  а У  npq и b =  пр +  Р У  пр q) стремится к опреде­
ленному значению, выражаемому соотношением (85).

При практическом использовании формулы (85) в преобладающем 
большинстве случаев приходится иметь дело с симметричными преде­
лами. В соответствии с этим примем: а =  — t, р =  + 1.

Тогда формула (85) примет вид
х2

Р ( а < ж < р )  =  -у = г  J  е 2 -dx. (86)

Х2 
' 2В силу четности подинтегральной функции е

О Х2 t х2

J  е 2 • dx =  J е 2 dx. (87)
- t

Следовательно,

Г -  —
P ( a < x < f , )  =  - ^ = - j e  2 -dx. (88)

На основании теоремы Лейбница — Ньютона определенный инте­
грал с переменным верхним пределом есть непрерывная функция 
этого предела, первообразная по отношению к подинтегральной 
функции, т. е. можем записать

0 ( t )  =  ^ = j e ~ ^ - d x .  (89)
О

Функция Ф ( t) называется и н т е г р а л о м  в е р о я т н о ­
с т е й ,  или функцией нормального распределения. Таким образом, 
биномиальное распределение переменной величины

_ к — пр

V n p q

стремится к непрерывному, нормальному распределению, когда число 
испытаний неограниченно возрастает, а вероятности не близки ни 
к нулю, ни к единице. Графически это можно представить, например,



так: если число испытаний (см. рис. 2) увеличить до неограниченно 
большой величины, интервалы между соседними основаниями ординат 
на оси абсцисс уменьшатся и будут неограниченно малы. Ломаная 
линия при этом превратится в плавную колоколообразную кривую, 
так называемую к р и в у ю  н о р м а л ь н о г о  р а с п р е д е л е ­
н и я .  Разумеется, для приведения этих рассуждений в соответствие 
с формулой (89) кривая на рис. 2 должна быть сдвинута влево так, 
чтобы она стала симметричной относительно оси ординат.

Геометрический смысл теоремы Лейбница — Ньютона состоит 
в том, что производная от переменной площади равна переменной 
конечной ординате.

В соответствии с этим

± Ф ((+ д г)_  1 ф ( ()

lim----- XI----- =  УьAt-+ О
(90)

У i =
k f 'У 2л

*2
2 • dx

г2
dt У  2л

(91)

1 ----2Функцию уг — • е обозначают через ф ( t) и назы-
У 2л

вагт п л о т н о с т ь ю  н о р м а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  
в е р о я т н о с т е й .

Иногда ее называют дифференциальной функцией нормального 
распределения. Таким образом,

ф(г) = й г
(92)

Построим график функции уг =  ф (t). Так как ф (t) — функция 
четная, полученная кривая нормального распределения будет рас­
положена симметрично относительно оси ординат (рис. 3). Свойства 
этой кривой более подробно будут рассмотрены ниже.

Как следует из вышеизложенного, интеграл вероятностей гео­
метрически представляет площадь, заключенную между кривой
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нормального распределения и осью абсцисс, в пределах от —t до +£. 
При дальнейших рассуждениях полезно иметь в виду, что интеграл 
вероятностей принимает значения, приведенные в табл. 3.

Рассмотрим основные свойства 
Т а б л и ц а  3 интеграла вероятностей Ф(0*

1. Функция Ф ( t) есть функция 
нечетная, т. е. при замене аргу­
мента t на — t функция Ф (t) 
меняет знак, не меняя своего чис­
ленного значения.

Для доказательства этого свой­
ства запишем

- t __ i_
<P(-*) =  p L r . J e 2 **dx. (93)

о
Произведя под знаком интеграла замену переменной х =  —z, 

dx = —dz находим, что при х — —t, z =  t
1 i

2 Г ~ Т 22

t Ф( 0

1 0,683
2 0,954
2,5 0,988
3,0 0,9973
4,0 0,99994
5,0 0,9999994
8,0 0,999999999999999

ф (-* )  =  - - 4 = 1  е  ̂ .dz. 
К V2 J t j

о
Следовательно,

Ф ( - 0  =  - Ф ( 0 -  (94)
2. С возрастанием аргумента t  от нуля до бесконечности значе­

ние функции Ф ( t) также возрастает, приближаясь асимптотически 
к своему предельному значению, равному единице, т. е.

t 1 9 f *  — х2
lim Ф (t) =  е 2 »dx=  1. (95)

со Y 2Л J
о

Записав функцию
+  °°  1

ф (0 =  р =  J  e~ ^x2.dx, (96)
—оо

видим, что интеграл в правой части (96) — это известный интеграл 
Эйлера — Пуассона, т. е.

-foo i
' e~~zx2-dx =  ] /2 л . (97)

J

Подставляя (97) в (96), получим

<98>
— со

что и требовалось доказать.
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§ 12. Интегральная функция нормального распределения 
и связь ее с интегралом вероятностей

Для характеристики закона распределения часто вместо инте­
грала вероятностей Ф ( t) применяют так называемую и н т е г р а л ь ­
н у ю  ф у н к ц и ю  н о р м а л ь н о  го р а с п р е д е л е н и я ,  
имеющую вид

1

F ( t )  =
1

V  2л
е 2 * •dx. (99)

Сравнивая формулы (89) и (99), нетрудно установить, что геометри­
чески интегральная функция нормального распределения предста­

вляет площадь, заключенную между кривой нормального распреде­
ления и осью абсцисс в пределах от — оо до t. Установим связь 
между интегралом вероятностей (89) и функцией F (t), для чего инте­
грал (99) разобьем на два интеграла

=  j r W + p L . J V ' K * .  (,оо)
— оо —оо 0

На основании выражений (89) и (98) можем записать
и

=  ГV 2я J
• dx

о
с учетом полученного перепишем формулу (100) в виде

w=4-+-f <*>(*)• (101)2 1 2

Однако при практическом использовании связи (101) чаще при­
ходится вычислять Ф (t) через F (t), а не наоборот. Имея в виду это 
обстоятельство, умножим левую и правую части выражения (101) 
на 2 и, решив его относительно Ф (t), получим

0 { t)  = 2 F { t ) - i .  (102)
Таким образом, если имеются таблицы для определения значения 

функции F  ( t) по аргументу t , а необходимо найти значение



интеграла вероятностей Ф (t), достаточно выбранное табличное зна­
чение F ( t) умножить на 2 и полученный результат уменьшить 
на 1 ([36], стр. 588, 589).

Установленную связь (102) между функциями Ф (t) и F (t) легко 
проверить графически на основании сравнения заштрихованных 
площадей на рис. 4, а и 4, б.

§ 13. Вычисление интеграла вероятностей

Функция Ф ( t) имеет большое применение в теории вероятностей.
При вычислении значений этой функции для заданных значений 

аргумента t она не может быть выражена через элементарные функ­
ции, взятые в конечном числе.

Учитывая, что в практике приходится иметь дело с не очень боль­
шими значениями аргумента t (так, в расчетах, связанных с теорией 
ошибок, t <  3 практически исчерпывает все интересующие нас 
случаи; см. табл. 3), вычислим значение Ф (t) по формуле (89) путем

— у  *2
разложения подинтегральной функции е в ряд Маклорена и 
последующего интегрирования частной суммы.

Примем
1 2----------X  ■= Z.
2

Тогда, раскладывая ег в ряд Маклорена, получим
2ее I I * I * , * I " I " I " г

+  7Т +  2Т +  зГ +  4Г +  5Г +  вГ +
или

р * =  л | ________ — 4 - — __
1! • 2 2! • 4 31 • 8 4! • 16 51 • 32 ^  61 • 64 "1" “  *'

т. е.
~ ~ 2 Х2 _  л х2 | х* х6 х* х12 __

6 — 2 8 I s " -*- 384 —  3840 +  46 080 4 ' U '
Этот ряд по теореме Абеля сходится равномерно в любом конеч­

ном интервале.

Подставив значение е из (103) в (89), получим

/ v 2 Г (л х2 х4 хв х8 хю , х12 \ ,~  /2 л  J  [  2 8 48" 384 ~  "3840 46 080 ~  * ‘ J Х  ~

о

= Ш  (j1dx ~ т ]'х*'dx + т .Г dx~ ̂  Iх*dx +
\о о о о

t t t

+  w J x*d x ~ i m j xlodx +  i m - o j x l2dx- -
0 0 о



после интегрирования получим
ук 2 ( х3 . х
( ) _ 7 ^ Т  в* *

599 040

336
х 9

3456 42 240

ИЛИ

w  /2 л
* — _*L

336 +
t9 г11 «13

3456 42 240 ' 599 040
(104)

Ряд в правой части (104) также сходится при всех конечных зна­
чениях г. Общий член этого ряда имеет вид

п #2п+1
( - 1 )  ----------- ; (Ю5)
v ' 2П- п \ (2Я +  1) v '

здесь п =  0, 1, 2, 3... представляет показатель степени t в вычис­
ляемом члене разложения (104), уменьшенный на единицу и делен­
ный на 2 (например, для члена с г13 п =  6), или — порядковый номер 
дробного члена.

Для вычисления значения функции Ф ( t) с учетом (105) может 
быть написана более общая формула

г2п+!

71- 0 2и -п\  (2л+  1)
( Ю С )

Пользуясь формулами (104) или (106), легко подсчитать, сколько 
членов разложения нужно удержать при вычислении значения 
функции Ф (£), чтобы в зависимости от аргумента t получить задан­
ную тдчность.

Из анализа известно, что если в сходящемся знакочередующемся 
ряде отбросить все члены, начиная с (п +  1)-го, то остаток R n =  
=  S  — S n имеет знак первого отброшенного (п +  1)-го члена и будет 
меньше его по абсолютной величине.

Таким образом, ошибка вычисленного значения интеграла веро­
ятностей Ф ( t) будет удовлетворять условию

о f2n-\-l

ДФ (0 <  -4 = Г  - ( - 1)71 - — — ------------------------------------ —  . (107)
2 • nl  (2л +  1)

П р и м е р .  Определить, каким членом разложения можно пренебречь 
при вычислении Ф ( t) для t =  2,0, если ошибка вычислений задана и не должна 
превышать по модулю 0,015. Ставим условие в соответствии с формулой (106) 
и заданной ошибкой 0,015 и находим гг.

г2п+1
—7== (—1)П *V 2л

0,798 ( - 1 ) п -

2п -п! (2гс +  1) 

(2,0)2п+1
2П• га! (2/г +  1)

< Д Ф (2,0);

; 0,015.



=  —0,039,

что по абсолютной величине больше 0,015; примем п =  6, тогда

+  ° '798' 2° 6 1 - 1 3 = + 0 ' 0 1 1 ’)  =  + 0 ,0 1 1 ,

что по абсолютной величине меньше 0,015.
Поставленное условие: ДФ (2,0) 0,015 будет выполнено, если при вычис­

лении значения функции Ф (2,0) будут удержаны члены разложения в (104) 
или (106) с tn  (при п =  5) и не приняты во внимание члены, начиная с содержа­
щего t13 (неучет члена с г15 вносит ошибку в Ф (t),  равную —0,0034, а неучет 
члена с t13----- 1-0,011).

Очевидно, что вычисление значений Ф (t) даже для небольших 
аргументов t связано с большими техническими трудностями. Это 
обстоятельство потребовало составления таблиц интеграла вероят­
ностей, первые из которых были составлены Крампом в 1799 г. 
([30], стр. 26). В настоящее время во всех руководствах и пособиях 
по теории вероятностей помещаются таблицы значений интеграла 
вероятностей, составляемых непосредственно по таблицам академика 
А. А. Маркова. Марков составил таблицы значения интеграла

для значений х от 0 до 4,8 с точностью до 11-й значащей цифры. 
От значений Фм ( t) таблиц Маркова легко перейти к значениям 
F (t) интегральной функции, так как (см. [30], стр. 31)

Переход от значений функции F (t) к значениям интеграла вероят­
ностей Ф (t) осуществляется по формуле связи (102).

Таблицы значений интеграла вероятностей

и таблицы плотности вероятности нормального распределения

для t от 0 до 8 помещены в прилож. 1 и 2.

§ 14. Числовые характеристики случайных величин
При практическом использовании теории вероятностей для полу­

чения общей количественной характеристики случайных величин 
необходимо знать некоторые их числовые постоянные, основными

оо

ф мСt) =  f e - * - d x

о



из которых являются математическое ожидание, моменты, среднее 
квадратическое отклонение (стандарт), дисперсия, эксцесс, асим­
метрия.

Математическое ожидание
М а т е м а т и ч е с к и м  о ж и д а н и е м  М  (X) прерыв­

ной случайной величины X  называется сумма произведений всех 
возможных значений случайной величины, которые она может 
получить в процессе опыта, на соответствующие им вероят­
ности.

Таким образом, при наличии таблицы распределения (см. табл. 2), 
по определению математического ожидания и при условии, что число 
возможных значений случайной величины Xi конечное, можно запи­
сать

п
М ( Х )  = xlPl +  x,pt +  . . .  +  хпрп =  2  ХгРи (108)

i—i
71

где 2  Рг =  1> поскольку учтены все возможные значения х .
г— 1

Если выражение математического ожидания (108) распростра­
нить на дискретные величины, имеющие бесконечное число возмож­
ных значений Xi, то в этом случае

оо п
М  {X) = 2>XiPi =  lim 2  х%р%. (109)

i— 1 n-f со i—i
п

Учитывая, что в (108) и (109) 2  Рг =  1» иногда пишут
i—i

п
2 * г Р г

M ( X )  = i= ±—  . (110)

2 Pii= 1
Формула (110) позволяет дать механическую интерпретацию 

математического ожидания: М  (X) является абсциссой центра тяже­
сти системы точек, абсциссы которых равны значениям случайной
величины, которые она может принимать или принимает в процессе
опыта, а массы, помещенные в эти точки, равны соответствующим 
вероятностям.

Математическим ожиданием непрерывной случайной величины X  
называется интеграл

+  оо
М( Х )  =  /  x f ( x ) d x , (111)

— оо

где / (я) — плотность вероятности распределения случайной вели­
чины X .



Для нормального распределения
+ 0°

М  (X ) = f  хср(х) dx,
— оо

где ф (х) — плотность вероятности нормального распределения.
П р и м е р .  Вероятность попадания в цель при выстреле р =  0,5. О преде­

лить математическое ожидание числа попаданий при четырех выстрелах.
Решение.  Вероятности возможного числа попаданий 0, 1, 2, 3, 4 равны

Математическое ожидание числа попаданий при четырех выстрелах 

М  (X) =  xlPl +  х2р2 +  х3р3 +  х4р4+ хър ь\

М  (X)  =  0 . 0,0625 + 1  • 0,250 +  2 • 0,375 +  3 * 0,250 +  4 • 0,0625;
М  (Х) =  2 попадания (наиболее возможное к0 ^ п р ;  к0 ж 4 .0 ,5  =  2 попадания).

Реальный алгебраический смысл математического ожидания ста­
нет яснее, если установить его связь со средним арифметическим. 
Заметим, что с р е д н и м  а р и ф м е т и ч е с к и м  называют 
величину, вычисляемую по формуле

Докажем, что при неограниченно большом числе испытаний пределом 
среднего арифметического является математическое ожидание слу­
чайной величины. Рассуждения будем вести применительно к фор­
муле (108), т. е. для прерывных случайных величин, отметив при 
этом, что все полученные выводы можно распространить и на непре­
рывные случайные величины.

Пусть в процессе опыта случайная величина с численным зна­
чением

Контроль: 2  Р п W  =  1,0000

(ИЗ)
г= 1

хх появилась М г раз 
х2 у> М 2 » 
х 3 » М 3 »

X*fi )) ))



На основании формулы (113) можем записать
~ __ x i • M i  -f- х 2 • М 2 -f- х 3М з 4~ Х п М п
х ~  Mi  +  M 2 +  M 3+  . .  . + Л / П * ^  >

Обозначим
Mi  -f- М 2 “Ь М 3 -J- М п = N ;

N  — число всех испытаний.
Тогда

~X = X1 ^  +  X2 ^ f + X3 ^ T + - - - + X n ^ -  (115)
В (115) дроби

M l  м 2 м 3 м п

N  ’ N  ’ JV ’ ‘ ’ ЛГ

по определению (1) есть относительные частоты, т. е.

M i  __ л  . М 2 __^  . М 3 ___ ^  4 ^
“ д Г  — VI» “ дГ — V2> — V3> • • • »  - f t -  “  v n -

Следовательно,

а; =  +  3:2^2  ~Ь xzQa 4" • • • +  xnQn. (116)

На основании теоремы Бернулли (§ 3), переходя к пределу и заме­
няя в (116) Qi соответствующими значениями р \ , получим

lim х = М(Х) .  (117)
Л/^оо

Таким образом, математическое ожидание М  (.X ) является как бы 
теоретическим средним значением случайной величины 
([40], стр. 138).

Рассмотрим свойства математического ожидания для прерывных 
случайных величин, вытекающие из определения М  (X ).

П е р в о е  с в о й с т в о .  Математическое ожидание М  (X) 
имеет ту же размерность, что и значения случайной величины.

Это свойство очевидно, так как в (108) х1У х2,..., хп умножаются 
на вероятности, которые являются отвлеченными числами.

В т о р о е  с в о й с т в о .  Математическое ожидание М  (X) 
может быть как положительным, так и отрицательным числом 
в зависимости от знаков значений случайной величины. Это свойство 
также очевидно.

Т р е т ь е  с в о й с т в о .  Математическое ожидание постоян­
ной величины равно этой постоянной, т. е.

М ( С )  =  С,
где С — постоянная.

Это свойство также не требует доказательства.
Ч е т в е р т о е  с в о й с т в о  (теорема сложения математических 

ожиданий). Математическое ожидание суммы двух или нескольких



независимых случайных величин равно сумме математических 
ожиданий этих случайных величин, т. е.

М  (X  +  У) =  М (X) +  М  (У); (118)

М  (X  +  У +  . . .  +  W) =  М  (X) +  М  (У) +  . . .  +  М ( W). (119)
Доказательство. Докажем частный случай формулы (118). Для 

случайных величин X  и У запишем

M ( X )  = f l xip(x i);
i =  1

М  (Y ) =  2 м >  (yj).
1

Для (118) по определению математического ожидания можно 
записать

п k
М  (X  +  Y) =  2  2  (*i +  уЛ • Р (*iW). (120)

г=  1 j =  1

где р (зд*) — вероятность совместного появления возможных зна­
чений Х{ и yj.

Выражение (120) можно переписать так:

М  (X  +  У) =  2 * i 2 p ( aW ) +  2  2  Р (*«!/;)• (121)
i = l  j=  1 j — 1 i = l

Для независимых событий

P (z.t/j) =  P (Xi) • P (Vi). (122)
С учетом (122) выражение (121) примет вид

м  (X +  Y)  =  2  *ip (xi) 2  р (yj) +  2  yjp (yj) 2  p (*»)• (123)
г= 1 j = 1 j = l  i = l

Но в (123) 

2 р Ы  =  1; 2 p ( * i )  =  i -j= 1 i=1
Следовательно,

n k

m (x  +  F ) =  2  анр (*<) +  2  ^ р  (уЛ »
i = l  j = ;

или
M (X  +  У) =  м  (X) +  M  (У), (124)

что и требовалось доказать.
Нетрудно распространить это доказательство на любое число 

слагаемых.
П я т о е  с в о й с т в о  (теорема умножения математических 

ожиданий). Математическое ожидание произведения двух или несколь­



ких независимых случайных величин равно произведению математи­
ческих ожиданий этих случайных величин, т. е.

М  (X  • У) =  М  (X) • М  (У); (125)

M ( X - Y - Z -  . . .  - W ) = M ( X ) - M ( Y ) - M ( Z ) -  . . .  - M( W) .  (126)
Доказательство. Докажем справедливость формулы (125). На 

основании определения математического ожидания можно записать

М  ( X ■ Y) =  2  2  X iУгр (Xiyi),
1= 1 j— 1

где xi и yj — различные значения величин X  и У соответственно; 
Р (хгУэ) — вероятность произведения xiyj.

Для независимых случайных величин имеем

Р  ( X i У ) )  =  p ( X i ) - p  ( y j ) .
Или

M ( X - Y )  =  2  ^ J xiyjp(xi)- Р(Уз) =  2  XiP (Xi) • 2  У}-р(У))- ( I 27)
г— 1 j —1 i =  l i = l

Окончательно, пользуясь определением математического ожида­
ния и полученным выражением (127), имеем

М  (X  • У) =  М  ( X ) . м  (У), (128)
что и требовалось доказать.

Полученный вывод (128) легко распространить на любое число 
независимых случайных величин.

Ш е с т о е  с в  о й с т в о. Математическое ожидание произве­
дения случайной величины на постоянную равно произведению мате­
матического ожидания случайной величины на постоянную величину, 
т. е.

М( СХ)  -  С- М( Х) ,  (129)
где С — постоянная величина.

Доказательство. На основании пятого свойства можно для (129) 
записать

М{ С- Х)  = М{С) - М{Х) .
Но по третьему свойству

М ( С ) =  С.
Следовательно,

М{ СХ)  = С - М ( Х ),
что и требовалось доказать.

Все свойства математического ожидания для прерывных случай­
ных величин справедливы и для непрерывных случайных величин. 
Разумеется, при рассмотрении свойств математического ожидания 
в данном случае необходимо исходить из определения М  (X), выра­
жаемого формулой (111).



Моменты

В теории вероятностей различают начальные и центральные 
моменты.

Н а ч а л ь н ы м  м о м е н т о м  порядка к случайной вели­
чины X  называют математическое ожидание к-й степени этой слу­
чайной величины, т. е.

v* =  M ( X k). (130)

Ц е н т р а л ь н ы м  м о м е н т о м  порядка к случайной вели­
чины называют математическое ожидание к-й степени отклонения 
случайной величины X  от ее математического ожидания М  (X),  
т. е.

Hk = M { l X - M ( X ) ] h j. (131)

Для прерывной случайной величины X  на основании (130) и (131)
можно соответственно записать

п

vft= 2 * i - P i »  (132)г=1
где Хг — различные возможные значения случайной величины X ; 
Pi — соответствующие вероятности;

Ц* =  2 i { x i - M ( X ) ) k . Pi. (133)
i = i

На основании связи (117) среднего арифметического х с матема­
тическим ожиданием М  (X), в соответствии с которой

lim х =  М (X),
N-yoo

для эмпирических распределений * формулы (132) и (133) можно 
упростить и записать

v * = 2 ! * f o ;  (134)i= 1

Ii*=  2 ( * i - ^ ) ft<?i. (135)i = i

Здесь Qi — относительные частоты появления значений случай­
ной величины, получаемых из массовых наблюдений.

В частном случае, когда для возможных значений х% отно­
сительные частоты Qi одинаковы (например, каждое значение xi

* Иногда для теоретических и эмпирических распределений моменты обо­
значают разными буквами, например для теоретического — |Д£, для эмпириче­
ского — т .̂



появилось один раз), формулы (134) и (135) еще упростятся и при­
мут вид

=  -1 2  (Xi -  x f .

Для непрерывной случайной величины X  в соответствии с форму­
лами (130), (131) для начального и центрального моментов запишем

=  j  x k- f ( x )  dx\ (136)

(137)

В (136) и (137) f  (x) — плотность вероятности распределения 
непрерывной случайной величины X.

Пользуясь формулами (132), (133), (134) и (135), легко устано­
вить, что

V0 = l  

Но =  1 

v 1 =  X

Ц1 =  0

ц а =  v 2 — v[  

fxs =  v3 — 3vjv2 +  2v[ 

fX2i + 2 =  (2i +  1) • JLi2i - M-2 {i =  1, 2, 3 . . . )
Формула (139) позволяет вычислять центральные моменты чет­

ного порядка для теоретической связи, начиная с момента четвер­
того порядка, через момент второго порядка.

Так, например,
М-4 =  Ц 2г+2 =  3fxl ( i =  1)

Цб =  М"2г + 2 =  15|Ы2 (i =  2)

[Х8 =  М-2г + 2 ^  105^2 (̂  =  3)

(138)

(139)

При использовании моментов обычно ограничиваются момен­
тами 4-го порядка; для надежного определения моментов более высо­
кого порядка необходимо число испытаний (наблюдений) довести 
до нескольких тысяч.



Дисперсия и среднее квадратическое отклонение (стандарт)
Дисперсия как одна из важнейших числовых характеристик 

случайной величины дает возможность оценить разброс значений 
этой случайной величины, вызываемый наличием при опыте ошибок 
наблюдений, неучетом колебаний условий и другими факторами.

При наличии двух рядов наблюдений одной и той же случайной 
величины X , в одном из которых разброс меньше, т. е. различные 
значения случайной величины теснее группируются около среднего 
значения, по самим отклонениям Х —М  (X) можно составить неко­
торое суждение о точности наблюдений этих рядов. Заметим, однако, 
что во многих случаях ошибки наблюдений бывают ничтожно малы 
или даже отсутствуют совсем. (Например, при определении числа 
бракованных изделий в суточной выработке.)

Однако частные значения отклонений Х —М  (X) сами по себе 
ничего не характеризуют, а математическое ожидание отклонения 
случайной величины, как легко убедиться, равно нулю вследствие 
взаимной компенсации отклонений положительных и отрицатель­
ных значений. Среднее значение из абсолютных значений этих откло­
нений также не всегда дает хороший результат при оценке разброса, 
так как результаты сильно сглаживаются и большие отклонения 
становятся мало ощутимыми, особенно при значительном числе 
испытаний.

С целью устранения указанных недостатков принято рассматри­
вать не сами отклонения, а их вторые степени. В этом случае большие 
отклонения сказываются на конечном результате оценки значительно 
больше, чем малые. Привлечение для этой цели более высоких 
степеней Х —М  (X) связано, как было отмечено выше, с дополнитель­
ной трудностью, вызываемой тем, что в практике приходится 
ограничиваться сравнительно небольшим числом испытаний (наблю­
дений) .

Д и с п е р с и е й  D (X) случайной величины X  называется 
математическое ожидание квадрата отклонения значения случайной 
величины от ее математического ожидания, т. е.

Из формулы (140) следует, что дисперсия случайной величины 
есть не что иное, как центральный момент второго порядка, а именно

D( X)  = M  { [ Х- М( Х) ] * } . (140)

п

i= 1
или в более простом виде, с учетом (117)



Для непрерывной случайной величины X
оо

D ( X ) =  /  [ x i - M { X ) Y f ( x ) d x .  (142)
-  ОО

Иногда обозначают
D( X)  = o2x  = o \  (143)

Величина о = У D (X) называется с р е д н и м  к в а д р а ­
т и ч е с к и м  или стандартным о т к л о н е н и е м  (иногда — 
стандартом). Среднее квадратическое отклонение о обладает по срав­
нению с дисперсией D (X) несомненным преимуществом: оно имеет 
ту же размерность, что и случайная величина. Отметим, что дис­
персия имеет размерность, равную квадрату размерности случайной 
величины.

Часто пользуются относительной числовой характеристикой 
разброса или так называемым к о э ф ф и ц и е н т о м  в а р и ­
а ц и и  у, представляющим отношение среднего квадратического 
отклонения к математическому ожиданию, выраженное в процен­
тах, т. е.

ч - щ * г 100%' <ш >
исключая, конечно, случай, когда М  (X) =  0.

Если в формуле дисперсии (141) х% — различные значения слу­
чайной величины, полученные из наблюдений, а х — точное 
(истинное) значение этой величины, то разность А* =  х\—х назы­
вают и с т и н н о й  о ш и б к о й .  Дисперсия D (X) в этом случае 
будет представлять собой квадрат средней квадратической ошибки 
т2, т. е.

D (X) =  т2,
а

т = о.

Формула средней квадратической ошибки, вычисленной по истин­
ным ошибкам (так называемая формула Гаусса), имеет вид *

m = / 1x L - (145>
где знак [ ] — Гауссова сумма,

[Д2]= Д^  +  Д22 +  . . . 4 Л п,

п — число всех ошибок (наблюдений).
В последующем изложении понятие средней квадратической 

ошибки используется более часто, чем понятие среднего квадра­
тического отклонения.

* При получении численного значения средней квадратической ошибки 
обычно ему приписывают знаки «± » .



Понятия математического ожидания и дисперсии нетрудно при­
менить для биномиального распределения вероятностей.

Определим математическое ожидание числа появлений события 
М  (к).

По определению
п

M ( k ) = ' 2 l kiPi. (146)
1=1

Таблица распределения для данного случая примет вид табл. 4.

Т а б л и ц а  4

hi 0 1 2 3 п

P i Р п  (0 ) Р п (  1) Р п  (2 ) Р п  (3 ) Р п ( п )

Таким образом,

м  (к) =  0• Рп (0) +  1 Рп (1) +  2Рп (2) +  ЪРп ( 3 ) + . . .  +  пРп (п) =

=  О-#" +  1 -npqn~l + 2  ra(ra2- 1)- p V ~ 2 +  --- +

5 П (п —  1) . . . (п —  к-\- 1) h  n-h , , /  Л\ 71—1 , п
+  —------[п й у т---- — РЯ +  . . .  + n ( n  — 1)р ' - q  +  n p .

(147)
Вынесем в правой части выражения (147) произведение пр за скобку 

М (к) =  пр (< Г 1 +  („ ■- 1) p q ^  +  (” - 1)(^ " - * +1) Рк- ‘ • < Г Ч - . .  +

+  ( n - l ) p " - 2 . 9 + p n- 1j .  (148)
Но

{<?--■1 +  (п - 1  )РЯП- 2 +  (ra~ t) (v i- (r)7 fe+1) • ^ ' 1 •*"'* +  • • • +

+  (в -  \ ) р п- 2д + р " - ‘) =  (q + р )п~1. (149)
Вместе с тем

(? +  р Г ‘ =  1, (150)
так как q +  р =  1. С вероятностной точки зрения (q +  р)п~ 1 есть
вероятность появления всевозможных комбинаций (и—1) сложных
событий, составляющих полную группу событий. Вероятность того, 
что при одном испытании какое-либо из (п—1) сложных событий 
произойдет, равна единице, т. е. (q +  р )п~ 1 =  1.
48



Из (148) с учетом (150) следует
М  (к) = пр. (151)

Напомним, что вероятнейшее число появлений события при много­
кратных испытаниях согласно формуле (56)

к0 ^  пр.
Отсюда вытекает, что математическому ожиданию соответствует 

наибольшая вероятность.
Определим теперь дисперсию числа появлений события при

многократных испытаниях.
По определению (140)

D (к) =  М  [[к — М  (А)]2) =  2  ( h  -  n p f  • pi (152)
i = 0

или
D (к) =  (0 — n p f  ■ Pn (0) +  (1 -  n p f  Pn (1) +  . . .  +  (« -  n p f  Pn (n). 

(153)
Выполнив несложные преобразования в правой части формулы (153) 
([40], стр. 146—147), которые здесь опущены, нетрудно установить, 
что

D(k)  = npq, (154)

а среднее квадратическое отклонение числа появлений для бино­
миального распределения

а = У  npq . (155)

Эксцесс
Э к с ц е с с о м  в теории вероятностей называют величину, 

вычисляемую по формуле
Е =  Ц - ~  3 (156)

2̂
и характеризующую положение вершины кривой эмпирического 
распределения относительно кривой нормального распределения.

В формуле (156) приняты следующие обозначения:
Е  — эксцесс;

(х4 — четвертый центральный момент; 
р,2 — второй центральный момент ([^ =  о*4).

Пользуясь формулой (139) для вычисления центральных моментов 
четного порядка

|X2i+ 2 =  (2  i +  l) - t l2 i - |^ 2 -

легко показать, что для теоретического (нормального) распределе­
ния эксцесс равен нулю, так как

__ _ (2ь-Н)-н>2г-1*2 - з  (i =  1)
04 ^  ^

4 в. Д. Большаков. 49



Отклонение эксцесса эмпирического распределения от его теоре­
тического значения, т. е. от нуля, будет указывать на отклонение 
эмпирического распределения от нормального, причем, если Е £> О, 
распределение будет «высоковершинным», если Е <; О — «низко­
вершинным» (рис. 5).

Не требует пояснений утверждение, что эмпирическое распреде­
ление может точно совпасть с нормальным по чистой случайности 
или при числе испытаний неограниченно большом. Таким образом, 
исследователь практически всегда при вычислении эксцесса эмпи­
рического распределения получит величину, отличную от нуля.

Но дело заключается в том, 
можно ли считать полученное 
значение эксцесса несуществен­
ным при данных условиях, а, 
следовательно, отклонение вер­
шины кривой эмпирического 
распределения от нормальной 
кривой — допустимым.

Для этой цели применяют 
следующую эмпирическую формулу, позволяющую вычислять сред­
нее квадратическое отклонение эксцесса

(1 5 7 )

где п — число наблюдений (испытаний).
Если число наблюдений не очень мало (п > 5 0 ) , эмпирическое 

распределение можно считать совпадающим с теоретическим 
(нормальным) с вероятностью 0,997 при условии

| Я | < З о Е; (158)
здесь
\Е \ — абсолютное значение эксцесса,
оЕ — среднее квадратическое отклонение эксцесса, взятое со зна­

ком «+».
Асимметрия

В практике встречаются случаи, когда эмпирическая кривая 
распределения является как бы скошенной. В качестве числовой
характеристики в этом случае применяют так называемый п о к а ­
з а т е л ь  а с и м м е т р и и

S k = % ,  (159)

где Sk  — показатель асимметрии (Sk — первые буквы слова skew­
ness — скошенность),

(лз — третий центральный момент,
а 3 — третья степень среднего квадратического отклонения (оче- 

видно, а 3 =  щ2).



Для симметричных распределений, каким является и нормальное, 
очевидно, что теоретическое значение S k  =  0, так как суммы поло­
жительных и отрицательных кубов отклонений при вычислении \i3 
по формуле (131) взаимно компенсируются. Когда Sk  окажется 
больше нуля, кривая будет скошена влево, а когда S k  окажется 
меньше нуля — вправо (рис. 6).

Для нормального распределения при большом числе испытаний п 
среднее квадратическое отклонение показателя асимметрии может 
быть вычислено по эмпирической формуле

5к>0 Sk<0
Рис. 6

Если будет выполнено условие

\ S k \ < 3 a 8h, (160)

то эмпирическое распределение можно считать приближенно сим­
метричным.

Иногда вместо показателя асимметрии S k  применяют постоянную 
Пирсона plt называемую м е р о й  с к о ш е н н о с т и ,  равную

Iх2
Pi =  =

2̂
Нетрудно установить, что ([4], стр. 55)

° h  = V P Г - / ? .

Условию (160) аналогично условие 

| pi |  < 3 a Pl.

Недопустимые отклонения S k  от нуля в большинстве случаев 
означают наличие в результатах наблюдений односторонне действу­
ющих ошибок. Понятие односторонне действующих ошибок доступно 
без дополнительных пояснений, однако к ним мы еще вернемся ниже.

П р и м е р .  При исследовании светодальномера одна и та же линия была 
измерена 16 раз. Пользуясь данными, помещенными в таблице 5, вычислить цен­
тральные моменты ji2, fjt3, |i4, дисперсию D (X), среднее квадратическое 
отклонение а, эксцесс Е у среднее квадратическое отклонение эксцесса а£ , асим­
метрию S k n  среднее квадратическое отклонение асимметрии osh . В графе «Вычи­
сление» табл. 5 приведен расчет числовых характеристик.



Т а б л и ц а  5

о

% в
Результаты 

измерений Si м

б Si =  Si - 

—SCp, мм 6S* 0S? Вычисление

1 6994,911 +17 ,8 316,84 +5639,8 „ „ = “ ,0 .0 ;

2 ,890 - 3 ,2 10,24 - 3 2 ,8

3
4

,879
,895

-1 4 ,2
+ 1 ,8

201,64
3,24

—2863,3
+ 5 ,8

ОООNj<+II
СО£ 

s
+

нт

5 ,882 - 1 1 ,2 125,44 -1 4 0 4 ,9
= 12457;

6
7

,898
,885

+ 4 ,8
- 8 ,2

23,04
67,24

+110,6
-5 5 1 ,4

0 = 8 ,6  мм;

8
9

,883
,902

-1 0 ,2
+ 8 ,8

104,04
77,44

-1061 ,2
+681,5

10 ,901 + 7 ,8 60,84 +474,6 Р 12457 
Е =  5506 3>

11 ,895 + 1 ,8 3,24 —[— 5,8 £ = —0,74;

12 ,894 + 0 ,8 0,64 + 0 ,5
° в  =  \ / ~  f t  =1,22;

13 ,896 + 2 ,8 7,84 + 22 ,0 | £ | < о£ ;

14 ,883 —10,2 104,04 -1 0 6 1 ,2
S k = % ’

15 ,895 + 1 ,8 3,24 + 5 ,8

16 ,902 + 8 ,8 77,44 +681,5

1 « 1 < | о » 1

£ ср = 6994,8932 2  =  - 0 ,2 2 =  1186,4 2 = + 6 5 3 ,1 2  б S*  =199313

Как нетрудно видеть из результатов вычислений, эксцесс и асим­
метрию здесь можно считать несущественными, а эмпирическое рас­
пределение — нормальным.

§ 15. Закон нормального распределения для случайных величин

До сих пор речь шла о законе нормального распределения веро­
ятностей для числа появлений события при многократных испыта­
ниях, точнее — для отклонений этого числа от его вероятнейшего



значения. В качестве аргумента функции распределения было при 
нято значение

однако при наблюдениях каких-либо иных случайных величин 
(а не числа появлений события, в частности) аргумент х по формуле 
(77) определить нельзя. Найдем формулу, позволяющую определять 
аргумент х функции нормального распределения для любой много­
кратно наблюденной случайной величины.

В основу вывода искомой формулы возьмем формулу (80)

где Рх — вероятность значения х. 
Так как

то с увеличением числа испытаний п вероятность Рх будет неограни­
ченно уменьшаться.

Представим теперь аргумент х в таком виде

/>„(*) = - 4 =  в 2 -Дх,
где

(161)

V npq У  РЯ \ П

к__ __
к — пр   п ^   I  Г  п / к

Обозначим

1и (102)

Тогда можем написать

Подставляя значение х и dx из (163) в (161), получим
h0 ~Ь2*2



и в интегральной форме

В качестве аргумента функции распределения, выраженной форму­
лами (164) и (165), служит

т. е. отклонение значения случайной величины (относительной 
частоты) от ее математического ожидания — вероятности

Учитывая рассмотренный частный случай, можем написать для 
любой случайной величины X, подчиняющейся закону нормального 
распределения

Однако если в формулах (164) и (165) параметр h0 нам известен, то 
в формулах (166) и (167) параметр h остается пока неизвестным. 
Выясним его смысл.

Очевидно, что вероятности разных значений случайной величины 
зависят от степени разброса этих значений. Поэтому должна суще­
ствовать связь параметра h с характеристикой указанного разброса, 
т. е. с дисперсией о2. Установим эту связь.

По определению дисперсии (140) и (143)

(166)

(167)

где
z ^ X - M ( X ) ,  

Zi =  Xi — М  (X).

D( X)  = o2 = М { [ Х - М { Х ) } 2}.
Но

X - M ( X )  = Z>
поэтому

о2 = М  (z2),



Возьмем интеграл
+<х> + о о  4-00

/  -  - 1 wj*  -f * - Л' --■&?{ <1Ю>
— оо

учитывая, что 

Выражение

ь2„2 ,,2,2
de~hz = —2h2ze 2 -rfz.

z • de
можно проинтегрировать по частям

+ °° ,2 2 2 2 ”̂ °° "Ь00 о 2
j  zde~hz =  ze 2 | — f  e~hz -dz. (170)

-OO —OO
Применяя правило Лопиталя, получим

2 2 ~̂~°0
2 I =  l i m — ^  — l i m

2 -» — OO ^

1 1
=  lim --- 2~2~ — lim --- f t  =  0.

z ^ + o o  2h2zeh z 2-> —oo 2h2zeh 2

Равенство (170) теперь перепишем так:

+ °° 2 2 ~Ь°0 .2 2
/  з de г = -  /  e- hz -dz.

— OO
Обозначая

hz =  и,
откуда

7 du 
d z = - h - ’

и учитывая, что пределы интегрирования не изменятся, получим

— оо — оо
так как

+ “  2 
/  е“ “ .«to

— ОО

есть интеграл Пуассона, равный | / я .
Обращаясь теперь к (169), получим

- ( * ) •№ )- s

Г> 5



и, наконец, согласно (168)

№  =

1
2h2

1
2а2

Формулы (171) устанавливают связь параметра закона нормального 
распределения значений любой случайной величины с ее диспер­
сией.

Выразим теперь /г2 через а2 и Л через а в (166)

Обозначим

Тогда получим

р  = __ £__е
х  о /2 ^ Г

dz.

dz 7 —  =  ах о

(172)

/ 2 я

Р±\ = У2п

I

-dx = Ф (t)
(173)

где ±  t — пределы интегрирования и аргумент функции интеграла 
вероятностей, значения которого даны в приложении 1, в соответ­
ствии с формулой (89).

Таким образом, для получения интегралов вероятностей для 
любой случайной величины X  необходимо знать М  (X) и стандарт 
распределения о\ Тогда аргументами функции Ф(1),  а стало быть, 
и соответствующих таблиц будут служить « н о р м и р о в а н н ы е  
з н а ч е н и я »

t = — , о
где

z = X - M ( X ) .

Полученные формулы имеют исключительно важное значение 
для практики. Они позволяют пользоваться законом нормального 
распределения для решения задач, связанных с любыми случайными 
величинами X, подчиняющимися этому закону. Для определения 
аргумента

X i - M ( X )
Гг — ------- --------



интегральной функции распределения необходимо знать две основ­
ные характеристики

Точность этих двух параметров, а следовательно, и эффективность 
применения теории вероятностей зависит от числа наблюдений слу­
чайной величины. При малом числе наблюдений полученные резуль­
таты исследования будут ненадежны.

Практика показывает, что при анализе экспериментальных дан­
ных рассмотренные выше распределения — биномиальное и нор­
мальное — не исчерпывают вопроса, так как иногда приходится 
иметь дело с наблюдаемыми величинами, по своей природе не под­
чиняющимися этим законам. Примером могут служить ошибки округ­
лений, которые в некотором интервале распределяются равномерно.

Рассмотрим некоторые из распределений, связанных с нормаль­
ным.

базировался на предположении, что вероятность р постоянна и не 
близка к нулю (или единице). Если последнее условие о величине р  
не выполнено, формулу (76) применять нельзя; в этом случае Р п (к) 
следует вычислять по формуле

где к0 — вероятнейшее число появлений события при многократных

Р а с п р е д е л е н и е м  П у а с с о н а ,  или распределением 
редких событий, называется распределение случайной величины X , 
при котором она может принимать только целочисленные значения 
к =  0, 1, 2, 3... с вероятностями, определяемыми формулой (174), 
причем к0 =  пр небольшое, а п — число испытаний очень велико.

Функция распределения в данном случае имеет вид

Заметим, что математическое ожидание и дисперсия случайной 
величины в этом случае равны параметру распределения Пуассона, 
т. е.

и
М( Х )  

а 2 =  М { [ Х - М ( Х ) ] 2}.

§ 16. Понятие о других видах распределения

Распределение Пуассона
Вывод формулы (76)

(k—np) 2
2 npq

(174)

испытаниях.

Р ( Х  =  Л) =  е- * £ . & . (175)

М  (X) =  D (X) = пр. (176)



Среднее квадратическое отклонение случайной величины в слу­
чае распределения Пуассона равно

о = У п р  . (177)
П р и м е р  ([23], стр. 263, 264). Предполагая, что число частиц золота» 

паходящихся во взвешенном состоянии в растворе, распределяется по закону 
Пуассона, найти выражение этого закона по распределению частиц золота, 
наблюдавшихся через 2 сек в оптйчески изолированной части пространства, 
приведенному в табл. 6.

Решение.  Вычислим среднюю арифметическую (математическое ожидание) 
и дисперсию случайной величины. В соответствии с данными табл. 6 имеем

М(Х) = х = Щ р - ;  i = | H |  =  l,42703«l,43;

D (X)  =  щ  =  J L  J  ( , { _ ; ) »  Щ- D ( X )  =  =  1,51.

Довольно хорошее совпадение математического ожидания М  (X) и диспер­
сии D (X), равных 1,43 и 1,51 соответственно, подтверждает предположение
о наличии распределения Пуассона. Выражение для закона Пуассона в данном 
случае примет вид

Р ( Х  =  к ) =  ( М з Л * -1 ,4 3  , (178)

Т а б л и ц а  6

Количество
частиц

Количество
интервалов

ni

Вычисления

Xi —X ( ч - х ) ч ( * i  - * ) 2 ni

0 381 — 1,42703 -5 4 3 ,7 775,9
1 568 —0,43703 -2 4 2 ,6 103,6
2 357 +0,57297 +204,6 117,2
3 175 +  1,57297 +275,3 433,0
4 67 +2,57297 +172,4 443,6
5 28 +3,57297 +100,0 357,3
6 5 +4,57297 +22,9 104,7
7 2 +5,57297 +11,1 61,9

И того 1583 Контроль -7 8 6 ,3 2=2397 ,2
'Zxini= 2259
_ +786,3
X = 1,42703 ооII

где к =  0 , 1, 2, .. .  — возможное количество частиц золота, находящихся 
во взвешенном состоянии в растворе, наблюдавшееся через 2 сек в оптически 
изолированной части пространства. По формуле (178) можно вычислить веро­
ятность для заданного числа к.

Распределение Шарлье
При рассмотрении количественных характеристик случайных 

величин отмечалось, что в практике встречаются случаи, когда рас­
пределения асимметричны и отличаются от нормального (показатель



асимметрии S k  Ф 0; эксцесс Е Ф 0). При небольших показателях 
асимметрии Sk  и эксцесса Е  такие распределения могут быть вырав­
нены при помощи распределения Шарлье. Число появлений случай­
ной величины х в заданном интервале Ах в этом случае вычисляется 
по формуле

м  =  _*1А £ф(<) [ i +  ^ (i4 _ 6i2 +  3)j ; (ид)

где N  — число всех наблюдений;
Ах  — величина интервала (х разбивается на одинаковые интер­

валы);
ср ( t) — плотность вероятности нормального распределения, равная

I
у * г ' е

Е  — эксцесс;
t — коэффициент кратности (нормированное значение), равный

Затем вычисляется критерий %2 — «хи-квадрат»

« 80)

где М ' — наблюденное число появлений случайной величины в ин­
тервале Ах.

По таблице, приведенной в приложении 4, пользуясь и числом 
степеней свободы к как аргументами (число степеней свободы пред­
ставляет разность между числом опытов и числом параметров: а, 
Sk, Е , х), можно найти вероятность. Если вероятность окажется не 
мала, то расхождение между М '  и М  можно считать несущественным. 
Величины М '  и М  можно сравнить и непосредственно ([33], стр. 67).

Распределение Стыодента
При использовании формул интеграла вероятностей и интеграль­

ной функции предполагается, что п (число испытаний) достаточно 
большое. В этом случае стандарт распределения будет определен 
надежно. Однако иногда среднее квадратическое отклонение опре­
деляется по небольшому числу наблюдений (10—20) и, следовательно, 
само значение о (или т) будет ошибочным. Так, П. И. Шилов ([39], 
стр. 7), основываясь на зависимости средней квадратической ошибки 
от числа наблюдений, выражаемой формулой

m m ~ - у го— => (181)

приводит значения (в %) этой ошибки, приведенные в табл. 7.



Число наблюдений п 2 3 4 5 6 7 8 9

rnm — * *100% 

V 2 (л -1 )

71 50 41 35 32 29 27 25

Из табл. 7 следует, что значение сг или яг, определенное по неболь­
шому числу наблюдений п , содержит большие ошибки (см. значение 
ошибок при п =  2—10).

В этих случаях, т. е. при малом числе испытаний (п <1 20), реко­
мендуется пользоваться распределением Стьюдента.

Р а с п р е д е л е н и е м  С т ь ю д е н т а  при любом п >  2. 
называется распределение с плотностью распределения вероятностей

Ф (г) =
У  (П — 1) Л

(182)

где Г — гамма-функция;
(лг—1) — число степеней свободы (в теории ошибок — число 

избыточных измерений);
Х - М ( Х )  „ „t =  ----- ^ л ■- — нормированное значение случайной величины.

Как известно из алгебры, понятие факториала может быть рас­
пространено на любые числа х, в том числе и на комплексные, при 
помощи гамма-функции, определяемой выражением

I »
=  lim п \ п х~ {

(только при X >  0) 

(для любых х)
(183)

х ( х - { - { )  (ж+  2 ) .  . . [х -\ -п  —  1)

Гамма-функция обладает рядом свойств, в частности,
Г (х +  1) =  х Г (х)

Г (и) =  (га — 1)!
при п целом положительном. Этими свойствами воспользуемся для 
дальнейших рассуждений. Для целых положительных х

Т(х +  1) = х\
Функция распределения

1 ■ ( - г )

■ № )
( 1  +  т ~ т )  <‘ 8 4 >



Т а б л и ц а  7

10 12 14 16 18 20 25 30 40 50 75 100

24 21 20 18 17 16 14 13 11 10 8 7

Чаще функция распределения Fs ( t) записывается в виде

Fs (t) =  c  J ( l  +
—оо

где постоянный множитель

г(х)
1̂ (га — 1) я • Г ( ““у""')

Таблица значений

2CJ  ( 4 +1Г = т ) 2 -dt = P
О

приведена в приложении 5. С помощью таблиц значений tv можно 
определять значение tp по заданной вероятности р или вероятность 
р  ( * <  tP)-

П. И. Шилов [39] приводит для р =  0,95 и р =  0,99 при п >  2 
значения tpj помещенные в табл. 8.

Т а б л и ц а  8

п
ь

п

tp

*0,95 *0,99 *0,95 *0,99

2 12,7 63,7 12 2,2 3,1
3 4,3 9,9 13 2,2 3,1
4 3,2 5,8 14 2,2 3,0
5 2,8 4,6 15 2,1 3,0
6 2,6 4,0 16 2,1 2,9
7 2,4 3,7 20 2,1 2,9
8 2,4 3,5 25 2,0 2,8
9 2,3 3,4 30 2,0 2,8

10 2,3 3,2 оо 1,96 2,58
И 2,2 3,2

П. И. Шилов делает вывод, что к таблицам Стыодента следует 
прибегать при п <  10; В. И. Романовский ([33], стр. 83) делает



аналогичный вывод для п <  20. Например, придерживаясь реко­
мендации П. И. Шилова для п >> 10, можно прийти к выводу, 
что распределение Стьюдента мало отличается от нормального. 
В самом деле, при п =  10 t0t95 =  2,3 и г0)99 =  3,2; при п — 20 
при тех же значениях Ф (t) находим: £0f95 =  2,09 и t0t99 =  2,86. 
Для нормального распределения, пользуясь таблицей значений 
интеграла вероятностей Ф ( t) приложения 1, находим

Ф(Ь)  = 0 ,95 , tx =  1,96,

Ф (t2) =  0,99, t2 =  2,58.
При числе испытаний неограниченно большом, как следует из 

сравнения значений t2 и t2 с данными строки оо таблицы 8, коэф­
фициенты совпадают точно, т. е. распределение Стьюдента совпадает 
с нормальным. Практически же при степенях свободы (п—1) =  13 
с вероятностью 0,99, т. е. близкой к достоверности, t =  3,012. Сле­
довательно, использование в качестве допусков (например, для пре­
дельного значения невязки) 2 т и 3 т с вероятностью 0,95 и 0,99 
вполне оправдано уже при п >  10.

Равномерное распределение

При обработке результатов наблюдений часто приходится иметь 
дело со случайными величинами, возможные значения которых 
равновероятны в некотором конечном интервале. Выше указывалось, 
что таким распределением обладают, например, ошибки округлений. 
Такое распределение носит название р а в н о м е р н о г о .  Плот­
ность равномерного распределения случайной величины X  выра­
жается функцией

/г (х) —
| -й Г ПРИ х2<х <

XI- 0 вне этого интервала,
(185)

-х -

frW

а
Рис. 7

а; Х2 =  а +  а,
где

х\  =  а ■

а — абсцисса центра интер­
вала.

График функции fT (х) 
представлен на рис. 7. Так 
как график функции /г (х) 
изображается прямоугольни­

ком, распределение часто называют прямоугольным. 
Функция распределения FT (х) имеет вид

atu
Л м -  /  § -  1.



Найдем числовые характеристики равномерного распределения: 
математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение. 
По определению математического ожидания (111) можем записать

М

=  - ^ [ ( а  +  а)2- ( а - а ) 2], (187)
или

М ( Х ) = ^ [ ( а + а ) 2- ( а - а ) 2] =  а. (188)

Дисперсия по (140) равна в этом случае 

D( X)  = М  [[X -  М  (X)]2} = М  \ Х 2- 2 Х М ( Х ) + М ( Х ) - М ( Х ) }  =  

=  М ( X2) -  М  [2Х. М  (X)] +  М  [М ( X ) . М  ( X)],
или

Но
D (X) = М  {X 2) - 2 а 2 +  а2 =  М  (X2) -  а2. (189)

а + аМ(Х2) = J x̂.dx = -
1

=  ^  +  °03 — (а — а )3]-М (**) =  -£-

а + а
х3 

6а
а —а а—а

а + а
г*

(190)

После несложных преобразований в правой части (190) получим 

М  (X2) =  а2 +  - f - . (191)

С учетом (191) дисперсия D (X) из (189) будет равна

D (X) =  М  (X2) — а2 =  а2 +  —  а2 =  . (192)

Среднее квадратическое отклонение а, следовательно, равно

«=̂ т- (193>
Напомним, что а — это наибольшая величина, на которую может 

отклоняться значение случайной величины от ее математического 
ожидания, т. е. а — это абсолютное значение предельного откло­
нения.



ЭЛЕМЕНТЫ КОРРЕЛЯЦИОННОГО АНАЛИЗА  

§ 17. Понятие о статистических связях

При математической обработке результатов наблюдений, произ­
водимых при конструировании и исследовании новых инструментов 
и методов работ, а также при решении ряда других научно-техниче­
ских задач часто приходится устанавливать зависимость полученных 
результатов от какой-либо главной причины (фактора) или от глав­
ного источника ошибок. Если зависимость между наблюдаемыми 
величинами будет установлена и выражена формулой, то ее можно 
использовать при предвычислении ожидаемой точности исследуе­
мого прибора или для надлежащей организации наблюдений и обра­
ботки их результатов. При этом могут встретиться две формы связи 
между количественными или качественными признаками: функцио­
нальная и статистическая. Ограничимся рассмотрением связей лишь 
между двумя величинами.

Ф у н к ц и о н а л ь н о й  с в я з ь ю  между двумя перемен­
ными величинами х и у называют такую связь, при которой каждому 
значению х соответствует одно определенное значение у. Так, напри­
мер, между объемом шара V и его радиусом R  существует функцио­
нальная связь

V =  j n R * .

С т а т и с т и ч е с к о й  с в я з ь ю  между двумя переменными 
х н у  называют такую связь, при которой каждому значению х соот­
ветствует распределение значений у, изменяющееся вместе с изме­
нением х .

П р и м е р  ([5], стр. 89). При испытании светодальномера СВВ-1 в 1953 г. 
были получены результаты, приведенные в табл. 9.

Т а б л и ц а  9

№ серий
Число 

наблюдений 
в серии

Расстояние, 
измеренное 

CBB-1, D, км

Средняя ошибка од­
ного приема, вычис­
ленная как среднее 
арифметическое из 

абсолютных 
значений ошибок 

в серии, Д, см

1 30 0,4 2 1
2 106 0 ,8 31
3 91 1 ,0 35
4 131 2,7 52
5 36 4,5 40

Если бы была возможность вместо табл. 9 привести все значения ошибок для  
каждого отдельного наблюдения, связь между D и А вообще не усматривалась 
бы. По данным ж е таблицы, в которой выписаны средние значения ошибок,



можно видеть, что с увеличением D ошибка А растет при D =  0,4 ч- 2,7 и толь­
ко при переходе D от 2,7 к 4,5 уменьшается. Следовательно, несмотря на 
имеющееся отклонение от выявленной закономерности, можно утверждать, что 
с увеличением измеряемого расстояния абсолютное значение средней ошибки 
имеет тенденцию увеличиваться.

Выше рассмотрен пример, когда между средними значениями 
двух переменных величин существует статистическая корреляци­
онная связь. Задача исследователя сводится к тому, чтобы устано­
вить тесноту связи, т. е. оценить при помощи так называемого коэф­
фициента корреляции степень близости корреляционной связи 
к функциональной и установить форму этой связи, выражаемую 
формулой, позволяющей предвычислять средние значения одной 
переменной по заданным значениям другой. Различают линейные 
и нелинейные корреляционные связи; в дальнейшем будут рассмот­
рены только линейные связи.

§ 18. Коэффициент корреляции

К о э ф ф и ц и е н т  к о р р е л я ц и и  является мерой тесноты 
линейной корреляционной связи и вычисляется по формуле

2  {xi — х) ( у г — у)
г=1

П Ох сгу
где

Xi I хг х2 х3 . . . хп

(194)

У г \ У 1 Уг Уг . . . Уп

различные значения переменных у г, полученные из наблюдений,
п

х  =  ------- среднее арифметическое величины х;
п

2  iп
у — -~ п-------среднее арифметическое величины у;

Ох — среднее квадратическое отклонение х (стандарт х );
Оу — среднее квадратическое отклонение у (стандарт у); 
п — число наблюдений (значений Хг, у г). Величины ох и ov 

вычисляются по формулам:
Г~ п

г -х )2
=  \  ------  • (195)У ‘Щ -

- i  f  2 - у)2



Таким образом, если предварительные графические построения 
покажут, что связь между х и у близка к линейной (точки на графике 
располагаются в прямолинейной области), то вычисляют средние 
арифметические х и г/, разности х\—х и у\—у и по ним, пользуясь 
формулами (195) и (196), вычисляют средние квадратические откло­
нения ох и оу (положительные значения корней) и, наконец, по фор­
муле (194) вычисляют коэффициент корреляции.

§ 19. Свойства коэффициента корреляции
Рассмотрим основные свойства коэффициента корреляции.
1) Коэффициент корреляции изменяется в пределах от —1 до 

+ 1 , т. е.
—1 <  г <  + 1 .

2) Когда коэффициент корреляции равен + 1  или —1, между 
х и у существуют точные прямолинейные связи, т. е.

у  =  ах +  с,
х = by +  d.

В случае, когда г =  +1-, с увеличением или уменьшением х увели­
чивается или уменьшается у . В случае, когда г =  — 1 с увеличением 
х уменьшается у и с уменьшением х увеличивается у.

3) Если г =  0, между х и у прямолинейной корреляционной связи 
не существует (нелинейная связь может существовать).

4) Чем ближе коэффициент корреляции г к + 1  или —1, тем 
ближе корреляционная связь между переменными х и у к функцио­
нальной; чем ближе коэффициент корреляции к 0, тем, соответственно 
менее связаны между собой переменные х и у.

Естественно возникает вопрос: с какой надежностью вычисляется 
само значение коэффициента корреляции и при каком минимальном 
абсолютном его значении еще можно считать связь существующей, 
и наоборот.

Возникает, таким образом, необходимость оценки надежности 
коэффициента корреляции.

При числе наблюдений п ^  50 В. И. Романовский ([33], стр. 184) 
рекомендует для среднего квадратического отклонения коэффици­
ента корреляции применять формулу

(197)
V 71

Связь считается установленной, если выполняется условие
| г |> 3 а г. (198)

Наименьшая величина коэффициента корреляции гт ш, удовлет­
воряющего условию (198), в зависимости от числа наблюдений п 
может быть вычислена по формуле ([21], стр. 241)

_  1Лг +  36 —Vn
' min — 7.------------- •



П р и м е р .  Пусть при вычислениях коэффициент корреляции оказался 
равным г =  + 0 ,26 ; п =  394.

Оценим точность коэффициента корреляции 
i - & = 0 0 5 -

V  394
С вероятностью 0,997 можно ожидать, что

Г ±3(УГ =  0 ,2 6 ±  3-0 ,05  
+  0 ,1 1 < г <  +  0,41. (199)

Вычислим
/ 3 9 4 + 3 6 - / 3 9 4  

rmin = -------------- g--------------=  0,17.

Нижняя граница коэффициента корреляции г в (199) оказалась меньше 
минимального значения (0,11 <  0,17); следовательно, линейную корреляцион­
ную связь нельзя считать установленной, хотя условие (198) выполнено (0,26 >  
>  0,15).

Для оценки надежности коэффициента корреляции при п <  50 
пользуются специальной функцией, так называемым к р и т е р и е м  
Ф и ш е р а  (см. [21], стр. 242)

г =  4 -1 1п(1 + г) - 1 п ( 1 - ' - ) ) .  (20°)
которая подчиняется закону нормального распределения. Среднее 
квадратическое отклонение величины z вычисляется по формуле

а2= - т = .  (201)
у  п — 3

Значения величин z по вычисленным из опыта значениям коэф­
фициента корреляции т могут быть вычислены непосредственно 
по формуле или по таблицам, приведенным в приложении 6.

П р и м е р .  В табл. 10 помещены результаты испытания СВВ-1 в 1955 г. 
([5 ], стр. 91). Определить коэффициент корреляции, характеризующий тесноту
связи между измеренными длинами линий D  и их ошибками | оценить
точность коэффициента корреляции, используя критерий Фишера.
На основании данных табл. 10 имеем

(7 0  =  2,12; ст7П =  1,75; г =  + 0,68;
\

z =  0,83 (найдено по таблицам); crz =  —т = -  =  0,41.
У  9 -3

С вероятностью 0,68 ( £ =  1) величина z может принять значения
0,42 <  г <  1,24. (202)

По той же таблице (прилож. 6 ), пользуясь крайними значениями z из (202),
находим соответствующие им значения коэффициента корреляции

+  0 , 4 0 < г <  + 0 ,8 5 . (203)

Следовательно, с вероятностью 0,68 действительный коэффициент корреля­
ции может быть заключен между 0,40 и 0,85.

Вычислим минимально допустимое значение коэффициента корреляции

Г т 1 п = ^ 1 Ж ^ 1 = 0,62.



JSft по
Результаты наблю­

дений Вычисление
пор.

D, км 1 т20 1 • см 6 D = D i  — D 6m =  mi —m б D2 б m2

1 3,0 2 ,0 —2 ,6 - 2 ,2
2 3,6 5,0 —2 ,0 + 0 ,8
3 4,2 3,0 - 1 ,4 —1 ,2
4 4,6 4,0 - 1 ,0 - 0 ,2 Суммы 2  вычислены на
5 5,6 6 ,0 0 ,0 + 1 ,8 арифмометре набором
6 5,7 3,0 + 0 ,1 —1 ,2 результатов
7 5,8 3,0 + 0 ,2 —1 ,2
8 8 ,0 4,0 + 2 ,4 - 0 ,2
9 1 0 ,2 8 ,0 + 4 ,6 + 3 ,8

Ъ =  5,6 31 II to —7,0 - 6 ,2 2  40,7 27,6 + 2 2 ,6
+ 7 ,3 + 6 ,4

Так как нижний предел г в (203) меньше гт | П (0,40 <  0,62), вопрос об уста­
новлении линейной корреляционной зависимости нуждается в дополнительном 
исследовании.

Использование же формулы (197) для оценки надежности коэффициента 
корреляции в этом примере приводит к результату

<Тг =  0,18; 0,18 Х 3 <  0,68,

т. е. связь как бы установлена. Из этих противоречивых выводов следует, что 
при малом числе п оценка точности по формуле (197), впрочем как и по любой 
другой формуле, ненадежна.

§ 20. Уравнение регрессии

Для вывода эмпирической формулы, отражающей прямолиней­
ную корреляционную связь между переменными х и I/, применяется 
уравнение

yi — y=Qv l x - ( x i — x), (204)
где
Qy/X — коэффициент регрессии у на х, вычисляемый по формуле

При прямолинейной корреляционной связи между переменными 
х и у существует уравнение регрессии х  на у , имеющее вид

Xi — X =  Qx,y (yi — у), (205)

где Qx/y — коэффициент регрессии х на г/, равный



Однако во многих случаях уравнение вида (205), если исследо­
валась зависимость у от я, не имеет смысла; например, никто не 
станет по ошибкам измерений mD (в рассмотренном выше примере) 
определять расстояние D .

Среднее квадратическое отклонение коэффициентов регрессии 
при большом п вычисляется по формулам:

а„ = ^ - л /  —V *  Ох Г я —

о  - | /
x̂ l y  Оу V п- — 3

(206)

х/у Оу г п — 3

Уравнение (204) при практическом использовании целесообразно 
привести к виду

У г =  Qy/x •Xi +  (y — Qy/x• S). (207)
Из формулы (207) легко видеть, что коэффициент регрессии — 

это тангенс угла наклона прямой, а постоянное слагаемое (у—Qy/xX 
Хх)  — это отрезок, отсекаемый этой прямой на оси ординат.

П р и м е р .  В табл. 11 приведены расстояния D , измеренные светодально- 
мером СВ В-1, и ошибки этих сторон Д.

По данным табл. 1 1  вычислить коэффициент корреляции, коэффициент 
регрессии, оценить их точность с вероятностью не менее 0,90 и составить урав­
нение регрессии.

По данным, полученным при вычислении в табл. 11, имеем

„ 61,48 „ „ г . ________39,.
20 — 1*75, аД - у  —

коэффициент корреляции по (194) равен

+  38,66
20.1 ,75*1,40 =  + 0 ,7 9 .

Оценим надежность коэффициента корреляции. Так как число наблюдений п 
сравнительно небольшое, для оценки надежности применим критерий Фишера z .

По таблице, помещенной в приложении 6 , пользуясь коэффициентом кор­
реляции г =  + 0 ,7 9 , как аргументом, находим

z =1,0714.

Оценим надежность z по формуле (201)

О г = - т ^ =  =  0.243.
/ 2 0 - 3

С вероятностью 0,90 ( t  =  1,65) величина z может принять значения 

1,0714 — t . gz< z  < 1 ,0 7 1 4 + 1 • oz .

0,6705 < z <  1,4723.

Из таблицы (прилож. 6 ) находим соответствующие крайним значениям z 
(0,60 и 1,34) значения коэффициента корреляции

+  0 ,5 9 < г < + 0 ,9 0 .  (208)



№ по 
пор.

Результаты
наблюдений

D, км |Д|, см

Вычисления

б D 6Д 6 D2 6Д2 6 D -бД

1
2
3
4
5
6
7
8 
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

8.7
3.7 
6,0 
3,3
5.1
6. 1
2.7
4.9
3.1
3.7
5.7
4.9
5.6
7.6
4.2  
2,0 
4,0  
6,5
7.2
2.7

7.0
3.0
4.0
3.0
4.0
4.0
3.0
4.0
4.0
2.0 
6,0
5.0
3.0
4.0
3.0
2.0 
2,0
5.0
6.0 
2,0

+ 3 ,8  
- 1,2 +1,1 
- 1,6 +0,2 
+  1,2 
- 2,2 

0,0 
- 1,8 
- 1,2 +0,8 

0,0 
+ 0 ,7  
+ 2 ,7  
- 0 , 7  
- 2 , 9  
- 0 , 9  
+  1,6 
+ 2 ,3  
— 2,2

+  3,2 
- 0,8 +0,2 
- 0,8 + 0,2 +0,2 
- 0,8 +0,2 +0,2 
- 1,8 +2,2 + 1,2 
- 0,8 + 0,2 
- 0,8 
- 1,8 
- 1,8 + 1,2 +2,2 
- 1,8

14,44
1.44 
1,21
2.56 
0,04
1.44
4.84 
0,0 
3,24
1.44 
0,64 
0,0 
0,49
7.29 
0,49 
8,41 
0,81
2.56
5.29
4.84

10,24
0,64
0,04
0,64
0,04
0,04
0,64
0,04
0,04
3.24
4.84
1.44 
0,64 
0,04 
0,64
3.24
3.24
1.44
4.84
3.24

+ 12,16 
+ 0 ,9 6  +0,22 
+  1,28 
+ 0 ,0 4  
+ 0 ,2 4  
+  1,76 

0,00 
- 0 ,3 6  
+ 2 ,1 6  
+ 1 ,7 6  

0,00 
- 0 ,5 6  
+ 0 ,5 4  
+  0,56 
+ 5 ,2 2  
+  1,62 
+  1,92 
+ 5 ,0 6  
+ 3 ,9 6

Ср. 4,9 3,80 +  14,4 
- 1 4 ,7

+11,2
- 11,2

2 = 6 1 , 4 7 39,20 + 3 8 ,5 4

2 =  -°>3 0,0

Следовательно, с вероятностью не менее 0,90 действительный коэффициент 
корреляции может быть заключен между + 0 ,5 9  и + 0 ,9 0 .

Минимальное значение г (при данном числе наблюдений п =  24)

. / 2 0 + 3 6 - / 2 0  
r mln — ------------ g-------------— U»5U.

Так как 0,50 <  0,59, прямолинейную корреляционную связь можно счи­
тать установленной.

Определим ог по формуле (197), хотя, как было отмечено выше, она не совсем 
подходит в данном случае (я <  50).

сугя
1 — 0,792

I.0S5.
/2 0  } \ /20"

Как следует из неравенства (208), учитывая, что t =  1,65, аг, определен­
ное с помощью критерия Фишера, равно

Из сравнения ог и аг следует, что формула (197) дает хорошие результаты 
при п =  2 0 , хотя принято считать необходимым условием для ее применения 
п ^  50.



Составим теперь уравнение регрессии А на D

Аг“  Д =  Р д/£> (^ “ ^)»

Аг =  Рд/Б*^г +  (Д ~£д/Я ‘^ )’ №
Подставляя в (209) численные значения г, Од, oD, А , D, получим

A i= + 0 ’79l f  (3 .8-0,7 9 - i f  .4,9);

Ai== (0,63- £ i  + 0,71) см,

где Di  — расстояния в километрах.
Оценим приближенно надежность коэффициента регрессии Q^/D =  4-0,

•.«»-(£/-йг)'

Следовательно,

QAID±ae&ID==°’63± M 2'



Раздел второй 

ТЕОРИЯ ОШИБОК НАБЛЮДЕНИЙ

Г Л А В А  V

ОШИБКИ НАБЛЮДЕНИЙ.
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ СЛУЧАЙНЫХ ОШИБОК 

И КРИТЕРИИ ДЛЯ ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ

§ 21. Предмет и задачи теории ошибок

При осуществлении наблюдений исследуемых объектов наблю­
датель обычно получает ряд значений некоторых физических вели­
чин, которые затем используются при расчетах, проектировании 
и т. д. Следует отметить, что наблюдатель при этом ставит перед 
собой задачу получить указанные значения физических величин 
с возможно большей точностью, или, иначе говоря, с возможно 
меньшей ошибкой. Однако понятия «возможно большая точность», 
«возможно меньшая ошибка» неконкретны, так как не сопровождены 
числовыми характеристиками. Очевидно, при числовой характе­
ристике ошибки, равной нулю, наблюдения следует считать выпол­
ненными безошибочно (идеальный случай). Вместе с тем опыт сви­
детельствует, что безошибочных наблюдений не бывает, какими бы 
точными инструментами они ни производились. Совершенствование 
инструментов и методики работ, выбор наилучших условий наблю­
дений могут привести к повышению точности, т. е. к уменьшению 
отклонений полученных значений наблюденной величины от ее точ­
ного (истинного) значения. Вопрос, следовательно, сводится к опре­
делению порядка величин ошибок, ожидаемых при данных условиях 
наблюдений.

Предполагается, что определяемая величина в процессе наблю­
дений остается постоянной. Если наблюдают переменную величину, 
то результат наблюдения должен быть отнесен к точно обозначенному 
моменту времени. Причины возникновения ошибок наблюдений 
весьма разнообразны к зависят от точности инструментов, внешних 
условий, при которых производятся наблюдения, от опытности наблю­
дателя, от характера определяемых физических величин и т. д.

В теории ошибок изучают причины возникновения и законы 
распределения ошибок наблюдений, а также свойства различных 
видов ошибок и разрабатывают методику наблюдений, позволяющую 
удержать эти ошибки в заданных пределах.



Задачи, решаемые теорией ошибок, можно сформулировать сле­
дующим образом:

1. Изучение законов распределения ошибок наблюдений и опре­
деление способа (критерия) оценки точности полученных резуль­
татов.

2. Установление допусков, ограничивающих использование 
результатов наблюдений в заданных пределах точности.

3. Отыскание наиболее надежного значения определяемой вели­
чины по результатам ее многократных наблюдений.

4. Оценка и предвычисление точности как отдельных наблюдений, 
так и окончательного их результата.

Перед теорией ошибок стоит также целый ряд других (общих 
и частных) задач, выходящих за рамки перечисленных выше вопросов.

Перейдем к рассмотрению видов ошибок, наиболее часто встре­
чающихся при наблюдениях.

§ 22. Классификация ошибок наблюдений

По своим свойствам, а также по характеру влияния на резуль­
таты наблюдений и их функции ошибки подразделяют на грубые, 
систематические и случайные.

Грубые ошибки

К г р у б ы м  ошибкам относят промахи в наблюдениях, вызы­
ваемые невнимательностью наблюдателя, неисправностью инстру­
мента, плохой организацией работы, неучетом влияния резко изме­
нившихся внешних условий (температуры, ветра, видимости и т. п.).

Примером грубой ошибки может служить просчет при измерении 
угла (с отсчитыванием десятых долей минуты) на один градус, десять 
градусов и т. д.

Задача наблюдателя сводится к такой организации контроля 
наблюдений, чтобы грубые ошибки вовсе не имели места при иссле­
довании объекта.

Для обнаружения грубых ошибок используют геометрические 
свойства наблюдаемых объектов (например, сумму углов в треуголь­
нике), а также повторные наблюдения, которые можно выполнять 
с меньшей точностью, чем контролируемые результаты, но другим 
инструментом или методом. Так, например, при линейных измере­
ниях для обнаружения промаха-пропуска целого пролета, равного 
длине мерного прибора, достаточно измерить линию нитяным дально­
мером, иногда даже — шагами.

Систематические ошибки
К с и с т е м а т и ч е с к и м  относят такие ошибки наблюдений, 

которые входят в результат наблюдения по тому или иному закону 
в зависимости от источника возникновения ошибки. Систематические



ошибки подразделяют на постоянные и односторонне действу­
ющие *.

К п о с т о я н н ы м  с и с т е м а т и ч е с к и м  о ш и б к а м  
относят такие ошибки, которые в процессе наблюдений сохраняют 
свою величину и знак. Например, между действительной длиной 
мерного прибора и его номинальным значением существует какая-то 
разность. Эта разность будет постоянна для всех измерений, она будет 
искажать результаты этих измерений. Такого рода ошибку можно 
в значительной степени устранить из результатов измерений путем 
предварительного определения величины этой ошибки и введения 
поправки, примерно равной по величине постоянной систематиче­
ской ошибке, но противоположной по знаку. Однако останется неуст- 
раненной ошибка определения указанной поправки — ошибка эта­
лонирования. Эта ошибка останется как систематическая, хотя ее 
величина, по модулю, будет уже значительно меньшей.

О д н о с т о р о н н е  д е й с т в у ю щ и е  о ш и б к и  — это 
более сложные систематические ошибки, которые при определенных 
условиях сохраняют знак, но изменяют свою величину в зависи­
мости от изменения причины, которая их вызывает. Примером такого 
рода ошибки может служить ошибка, вызываемая неучетом темпе­
ратуры при измерении расстояния стальной лентой (рулеткой), 
если температура при этом колебалась в некоторых заметных пре­
делах, но была, например, ниже температуры, при которой опреде­
лялась эталонная длина ленты. Ошибка в этом случае все время 
будет сохранять один знак («+»), но величина ее в каждом пролете 
будет изменяться с изменением температуры. Односторонне дей­
ствующие систематические ошибки могут быть изучены, предвари­
тельно определены или вычислены по данным, характеризующим 
причину, от которой они зависят, а основная часть их может быть 
исключена из результатов наблюдений путем введения поправок. 
Некоторые систематические ошибки могут быть устранены из резуль­
татов наблюдений путем организации «симметричных» наблюдений, 
в которых эти ошибки, примерно одинаковые по абсолютной вели­
чине, действуют во взаимно противоположных направлениях. В этом 
случае среднее из полученных результатов почти свободно от систе­
матических ошибок. Следует подчеркнуть, что полностью устранить 
систематические ошибки из результатов наблюдений практически 
невозможно.

В любом случае наблюдатель должен стремиться обеспечить 
условия, при которых основная часть систематической ошибки была 
бы исключена из результатов наблюдений, а остаточное влияние 
систематических ошибок было бы ничтожно малым. Это, конечно, 
удается сделать далеко не всегда, подчас приходится перестраивать 
организацию работ с целью выявления систематических ошибок. 
Более подробно свойства систематических ошибок изложены в [18].

* Строго говоря, систематические ошибки могут возникать и по другим  
законам, например периодическому, однако в данном пособии рассматриваются 
лишь постоянные и односторонне действующие ошибки.



С л у ч а й н ы е  ошибки наблюдений могут служить одним из 
наиболее ярких примеров случайной величины.

Под случайной ошибкой здесь и далее будем подразумевать раз- 
иость между наблюденным значением случайной величины и истин­
ным (точным) значением X  при условии исключения из результатов 
наблюдения влияния систематических ошибок, т. е.

В зависимости от применяемого при наблюдениях инструмента, 
его точности, метода работ, внешних условий, квалификации наблю­
дателя и т. д. величина случайной ошибки будет меняться в процессе 
наблюдений, причем заранее нельзя указать, какое именно значение 
примет эта ошибка при данном наблюдении. Неучтенные колебания 
факторов, обусловливающих весь комплекс условий наблюдений, 
приводят к случайному изменению получаемых результатов.

Для дальнейшего изложения условно примем, что в любых резуль­
татах наблюдений грубые ошибки отсутствуют, основная часть систе­
матических ошибок исключена из этих результатов, а остаточные 
систематические ошибки ничтожно малы.

Свойства случайных ошибок наблюдений проявляются при мас­
совых испытаниях и могут быть характеризованы следующим 
образом.

П е р в о е  с в о й с т в о .  Для ряда результатов наблюдений 
с известным параметром распределения абсолютные величины слу­
чайных ошибок с заданной вероятностью р не превосходят определен­
ного предела.

Очевидно, абсолютные величины ошибок с вероятностью q =  
=  1 —р превысят этот предел или будут равны ему.

Так, например, из 100 ошибок 32 в среднем превышают /тг (/7г — 
средняя квадратическая ошибка), 5 из 100 превышают 2 т\ 1 из 100 
превышает 2,5 т\ 3 из 1000 превышают 3 т и т. д.

В зависимости от комплекса условий наблюдений принимают 
такое значение вероятности q, которое считают ничтожно малым.

В т о р о е  с в о й с т в о .  Положительные и отрицательные 
случайные ошибки, равные по абсолютной величине, равновозможны, 
т. е.

Т р е т ь е  с в о й с т в о .  Среднее арифметическое из значений 
случайной ошибки при неограниченном возрастании числа наблюдений 
имеет пределом нуль, т. е.

Ai =  Xi — X .

{i =  1, 2 ,  . . ., п)

(210)

р ( + А )  =  р ( - Л )  =  } . (211)

(212)
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На основании формул (117) и (212) можем записать

И т  Ш . =  м  (Д) =  0. (213)
п —► оо 71

Отсюда третье свойство случайных ошибок окончательно можно 
сформулировать так: математическое ожидание случайной ошибки 
равно нулю.

Ч е т в е р т о е  с в о й с т в о .  Малые по абсолютной величине 
случайные ошибки встречаются при наблюдениях чаще, чем большие.

В подавляющем большинстве случаев, встречающихся в практике 
обработки результатов наблюдений, случайные ошибки подчиняются 
закону нормального распределения вероятностей. Наглядным про­
явлением этого закона являются перечисленные выше свойства слу­
чайных ошибок, которым почти всегда достаточно хорошо отвечают 
исследуемые ряды ошибок наблюдений.

П р и м е р .  При исследовании точности съемки рельефа в разных условиях 
и на разных участках было получено 1759 ошибок обобщения рельефа при съемке 
([7 ], стр. 18). Не вдаваясь в природу происхождения этих ошибок, приведем 
табл. 1 2 , по данным которой проследим закономерности ошибок в опытном ряду.

Как видно из таблицы, во всех 12 опытных рядах ошибки обобщения рельефа 
хорошо отвечают свойствам случайных ошибок, а именно: почти не превышают 
величины, равной утроенной средней квадратической ошибки 3 т; число поло­
жительных и отрицательных ошибок примерно одинаково; среднее арифметиче­
ское из алгебраической суммы случайных ошибок (2 1 2 ) во всех рядах может 
считаться малым, по сравнению со средней квадратической ошибкой т\ малые 
по абсолютной величине ошибки встречаются чаще, чем большие.

Способы оценки приближения действительного распределения к нормаль­
ному позволяют дать количественные характеристики степени этого приближе­
ния, приведенные в табл. 13.

Т а б л и ц а  13

Интервалы
ошибок

Число ошибок
Относитель­

ная
частота

Вероятностьв опытном 
ряде 

D
в теоретиче­
ском ряде 

Т
разность 
D — T

0  — тп 1235 1206 + 2 9 0,702 0 ,6 8 6
пг— 2  пг 438 481 - 4 3 0,249 0,272

2 т — Ът 79 70 + 9 0,045 0,039
£> 3 т 7 2 + 5 0,004 0,003

2 1759 1759 0 1 ,0 0 0 1 ,0 0 0

Данные этой таблицы позволяют считать рассматриваемое распределение 
нормальным.

§ 23. Распределение вероятностей случайных ошибок

Возможные значения случайной ошибки нельзя предвычислить 
заранее, можно лишь указать границы, в которых она изменяется. 
Следовательно, случайная ошибка, как непрерывная случайная



величина, может вполне характеризоваться законом распределения 
вероятностей случайных ошибок. Этот закон, как известно, характе­
ризует объективно существующую связь между возможными значе­
ниями случайной величины и относительной частотой их появления 
при многократных испытаниях.

Закон распределения случайной ошибки, представленный в виде 
функции распределения, может быть записан в следующем общем 
виде

/ , (Л) =  Р ( а <  А), (214)
где F (А) — интегральная функция распределения ошибок А.

Таким образом, функцией распределения F  (А) случайной ошибки
а является вероятность 
того, что случайная ошиб­
ка а не превысит вели­
чины Д.

Плотность вероятности 
распределения случайной 
ошибки по определению 
будет равна

lim
6Д-* о

+■&

F (A  +  6 A ) - F ( A )  
бА

=  Ф(А), (215)
где б А --  приращение слу­

чайной ошибки.
Согласно рис. 8 вероятность того, что случайная ошибка а примет 

значение, заключенное между А +  б А и А, может быть предста­
влена в следующем виде:

Р(Д < а < А  +  бД) =  ф(Д)-бД. (216)

Примем обозначение для ф (Д )-бД , которого и будем придержи­
ваться,

р =  Ф (А) • 6Д. (217)

Геометрически вероятность р в (217) представляет на рис. 8 пло­
щадь заштрихованного элементарного участка при бесконечно малом 
значении б Д.

Прежде чем перейти к дальнейшим рассуждениям, приведем 
без доказательства важную теорему: «Если случайные ошибки удо­
влетворяют постулату Гаусса, то законом распределения случайных 
ошибок является нормальный закон». Постулат Гаусса состоит в свою 
очередь в том, что наиболее вероятным значением искомой величины 
является среднее арифметическое из результатов ее повторных 
наблюдений (если учитывать только случайные ошибки).

Производная (215) от непрерывной площади F (А), согласно 
теореме Лейбница — Ньютона, как известно, есть ордината. Вос­
пользуемся этим положением для получения формулы для вычисле­



ния ординат кривой ошибок (кривой нормального распределения) 
по заданным значениям Д.

Обратимся к понятию нормированной случайной ошибки, введен­
ному раньше (§ 15), т. е. примем, что

Пусть
t = -

dF(t) = —=  • е
1 V  2л

Тогда, принимая во внимание (218), имеем

__L (А \2
dF(t) =  - 4 = .e  2

V ’ V 2л
dA
т

(218)

(219)

(220)

Ордината кривой ошибок, как функция значений случайных 
ошибок Д, равна

. . . , - тУ =
:А) т J

m V  2я
Обозначим в соответствии с (171)

1
mV2

=  h.

(221)

(222)

Смысл постоянной /г, обычно называемой мерой точности, выяс­
ним несколько позднее.

С учетом (222) уравнение для ординаты у примет вид
/  А \ k — А2

ф(А)=г/=тге •
(223)

П р и м е р. Вычислить значения ординат кривой нормального распределе­
ния для ошибок Д =  0, т , m V  2, 2 m, 3m, если средняя квадратическая ошибка 
т =  ± 0 " ,4 7 , и построить кривую ошибок.

Вычисления у проконтролировать по таблицам приложения 3.
Решение. а) Вычисление ординат по формуле (223)

Составим табл. 14.

h ь2д2
у = - - = - е  h д . (е =  2,718)

V  Я

Т а б л и ц а  14

№ Заданное
Вспомогательные

вычисления
110

пор.
значение

д{
h У V

- /г 2 Д2 Ч

1 0 1,507 1' 5 0 7 о,851 
V  л

0,5641 0 0

2 ТТЛ 1,507 i ^ Z . e-0 .5 0 =Ol516
/ я

0,342 —0,50 1



№ Заданное
Вспомогательные

вычисления
по

пор.
h У у'

- h 2 Af h

3 т У г 1,507 е— 1 ,0  =  (—) 0.315
у  л

0,209 —1 ,0 1,41

4 2т 1,507 1 ’“ 7 . , -2 .0  =  ( _ )  0,115 
у  я

1,507 е_ 4 ,5 _ ( _ )  0,0095
У л

0,076 - 2 ,0 2 ,0

5 3 т 1,507 0,0063 —4,5 3,0

П р и м е ч а н и е ,  lg  е4 ,5  =  4,5 lg  <?; lg e 4 , 5 =  4,5 X 0,434 =  1,95; 5 =  89;

б) Построение кривой ошибок (рис. 9).
При построении кривой примем следующие масштабы: 

у =  0,851 соответствует 3,35 см;
А =  т —»— 1,0 см.

Произведем вспомогательные вычисления; в соответствии с принятыми 
масштабами, получим табл. 15.

Т а б л и ц а  15

Ордината Абсцисса

У У, СМ Л Д, см

0,851 3,35 0 0
0,516 2,03 т 1 ,0 0

0,315 1,24 те / 2 1,41
0,115 0,45 2  т 2 ,0 0
0,0095 0,037 Зт 3,00



Заменяя в (217) б А на с? А (при б А —> 0), получим
h _ ь ̂  л ̂p = -y= --e~h д -dA. (224)

Здесь р — вероятность появления случайной ошибки А, для 
каждого отдельного ее значения, стремящаяся к нулю.

Исходя из формулы (224), получим интеграл ошибок, выражающий 
вероятность того, что случайная ошибка будет заключена между 
—а и + а ,  и равный

Pa = - ^ = j e - h2^ -d A .  (225)
О

Однако в расчетах рекомендуется пользоваться нормированной 
случайной ошибкой и для вычисления вероятностей применять
интеграл вероятностей (89), для которого составлена таблица, при­
веденная в приложении 1.

§ 24. Свойства кривой ошибок (кривой Гаусса)
Кривая ошибок, как было указано ранее, задается уравнением (223) и пока­

зана на рис. 1 0 .
Эта кривая обладает следующими свойствами:

У

П е р в о е  с в  о й с т в о.  Функция ср ( А) четная, т. е.
Ф( + Д )  =  ср (-Л ) (226)

и кривая ошибок в силу этого симметрична относительно оси ординат. Свой­
ство очевидно.

В т о р о е  с в о й с т в о .  Так как ни при каких значениях Д,  положитель­
ных или отрицательных, функция ф ( Д) отрицательных значений не принимает



и в нуль не обращается, кривая ошибок лежит над осью абсцисс. Свойство оче­
видно.

Т р е т ь е  с в о й с т в о .  Функция <р ( А) имеет максимум при значении 
случайной ошибки, равном нулю (А =  0).

Докажем это свойство, для чего найдем первую производную у' =  ф' (Д) 
и приравняв ее к нулю, определим значение переменной А, обращающей первую 
производную в нуль. Итак, согласно (223),

Ф' (Д) =  • Д • е - л2д!!. (227)
У я

Приравняв правую часть (227) к нулю

2ftS ■ д - * - ' 1'4 2  =  О, (228)
У  Я

видим, что условие (228) может быть выполнено только при А =  0, что и требо­
валось доказать.

Ч е т в е р т о е  с в о й с т в о .  Кривая ошибок имеет две точки перегиба: 
одну справа и одну слева от оси ординат, причем эти точки соответствуют 
значению случайной ошибки, равному средней квадратической ошибке, т. е. 
| Д| =  т.

Для отыскания абсциссы точек перегиба найдем вторую производную 
ф" (А), для чего воспользуемся первой производной (р' (А) из (228)

Ф" (Д) =  {ф' (Л )}' =  -  - £ =  • е - л 2  д 2  +  . (229)у л У л
Преобразуем правую часть производной ф" (А) в (229) и, приравняв ее 

к нулю, найдем значение переменной А, обращающее вторую производную 
в нуль, т. е.

. (2 Л» Д1 _ 1 ) =  о. (230)
у Я

Условие (230) будет выполнено, если один из сомножителей равен нулю. 
Из простого анализа левой части условия (230) вытекает, что единственно воз­
можно

(2h2 д 2 — 1 ) = 0 .  (231)
Из (231) находим

4 - Т Т Г  12321
Н о, так как мера точности

т У  2
то с учетом этого по (232) имеем

А =  т. (233)

Таким образом, абсцисса точек перегиба М г и М 2 (см. рис. 10) равна сред­
ней квадратической ошибке.

П я т о е  с в о й с т в о .  Касательные к кривой в точках перегиба отсе­
кают на оси абсцисс отрезки, равные удвоенной средней квадратической ошибке
(2  т).

Докажем это свойство. Из рис. 10 следует, согласно четвертому свойству 
кривой, что отрезок прямой, концами которого являются начало координат 
(точка О) и основание ординаты точки перегиба (точка Л^), равен т. Для дока­
зательства пятого свойства остается определить, чему равен отрезок



Из прямоугольного треугольника М хК хК г1 в котором известны 

tgq> =  <p' (Д) I

» =  - ^ г . е - ' * 2 д г (причем Д =  т )  ’ (234)
У  я

tgq> = -£- (235)X

Ф' (Д )=-г •
Из (235) и (227) следует

h p—h2 д2
У _  V  я

В (236), как известно,

следовательно,

Ф' (А) _  2^_ А . - ^ д 2 ’ “  №  А
—  * д ■ с

1/̂  л

(236)

= » А = т ,
тУ2

х =  т. (237)

В более общем виде пятое свойство формулируется следующим образом 
([36], стр. 527):
Произведение абсциссы на подкасательную в любой точке кривой ошибок есть 
величина постоянная, равная квадрату средней квадратической ошибки.

В вышеприведенных рассуждениях подкасательной является отрезок K J C 2 
(для точки кривой абсцисса этой точки O K t =  га, но так как доказано, что 
К 1К 2 =  т , то

те*. (238)

Для произвольной точки М можем записать

Т Я г - О Т ^ т * .  (239)

Сопоставляя свойства кривой ошибок и свойства случайных ошибок (§ 22), 
легко установить между ними непосредственную связь.

В силу того, что кривая ошибок является частным случаем кривой нор­
мального распределения, рассмотренные выше свойства кривой ошибок 
можно распространить на кривую нормального распределения с параметром 
0 = 1 .

Выясним смысл и значение меры точности h. Если в (224) для ординаты кри­
вой ошибок принять, что А =  0, то легко видеть, что ордината

Уа= ~т =  ■ (240)У  я
т. е. положение вершины кривой в полной мере определяется величи­
ной h.

Из формулы (240) нетрудно установить, что если h3 <  h2 <  hx (рис. И ), 
то параметру hx соответствует более высокое положение вершины кривой ошибок 
и h3 — более низкое, чем параметру h2• Но так как площадь кривой ошибок во 
всех трех случаях равна единице, то большему параметру соответствует более 
«узкая» в направлении оси ординат кривая, т. е. меньший разброс (рассеивание)



ошибок, более высокая точность наблюдений. Таким образом, большему 
параметру hx соответствует большая точность наблюдений, т. е. меньшие сред­
ние квадратические ошибки. Поэтому параметр h и называют м е р о й  т о ч ­
н о с т и .  Для вычисления ординат кривой ошибок по формуле (224) можно вос­
пользоваться таблицами, приведенными в приложении 3 .

У

§ 25. Другие критерии, 
применяемые при оценке точности наблюдений

Кроме средней квадратической ошибки пг, при оценке точности 
применяются иногда и другие критерии, а именно: средняя ошибка 
и вероятная ошибка.

С р е д н е й  о ш и б к о й  ft называется среднее арифметиче­
ское из суммы абсолютных значений случайных ошибок, т. е.

ПАП
п ’

где
[|Д|] =  |Д1| +  |Д1| +  . . .  +  |Дя| -  

сумма абсолютных значений случайных ошибок.
В е р о я т н о й  о ш и б к о й  г называется такая величина, 

больше которой и меньше которой (по абсолютной величине) ошибки 
в ряде наблюдений равновозможны. Как следствие, вероятность 
вероятной ошибки

Р ( | А |  <»■) =  -§-• <241>

Из определения вероятной ошибки вытекает способ ее отыскания: 
если все полученные ошибки

Аг (i =  1, 2, 3, . . п)
расположить в ряд по убывающим или возрастающим значениям 
абсолютных величин, то вероятная ошибка окажется в середине ряда 
при п нечетном или берется как среднее из двух ближайших ошибок, 
расположенных по обе стороны середины ряда, при п четном.

По этой причине, т. е., исходя из способа отыскания, вероятную 
ошибку часто называют с р е д и н н о й .

П р и м е р .  Дан ряд случайных ошибок измерения размера некоторого 
изделия (ошибки в миллиметрах): + 8 , — 1 , + 1 3 , —5, + 6 , — 10, + 4 .



Вычислить среднюю ft и вероятную г ошибки.
Решение. Складывая абсолютные значения всех ошибок, получим [(Д[ ] -= 

— 47 мм.
Следовательно,

*0“ =  ±  ±  6,7 мм.

Определим вероятную ошибку, для чего запишем: 1, 4, 5, 6 , 8 , 10, 13. Так как 
п =  1 нечетное, середина ряда приходится на число 6 ; следовательно, г =  ± 6  мм.  
Если бы измерений было 8  и, например, прибавилась бы еще ошибка, равная 10, 
то середина ряда пришлась бы в промежуток между ошибками 6  и 8 ; в этом 
случае

г =  d= ( )  =  ± 7 ,0  мм

При нормальном распределении вероятностей ошибок наблюде­
ний средняя квадратическая ошибка т , с одной стороны, и средняя 
Ф и вероятная г ошибки, с другой стороны, связаны между собой 
определенным образом. Так как эти связи имеют очень важное зна­
чение для решения ряда теоретических и практических вопросов, 
в частности для оценки степени приближения действительного рас­
пределения к нормальному, установим форму связей между т и

§ 26. Связь средней квадратической ошибки со средней ошибкой

Для установления связи между т и Ф воспользуемся математи­
ческим ожиданием абсолютного значения случайной ошибки [ А |. 
По определению математического ожидания имеем

+А пред
М ( |Л | ) =  2  |Л |-Р (242)

—Д пред
или с учетом того, что

h — /г2Л2 7Др =  е • й/л,
у я

для случайной ошибки, как непрерывной случайной величины, 
запишем

+А пред

М (  |Д |) =  ^  J |Л | • e~hiд2 • ̂ Д . (243)
—А пред

Расширив пределы интегрирования до ±  оо с учетом четности 
подинтегральной функции, из (243) получаем

оо

М ( |Д |)  =  - ^ | | Д | - е - ' ,2д2.ЙД. (244)
о

Для интегрирования в формуле (244) подведем величину — /г2А2 
под знак дифференциала

d { - h 2№) =  - 2 Д 2-Д - dA,



откуда

^  =  <2«У

Подставив значение <£Д из (245) в (244), получим

"■(14 1у- ут/14 ' ■" •  iŜ ¥ L ~ тк ‘‘ • ' * ' ^ '
или

ОО с
л П _ О’ . 9. J . 9 . 2

• ,(246)Л /( |Д |)  = ------ Ху =  Ге“ **А* - d ( - h 2A2) = ------ ^ = -е _л2д
4  ft/ я  J ft/ я

О
Подставляя верхний и нижний пределы в (246), имеем

" < |4 ' > - 0 - ( - 1 7 г ) - Т 7 Г  <24,)
На основании (117), при п неограниченно большом, средняя

ошибка
Ф =  М ( |Д |) .  (248)

Тогда (247) примет вид

*=тк- (249)
Но так как h =  — — , то на основании (249) 

m V 2 _  V 7
т =  • О,

V  2
или

т =  1,2532 . . .  Ф.
Для практических целей достаточно принять

1,25 0. (250)

§ 27. Связь средней квадратической ошибки с вероятной ошибкой

По определению, вероятность вероятной ошибки 

р ( | Д | < г ) = ± .

Если воспользуемся нормированной вероятной ошибкой, то инте­
грал

1
<»*>

о
этом случае

Ф (‘) =  7 Ы ' - Т  +  Ж - - - ) - Т '  №2 )

О
Но, так как в этом случае



то, ограничившись пока членом tz в (252), вычислим коэффициент t , 
связывающий г и т,

В качестве первого приближения t для вычисления значения скобки 
в (253) примем

2я- (254)

Подставив I* из (254) в (253), имеем

— /2 я
Ф - - — в— Ч

Далее,

%” ~,и  0 . У  о.И. .  ~ ° ' 674- <255>2 1------т -  +
6  ' 40

Беря несколько приближений, можно вычислить таким образом 
коэффициент

t = —пг
с любой заданной точностью.

Более просто значение t можно определить по таблицам, приве­
денным в приложении 1. Найдя в таблицах значение интеграла 
вероятностей, равное 0,5000, находим t =  0,6745.

Следовательно,

m  =  0,6745 . . . ‘ Г’
и д и

тп =  1,4825 . . .
В большинстве случаев достаточно

/71 ^ 1 ,4 8  -г. (256)

§ 28. Использование соотношений между пг, Ф и г 
для оценки степени приближения 

действительного распределения к нормальному

Как уже было отмечено выше, формулы (250) и (256) применяют 
при теоретических расчетах и при оценке степени приближения 
действительного распределения ошибок к нормальному.

Для этих целей, вычислив пг, Ф, г по данным опытного ряда, 
вычисляют коэффициенты

к _  —  )
1 А



Сравнивая вычисленные по формулам (257) коэффициенты с их 
теоретическими значениями (к г =  1,25, к2 =  1,48), по отклонениям 
( ki вычисленное — 1,25) и (к 2 вычисленное — 1,48) судят о степени 
приближения действительного распределения ошибок к нормальному.

П р и м е р .  При исследовании точности съемки рельефа (см. табл. 12) для 
1 2  участков были получены: средняя квадратическая, средняя и вероятная 
ошибки, приведенные в табл. 16. По данным табл. 16 вычислить коэффициенты 
к х и к 2 и сравнить их с теоретическими значениями.

Т а б л и ц а  16

№ 
уч

ас
т­

ко
в

Критерии точности, 
см Коэффициенты и их истинные ошибки

Ч
ис

ло
 

ош
иб

ок
 

по 
уч

ас
т­

кут г *1 Д&1 к2 Д к2

1 ± 3 ,5 ± 2 , 8 ± 2 , 0 1,25 0 , 0 0 1,75 + 0 ,2 7 2 2 0
2 5,2 4,4 4,0 1,18 - 0 ,0 7 1,30 - 0 , 1 8 161
3 5,4 4,1 4,0 1,32 + 0 ,0 7 1,35 —0,13 115
4 7,0 5,3 4,5 1,32 + 0 ,0 7 1,55 + 0 ,0 7 1 0 0
5 8 , 0 6,7 5,5 1 , 2 0 - 0 ,0 5 1,46 - 0 , 0 2 59
6 4,0 3,2 2,5 1,25 0 , 0 0 1,60 + 0 , 1 2 95
7 4,7 3,6 3,0 1,31 + 0 ,0 6 1,57 + 0 ,0 9 93
8 5,1 4,4 4,0 1,16 - 0 ,0 9 1,28 - 0 , 2 0 104
9 5,4 4,3 3,5 1,26 + 0 ,0 1 1,54 +  0,06 115

1 0 5,4 4,1 3,5 1,32 + 0 ,0 7 1,54 + 0 ,0 6 353
И 8 , 0 6,4 5,0 1,25 0 , 0 0 1,60 + 0 , 1 2 236
1 2 8 ,1 6,5 5,5 1,24 - 0 ,0 1 1,47 - 0 ,0 1 108

Среднее + 0 ,005 + 0 ,0 2 1
арифметиче­ АЛ

ское 1,255 1,501 1759
Должно

быть (1,253) (1,483)

Вычисления, выполненные в табл. 16, показывают, что коэф­
фициенты кг и к2 достаточно хорошо совпадают с их теоретическими 
значениями. Большой разброс, соответствующий вероятной ошибке, 
обусловлен тем, что этот критерий для оценки точности из выше­
перечисленных трех (77i, 'О' и г) наименее надежен в силу способа 
его определения (как срединной ошибки).

§ 29. Свойства средней квадратической ошибки 
и точность ее определения

Следует отметить, что для оценки точности наблюдений наиболее 
часто применяют среднюю квадратическую ошибку тп, которая 
по сравнению со средней и вероятной обладает следующими пре­
имуществами.

1. На величину средней квадратической ошибки т наибольшее 
влияние оказывают большие по абсолютной величине ошибки,



т. е. те, которые и характеризуют реальную точность наблюдений. 
Это происходит вследствие того, что при вычислении т суммируются 
квадраты ошибок Аь  в то время как при вычислении, например, 
средней ошибки суммируются первые степени А* по модулю. При 
большом п в последнем случае происходит сглаживание, т. е. круп­
ные ошибки выступают в значении Ф в завуалированном виде.

2. Средняя квадратическая ошибка связана с предельной про­
стыми соотношениями:

с вероятностью 0 , 9 5 .........................Апред <  2т
с вероятностью 0,9973 .....................Дпргд <  3т

У

(258)

Выражения (258) принято называть д о п у с к а м и ,  причем
в качестве служебного допуска рекомендуется

с вероятностью 0 ,9 9 .....................А ^ д  < 2 ,5  т; (259)

для теоретических расчетов — Апред <  3т. (260)

П р и м е р .  Вычислить наиболее возможное (вероятнейшее) число ошибок
из общего их числа п:

P ( A i > m )  \
Р (А 2 > 2 т )  | при гг =  1 0 0 ,
Р (Аз >  2,5 m) J 
р (А 4 > З т )  при п =  1 0 0 0 .

Решение. Если по оси абсцисс (рис. 12) отложить значение

то интеграл вероятностей Ф ( t() представляет вероятность появления ошибок 
в пределах от 0  до ±  t.

Так как общая площадь между осью абсцисс и кривой Гаусса равна 1 , то, 
следовательно, вероятность ошибок, не меньших заданного значения А*, пред­
ставляет сумму заштрихованных площадей, или 1 — Ф (t\).

Определяя Ф (t\) по таблице, приведенной в приложении 1, сведем резуль­
таты вычислений в табл. 17.

Полученные результаты хорошо иллюстрируют первое свойство случайных 
ошибок (§ 2 2 ).



Л 5 
§ р. «е
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1© п
1 1 / 5
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т
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1 0,6827 0,3173 32
2 0,9545 0,0455 5
2,5 0,9876 0,0124 1
3,0 0,9973 0,0027 3
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3. Средняя квадратическая ошибка определяется достаточно 
надежно при ограниченном числе наблюдений.

Надежность средней квадратической ошибки характеризуется 
величиной

(261)
где тт — средняя квадратическая ошибка самой средней квадрати­
ческой ошибки.

П р и м е р .  Дано:

т = У  - ^ - = ± 3 ,0 ;
±3 ,0

™-т =  У 2Т9 =  ± 0 ,8 .

Получаем надежность
лг =  ±  3,0 ±  0,8.

При оценке точности по ограниченному числу наблюдений принято 
считать ее надежной, если средняя квадратическая ошибка т опре-I
делена с ошибкой тптг не превышающей т, т. е.

тт т. (262)

Условие (262) выполняется при
п >  8. (263)

Следовательно, минимально необходимым числом наблюдений 
для надежной оценки точности является п =  8.

Дадим формуле (261) теоретическое обоснование. Средняя квадратическая 
ошибка т, вычисляемая по формуле Гаусса



при ограниченном числе наблюдений п ошибочна вследствие ограниченности 
этого числа. Задача состоит в том, чтобы получить выражение, при помощи кото­
рого можно было бы оценить надежность средней квадратической ошибки, вычис­
ляемой по формуле (264). Обозначим показатель надежности через %  и назо­
вем его средней квадратической ошибкой самой средней квадратической ошибки. 
Пусть случайное значение ошибки (264), вычисляемой по ограниченному числу 
п , будет т ,  а «точное» его значение (при п —> оо) — т$.
По определению, дисперсия величины т2,

D (т*) =  М  {[т* — М(т*))*}.  (265)
Будем при этом иметь в виду, что

Z)(m’) =  <42 =  m^>. (266)
Итак, по (265), с учетом (264)

1АИ_ЛГ (т »)

М

D (т2) =  М

=  М \

Но

(268)

Следовательно, из (267) имеем

D (т*) =  М - 2"4 + <  =  М -  т*■ (269)

Найдем математическое ожидание [38]

1 Г . 4 , , 4 х  . а Ы . / М

2 Д |
+  | - ^2_ ( Д 3 +  А4 “1--------- Ь Ап ) |  +

+  ( % * - aS ). (270)

Число членов, представляющих удвоенные произведения в правой части 
выражения (270), равно

(*-1) +  ( в - 2 ) + . . .  +  2+ 1=  . (27.|)
Необходимо также учитывать, что

i ( A {  +  4J +  . . .  +  4» ) . A § 4 - b . i ^ .  (272)

где |Х4 — четвертый центральный момент, равный, как известно,

Ц4 =  3 | | |  =  3та$. (273)

Справедливость формулы (272) нетрудно установить из доказательства, вос­

пользовавшись для этой цели понятием математического ожидания М



2Д

Итак,
+ Д пред f Д пред

Л/
( 4 К ^ > Ч  S  - - Т 7 Г  2  *•

г- *1 А -<гд. (275)
-Д  пред -  Д пред

Переходя от суммирования в (275) к интегрированию и расширив пределы 
интегрирования до ± о о  (как мы уже поступали ранее), запишем

оо
М М П  »  (■ At e - * ' * \ dA.

\ п > пУп .]
0

Умножив правую часть на
/-2 А М  
\  - 2 ft2 ) '

получим

м (276)

/ так как <2 ( е л2л2) =  — 2 ft2 • Д -е d & = ------ — --------- t t V
\  - 2 f t 2 - A -e " 71 Л /

Интегрируя (276) по частям, получим

М ( ^ ) = -------- 1 » _  Т
\  п /  л • Л • / я  | о J

I о
оо оо

= — Г зд  v ^ 2.<*A = — Г
п - h - У я  J n - h - y  я J

, — h Д

A2-<Th А -<гд.

Однако

M ( A2) =  m2= 4 L  Г Д2. * - лгд2.<1Д.
* К я J

Следовательно,
/ д4 \ Згл2 Зт*

^  \  л /  ~  2л • h2 п 

Аналогично можно доказать и справедливость (274).



Учитывая, что среднее значение Д? при п большом обращается в 
сумма всех удвоенных произведений в (270), согласно (274) и (271), будет равна

2 ^  п (п — 1 ) п — 1 4— тг----- т:——  ------------пъ .п2 2 п *

Подставляя (272) и (277) в (270), получим

3 тА -f- птА — т 4

(277)

' " ( ( I T L) 1 - ^ i + ’< ' 1Ш)

{ ( W

Подставив значение

М

из (278) в (269), имеем

/ 9ч 2m4 2т4
D (т ) = ----- *- +  т*— т* = --------S- . (279)

71 *  *  П  4

Средняя квадратическая ошибка тт 2 отсюда

тт% =  V~d W )  = m *  | / " . (280)

Из (280) следует

drfLju
откуда

тт 2 m 2 т_2
т а т = 7 К У  • 1̂  ° ' 2 т .  • а ^ г  - dm* = - 2^ -

Подставляя в (281) значение тт2 из (280) и заменяя неизвестное значение 
т *  через т ,  получим

mm f^ —р= = - . (282)
/2/г

Следовательно, если средняя квадратическая ошибка m вычислена по 
ограниченному числу ошибок л, то средняя квадратическая ошибка самой сред­
ней квадратической ошибки, обозначенная выше через тт, в У 2 п  раз меньше 
величины т .

П р  и м е р ы. 1. Выполнить исследование ряда истинных ошибок на нор­
мальное распределение вероятностей.

При испытании дальномера двойного изображения типа Д Н Б получено 36 
значений параллактического угла Pi, помещенных в табл. 18. Точное значение 
угла ро вычислено на основании линейных измерений.
По данным табл. 18 вычислить:

истинные ошибки Д$;
среднюю квадратическую ошибку



Ро =  573**23

о 
. Углы,

Истинные ошибки,
Д* =  6 • — 6 г нг но

№ по 
пор. Углы,

Истинные ошибки,

1 573,5 + 2 7  * 10 2 19 573,7 + 4 7  • 10“ 2
2 3,2 —3 2 0 3,0 - 2 3
3 3,1 —13 2 1 3,1 - 1 3
4 2,7 - 5 3 2 2 2,9 - 3 3
5 3,6 +  37 23 3,3 + 7
6 3,0 - 2 3 24 3,2 - 3
7 2 , 8 - 4 3 25 3,0 - 2 3
8 3,4 +  17 26 3,3 + 7
9 3,2 - 3 27 3,6 + 3 7

1 0 4,4 +  117 28 4,0 + 7 7
1 1 2 , 8 - 4 3 29 2,7 - 5 3
1 2 3,5 + 2 7 30 2 , 8 - 4 3
13 2,5 - 7 3 31 3,4 + 1 7
14 3,2 - 3 32 4,4 +  117
15 3,1 - 1 3 33 2 , 8 - 4 3
16 4,1 + 8 7 34 2 , 8 - 4 3
17 2,7 - 5 3 35 2 , 6 - 6 3
18 3,5 + 2 7 36 3,0 - 2 3

д 2 =  79404 • Ю" 4 2 +  648-10 ~ 2
2 - 6 8 6 - 1 0  “ 2

с оценкой ее надежности

среднюю и вероятную ошибки О и г;
теоретическое к 0 и действительное g число ошибок в интервалах через 

± 0 ,5  т от — Л =  —3,0 т до +  Д =  + 3 ,0  га; 
разности g — к 0; 
коэффициенты

ъ. _HL ь _тKi — $ » ч — —

и сравнить их с теоретическими 1,25 и 1,48 соответственно).
Решение. Истинные ошибки Д* даны в табл. 18 и выражены в секундах. 

Вычислим

У 79404-10-
36

; т =  ± 0 'г,47; тт = ± 0 'г,47
/2^36

тт =  ±  0',056;

1334"•10“2 . 
36

0 =  ± 0 ',3 7 .

При определении вероятной ошибки получено для значения № 18— 
0 /г,27, а для № 19 — 0",33.



Поэтому имеем г =  ± 0 " ,3 0 .
Составим табл. 19 и в ней вычислим теоретическое число ошибок к0.

Т а б л и ц а  19
п =  36; m =  ±  0",47

№
по

пор.

Интервал Д̂ Аргумент 

1 т
Р { =Ф  (ti) P i- P i- i b0 = n ( P i- P i- i )в общем 

виде
в секун­

дах

1 ±0,5 т +  0,24 0,5 0,383 0,383 14
2 1 ,0  т 0,47 1 ,0 0,683 0,300 1 1
3 1,5 т 0,70 1,5 0,867 0,184 7
4 2 ,0  т 0,94 2 ,0 0,954 0,087 3
5 2,5 т 1,17 2,5 0,988 0,034 1
6 3 ,0  т 1,41 3,0 0,9973 0,0093 0

Контроль 0,9973 36

П р и м е ч а н и е .  Ф (ц) выбрано из таблиц приложения 1.

Подсчитаем по табл. 20 действительное число ошибок g и разности к0

Т абл и ц а  20

№
по

пор.
Интервалы через ± 0 ,5  т 

от —Д = — 3 m 
до -f-Д = +  3 т

Число ошибок

S ho

1 От 0 ДО 0*,24 15 14 + 1
2 » ±0,25 » 0 ,47 1 2 И + 1
3 » 0,48 » 0 ,70 4 7 - 3
4 » 0,71 » 0 ,94 3 3 0
5 » 0,95 » 1 ,17 2 1 + 1
6 » 1,18 » 1 ,41 0 0 0

7 более ±1,41 0 0 0

Контроль 36 36 0

П р и м е ч а н и е ,  g определено непосредственным подсчетом по данным 
таблицы, приведенным в условии задачи.

Далее вычислим:
_ 0 W _  fc_0\47_

k l ~  O',37 _ 1 ,2 7 ’ 0 " ,3 0 ~ 1,56-

Сведем в табл. 21 ординаты, вычисленные по таблицам приложения 3.
В результате выполненного исследования рассматриваемый ряд ошибок 

можно считать удовлетворяющим нормальному распределению, так как он 
обладает следующими свойствами:



h =  -
m V  2

=  1,50

JVs по пор. = у' 'h

о
0,5
1,0
1.5 
2,0
2.5 
3,0

0,564
0,498
0,342
0,183
0,076
0,025
0,006

0,85
0,75
0,52
0,28
0,11
0,04
0,01

а) среднее арифметическое из алгебраической суммы ошибок практически 
равно нулю*

[ д ) _  - 3 8 ° .  1Q-*_  
п 36 ’

б) ни одна из ошибок ряда не превышает 3,0 т\
в) разности g — к0 при данном числе ошибок можно считать несуществен­

ными;
г) коэффициенты кх и к2 сходятся с их теоретическими значениями удовлет­

ворительно.
2. Проанализируем результаты исследования опытных рядов ошибок

с использованием метода моментов, приведенные в табл. 22 [7]. Исследование 
производилось в рядах ошибок определения отметок точек по карте крупного 
масштаба.

Из результатов исследований, помещенных в табл. 22, со всей очевидностью 
вытекает, что ошибки определения отметок точек по горизонталям плана обла­
дают нормальным распределением вероятностей.

3. В каких пределах можно с вероятностью р =  0,954 ожидать появление 
ошибки Д, если средняя ошибка 0  =  ± 8 " ,0 ?

Решение.
Получим

т =  1,25 0; /и =  ±  8 " ♦ 1,25 =  ±10"; Д =  t - m .

По Ф (t)  =  р — 0,954 в таблице (прилож. 1) находим: t =  2 .
Ответ: — 20"<Д  < + 2 0 " .

4. Сколько ошибок из 100 будут превышать удвоенную вероятную ошибку?
Решение. Запишем

2  г

2 г; р ( д > 2 г) =  ?

2  г
* =  ■. 7  —  =  1,35; Ф (0  =  0,823;

п • р; к0=  18-

1,48 г

Р (Д > 2 г )  = 1  — Ф (0; р =  0,177; к0 
Ответ: /с0 =  18-

* В работе [18], стр. 56, указывается, что отклонение от нуля среднего 
арифметического из алгебраической суммы случайных ошибок при достаточно 
большом их числе может считаться допустимым, если выполняется условие 
Г Д ] т „ ^

^  — . В противном случае, нельзя полагать, что систематические ошибки

пренебрегаемо малы.



Номера участков

* 1 2 3 1 4

Число ошибок п .................................. 34 64 39 47
Средняя квадратическая ошибка т см 
Средняя квадратическая ошибка 

самой средней квадратической

+ 8,5 ±7,5 ±7,8 ± 8 ,8

ошибки т ш, с м .................................. +  1,5 ±0,94 ±1,25 ±1,28
Средняя ошибка О, см ..................... 7,0 6,7 6,3 6,9
Вероятная ошибка г, с м ..................... 5,0 6 ,0 5,0 5,0
Первый момент (Лц с м .......................... +3 ,1 - 0 ,6 - 1 ,0 +1>7
Второй момент |i2 .................................. 0,0073 0,0056 0 ,0 0 6 1 0,0077
Третий момент (х3 .................................. +0,0003 +0,00013 -0 ,00059 +0,00046
Четвертый момент (i4 .......................... 0,00014 0,00006 0,00015 0,00015
Эксцесс Е ................................................... -0 ,3 6 -1 ,0 9 +1,16 —0 ,6 6
Мера скошенности ..........................
Среднее квадратическое отклонение

+0,26 +0,09 +3,33 +0,48

эксцесса оЕ ...........................................
Допустимое отклонение эксцесса от

+  0,83 ±0,62 + 0,79 ±0,72

НУЛЯ Ядоп ...........................................
Среднее квадратическое отклонение

±2,49 ± 1 ,8 6 ±2,37 ±2,16

меры скошенности < j p .....................
Допустимое отклонение меры ско-

+  0,43 ±0,19 ±1,46 ±0,50

шевности Pt д о п ..................................
Коэффициент перехода от средней 

ошибки к средней квадратической

+ 1,29 ±0,57 ±4,38 +  1,50

* 1 ................................................................
Коэффициент перехода от вероятной 

ошибки к средней квадратической

1 ,2 1 1 ,1 2 1,24 1,28

^ 2 ................................................................ 1,70 1,25 1,56 1,76

§ 30. Абсолютные и относительные ошибки

Такие ошибки, как средняя квадратическая (ттг), средняя (ft), 
вероятная (г), истинная (Дг) и предельная (ДПред), называются 
а б с о л ю т н ы м и  ошибками. О т н о с и т е л ь н о й  ошибкой 
называют отношение соответствующей абсолютной ошибки к полу­
ченному значению измеренной величины.

Относительную ошибку обычно выражают в виде дроби с числи­
телем, равным единице.

Наименование абсолютной ошибки, использованной при вычис­
лении, определяет собой и название соответствующей относительной 
ошибки.

Пусть х — полученное значение некоторой физической величины.
Тогда

=  ±  -j---- средняя квадратическая относительная ошибка;
I

- =  ± ------ средняя относительная ошибка;



г 1— =  ± ------ вероятная относительная ошибка;X S з
=  -j---- истинная относительная ошибка (сопровождается

знаком ошибки Д);
А пред 1 ^— j-— =  ±  ——  предельная относительная ошибка.

Знаменатель относительной ошибки Si целесообразно округлять 
до двух значащих цифр с нулями.

П р и м е р .  =  ±  0,3 лг, z= 1 5 2 ,0 .w ; - ^ -  =  ±-=ттг •х 510

тх =  ± 0 ,2 5  м\ х — 643,00 м\ —— =  ±  оТТчл •х 2 ЫЮ

тх =  ±0 ,033 м\ х =  795,000 м\ —  =  ± — U r  •
х 241)1)1)

Г Л А В А  VI

ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ФУНКЦИЙ ВЕЛИЧИН, 
ПОЛУЧЕННЫХ В РЕЗУЛЬТАТЕ ЗАВИСИМЫХ 

И НЕЗАВИСИМЫХ НАБЛЮДЕНИЙ

§ 31. Постановка задачи

В инженерной практике часто возникают задачи, когда интере­
сующую наблюдателя величину непосредственно измерить нельзя. 
В таких случаях приходится измерять некоторые величины (в после­
дующем будем называть эти величины а р г у м е н т а м и ) ,  свя­
занные с искомой величиной функционально, а искомую величину — 
вычислять. Предполагается, что точность аргументов, т. е. их сред­
ние квадратические ошибки, известны.

Естественно ожидать, что искомая величина (будем называть 
ее ф у н к ц и е й ) ,  вычисленная по аргументам, содержащим неко­
торые ошибки, тоже будет содержать ошибки. Очевидно, что ошибка 
функции в полной мере будет зависеть от ошибок аргументов, по 
которым она вычислялась, и от вида функции.

Пусть для определения длины окружности s по некоторому сечению вала 
измерен его диаметр d с точностью, характеризуемой средней квадратической 
ошибкой т^.  Вычислив длину окружности s =  л:d, определим, чему будет равна 
средняя квадратическая ошибка ms, вычисленная по результатам измерения диа­
метра й. В данном случае ответ очевиден:

ms = я • гид.



х • у • z • t2и = ----------------,
cos а

где х, у, г, £, а — аргументы, полученные из измерений со средними квадрати­
ческими ошибками тх, ту , mz , m t , та. Здесь ответ при определении ти не 
является очевидным.

Сформулируем задачу в общем виде. Дана функция

и =  f (x , y ,  z, . . w),

где х у у, z, ..., w — наблюденные аргументы, точность которых харак­
теризуется средними квадратическими ошибками тх, ту, mZJ ..., mw. 
Необходимо найти среднюю квадратическую ошибку функции и 
в зависимости от ошибок аргументов х, у, z, ..., w (определение самой 
величины функции и не требует рассмотрения, хотя очевидно, что 
в первую очередь вычисляется сама функция и , затем — ее средняя 
квадратическая ошибка). При решении поставленной задачи может 
встретиться два случая: случай зависимых аргументов и случай 
независимых аргументов.

В качестве меры парной зависимости между случайными величи­
нами (например, х и у, у и z и т. д.) используем коэффициент корре­
ляции г (194), т. е. будем полагать, что если случайные величины 
и связаны, то связь эта прямолинейна.

Из свойств коэффициента корреляции г (§ 18) следует, что если 
г =  0, то прямолинейная связь между х и у отсутствует. Отсюда 
следует:

1) Если прямолинейная связь между случайными величинами 
характеризуется коэффициентом корреляции, равным нулю, слу­
чайные величины н е з а в и с и м ы .

2) Если коэффициент корреляции прямолинейной связи между 
х и у не равен нулю (г Ф 0), случайные величины х и у 
з а в и с и м ы .

Как известно, корреляционная связь по условию (198) считается 
установленной, если

М ^ 3 а г,
причем

„ . _ К^+Зб ' - V n
r min g •

В силу этого, для случаев, когда г Ф 0, но |г |<  Зсгг или ниж­
ний предел \r\ >  |r|mm, случайные величины х и у также следует 
считать независимыми.

JI. Н. Болыпев, выполнивший перевод книги [14], в примеча­
нии на стр. 362 отмечает: «Практически использование коэффициента 
корреляции в качестве меры зависимости оправдано лишь тогда,



когда предполагается, что случайные величины распределены нор­
мально. В общем случае коэффициент корреляции как мера зависи­
мости может оказаться неудовлетворительным». Это важное обстоя­
тельство необходимо иметь в виду при рассмотрении поставленной 
задачи.

§ 32. Средняя квадратическая ошибка 
функции зависимых аргументов

Итак, пусть дана функция

и =  /  (я» У> z> • • •> и>)» (283)

где х, г/, z, ..., w — попарно зависимые аргументы, полученные из 
наблюдений со средними квадратическими ошиб­
ками тх, ту, mz,...,m w.

Обозначим: X , У, Z ,..., W  — истинные (точные) значения аргу­
ментов.

Необходимо определить ти — среднюю квадратическую ошибку 
функции и.

Придадим аргументам малые приращения Ах, А у, A z, ..., Aw — 
истинные ошибки аргументов, т. е.

Ах =  х — X
A y = y - Y
A z — z — Z

Aw = w — W

В соответствии с этим функция и также получит приращение, 
которое назовем и с т и н н о й  о ш и б к о й  ф у н к ц и и  и 
обозначим через А и.

Итак, имеем

и +  Аи =  /  (х +  Ах, у +  А у, z -f Az, . . ., w +  Aw). (285)

Найдем линейную зависимость между малыми приращениями 
аргументов и функции, для чего в полном дифференциале функции 
(283) дифференциалы аргументов и функции заменим конечными при­
ращениями. Полный дифференциал функции (283), как известно, 
равен

du + + (286)
где

1L I L  J!L I L
дх ’ ду ’ dz 1 * * *» dw

— частные производные функции по каждому из аргументов.

(284)



Заменяя в (286) дифференциалы истинными ошибками функции 
и аргументов, получим

df  _  ^____
ду * 1 dz (287)

где R  — сумма членов, содержащих истинные ошибки Ах, Дг/, 
Az, ..., Aw во второй, третьей и т. д. степенях.

Так как истинные ошибки Ах, Дг/, Az, ..., Aw — величины 
малые, с точностью, удовлетворяющей все запросы практики, чле­
ном R  можно пренебречь.

При многократном измерении аргументов, например п раз, 
столько же раз можно получить и приращение функции. Итак, пре­
небрегая членом i?, можем записать

+ i s r Au* 

+  i & Aw*

Au" -  4kАхп+ Ау» + •  • • + ~ H rAwn

(288)

Производные по соответствующим аргументам в разных изме­
рениях практически остаются постоянными и могут быть вычислены 
по приближенным значениям аргументов х0, в качестве
которых можно взять, например, х0 =  xi, у0 =  y i w Q =  wi  
(хи У 1ч •••» wi — значения аргументов, полученные при первом изме­
рении).

В соответствии с этим можем принять

(289)

df df _ _  df
дх1 ^ dx g dxn

df  ̂л _  df
^ dy2 dijn

df df  _ ^  df
dwx ^^ дшг ~ dwn

С учетом (289) выражение (288) примет вид

Ащ = (1г)„Аач+ ( l f ) o Aj/i+ • • • + ( 1 ^ ) о Аш* 
(i =  1 ,2 ,3 , . . ., п)

(290)

Для перехода к средней квадратической ошибке функции и 
примем во внимание, что

2ти (291)



Возведем в квадрат левую и правую части выражения (290) для

Дц1 =  ( £  ) > ’ +  № ) > ’ +  • • • +  '

+ 2 ( ж ) , ( T f ) Axl A y l + - • •

Ам‘ = + {w)lAyl+•••+( Iг)>: ̂

+  2 (^)ХЪ )оАХ2АУ2+ • • •
(292)

Ам« -  & ) 0AXn +  ( 1 г ) . Лу" +  • • • +  { l ^ ) 0Aw‘n +  

+  2{ik)X~ty)0AXnAyn + ' '  '
После суммирования по столбцам в (292) и деления левой и пра­

вой частей на число измерений п имеем
[Ли2] _  (d f  у  [да«] / df\* [АУ2] , , ( d f y  [Дщ2]

п \дх ) п \ ду ) о га \ ̂  / о* п

+2№).(w).'-teiML+-" <293»
Но в (293), по определению (291),

=  И£ ; 1А£!1 =  т 2; - ^ 1  =  ^ ;  . . - & р -  =  mi. (294)

Определим, чему равны удвоенные произведения в правой части 
(293).

Из корреляционного анализа известно, что коэффициент корре­
ляции

г —
2  (xi~x) {Vi —У) 

i =  1

п -  о х - Оу

с учетом чего нетрудно установить, что приравняв

получим
>тх, Оу ^ ту ,  (xi — x )^ ts .x i (yi — y)'- 

lim 1Д1~Ayl <^rx<y\mx\-\my\,

'-by г

(295)

где rXt у — коэффициент корреляции между х и у. 
Формула (293) с учетом (294) и (295) примет вид

2 ( df \2m2 д* \2 Л  Л. -L■it =  I —— I TYl-r -t- I —— I Шу . -f-

+ \тх \ - \ту \ +  . (296)



+ 2(1г)0(‘̂ ')0'Гх*у‘1тх N ту\ + • • • • (297)
Таким образом, средняя квадратическая ошибка функции кор­

релятивно-зависимых аргументов равна корню квадратному из 
суммы квадратов произведений частных производных функции по 
каждому из аргументов на средние квадратические ошибки соот­
ветствующих аргументов и удвоенных произведений частных произ­
водных на соответствующие средние квадратические ошибки по 
парнозависимых аргументов и коэффициенты корреляции парной 
зависимости.

Для практического использования формулы (297) коэффициенты 
корреляции попарно-зависимых аргументов должны быть определе­
ны из специальных исследований. Примером таких исследований 
является ряд работ доцента Скиданенко К. К., в частности [34].

§ 33. Средняя квадратическая ошибка 
функции независимых аргументов

При организации наблюдений одним из основных требований 
является обеспечение таких условий, при которых результаты много­
кратных наблюдений одной и той же величины (или разных вели­
чин) были бы по возможности независимы один от другого. Это тре­
бование не имеет в научной практике точных рамок и исчерпыва­
ющих указаний, которые позволяли бы обеспечить полную неза­
висимость результатов наблюдений. Тем не менее любая методика 
наблюдений в той или иной мере рассчитана на выполнение этого 
требования.

Во многих случаях, особенно когда есть возможность рассре­
доточить наблюдения во времени, или поручить их выполнение 
разным наблюдателям, или выполнить разными инструментами, 
эти результаты практически можно считать независимыми.

Стремление обеспечить независимость результатов наблюдений 
вполне понятно: ведь все вероятностно-статистические расчеты в тео­
рии ошибок базируются на гипотезе, что случайные ошибки подчи­
няются нормальному закону, а математическое ожидание М  (А) =  0.

Исходя из этого, обратившись к удвоенному произведению 
в формуле (293) для независимых случайных величин, по пятому 
свойству математического ожидания (125) и теореме (117) можем 
записать

П т .[д* -ду |- =  М  (Дх • Д у) =  М  (Ах) • М  (Д у). (298)
71 —> ОО 71

Но по третьему свойству случайных ошибок



lim f Дд> Ay] (299)

Формула (297) с учетом (299) для функции независимых аргу­
ментов примет вид

Таким образом, средняя квадратическая ошибка функции не­
зависимых аргументов равна корню квадратному из суммы квадра­
тов произведений частных производных функции по каждому из 
аргументов на средние квадратические ошибки соответствующих 
аргументов.

Формулы (297) и (300) решают поставленную в § 31 задачу оценки 
точности функций независимых и зависимых аргументов полностью, 
т. е. все другие функции могут рассматриваться при оценке точ­
ности как частные случаи функции общего вида (283).

В классической теории ошибок перед рассмотрением вопроса 
об оценке точности функции общего вида рассматривают простей­
шие случаи ([36], стр. 61—68) оценки точности функций

1. и — кх.
2. и — х ± у .
3. и = х ± у  ± z .
4. и == х ± у  ±  . . .  ± w.
5. и =  кхх ±  к2у ±  . . .  ±  knw.
Посмотрим, как решается вопрос об оценке точности функций 

(случаи 1—5), если аргументы независимы один от другого, а сред­
ние квадратические ошибки тх, тю и коэффициенты kv  /с2,...,
кп известны.

Применяя формулу (300), получим для каждого из указанных 
случаев:
1. Пусть

ти = m i. (300)

и =  кх.
Даны х, /с, тх. 
Тогда

Но

следовательно,
ти =  к- тх.

2. Пусть
и = х ± у .

Даны х, у, mXi ту.



2 _ (  ди У  2 , I ди \ 2 2
m« - [ - t e )  х + \ щ г )  у'

Но

следовательно,

3. Пусть

—  = \  —  =  1- 
dx ’ ду ’

2 2 . 2  ти = тх +  Шуу

ти = у Гт 1+  rr̂ f.

и =  х ± у  ± z .

Даны х , I/, 2 , mx, тг 
Тогда

Но

следовательно

2 __ /  д и \ 2 (  ди \ 2 2 , /  дц 2
~~ V'aTj + 1 j mz-

4. Пусть 

Даны 

Тогда

+  m2,

TRu — j/"  772-x H~ Trty “f~ 171 z* 

u =  x ±  у ±  . . .±W.

•Ef У у • • •» ^Ж) 772-y» • • •» TTZ-iy*

/  du \ 2 2 , f  ди \ 2 2 , I (  du \ 2 2=  U r )  + 1~ w r v  +  • • • +  U » J  m »•
du _ . du _ - du _ .
dx 1 dy ’ * * *’ dw 1

2 2 . 2 .  i 2 77iu — mx -j- nriy -j- . . .  -f~ mwy

mu = У ml +  ml -f  . . .  +
В частном случае при

тх = mv = . . .  =  mw = т
имеем

ти = т ]/тг,
где п — число аргументов.

5. Пусть
и = кгх ±  к2у ±  . . .  ±  knw.

Даны
х , у ,  . . w, klt к2, . . кп, тх, ту, . . тю.

Но

следовательно,



2 /  ди \ 2 2 , /  ди \ 2  2 , ( д и \ 2 2
т “ =  Ь г ]  mx +  [~di) тУ +  ■■ • + (  — ) "*»•dw /

Но
ди _ т ди __ ■, ди _ ,

"djf— **' • * *» ~dUT = kn'
следовательно,

ttiu =  +  й|/Иу +  . . . +  k lm ^

mu = }/rk\m l +  klm l +  . . . +  k\m i.

В частном случае при

тх = Шу =  . . .  =  Шу) — тп
имеем

пги = т У  [/с2].

§ 34. Примеры оценки точности функций
П р и м е р ! .  Дана функция

где х, у, z — независимые аргументы, полученные из наблюдений со средними 
квадратическими ошибками mx, my , mz . Определить ти;

Решение. По формуле (300) имеем

ди ^ 2  2 

дг
Но

ди х ди х2 ди х2
-•*; — ГГ*2?

2 / ди \ 2  о /  ди \ 2  2 I /
"“"(■аг) m*+ ( ' ¥ j  т!/ +  (“

г/2 ’ Зу у3 dz
Ответ:

* ! » , + [ " , + Va .7— /  (•?■•

ти =  —  1 / ^ ( 2 *те* ) 2 +  ^— - f  . m^j .

П р и м е р  2. Дана функция

t - h
(301)

где а:, у , z, г, /г — независимые аргументы, полученные из наблюдений со 
средними квадратическими ошибками тх, яг ,̂ яг2, /тг/, ть- Определить ти. 

Решение. По формуле (300) имеем

2 2 , ( 9uY  2
+1 ж )  т л-

Но

ди _ yz ди х • z ди ху ди xyz # ди __ xyz
дх th ’ ду t • h ’ dz th ' dt t2h ’ dft t№



гаи =  - ^ - ' | // Г (yzmx)2 +  (xzmy)2 -f- (xymz)*-\- xyz™*.. j  +  1 XyZ™h j  .

Иногда удобнее функцию (301) приводить к линейному виду, логарифмируя 
ее (здесь по основанию е)

Далее

Так как

где

следовательно,

In и =  1п я -f-ln y-\-ln  z — In t —In h. 

’l fnu =  mlnx +  m m y  +  mia z +  mfnt +  min h’

- ^ - lg  и =0,4343 . . . —  ; du в и

0,4343 . .
"‘teu и mu' и 0,4343 . . .

(0,4343 — модуль десятичных логарифмов).

В формуле (303) г̂ -  , ... — средние квадратические относительные

ошибки.
Для сравнения полученных результатов (302) и (303) умножим левую и 

правую части выражения (303) на

и получим тот же ответ (302)

- И & Г - И -

П р и м е р З .  Коэффициент к нитяного дальномера теодолита определяется 
на базисе, длина которого s =  250,00 м, измеренного со средней квадратической 
ошибкой ms — ± 0 ,052  м.

Из многократных измерений был получен средний дальномерный отсчет
I =  249,0 см со средней квадратической ошибкой mi =  ± 0 ,3 0  см.

Определить к =  ~  (постоянное слагаемое дальномера с =  0) и тд.

Решение. Имеем функцию к =  /  (s, Z), т. е. к =  -̂ ~ .
Согласно (300) получим

{ )̂2т°+{Щ2



\  ds ) ~  I ' \  dl )  ~  I2

-лГ (  5,2 V  , /  25 000 7 ” X*
m h~ V  (  249 )  + (  2492 ■ ’3  /  '

Ответ:
mk =  ±0 ,12; к =  100,40 ± 0 ,1 2 .

П р и м е р  4. Определить превышение и среднюю квадратическую ошибку 
превышения

h' =  s • tg  v,

где s =  143,5 м (горизонтальное проложение);
v =  2° 30' (угол наклона); 

если т& =  ± 0 ,5  м\ mv =  ±  1' ,0.
Решение.

-s  • tg v;

Ответ:

V /  2 2 S2т - tg  v-j------- ----------— ;
s cos4 v Q2

=  У  (0,5-0,044)*+( J f

mh, = Y 4,84 • 10-4 +  17,9 • 10"* ;
mh, =  ± 4 ,8 -  Ю^2; mh, =  ± 0 ,048  м.

П р и м е р  5. Емкость конденсатора С определена по формуле

C_ J L  
и ’

где Q — абсолютная величина заряда (в кулонах);
U — напряжение (в вольтах).

Определить (в общем виде) среднюю квадратическую ошибку тс , если изве­
стны Q, С/, Шд, rrijj.

Решение. По формуле (300) имеем

Но

Ответ:

2 /  дС у  2 /  дС \ 2 2
”*с = Ы /  +
(  дС \  1 (  дС \
\  dQ )  и  ’ \ д и  )U2 *

“«-I/№(-£■"»)■ <

т с = 4 "  К  +
(тс  будет выражена в единицах емкости С, т. е. в данном случае в фарадах.)

П р и м е р  6 . Определить среднюю квадратическую ошибку вычисленной 
длины волны модулированного светового потока, если скорость света с =  
299 792,5 км/сек ±  0,4 км/сек (т с), а частота, равная /  =  10 000,0 кгц, опре­
делена со средней квадратической ошибкой т /  =  ± 0 ,1 5  кгц.



Решение.
Так как

то

т\ = ~ \ /
или

тх =

* - T -

т и - » ’

Подставим значения с, / , тс, mf в (304), имея в виду, что если скорость света 
с дана в км/сек, а частота /  в кгц, то X будет получено в м.

Предварительно преобразуем формулу (304)

Итак,

Ответ:

■=1/ (т )Ч-1-т£М / 4 + 14-

± 0 ,4 5 - 10“ 3 м =  ± 0 ,4 5  мм. 

Средняя квадратическая относительная ошибка

0,45 мм _ , 1

X ^  30 м 67 000 ‘
П р и м е р  7. В радио- и светолокации время t распространения волн 

в прямом и обратном направлениях определяется по формуле

2 л /

где ф — разность фаз (фазовый сдвиг);
/  — частота колебаний (модуляции).
Определить среднюю квадратическую ошибку времени mt , если т ф =  ± 1 ° , 

/  =  Ю М гц , uif =  ± 0 ,1 5  кгц (0,15 ♦ 103 гц).
Решение. Принимая, что ф и /  измерены независимо, по формуле (300) 

получим

V { ~ S 7 '" • ) >+ ( -  аГя" щ' ) ‘~

Подставив в (305) соответствующие значения Jt, / , т ф, т^ t , примем, что двой­
ное расстояние равно 30 км, тогда получим

t =  30 км =  сев
299 792,5 км/сек ’ ’

т , =  ] / ‘ 1 0 _? j 2 +  (—1 ,0 1  • 1 0 ~ 4 • 0,15• 1 0 ~3)s =

— У (2,8- 10-и>)* + ( -1 5 1  • 10~10)a •



П р и м е р  8 . Горизонтальная дальность полета артиллерийского снаряда 
в безвоздушном пространстве на плоской невращающейся земле вычисляется 
по формуле

S =  -J~-  sin 20о, (306)

где v0 — начальная скорость снаряда;
0 о — Угол возвышения; 

g — ускорение силы тяжести.
Определить среднюю квадратическую ошибку ms дальности s, если аргу­

менты v0 и 0  о независимы и получены со средними квадратическими ошибками 
тщ =  0,2% у0, m0Q =  ± 2 ',5 ;  при этом =  700 м/сек, 0 Q =  15°.

Решение. По формуле (300) получим

2 т2 60

6
По формуле (306) находим

Ш =^- 8Ш2Ч^Ь^г- С052е°-
Следовательно,

\  2 / V
sm 2 0о - П щ )  +  \"у"  • c o s2е» ' —j r )

- i f  (  2 -700  . . . .  . Л 2 , /  2 -7 0 0 -7 0 0  „по 2',5 \ 2

У  ( w s m3 °  ■1 /V  (, 931— cos3°  1 4 3 Г )  >

ms =  У 1002+ 6 3 2.
Ответ:

ms =  ± 1 1 8  м (s =  24 975 ле).

П р и м е р  9. Сторона треугольника вычислена по теореме синусов

, sin А а =  Ъ —— — , 
sin Б

где Ъ, А, В получены из независимых измерений со средними квадратическими 
ошибками ть, тА , тв .

Определить в общем виде среднюю квадратическую ошибку та вычислен­
ной стороны а.

Р е ш е н и е .  В соответствии с формулой (300) имеем

Ответ:
Г

_  л [ (  да \ 2 2 . /  да у  2 , (  да у  2

Па~  V  \ ~ W )  ть + \~дА) тА + {~дв)

V' /  sin Л \ 2 2 , /  Ь • cos А \  пга  . (  Ъ- sin A cos В  \ 2
+  V smB ) — + (,---------- Ш в — ) Q

(здесь q — радиан; q° =  57°,3; q' =  3438'; q" =  206 265'').
П р и м е р  Ю. Известна средняя квадратическая ошибка измерения угла 

способом повторений т  ̂ =  +  6 " . Определить среднюю квадратическую ошибку 
суммы двух смежных углов Рх и Р2.

Р е ш е н и е .  Составим функцию

/(P i, Ра) =  Р1 +  Р2 . (307)



Как известно, ошибки значений смежных углов, измеренных способом повто­
рений, коррелятивно связаны (через систематическую ошибку общего напра­
вления). В соответствии с [34] ^  =  — 0,25. Применяя для оценки
точности формулу (297), для функции (307) запишем

Mt=V {~4:) ml+ ( ^ ) тр+2 (ж)'(ж)
или

Mf =' yr 2mp — 2 • 0,25 т2̂ = m ^ Y  1,5 ±7",3.

Если бы не была учтена корреляция ошибок, тогда было бы получено 

Mf= ±8",5.

Г Л А В А  VII

м а т е м а т и ч е с к а я  о б р а б о т к а  р е з у л ь т а т о в
РАВНОТОЧНЫХ НАБЛЮДЕНИЙ ОДНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

§ 35. Простая арифметическая средина — 
наиболее надежное значение наблюдаемой величины

Пусть для определения значения некоторой величины X  про­
изведено п независимых равноточных наблюдений и получены ре­
зультаты

*̂1» *3, • • •> (308)

С вероятностной точки зрения полученные из наблюдений 
результаты (308) представляют ряд значений случайной величины. 
Наиболее надежный окончательный результат, являющийся, оче­
видно, функцией величин xv х2, х 3, ..., хпи приближенным значением 
неизвестной величины X,  тоже является случайной величиной. Хотя 
понятие равноточности наблюдений общедоступно, заметим, что 
р а в н о т о ч н ы м и  наблюдениями одной и той же величины или 
однородных величин называют такие наблюдения, которые выпол­
нены одним инструментом или инструментами одинаковой точности, 
равным числом приемов, в примерно равных условиях и одним и тем 
же наблюдателем (или одинаково опытными наблюдателями).

С формальной вероятностно-статистической точки зрения резуль­
таты наблюдений равноточны, если их средние квадратические 
ошибки одинаковы, т. е.

тх 1 =  тХ2 = тгъ =  . . .=  тХп = т. (309)

Перейдем к вопросу определения из результатов многократных 
равноточных наблюдений наиболее надежного окончательного ре­
зультата.



При рассмотрении вопроса о связи среднего арифметического 
с математическим ожиданием (§ 14), было установлено, что

lim х = М( Х) .  (117)
N-+ оо

Доказательство справедливости (117) базировалось на основании 
закона больших чисел — теореме Бернулли. Одним из важнейших 
следствий закона больших чисел является теорема Чебышева об 
устойчивости среднего арифметического.

Т е о р е м а  Ч е б ы ш е в а :  При достаточно большом числе
независимых испытаний среднее арифметическое наблюденных зна­
чений случайной величины сходится по вероятности к ее матема­
тическому ожиданию [16], т. е.

р { | М _ м ( Х ) | < в) > 1 - б ,  (ЗЮ)

где ^ -  =  х0 — среднее арифметическое из результатов наблюде-
ний (308), которое будем называть п р о с т о й  
а р и ф м е т и ч е с к о й  с р е д и н о й  и обозначать 
через х0;

е и б — сколь угодно малые положительные числа.
Принимая во внимание, что математическое ожидание М  (X ) 

есть истинное значение случайной величины, которое мы выше обо­
значили через X, теорему Чебышева применительно к результатам 
равноточных наблюдений запишем в виде

Р{ | г 0- Х | < е ) > 1 - 6 .  (311)
Выражение «сходится по вероятности» означает следующее: 

при увеличении числа наблюдений п вероятность того, что значение 
случайной величины х0 и ее истинное значение X  будут отличаться 
друг от друга на сколь угодно малую величину е, сколь угодно 
близка к единице. Таким образом, исходя из теоремы Чебышева, 
в качестве приближенного значения неизвестной величины X, если 
получены результаты независимых равноточных наблюдений (308), 
следует рекомендовать простую арифметическую средину.

Формулу (117) можно доказать также чисто арифметически, опи­
раясь на свойство компенсации случайных ошибок, согласно ко­
торому

Нш М  =  0.

В самом деле, записав ряд истинных ошибок 
х1 — X  =  Аг 
х% — X  =  А2

(312)

хп X  — Дп
и сложив левые и правые части равенств (312), имеем

[х] — п -Х  =  [А]. (313)



Разделив на гг — число наблюдений — левую и правую часть 
(313), получим

i f l _ Z = l A l .  (314)
п п 4 1

Или, по свойству компенсации случайных ошибок, принимая 
обозначение

*0 =  - ^ ,  (315)
будем иметь

lim х0 =  X . (316)
71 —► ОО

Выражение (316) отражает так называемый п р и н ц и п  а р и ф ­
м е т и ч е с к о й  с р е д и н ы ,  сущность которого может быть 
сформулирована следующим образом: при числе равноточных на­
блюдений одной и той же величины неограниченно большом и при 
отсутствии систематических ошибок простая арифметическая сре­
дина стремится к истинному значению.

Недостатком доказательства (316), равно как и теоремы (311) 
в применении к обработке результатов наблюдений, является то, 
что в практике число наблюдений — отнюдь не бесконечно большое, 
в большинстве же случаев — весьма ограниченное *.

Поставим вопрос несколько иначе, а именно: является ли про­
стая арифметическая средина наиболее надежным, т. е. обладающим 
наибольшей при данных условиях вероятностью, значением?

Предположим, что ошибки наблюдений в ряде (308) случайны 
и подчиняются закону нормального распределения.
Итак, имеем:

х1г х2, ..., хп — результаты наблюдений, 
Vi =  а?! — х0, v2 =  х2 — хо, vn =  хп — Хо — ИХ случайные ошиб­

ки, представляющие 
отклонения значе­
ний xi от наиболее 
надежного значе­
ния х0.

Вероятность попадания случайной ошибки в интервал dv, как 
известно по (224), равняется

h —h2v2 ,р =  ■ - ■ • е •av.
Ук

Вероятность того, что при п равноточных наблюдениях по­
являются ошибки vv г;2, ..., vn по теореме умножения независимых 
событий (§ 6), равна

р  — {vi + v 2 + - • ' + vn) .dv1-dv2* . . .  •duni

* Вторым и не менее существенным недостатком принципа арифметической 
средины является то, что при наличии односторонне действующих системати­
ческих ошибок среднее арифметическое перестает практически заметно прибли­
жаться к истинному значению, начиная с некоторого значения п.



Р = ' е h2 [b2] ’ dv1-dv2 - . . . •dvn. (317)

Из (317) вытекает, что при любом значении меры точности h 
вероятность Р будет максимальной, если

[v2] =  min, (318)

так как все множители в (317), кроме e~ h2[v2\  не зависят от откло­
нений Vi.

Множитель e~ h2^  в свою очередь принимает максимальное 
значение при условии (318), так как

= <319>
Таким образом, наиболее надежным значением из ряда независи­

мых равноточных наблюдений одной и той же величины является 
такое значение х , для которого сумма квадратов отклонений (Xi — х) 
минимальна, т. е.

(жх — х)2 +  (х2 — х)2 +  . . . +  (хп — х)2 = [и2] = min. (320)

Условие (321) носит название п р и н ц и п а  н а и м е н ь ш и х
к в а д р а т о в .

Определим значение ж, которое отвечает условию (320), для чего 
найдем первую производную [г;2] и приравняем ее к нулю.

Итак,

-£■ И  =  ^  [(*i -  *)*] =  - 2  1(Х1 -  х)\ =  0. (321)

Условие (320) выполняется, если вместо х подставить простую 
арифметическую средину х0 из (315):
В самом деле,

- 2 - 1 Г )  - 2 (* * '"  ~  ' - 2  ( * » -  - i r )  =  +

+  2 —  2х2 +  2 —  . . .  — 2хп +  2 -LJ- =  — 2 (хг +  х2 -j- • • *

• • • +  хп) +  2 [х] =  -  2 [х] +  2 [х] = 0. (322)
Таким образом, если случайные ошибки А независимых равноточ­

ных наблюдений имеют М  (А) =  0 и подчиняются нормальному 
закону, то наиболее надежным значением определяемой величины 
является простая арифметическая средина.

Иногда вместо простой арифметической средины используют 
так называемую м е д и а н у  — срединное значение случайной ве­
личины, способ отыскания которого аналогичен описанному в § 25 
способу отыскания вероятной ошибки. Как совершенно справедливо



отмечают А. Д. Бродский и В. Л. Кан ([13], стр. 61), «медиана 
менее достоверна, чем арифметическое среднее, так как зависит от 
чувствительности метода измерений и от случайности появления 
в средине ряда того или иного результата».

При вычислении значения простой арифметической средины х0 
полезно иметь в виду следующие практические рекомендации. 
В большинстве случаев неудобно вычислять значение х0 по формуле 
(315), так как в сумму [х] входит большая неизменяющаяся часть х\. 
Для упрощения вычислений рекомендуется вводить приближенное 
значение измеренной величины х ' , равное, например, одному из 
значений ряда xv х2, . . . , х п (предпочтительнее наименьшему); тогда 
все операции по вычислению х0 сведутся практически к операциям 
с остатками е* =  Xi — х . В самом деле, если

хг — х =  ех
Хо — х =  £о

- X — 8п

(323)

то, суммируя левую и правую части равенств (323) и разделив полу­
ченные суммы на число наблюдений п, получим

N  д/ =  [£] 
п п  ’

ИЛИ

хо = х —(- -LJ-. (324)

Удобство выбора в качестве х' наименьшего значения из ряда 
х1ч х2, ..., хп состоит в том, что все остатки е* в данном случае будут 
положительными и возможность допустить просчет при вычисле­
ниях уменьшается, по сравнению со случаем выбора в качестве при­
ближенного значения х  произвольного числа.

§ 36. Средняя квадратическая ошибка 
простой арифметической средины

Если при равноточных наблюдениях одной и той же величины 
получен ряд результатов

®1, хз, • • •» *̂?1>

то в качестве обобщенной характеристики равноточности всего 
ряда наблюдений можно принять, как отмечалось выше, среднюю 
квадратическую ошибку т , характеризующую точность любого 
из результатов ряда. Будем в последующем эту ошибку называть 
средней квадратической ошибкой одного наблюдения. Простая 
арифметическая средина х0 в общем случае вычисляется, как из­
вестно, по формуле (315).



Возникает вопрос: как определить среднюю квадратическую
ошибку простой арифметической средины пгхо, т. е. как оценить 
ее надежность, если известна средняя квадратическая ошибка т 
одного наблюдения.

Для определения тхо представим х0 в следующем виде

х о =  “  x i  +  — х 2 +  • • • +  — х п- (325)

Полагая результаты равноточных наблюдений z v  х2, ..., хп неза­
висимыми, определим тХо по формуле средней квадратической
ошибки функции общего вида (300).

771x0 =  ( л -) 171x1 ("»)  77г*2 +  - - - + ^ )  тХп, (326)
где

J_ __ /  дх0 \ _  /  дх0 \  _  _  /  дхр \
п \  дх1 ) ~~ \  дх2 )  * * * — \  дхп )  *

В силу равноточности наблюдений в (325) можем принять

тХ1 = тХ2 = . . .  = тХп = т\ (327)
следовательно,

2 т2

Обозначим
тх о =  М

и окончательно запишем

М = - % = .  (328)
у  п

Итак, средняя квадратическая ошибка простой арифметической 
средины меньше средней квадратической ошибки одного наблюдения 
в корень квадратный раз из числа наблюдений.

Формула (328) имеет весьма важное значение и широкое приме­
нение в практике оценки точности наблюдений.

Однако следует иметь в виду, что увеличение числа наблюдений п 
с целью повышения точности окончательного результата — простой 
арифметической средины — должно быть ограничено разумными 
пределами, обусловленными наличием в результатах наблюдений 
систематических ошибок. Так, например, совместное влияние слу­
чайных ошибок наблюдений и постоянной систематической ошибки 
может быть выражено формулой

м ' = y  ̂ + «2 - (з29)

где а — систематическая ошибка.
Очевидно, что при любом числе 72, как бы велико оно ни было, 

М '  не может стать меньше а. Отсюда следует, что и число повтор­



ных наблюдений п сверх некоторого предела не приводит к повыше­
нию точности простой арифметической средины. Так, при измерении 
углов односекундным теодолитом точность измерений практически 
не повышается после 8—10 повторных измерений, так как при 
дальнейшем увеличении числа приемов влияние систематических 
ошибок (боковая рефракция, центрировка, инструментальные ошибки 
и пр.) начинает заметно превышать влияние ошибок случайных.

Таким образом, чтобы повысить точность окончательных резуль­
татов измерений, необходимо выбрать соответствующий инструмент, 
правильно установить число измерений и организовать эти измере­
ния надлежащим образом, например распределить наблюдения на 
разное время и т. п. В этом случае увеличение числа приемов может 
повысить точность. При сравнении же по точности двух однотипных 
инструментов следует сравнивать показатели точности одного изме­
рения (например, средние квадратические ошибки одного измерения 
пг) или показатели точности (например, М)  арифметических средин* 
полученных из равного числа измерений, выполненных сравнива­
емыми инструментами.

После оценки точности арифметической средины производится 
запись

х0± М .
Границы, в которых может быть заключено точное значение изме­
ренной величины, с вероятностью Ф ( t) равны

Xq — t • М  ^  X  Xq -}- t • М .
Например, из 12 измерений угла получено значение х0 =  

=  57°23' 44",7, М =  ± 0 ,"75 . С вероятностью 0,9973 измеренный 
угол заключен в пределах

57° 23' 42",5 <  X <  57°23' 46",9.

§ 37. Отклонения результатов равноточных наблюдений 
одной и той же величины от простой арифметической средины

При оценке точности результатов наблюдений формулу (145)

m = V 1ir
в большинстве случаев использовать не представляется возмож­
ным, так как точное (истинное) значение наблюдаемой величины не­
известно. В силу этого, следовательно, невозможно вычислить истин­
ные ошибки

Дг =  Xi — X ,

необходимые для вычисления суммы [Д2] в упомянутой формуле. 
Простую арифметическую средину х0 можно вычислить всегда, когда 
наблюдение одной и той же величины выполнено два и более раз. 
Для надежной оценки точности, в соответствии с формулой (181), 
необходимо, чтобы число наблюдений п удовлетворяло условию 
/ г ^ 8 ~  10.



Произведя п повторных наблюдений одной и той же величины, 
можно вычислить п отклонений результатов этих наблюдений от 
простой арифметической средины

Vi = Хг — Xо (i =  1, 2, . . п).
Задача состоит в том, чтобы получить формулу для оценки точности 
наблюдений, которая позволяла бы вычислять среднюю квадратиче­
скую ошибку т по отклонениям v% результатов равноточных наблю­
дений одной и той же величины от простой арифметической средины. 
Прежде чем решить поставленную задачу, рассмотрим свойства от­
клонений

П е р в о е  с в о й с т в о .  Алгебраическая сумма отклонений 
результатов равноточных наблюдений одной и той же величины 
от простой арифметической средины равна нулю при любом числе 
наблюдений, т. е. [v] =  0.

Докажем это свойство, для чего по определению Vi запишем
=  Х̂  Xq

V2 =  Х2 —  Х0 (330)

vn — хп Хо
Суммируя левую и правую части равенств (330), получим

[v] =  [х] — п- х0. (331)
Но в (331) сумма [х] = п • х0 (по определению простой арифме­

тической средины), следовательно,
[и] = 0. (332)

При вычислении отклонений (330) часто используют округ­
ленное значение простой арифметической средины. Легко показать, 
что если ошибка округления х0

Р =  Х0 округл

то условию (332) будет соответствовать
[у] =  п> р. (333)

Свойство (332) или (333) чисто арифметическое и выполняется 
при любом распределении ошибок. Формула (333) используется 
для контроля вычислений простой арифметической средины х0.

В т о р о е  с в о й с т в о .  Сумма квадратов отклонений ре­
зультатов равноточных наблюдений от простой арифметической 
средины меньше суммы квадратов отклонений этих же результатов 
наблюдений от любой другой величины, не равной простой арифме­
тической средине, т. е. если х =  хо, то

[у2] < [ е2], (334)
где

=  X{ Xq ,
Ei =  Xi — х ' .



Докажем второе свойство отклонений Vi алгебраическим путем. 
Для этой цели, вычитая в (334) по частям из нижнего равенства 
верхнее, получим

£г —  Vi =  Xi —  X —  Хг +  Х0 =  X0 —  X =  С. (335)
На основании (335), для случая, когда число наблюдений равно п, 
можем записать

ei = ui +  с
е2 =  vt +  с (336)

£п — Vn “f" £
Возведем в квадрат равенства (336) и, суммируя левую и правую 

части, получим
[в2] =  [и2] +  п-с2 +  2с [V]. (337)

Но член 2 с [v] =  О по первому свойству отклонений vu тогда

[в2] =  [v2] +  n - c \  (338)
Из (338) следует, что

[е2]> [г ;2]

на положительное число п • с2, вне зависимости от того, х >  х0 
или х ' << х0.

Таким образом, при х' =f=. х0

W1] <  [е2], (339)
что и требовалось доказать.

Доказательство свойства отклонений Vi, приведшее к неравен­
ству (339), подтверждает справедливость условия (318), а следова­
тельно, и справедливость утверждения (§ 35), что наиболее надеж­
ным значением из ряда независимых равноточных наблюдений одной 
и той же величины является простая арифметическая средина.

Перейдем к решению поставленной выше задачи, т. е. найдем 
способ оценки точности результатов наблюдений с использованием

§ 38. Средняя квадратическая ошибка одного наблюдения, 
вычисленная по отклонениям результатов 

равноточных наблюдений от простой арифметической средины

Для решения поставленной в § 37 задачи установим связь между 
истинными ошибками А* и отклонениями V{. С этой целью запишем

Ai = Xi — X  }

Составим разность

Аг — Vi = Xi — X  — Xi +  х0 =  х0 — X  =  Г|.
Здесь т] — истинная ошибка простой арифметической средины.



Для случая, когда число измерений п , можем записать

Д1 =  +  л 
А2 =  1̂2 +  л

An =  vn +  ч\ 
Возведем в квадрат равенства (341)

К  =  +  V  +  2t>! r\
А, =  v\ +  +  2i>2 ri (342)
A 2 2 i 2 i o
Дп — Vn “Ц “Ь 2уп т]

Суммируя левую и правую части равенств (342), получим
[Д2] =  [v2] +  д • г|2 +  2т] [у]. (343)

Или по первому свойству отклонений
[Д 2] = [v2] +  n ^ 2. (344)

Выражение (344) позволяет перейти к вычислению средней квадра­
тической ошибки по отклонениям Vi вместо истинных ошибок Д|.

Разделив левую и правую части равенства (344) на число измере­
ний я, получим

I T I  =  i ? I + V .  (345)

или с учетом формулы (145)
т* =  +  т)2. (346)

По определению истинной ошибки 
Д| == Xi X ,

истинная ошибка г] простой арифметической средины в соответ­
ствии с (314) может быть выражена формулой

Следовательно,

Далее

Г) =  1£1 . (347)

2 [А]2 _  ( A i+  Д г +  ■ - ♦ +  Дп)2 ПАЯ'*
I га2 /г2

Так как

2_ Д̂  +  Д2 +  - • » +  Дп +  2Д1Д2 +  2Д2Дд+ .
‘П “  „2

4 -S  AiAk =  M( Ai Ak) =  0,



то по (349) имеем 2
Т)2 =  +  - (350)

Подставляя значение т]2 из (350) в (346), получим
2 [у21 .ТП =  1 Н------»п п

ИЛИ

m2 ( i  — -i-) =  . (351)
Окончательно ' п

»  -  f S  . (352)

Формулу (352) часто называют формулой Бесселя.
Когда простую арифметическую средину вычисляют с введением 

приближенного значения х по формуле (324), контролем вычисле­
ния [г;2] может служить равенство

[V2] =  [е2] -  ,
что очевидно, так как

Vi =  x t — х0 = Xi — |ж' +  -Jj-j =  е{ — . (353)

В самом деле, по (353) можем записать

vt =  8i +  j-^ - j  — 28i -И- (£ =  1 , 2 , . . . ,  и),
ИЛИ

И  =  [82] +  « { ^ - 2 - 1 ^
Таким образом,

[у2] =  [е2] +  -  2  ,L 1 L J 1 п п
или

[1,2] =  [ ^ ] _ Ж > (354)
что и требовалось доказать.

Существуют также и другие способы контроля вычислений [v2]. 
Вычислив среднюю квадратическую ошибку тп по формуле (352), 

среднюю квадратическую ошибку простой арифметической средины, 
в соответствии с формулой (328), вычисляют по формуле

М  = - 2 = = У - Р - г .  (355)у п У п ( п - 1 ) v '

Средняя квадратическая ошибка самой средней квадратической 
ошибки, вычисленной по формуле (352), в соответствии с формулой 
(181), равна

тп ^  ■ m —  . (356)
У 2 ( п - 1)

Разность (п — 1) в формуле (352) называют числом избыточных 
(добавочных) наблюдений.



Практически достаточно как для формулы (145), так и для фор­
мулы (352) rrim вычислять по формуле (261)

тГПт^ — —  •
V 2  п

Для оценки степени приближения действительного распределе­
ния ошибок к нормальному, как уже отмечалось в § 29, вычисляют 
коэффициент

Ь _ т эмп
1 — ---^эмп

соотношения средней квадратической и средней ошибки. В случае, 
когда истинные ошибки наблюдений неизвестны, среднюю ошибку 
можно вычислить по абсолютным значениям отклонений v% по фор­
муле

*~*тйв- (35?>
Формула (357) получена на основании формулы, предложенной 

Петерсом

т - ± 1 -25 4 1^ - -  (358)

В основу вывода формулы (358) положена теоретическая связь 
между средней и средней квадратической ошибками, выраженная 
формулой

иг ^  1,25 Ф. (359)
Иногда среднюю квадратическую ошибку одного наблюдения, 

наряду с формулой (352), вычисляют по формуле (358). Совпадение 
или значительное расхождение полученных результатов, равно как 
и совпадение или значительное расхождение значения коэффициента

1„   т эмп1 — “а »э̂мп
с его теоретическим значением 1,25, являются количествен­
ными показателями сходимости действительного и теоретического 
распределений ошибок наблюдений.

§ 39. Порядок математической обработки 
ряда равноточных наблюдений

Получив в результате повторных равноточных наблюдений одной 
и той же величины ряд результатов

вычисляют:
1) простую арифметическую средину по формуле (315) или (324) 
с контролем: [г;] =  0 (или [г;] =  др, где р — ошибка округления 
значения х0)\



2) среднюю квадратическую ошибку одного измерения по формуле 
(352) с оценкой ее надежности по формуле (261) и с контролем вы­
числения суммы квадратов отклонений

И  =  [в2] -  -Цг-;
иногда вычисляют также

'1,25 -0,5

(360)

(361)

3) среднюю квадратическую ошибку простой арифметической сре­
дины по формуле (355) с оценкой ее надежности по формуле

(362)

П р и м е р ы .  1. Даны результаты равноточных измерений одного и того 
же угла. Определить x Q, т  и М .

Р е ш е н и е .  Составим табл. 23.
Т а б л и ц а  23

№ Результаты
по измерений vi vi ei ei Решениепор. хг

1 57° 23' 44" —0,7 0,49 + 4 16 Контроль [ у2]; [y2] =  [e2] —
2 40 —4,7 2 2 ,1 0 0 [е ] 2
3 43 —1,7 2,89 + 3 9
4 45 + 0 ,3 0,09 + 5 25 71

5 46 + 1 ,3 1,69 + 6 36 562Г t?2] =  з з 4 _ _ гН _ ==72.
6 43 —1,7 2,89 + 3 9
7 48 + 3 ,3 10,9 + 8 64

3 I! 1

^[
 с

о

8 45 + 0 ,3 0,09 + 5 25
9 48 + 3 ,3 10,9 + 8 64

1 0 46 + 1 ,3 1,69 + 6 36 т. =  +  2 " ,6  [по формуле (358)
И 47 + 2 ,3 5,29 + 7 49 ш =  ±2",7];
1 2 41 - 3 ,7 13,7 + 1 1 тт =  +0",55.

М  =  ± ™ ;  М — ±0",75;
Y 12

т м  =  ±0",15.

х' = 57° 23' 40" -1 2 ,5 72,9 + 5 6 334
Xq — 57° 23' 44",7 + 1 2 ,1

- 0 ,4
xq =  57° 23' 44",7 + 0",75

П р и м е ч а н и е .  Отклонение [г>] от нуля (—0,4) вызвано округлением 
арифметической средины.

В самом деле, х0 — 57° 23'44",67, а следовательно, P =  z 0 округл. —х0 =  
=  —(Г,03; М  =  я р  =  -0 " ,0 з -1 2  =  — 0*,4.

2. В табл. 24 приведены из [13] результаты ряда равноточных измерений 
сопротивления при эталонировании платинового термометра № 318 (ВНИИМ) 
в точке кипения кислорода (при t° =  — 182°, 97С). Вычислить окончательный 
результат исследования и оценить его точность.



Сопротивле­
ei = * i - vi =  xi ~Л в 110 ние Решение

ом (Я*=х*) —x', ом —  X, OM

1 6,2114 + 1 4  • 10"4 —0,1 • 10"4 Контроль [у2]:
2 111 + 11 - 3 ,1
3 099 - 1 -1 5 ,1
4 092 - 8 -2 2 ,1 1 1  п
5 125 + 2 5 + 10,9 , (6 5 0 -10-4)2 .
6 126 + 2 6 +11,9 — 1,149*10 4 ;
7
8

lz7
125

+ 2 7
+ 2 5

+12,9
+10,9 [у2] =  0,231 • 10“4.

9 116 + 1 6 + 1 ,9 3 11 © to со
 

 ̂
°

 
О

 1

10 112 + 1 2 - 2 ,1
11
12

110
112

+ 1 0
+ 1 2

-4 ,1
-2 ,1 m  =  ± 7 , l  • 10-4 ом

13 114 + 1 4 - 0 ,1 [по формуле (358)
14 105 + 5 -9 ,1 m =  ± 6 ,4  • 10-4 ом].
15 115 + 1 5 + 0 ,9 +7,1  • 10"4
16 116 +  16 + 1 ,9

/ 9 2  ’17 117 + 1 7 + 2 ,9
18 116 + 1 6 + 1 ,9 m m =  ± 0 ,74  • 10“4 o m \
19 112 + 1 2 —2,1 -+-7,1 • Ю-4
20 125 + 2 5 +10,9 M== ~  ^ + 7 -----  5
21 120 + 2 0 + 5 ,9 V  46
22 121 + 21 + 6 ,9 Л/ =  ± 1 ,0 5 -1 0 " 4 ом.
23 122 + 2 2 + 7 ,9 ±1 ,05  • 10"4 ом
24 129 + 2 9 +14,9
25 114 + 1 4 - 0 ,1 / 9 2
26 109 + 9 - 5 ,1 mM =  ± 0 ,11  • 10-4 ом.
27 119 + 1 9 + 4 ,9
28 110 + 1 0 - 4 ,1
29 108 + 8 - 6 ,1
30 111 + 11 - 3 ,1
31 111 + 11 - 3 ,1
32 ИЗ + 1 3 -1 ,1
33 116 + 1 6 + 1 ,9
34 111 + 1 1 - 3 ,1
35 113 + 1 3 -1 ,1
36 103 + 3 -1 1 ,1
37 111 + 1 1 - 3 ,1
38 106 + 6 - 8 ,1
39 114 + 1 4 - 0 ,1
40 110 + 1 0 - 4 ,1
41 112 + 1 2 - 2 ,1
42 ИЗ + 1 3 - 1 ,1
43 ИЗ + 1 3 - 1 ,1
44 121 + 21 + 6 ,9
45 115 + 1 5 + 0 ,9
46 116 + 1 6 + 1 ,9

х' =  6,2100 ом 2 + 6 5 0  • 10~4 -1 1 7 ,7
хп =  6,211413 £2 =  1,149. io-4 +119,1

[v*] =  0,230-10"4



Таким образом, в результате математической обработки получены:
1) наиболее надежное значение сопротивления в точке кипения кислорода 

х 0 =  R =  6,211413 ом ±  1,05 • 10-4 ом;
2) с вероятностью 0,9973 истинное значение сопротивления R , заключен­

ное в границах: 6,211413 — 3 • 1,05 • 10“4 ом <  R  <  6,211413 -f  3 • 1,05 X 
ХЮ ~4 ом; 6,21110 ом <  R  <  6,21173 ом.

Г Л А В А  VIII

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ 
НЕРАВНОТОЧНЫХ НАБЛЮДЕНИЙ ОДНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

§ 40. Понятие о неравноточных наблюдениях

В практике математической обработки результатов наблюдений 
одной и той же величины часто встречаются случаи, когда опытный 
материал накапливается в виде серий с неодинаковым числом рав­
ноточных наблюдений (приемов). Иногда совместной обработке под­
лежат наблюдения, выполненные инструментами различной точ­
ности и с разным числом приемов, в существенно разных условиях 
и т. п.

Пусть, например, имеется к серий равноточных наблюдений од­
ной и той же величины, точное значение которой X,

I) #2 »• * •»

I I )  • • •> *̂ 2i» ^2i+l» *^2i+2

I I I )  •^2i +3> x 2i-\-4> • • *» *^3 i —4 » x 3 i—3

k) X(k—i) Xfri—{_j_i,. . ., Xfr ({—i), Xfo

(363)

Если каждая из серий обработана отдельно и получены простые 
арифметические средины

Х0 (1 )’ Ж0(П )» х 0 ( I I I ) ’ • • •’ х 0 (ft)’ (364)
и их средние квадратические ошибки

M v  M lV M 11V. . .,Afk,

то совокупность (364) можно рассматривать как ряд случайных 
величин, представляющих простейший случай результатов нерав­
ноточных наблюдений. Могут встречаться и более сложные случаи, 
например, когда наблюдения в каждой серии между собой также 
неравноточны.

Таким образом, н е р а в н о т о ч н ы м и  наблюдениями одной 
и той же величины или однородных величин будем называть такие 
наблюдения, которые выполнены инструментами различной



точности или инструментами одинаковой точности, но разным числом 
приемов, или выполнены в различных условиях (внешняя среда, 
опытность наблюдателя и т. д.).

Возникает задача отыскания по результатам неравноточных 
наблюдений одной и той же величины наиболее надежного оконча­
тельного результата, обладающего наименьшей средней квадрати­
ческой ошибкой.

§ 41. Общая арифметическая средина. Веса наблюдений

Задачу на отыскание по результатам неравноточных наблюдений 
одной и той же величины наиболее надежного окончательного ре­
зультата решим в общем виде.

Пусть в результате неравноточных наблюдений получен ряд

где 7%, ттг2, /тг3, ..., тп — средние квадратические ошибки результа­
тов наблюдений хг, х2, х3, . . . ,хп.

С формальной вероятностно-статистической точки зрения, сле­
довательно, условие неравноточности различных значений (i =
=  1, 2, 3, п) может быть выражено неравенствами

Для упрощения решения поставленной задачи от средних ква­
дратических ошибок т\ перейдем к н о р м и р о в а н н ы м  
о ш и б к а м  til

X2 X  -- Aj., Х2 X  -- ^2, Xg X  -- Ag,. • Xyi X  -- Afj

—истинные ошибки результатов неравноточных наблюдений. С веро­
ятностной точки зрения получение результатов х\ в (365) равно­
сильно получению ряда нормированных ошибок (366).

Предположим, что случайные ошибки Д* подчиняются закону 
нормального распределения, тогда вероятности попадания нормиро­
ванных ошибок в интервалы U +  d t \, U— dt\ будут в соответствии 
с формулой (92) равны

(365)

ТП-у ^2 т3 7̂  • * * 7̂  тТ1-

*2- х

Здесь



Вероятность сложного события, состоящего в совместном появлении 
результатов неравноточных наблюдений (365), по теореме умноже­
ния для независимых случайных величин выражается формулой

Р = ( y = - J  е~ ^   ̂ ’ '+‘̂  • dh  • dt2 ■ ... • dtn. (367)

Наиболее надежное значение искомой величины, являющейся 
функцией результатов неравноточных наблюдений, будет соответ­
ствовать максимальному значению вероятности совокупности х\ 
(365). Из (367) вытекает, что вероятность Р примет максимальное 
значение, если будет выполнено условие

*i +  (1 +  • ■ ■ +  tn =  min
или

i ( ^ ) 2=min- (зб8)
i=  1

Примем в (368) в качестве X  его приближенное значение х0 — 
наиболее надежное значение искомой величины и определим его 
под условием (368). Представим (368) в развернутом виде

fo-so),?. +  f e r ^ i + . . . +  (*n-*o)* =  min. (369)
m m  m1 2  n

Найдем первую производную по (369) и приравняем ее к нулю
(Х\ —Xq)2 (х2—х0)2 , (хп—х0)2) __

Лт- { 2 1~ 2 I * * * "Т~ 2ахг 1 т. т  m

_ 2 I Xl Х° | 2̂ х0 | j ХП — I _ q

или, сокращая на 2 и умножив на произвольное постоянное с *, по­
лучим

Х х — 2----Х0 —Г  +  х 2 — 2----- х0 —а” +  • • • “Ь х п — 2-----х0 — 2 =  0* (370)
% ТП1 т2 Ш2 ШП тп

После преобразований в левой части равенства (370) имеем

т -в *  т .
1=1  m i

или

[х ■р] --  *0 [ - ^ ]  =  0. (371)

* Произвольное постоянное выбирается так, чтобы сомножители —-  были,
m i

по возможности, близки к единице.



Из (371) следует

[•■ах0 = ■
и

или в развернутом виде

xi —2— Г т тп т„
^  — 7— г * ------------ Н 5-  • <372)

ГП1 Ш2 тп
Величины — , обратно пропорциональные квадратам средних 

т\
квадратических ошибок, называют в е с а м и  неравноточных на­
блюдений.

Обозначим:

—y  = Pi — вес результата xlt

—г  =  р2 — вес результата х2, 
яг

— рп — вес результата хп.

С учетом принятых обозначений выражение (372) примет вид

XlPl +  Х 2 Р 2  +  • • .  Н~ Х п р пх0 =  ■ 

В более общем виде
P i  +  Р 2 +  • • • ~\~Рп

«. =  -1 2 1 . (373)

Величину х0, являющуюся наиболее надежным значением иско­
мой величины, равную частному от деления на сумму весов суммы 
произведений результатов неравноточных наблюдений на соответ­
ствующие веса, называют в е с о в ы м  с р е д н и м  или о б щ е й  
а р и ф м е т и ч е с к о й  с р е д и н о й ,  в отличие от простой 
арифметической средины (315).

Таким образом, если случайные ошибки независимых неравно­
точных наблюдений подчиняются нормальному закону распределе­
ния, то наиболее надежным значением определяемой величины 
является общая арифметическая средина.

Из определения весов неравноточных наблюдений следует, что 
большей точности наблюдений (или меньшим средним квадратиче­
ским ошибкам) соответствуют большие веса. По этой причине гово­
рят, что вес определяет степень доверия результату наблюдения.



При вычислении весов однородных результатов наблюдений по 
формуле

Pi =  -V  (374)

размерность произвольного постоянного с принимают равной раз­
мерности т\. В данном случае веса есть отвлеченные числа, явля­
ющиеся количественной характеристикой соотношения точности 
результатов неравноточных наблюдений. При вычислении весов 
по формуле (374) в большинстве случаев достаточно удерживать 
две значащие цифры.

Из вышеизложенного вытекает, что простая арифметическая 
средина есть частный случай общей арифметической средины, когда

P l  =  P 2 = - - - =  1 ( [ / > ] = « ) •

Пользуясь определением весов (374), легко показать, что Бес 
простой арифметической средины больше веса одного наблюдения, 
по которым она вычислена, в п раз (п — число наблюдений).

В самом деле, если Р — вес простой арифметической средины, 
р — вес одного наблюдения, то з соответствии с определением весов 
(374) имеем

р = ж >  р = -Ь> w

здесь М  — средняя квадратическая ошибка простой арифметиче­
ской средины, т — средняя квадратическая ошибка одного наблю­
дения.

По (375) получим
с

т2 т2

Как следствие из (373) и (376), вес общей арифметической сре­
дины PXQ равен сумме весов результатов наблюдений, по которым 
она вычислена, т. е.

Р ,0 =  [р]. (377)

В частном случае, когда неравноточность полученных резуль­
татов обусловлена числом равноточных наблюдений, как это имело 
место в сериях (363), в качестве весов отдельных простых арифме­
тических средин (364) следует взять число наблюдений в отдельных 
сериях, т. е.

P i ~  Р 2  =  i  ^  Р з  —  i —  5 ;  • • •» P k  =  i - h  1-

На этом примере легко установить сходство и некоторую ана­
логию между весом pi и относительной частотой Q и, следовательно,



между общей арифметической срединой (373) и математическим ожи­
данием (110). Для этой цели необходимо в (373) принять, что

Т) — —  • v — —  • * v =  —р1 [рГ Рг [р]т - " Р п  [р]

и рассматривать pi как вероятности.
В большинстве случаев, так же как и при вычислении простой 

арифметической средины, общую арифметическую средину по фор­
муле (373) вычислять неудобно. Удобнее вводить приближенное 
значение измеренной величины х ' . Формула общей арифметической 
средины в этом случае может быть получена следующим образом. 
Если

Х2,

— результаты неравноточных наблюдений одной и той же величины, а

Pv Р2 > Рз>- • •» Рп
— их веса, то, вводя приближенное значение х ' , получим остатки

£1 =  Ху — X

е2 =  х2 — х'
(378)

&п — Хп X

Далее, в соответствии с формулой (373) и с учетом равенств 
(378), имеем

{х> +  £1) P i ~Ь (х> “Ь ег) Р2 ~{~ • • • Н~ {х> "Ь£п) Рп .
0 _  Р1 +  Р2 +  . . .  +  РП

х0 = х +  • (379)

В качестве приближенного значения х' при вычислении общей 
арифметической средины по формуле (379) рекомендуется выби­
рать также наименьшее из значений х\ с тем, чтобы остатки 8i были 
положительны.

§ 42. Веса функций величин, 
полученных из зависимых и независимых наблюдений

Задачу на определение весов функций решим в общем виде ана­
логично тому, как поступали при оценке точности (см. §31). Пусть 
дана функция

и = f (x ,  у, Z,. . ., ы?),

где х, у, z ,..., w — наблюденные аргументы, веса которых (рх, р у, 
р 2,..., p w) предполагаются известными.

Необходимо определить вес функции и.
Рассмотрим два случая: случай функции коррелятивно-зависимых 

и функции независимых аргументов х, г/, z,..., w.



Для функции коррелятивно-зависимых аргументов квадрат сред­
ней квадратической ошибки выражается формулой (296), т. е.

(-!£)Х+ • • • + {Ш т1+

+  2 { l l ) 0 ( w ) о 'Гх-у ' l"8* ! ' 1т »1 +  • • •
В то же время в соответствии с (374)

с
Pi — 2 •

mi

Обратный вес функции общего вида для случая коррелятивно­
зависимых аргументов в соответствии с формулами (296) и (374) 
примет вид

-£_ =  Л £ / Л \ — +  Л ^ У -  — +  . . .  +  ( i i V . - f -  +
Pu \  дх / 0 р х  \  ду / 0 Р у  \  дш р ю

ИЛИ

Р и  \  дх Jo рх ~  \  ду Jo р у 1 \  dw ) 0 Рю

+*№ИЫ-'~-7ё?+- <381>
П р и м е р .  Определить вес угла Р (из примера 10, § 34), представляющего 

сумму значений двух смежных углов Р2 и Р2, если вес углов =  р^2 =  1. 
Так как

Р =  01 +  02» гЭьЭ2 =  —°’25,
то

1 1 1  
Т Г ~ ~ ^ Г + ^ Г + 2 г »  ЫPf>i Рр2 РьР2

или

—  =  2—2 - 0 , 2 5 + г = 2 —0,5 =  1,5.
Рр V i

Таким образом, =  0,67.
Если бы не была учтена корреляционная зависимость, то вместо верного 

значения р^ =  0,67 было бы получено рр =  0,5.

Для средней квадратической ошибки функции независимых аргу­
ментов в § 33 была получена формула (300), в соответствии с которой

Обратный вес функции в этом случае с учетом формул (374) и 
(382) может быть получен по формуле

—  =  + ( + ) 2' — + • • - +  — • (383)Ри \  дх ) 0 рх \  ду ) о Ру \  ди> Jo Pw ' '
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Для всех пяти случаев функции общего вида, рассмотренных 
в § 33, по формуле (383) имеем

1. и = кх; — =  /с • —̂— .
Ри Рх

С) , 1 1 , 1Z. и = х ±  у', ----= ------------- .
* Ри Рх Ру

Q ^  ^  1 1 . 1 . 1о. и = х ± и  ± z ; ----= ------- -------- ------ .
* Ри Рх Р у  Рг

4. и =  х ± у  ±  . . . ± w ;  — =  —— |— -— (- . . . -|— — .
у Ри Рх Ру Pw

5. и =  кгх ±  к2у ±  . . . ±  knw; -J -  +  /с2 - f -  +  . . . +  кп - - .
Ри Рх Ру Pw

П р и м е р ы .  1. Определить вес вычисленного значения длины окружности
s, если вес радиуса R p R =  6,3 (R =  46,3 ±  0,4 мм).

Решение.

« =  2я Л; =  J —=  6,6; ps =  0,15.
Ра Р д  Р$

2. Определить вес функции
1 1

u =  x — y +  z, если £* =  3, Рг/ =  у . Рг =  - £ -
Решение.

1 1 . 1 . 1  1 1 , 01 ,  _  22 . _  3
"тт ~ — h —— h -г— I ~г— — "т +  3 +  4 — - г -  , Ри— •
Ри Рх Ру Рг Ри 3 о 22

3. Определить вес функции

Решение.

1 1  1 1
u =  2* +  y i /  — — z, если рх =  3, Ру =  у ,  Pz =  ~£-

_ L = J l _j__ i__ |_. A-
Pu P* 9p„ 4 Pz 3 9 4 ’

1 _ 36 +  9 +  27 8 3
Pu 27 3 ’ Pu~  8 '

4. Определить вес площади треугольника, если основание его Ь =  8,0 м 

чено с ве 

Решение.

1
получено с весом ръ =  1, а высота Л. =  16,0 ле с весом p h =  — .

u = L b h -

J _ = /_9u у  у  __1_ . = J_A. / i i i \ = ± b.
Pu \  36 /о  p6 \  dh )„ p h ’ \  db Jo 2 ’ V 3ft /о  2 ’

1 _  ft2 ft»+2&2 1 256 +  128 _  384 .
Pu iPb Aph 4 ’ pa ~~ 4 4 ’



§ 43. Отклонения результатов неравноточных наблюдений 
от общей арифметической средины

Отклонениями v\ результатов неравноточных наблюдений от 
общей арифметической средины х0 будем называть разность

Vi = X i— х0. (384)
Рассмотрим свойства этих отклонений.
П е р в о е  с в о й с т в о .  Алгебраическая сумма произведений 

отклонений результатов неравноточных наблюдений от общей 
арифметической средины на соответствующие веса равна нулю при 
любом числе наблюдений, т. е.

[vp] =  0. (385)

Докажем это свойство, выражаемое равенством (385), для чего за­
пишем

P l  V 1 —  Х± X q

Р 2  v 2 =  Х 2 ------  X q

Pn Vn — x n

(386)

где pi, p 2, ... , p n — веса отклонений соответственно vi, V2 , ... , vn.
Перемножив равенства (386) на соответствующие веса и сложив 

левую и правую части, получим

[vp] = [хр] — Xq [р].
Согласно (373)

[хр] =  х0 [р],
следовательно,

[vp] = 0,
что и требовалось доказать.

Если при вычислении отклонений Vi по формуле (384) общая 
арифметическая средина х0 была округлена на величину р, то не­
трудно по (386) установить, что свойству (385) соответствует

lvp] = $lp]- (387)
Свойство (387), равно как и (385), применяют для контроля 

вычислений общей арифметической средины.
В т о р о е  с в о й с т в о .  Сумма произведений квадратов от­

клонений результатов неравноточных наблюдений от общей ариф­
метической средины на соответствующие веса минимальна, т. е.

[v2p] =  min. (388)

Выше (§ 42) было доказано, что

(Ж1~ 2*о)г +  (X2~ ^ o)2 +  . . . +  ■(ж"~~г;Го)3 =  min. (389)



Пользуясь определением весов (374), для частного случая с — 1 
с учетом обозначения. (384) по (389) имеем

v\Pi +  vlP2 +  • • • +  vlpn = [v2p] =  min.
Доказательство свойства (388) можно выполнить также алгебраи­

ческим путем. В самом деле, пусть

Установим связь между отклонениями г% и v%, вычитая в (390) 
из верхнего равенства нижнее,

где pi, р 2, ... , р п — веса отклонений соответственно ei, ег, ... , еп.
Умножая равенства (392) на соответствующие веса и сложив 

левую и правую части, получим

что и требовалось доказать.
Доказательство (394) еще раз убеждает в том, что если ошибки 

неравноточных наблюдений подчиняются закону нормального рас­
пределения, то наиболее надежным значением искомой величины 
является общая арифметическая средина.

§ 44. Средняя квадратическая ошибка единицы веса
Как было установлено в § 42, вес — величина, обратно пропор­

циональная квадрату средней квадратической ошибки — может 
быть вычислен по формуле (374).

х 4=
Si =  х% — х (i =  1 , 2 , 3 , . .  ., п).

Напишем

(390)

— V{ —  X q  —  X  =  С. (391)

По (391) можно получить

Pi zl = vl +  c2 +  2 cvx 
2 2 i 2 . п 

P2 "Ь c ~b 2cv2 (392)

P n  8n =  Vn +  С +  2 CVn ,

[е2р] =  [У2р ] + с 2[р ]+ 2 с  [vp]. 

В правой части равенства (393) слагаемое

(393)

2с [vp] — 0
по первому свойству отклонений (385).

Из (393) следует
[г>2р ] < [ е ар], (394)



Выберем некоторое (может быть, даже несуществующее) наблю­
дение xh, вес которого был бы равен единице, т. е.

P k  =  1 .

Обозначим среднюю квадратическую ошибку этого результата лги 
через [I, тогда формула (374) примет вид

р к = К  =  1mk 
|Л =  rrik }
H - V 7 1 -  <395>

Таким образом, по (395) jj, — это средняя квадратическая ошибка 
результата наблюдения, вес которого принят равным единице. 
Для краткости говорят, что |и есть с р е д н я я  к в а д р а т и ч е ­
с к а я  о ш и б к а  е д и н и ц ы  в е с а  (или даже просто «ошибка 
единицы веса»).

В соответствии с формулой (374) и вторым равенством в выраже­
нии (395) можем записать

jx =  пи Y p i  (396)
или

т{ =  - j L r , (397)
V  Pi

т. е. средняя квадратическая ошибка любого результата наблюдений 
равна ошибке единице веса, деленной на квадратный корень из веса 
этого результата.

Формула (397) является основной формулой оценки точности при 
обработке неравноточных наблюдений. Она показывает, что для 
оценки точности любой величины необходимо решить две задачи:
1) найти вес этой величины и 2) определить ошибку единицы веса. 
Первую задачу решают по формулам (381) и (383); о способах опре­
деления ошибки единицы веса будет сказано ниже.

Так как по (377) вес общей арифметической средины равен [р], 
то в соответствии с (397) средняя квадратическая ошибка общей 
арифметической средины

М  =  - £ =  . (398)
Vlp]

§ 45. Средняя квадратическая ошибка единицы веса, 
вычисленная по истинным ошибкам неравноточных наблюдений

Пусть в результате неравноточных наблюдений получены
*̂1> *̂2> • • •> П 1
^1» 2̂> * * •» Г ,

Ply Р 21 • • •» Pn  J
где Дг — истинные ошибки неравноточных наблюдений; 

pi  — соответствующие веса (i = 1, 2, ... ,гг).
Для сравнения истинных ошибок Д* между собой, учитывая 

формулу (396), умножим каждую из них на корень квадратный из



соответствующих весов и таким образом ряд ошибок неравноточных 
наблюдений Ai, Аг, ... , Ап, как бы превратим вряд ошибок равноточ­
ных наблюдений

A i V T i ,  ^ s V p s , • • •> ^ n ' V  Рп- (399)
Умножая ошибки на j / p  их нормируют, т. е. получают возможность 
сравнивать нормированные значения

Ai У  pi — At л / ~  4  =  ^ ' i L =  ^
у  m i 171 г

ti .

Но значения t\ для любых рядов наблюдений подчиняются одному 
закону распределения. В этом суть выполняемых преобразований.

Пользуясь рядом (399) среднюю квадратическую ошибку единицы 
веса получим по формуле (145)

„2 (Д 1 /й )2 +  (д2/ Й ) 2+ .  • . +  (Д п /Ю 2 .
„  >

1Л=  К - Ч г 1  • (4°°)

Формулу (400) непосредственно применять удается редко, так 
как истинное значение наблюдаемой величины X , необходимое для 
вычисления истинных ошибок

Ai = Xi — X ,

в большинстве случаев неизвестно.
Тем не менее, формула (400) играет весьма важную роль, когда 

вместо ошибок наблюдений используются ошибки функций резуль­
татов наблюдений, т. е. невязки. Тогда формула (400) примет вид

»- V¥ ' <«>‘>
где

iv =  ф (xlt . . . , * „ )  — ф (X l . . Х п),

±  = ( J v. Y . L a . I ( а<Р V 1
Р  \  дх1 )  Pi ~Г * * * ^  \  дхп )  р п

Примером применения формулы (401) является известная формула 
Ферреро

где
W — (Pi +  Рг +  Рз) — 180°,

—  =  3 (обратный вес суммы трех углов).
180° — истинное значение функции, т. е. суммы трех углов 

треугольника; 
п — число треугольников.



Кроме того, формула (400) будет далее использована для вывода 
некоторых других формул, имеющих практическое значение и, в ча­
стности, позволит перейти от оценки точности по истинным ошибкам 
к оценке точности по отклонениям результатов неравноточных наблю­
дений от общей арифметической средины (384), т. е. по разностям

1?% — Х0.

§ 46. Средняя квадратическая ошибка единицы веса, 
вычисленная по отклонениям результатов 

неравноточных наблюдений от общей арифметической средины

Выразим истинные ошибки неравноточных наблюдений в формуле 
(400) через отклонения (384), для чего запишем

Составим разность

Pi Ai = Xi — X
Pi Vi = X i— x0

( i  =  1 , 2, 3, . . n)

Ai -- Vi = x0 — X  =  ту,

(402)

(403)

здесь т| — истинная ошибка общей арифметической средины (см. 
[18], стр. 78).

Далее запишем
Т| =

в самом деле,

г] — х 0 — X  = [др]
[.Р1

[Ар] 

[.Р]

[хр]

(404)

[р ]

[р] [р] 
_  [ ( х - Х ) р ]  _  [лр] 

[р]

Для п наблюдений можем записать

[ хр \ — [Хр]
[Р]

[Р]

Pi

Р2

Рп

ДХ =  Vi +  Т1
Д2 =  1>2 +  п 

Дп— г’п +  'П .

(405)

Для перехода к ц2, в соответствии с формулой (400) возведем 
в квадрат и умножим на соответствующие веса равенств (405)

А А  =  vi P i  +  Л  P i  +  2 л 1 > Л  

К р 2 = vIp2 +  Л2Р2 +  2-л v2p2

А п Р п  — V n P n  +  Ц 2 Р п  +  2r | V n p n

(406)



Суммируя левую и правую части равенств (406), получим
[Д2р] =  [i>2p] +  т|2 [р] +  2т\ [г;р]. (407)

Но по первому свойству отклонений в соответствии с (385)
2л [vp] =  0.

Следовательно,
+  (408)

Предварительно, с учетом (400), преобразуем т]2 следующим об­
разом:

л 2
_  I  [ А р]  \2 _  а [ р 1 +  а 1р 22 +  • • • +  A n P n + 2 2  A iP i& k P h  

~  V [Р) ) “  Ы 2

Пусть в (409)

я. = ^ ) + 2[̂ м 1 (409)

[Д2р2] =  [Д2р ] .р ср, (410)

причем заранее подберем рср таким образом, чтобы удовлетворя­
лось равенство (410), т. е.

„  _  [ Д 2р 2 ]

Рср_ Т д р̂Г '
Равенство (409) можем представить с учетом (410) в следующем 

виде
2̂ _  ^  р ] рср + 2 р ср ^  AjAfePfe (411)
1 iP j2 ‘ ' '

При числе наблюдений достаточно большом, очевидно, справед­
ливо приближенное равенство

- г т ^  —  • (412)
[ р ]  П  V '

С учетом (412) выражение (411) примет вид

ч’ “ - е т § + 2 Т 7 Р Г '2 д ‘А‘» ’ <413)
Пренебрегая в (413) членом •=-—— ^ j^ i^kP k  в силу того, что1р] *п

для независимых наблюдений

-i- 2  ^i^kPk = М  (Дг) М  (AhPk) =  0,
получим

=  =  (414)

В (414) М  — средняя квадратическая ошибка общей арифмети­
ческой средины. Подставляя значение ц2 из (414) в (408), с учетом 
того, что

I A M  = „г
П ^



запишем
,. 2   Ь 2Р] . И-2 [Р] .
г  п [р]  ‘ п ’

И = / - Й Г -  (« б )
Применение формулы (416) позволяет решить поставленную 

выше задачу оценки точности по отклонениям результатов неравно­
точных наблюдений от общей арифметической средины.

В соответствии с формулой (181) надежность средней квадратиче­
ской ошибки, вычисленной по формуле (416), будет определяться
формулой

m ^  (417)
V  2 (п — 1)

В соответствии с формулами (397) и (417) надежность средней 
квадратической ошибки общей арифметической средины характе­
ризуется формулой

(418)
В том случае, когда общую арифметическую средину вычисляют 

по формуле (379) с введением приближенного значения х', контро­
лем [v2p] служит равенство

[V*p] =  [е2 р \ — . (419)
В самом деле,

Vi = Xi — х0 = Хг — jz ' +  |  =  8г — [вр] 
[Р]

Далее,

№ = 2  {е* -  - w } 2 • * = 2  Н + i f f ~ 2ei - ы 1 } •Pi)i= 1 } i=l '
или

[V*p\ = [e2 p] + •[/>]- 2 lijji = [e2 p] -  i l E L ,
что и требовалось доказать.

§ 47. Порядок математической обработки 
ряда неравноточных наблюдений

Получив в результате многократных неравноточных наблюдений 
одной и той же величины ряд

Xv Х2» Хд, . . . ,  хп



с весами
Pi t  Р2> Рз> • • •» Р п »

вычисляют:
1) общую арифметическую средину по формуле (373) или (379) 

с контролем
[vp] =  о (или [ир] =  [/?] • р);

2) среднюю квадратическую ошибку единицы веса по формуле 
(416) с оценкой надежности по формуле (417) и с контролем вычисле­
ния по формуле (419); в тех случаях, когда система весов определя­
лась по формуле (374), ошибку единицы веса следует вычислять по 
формуле (395);

3) среднюю квадратическую ошибку общей арифметической сре­
дины по формуле (398) с оценкой ее надежности по (418) или по фор­
муле

т * ~ У Т п -  (420)
П р и м е р ы .  1. Географическая широта одной из точек земной поверх­

ности определена из 8 серий наблюдений восемь раз, в результате чего вычис­
лены простые арифметические средины и их средние квадратические ошибки. 
Определить окончательное значение широты (общую арифметическую средину) 
н его среднюю квадратическую ошибку.

Решение. Составим табл. 25.
Т а б л и ц а  25

м
се­
рии

Значение 
широты, 

полученное 
в серии 

Щ

Средняя 
кв. ошиб­

ка 
широты 
в серии 

Mi

P i=
(0,28)2

If}
е! е1п

2
EiPi vi viPi

2
Vi?i

1 15° 45' 36",18 ±0",25 1,4 +0,91 +1,27 1,16 +0 ,40 + 0 ,56 0,22
2 35 ,53 0.21 1,8 + 0 ,26 + 0,47 0,12 —0,25 - 0 ,4 5 0,11
3 36 ,39 0 ,31 0,81 +1 ,12 +0,91 1,02 + 0,61 + 0 ,4 9 0,30
4 35 ,27 0 ,19 2,2 0,00 0,00 0,00 —0,51 —1,12 0,57
5 35 ,78 0 ,2 8 1,0 + 0,51 +0,51 0,26 0,00 0,00 0,00
6 35 ,96 0 ,23 1,5 + 0 ,6 9 + 1 ,04 0,72 + 0 ,18 +0,27 0,05
7 36 ,02 0 ,35 0,64 +0,75 + 0 ,48 0,36 + 0,24 +0 ,15 0,04
8 35 ,81 0 ,15 3,5 + 0,54 + 1 ,89 1,02 + 0 ,03 + 0 ,10 0,00

Ф' =  15° 45' 35",27; 12,85 6,57 4,66 +1 ,57 1,29
Ф о=15° 45' 35",27 + -1 ,5 7

, 6",57.
+ 12,85 ’

Фо= 15° 45' 35",78. М = 0 ,00

Вычислим общую арифметическую средину по формуле (379)

<Р0=<Р' + 'Т Й 1 :  ¥ °= 15045'35'-27+ т й г ;
Фо=15°45'35",78.

Контроль: [у /? ]^ 0 .



Далее вычислим среднюю квадратическую ошибку единицы веса по фор­
муле (416)

с оценкой надежности ц, по формуле (417)
± 0 //,43 т =  ±0М1.

й /2 ( 8 - 1 )  ’ “
Контроль вычисления:

[У2р] = 4 ,6 6 - 3 ,3 6  =  1,30.
И, наконец, вычислим среднюю квадратическую ошибку общей арифметической 
средины по формуле (397)

М = ̂ Ш =  ± 0"Л2
V  12.85

с оценкой ее надежности по формуле (418)

т м  =  ± _̂’12— =  ±0",032.м V 2 (8 — 1)
С вероятностью 0,9973 значение искомой широты заключено в пределах

15°45'35",42 ^  Ф <  15°45'36",14.
2. В § 28 приведен пример на определение коэффициентов соотношения 

средней квадратической, средней и вероятной ошибок.
Принимая в качестве весов отдельных значений кг и к2 число ошибок по 

участку, найти средние весовые значения коэффициентов кх и к2 и их средние 
квадратические ошибки.

Решение. На основании данных табл. 16 составим табл. 26.
Вычислим средние весовые значения коэффициентов кх и к2

k i =  ■ ^  -у - =  ■; ^i =  l»263 (должно быть 1, 253 . . .);
[р]  17,59

[Л2-р]  _  26,79 /с2 =  1,523 (должно быть 1,483 . . .).
2 [р]  17,59

Контроль: [%-р]=-о.ою; [i’fc,-p]=-o.oi.
Вычислим средние квадратические ошибки единицы веса (за единицы веса 

приняты и &2> вычисленные по 100 ошибкам) и оценим их надежность:

-  -  , ±МЮ ......... -  , ±0'"  —/2 (12-1) ^  /2 (1 2 —1)
Вычислим средние квадратические ошибки весовых средних:

=  ± 0 £ 6 5 = ± 0  м  =  ±0,041.
1 V 17,59 4  У 17,59

С вероятностью 0,95 искомые коэффициенты кх и кг заключены в пределах: 
1,231 <  кг <  1,295;
1,441 <  к2 <  1,603.
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ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ПО РАЗНОСТЯМ ДВОЙНЫХ НАБЛЮДЕНИЙ

§ 48. Постановка задачи

В практике технических измерений часто встречаются случаи, 
когда приходится измерять большие группы однородных величин. 
Естественно, что для получения значений каждой из измеряемых 
величин и надежной оценки точности целесообразно было бы каждую 
из этих величин измерять многократно, по крайней мере, не менее 
8—10 раз (см. § 29).

Однако большой объем работы при такой организации измерений 
во многих случаях вынуждает исполнителя сокращать число повтор­
ных измерений каждой величины до минимума, но не менее двух раз, 
с учетом необходимости контроля измерений. Значения интересу­
ющих исполнителя величин получаются во многих случаях достаточно 
точно и при двух повторных измерениях (и даже при одном), однако 
оценить точность измерений каждой измеренной величины при числе 
повторных измерений п =  2 не представляется возможным.

Возникает вопрос: нельзя ли, пользуясь всеми разностями двой­
ных измерений однородных величин, оценить точность произведенных 
измерений?

В общем виде задача на оценку точности может быть сформулиро­
вана следующим образом.

Пусть некоторые однородные величины
А , -̂ 2» L* . . Ln 

наблюдены каждая дважды и получено:

в результате первого наблюдения — 1г, L, /3, . . ., /п

в результате второго наблюдения — llt 12, 13, . . ., 1п
Пользуясь рядами (421), можно вычислить разности двойных 

наблюдений
d = 1  — V1 1 1

dn — ln In

Задача сводится к тому, чтобы использовать разности (422) при 
оценке точности. При этом может быть два случая: а) случай, когда 
наблюдения h  (или 1г), h  (или /2), ... ,1п (или 1п) равноточны; б) слу­
чай, когда эти наблюдения неравноточны.

В дальнейших рассуждениях будем полагать, что двойные на­
блюдения, относящиеся к одной величине, между собой равноточны 
в обоих случаях. Практически это условие выполняется почти всегда.



§ 49. Оценка точности 
по разностям двойных равноточных наблюдений

Итак, пусть некоторые однородные величины

L lt L t , L3l . . ., Ln

наблюдены равноточно каждая дважды и получено

1̂» 2̂» • • •>

1̂> 2̂’ 3̂’ * * *’ п̂
с истинными ошибками

Aj, А2, 3̂» • • •» 

А', А', А', . . Ап

По определению истинной ошибки (§ 21) с учетом (424), (425) 
можем записать:

Ах — li — £*1, А2 — L 2, А п — In Ln
— L j , A2 — Z2 — Ltt • • •» An — ln Ln

Составим разности

A0 A„ =  /„ /«,

An An — ln ln

(423)

(424)

(425) 

и (423)

(426)

(427)

Из (427) следует, что разности двойных наблюдений 
=  di(i =  1, 2, . .., л), выражаемые равенствами (422), равны разно­
стям соответствующих истинных ошибок. Поэтому напишем

(428)

dn — Ап А п 

Возведем в квадрат равенства (428)

< = а ^ + а ;2- 2 а ха; 

d\ =  а 22+ а ; 2-  2а2а ;

dn =  Ап -f- А2 — 2АпАп



Суммируя левую и правую части равенств (429) и деля суммы 
на число разностей di, получим

Ж  =  1А!1 +  1 д ^ _ 2 1 А А а . (430)
тг тг тг тг 4 7

В (430) для независимых наблюдений

Ит IM 1L =  м(ДД') =  М(Д)-М(Д') =  0;
П-у ОО

следовательно,

Но, так как наблюдения равноточны, в (431) 

[Да1 _  [а '2] _  —,2 (432)

где тп — средняя квадратическая ошибка одного наблюдения. 
С учетом (432) равенство (431) примет вид

2тп2 =  == m2d, (433)
откуда

/-Й-- <434>
По формуле (434) и вычисляется средняя квадратическая ошибка 

одного наблюдения по разностям двойных наблюдений di. 
Приближенные значения искомых величин

Li, L 2j L3, • • Ln,
полученные из наблюдений, вычисляются как средние арифметиче­
ские из результатов двойных наблюдений, т. е.

/  h + l i . j h + h  . , _  ln + ln
4 ( 0 )  = -----j -----’ l 2 ( 0 )  =  ---- 2-----’ ' ' ’ ’ l n ( 0 ) ~  -----2------'

Очевидно, что

mh (0) =  mcP =  Y f  =  \ Y "^ T  ’ (435)

так как k  (0) — среднее арифметическое из двух результатов. 
Формулу (434) можно получить и несколько иным путем. Запишем

di — 1% Zi,
(i =  1 , 2 , 3 , . .  ., 7г)

рассматривая разности di как функции двойных независимых на­
блюдений, по формуле (300) имеем

2 2 . 2  та =  -f т
Так как 1

т. = т  / =  пг, к i{



то
md =  т Y 2 .  (436)

В то же время по формуле (433)

™ - т / Ш "
d п

Из (436) и (433) следует

*>=/¥■ <4з7>
Если в ряде разностей двойных наблюдений (428) содержатся

значительные систематические ошибки, величина Щ- будет заметно
отличаться от нуля. Предполагая, что разности di содержат в данном 
случае постоянную систематическую ошибку, ее можно исключить,
вычитая из di величину 0 =  , т. е.

d t =  —  0 

■— d<£ — 0

dn — dn 0

(438)

где d{ (i =  1, 2, 3, n) — разности двойных наблюдений, свободные 
от систематической ошибки. Складывая левую и правую части ра­
венства (438), получим

[<*'] =  [<*]— и -0 =  0. (439)
Таким образом, алгебраическая сумма разностей двойных равно­
точных наблюдений, свободных от систематической ошибки, равна 
нулю при любом числе наблюдений. На этом основании разности di 
можно рассматривать как отклонения результатов равноточных 
наблюдений от простой арифметической средины. Подставляя в фор­
мулу (352) И '2] вместо [г>2], получим

" * =  - ё г  > <440>

или в соответствии с формулой (433)

■=]Лйч- <441>2 (гг — 1)

Вычисление суммы [с?'2] можно проконтролировать по следующей 
формуле

Id’*] =  №  -  ^  • (442)



Справедливость формулы (442) подтверждается, если равенства 
(438) возвести в квадрат и получить суммы левой и правой частей, т. е.

<г;2 =  ^  +  е2 — 

d 'l =  d* +  el _  2е d2

d'n =  d* +  02 -  20 dn j
и далее

[d'*} =  [d*] +  Ж  -  2 • [d] =  [d2] -  M i . (443)

§ 50. Оценка точности 
по разностям двойных неравноточных наблюдений

Рассмотрим теперь другой случай, а именно: пусть некоторые 
однородные величины

Ьъ L 2, L* • • L n
наблюдены дважды, причем каждая пара наблюдений по отношению 
к другой является неравноточной (наблюдения в паре — равноточ­
ные). В результате наблюдений получены

1̂» 2̂> 3̂? • • •» \
К, С  С  - (444)

Р\ у Р 21 Рзу  • • •> Р п  '  

где р г — вес наблюдения или lv 
Iо2 — вес наблюдения 12 или Z2,

р п — вес наблюдения 1п или 1п.
Получим формулу для вычисления средней квадратической ошибки 

единицы веса по разностям двойных неравноточных наблюдений. 
Для этого запишем разности

=  (445)
(i =  1, 2, 3, . . ., п)

Вес разности d\ согласно (383) для независимых наблюдений будет 
определяться формулой

—  =  —  +  —  =  —  , (446)
Pdi Р и Р ' Рг 4 7

1 И
где р, = р / =  pi — вес отдельного наблюдения.

1 h 
Из (446) следует, что

Pdt =  f  . (447)
т. е. вес разности в два раза меньше веса отдельных наблюдений, 
по которым составлена разность.



Для результатов наблюдений (444) с учетом (445) и (447) можно 
записать

- f  '

Рз d — I — I
2  2 —  2 2

ili. Л _  7 __ /'
2 з ^з

Рп
2

(448)

dn -- 7̂1

В соответствии с формулой (400) имеем

d2 .ZL +  d2.Z L + d2. ^ - +  . . . 4-d2.-^-1 2 2 9 з 2 2

или
(i =  ]/ 2rc (449)

Средние квадратические ошибки приближенных значений иско­
мых величин, вычисленных как средние арифметические из результа­
тов двойных наблюдений, равноточных попарно, т. е.

1+1 1+1 1 1 1 . 7 _ 2 1 2
2 ’ h  <0) “  ~ У ~h (0 )

будут соответственно равны 

т А /ftv =

In (0) : Zn+*n (450)

1(0) ; ,n '2(0)

mi

Справедливость (451) легко проверить следующим образом. 
Пусть

7 _  Z* +  ^
г (0) 2

где Zi и Zi имеют одинаковый вес pi.
Тогда по формуле (383) имеем

1 =  1 ,___ 1 __ 2
PH (0) 4^ i  4pi ’

откуда
P'i (0) =  2^ -  (452)

В соответствии с формулой (397) запишем
± ___ И> . (453)

i ( 0 ) У
Иногда при обработке двойных неравноточных наблюдений 

встречаются случаи, когда наблюдения и попарно неравноточны, т. е.
Ph +  (i =  1, 2, 3, . . п).h



Нетрудно установить, что веса разностей (448) в этом случае в соот­
ветствии с формулой (383) равны

Pdi =

Pdz

Pi - Р '1 Н
Pi +Р ' 

1 'i
Pi ' Р  ’

2 h 
ptt+ p .

p< =
Pu-P ’ n

Pln +  P '

(454)

Приближенные значения искомых величин и их средние квадрати­
ческие ошибки должны быть вычислены по формулам

h-Pii + h-P'
h ( 0 )  =

Pii + P.'h
(i =  1, 2, 3, . . n) 

™ ' i ( 0 )  = --------------------------VP4+Pt[

(455)

(456)

В том. случае, когда разности двойных неравноточных наблюдений 
(448) содержат систематические ошибки, величина

0 =
1р *]
[Р\

(457)

будет заметно отличаться от нуля ([18], стр. 99) и будет представлять 
как бы систематическую ошибку двойных неравноточных наблюде­
ний (точнее — остаточное влияние систематических ошибок, так как
постоянные систематические ошибки, входящие в наблюдения к 
и к, на разностях не сказываются). Это обстоятельство приводит 
к завышению оценки точности и является крупным недостатком 
оценки точности по разностям двойных наблюдений.

После исключения величины 0 из разностей, т. е.

d\ = di — 0 (i =  1, 2, 3, . . п)

средняя квадратическая ошибка единицы веса, по аналогии с фор­
мулой (441), вычисляется по формуле

vi
ld'*-P 1 

(n — 1)
(458)



§ 51. Примеры на оценку точности 
по разностям двойных наблюдений

1. Двумя наблюдателями произведены измерения одних и тех же линий топо­
графическим светодальномером СТ-62 (табл. 27). Вычислить среднюю квадрати­
ческую ошибку одного измерения (одним наблюдателем) и среднего из двух изме­
рений, принимая измерения равноточными.

Т а б л и ц а  27

№
по

пор.

Результаты измерений, м
Разность 

d|, см см Вычисления
1 измерение 2 измерение

1 967,489 967,398 + 9 ,1 + 5 ,7 32,5 /"108,2
2 752,468 752,412 + 5 ,6 + 2 ,2 4,8 Ш==У  Т Г ;3 692,223 692,250 - 2 ,7 - 6 ,1 37,2 ¥ \.о
4 1023,536 1023,536 0,0 - 3 ,4 11,6 т =  + 3 ,0  см\
5 808,457 808,444 + 1 ,3 -2 ,1 4,4 т ___ 0,03
6 612,692 612,665 + 2 ,7 —0,7 0,5 5Ср 790 ’
7 675,158 675,082 + 7 ,6 + 4 ,2 17,6 771 i1 * «

sCp “  26 000 ’
^ с р =  ± 2 ,1  см;

тср __ | 1
5Ср 38 000 *

[■d]:=  + 23,6 - 0 ,2 108,6
б) =  + 3 ,4

2. Превышения на 10 станциях нивелирного хода определялись при двух  
горизонтах инструмента. Найти средние квадратические ошибки: превышения 
на станции, измеренного при одном горизонте, при двух горизонтах и отсчета 
по рейке (табл. 28).

Т а б л и ц а  28

№
станции

Превышения, мм
dj, мм А

1 2

1 -1 5 6 1 -1 5 6 4 + 3 9
2 -1 4 8 4 -1 4 8 2 - 2 4
3 -1 3 7 0 -1 3 7 3 + 3 9
4 +102 + 105 - 3 9
5 +2184 + 2182 + 2 4
6 +1219 +1222 - 3 9
7 - 1 0 0 -1 0 2 + 2 4
8 -1 5 3 -1 5 1 - 2 4
9 +1201 +1198 + 3 9

10 + 157 + 159 - 2 4

2 + 1 65



Вычислим:
а) среднюю квадратическую ошибку разности

md =  j / ~ -jjj- =  ± 2 ,5  мм;

б) среднюю квадратическую ошибку превышения, измеренного при одном 
горизонте

ттьw 2,5 мм .
ти =  — ; m/i =  ± ----— — ; =  ±  1,77 мм;V 2 / 2

в) среднюю квадратическую ошибку превышения, измеренного при двух 
горизонтах (среднего из двух превышений)

» hi~\-h2 1 , 1 т .  2 1 2 , 1  2 .
йср ---- 2 ----   "2 1 +  Т  2’ т/гср" 4 %  ’

т/г ± 1 ,7 7  лел , , ОГ7
m/г̂  — тп /г2 — m/г, ^/гср— ^  — , ^Лср —' » ^ ^ ср— ± 1 ,2 7  лж,

г ) среднюю квадратическую ошибку отсчета по рейке (превышение на стан­
ции h =  а — 6, где а и 6 — отсчеты)

mh =  ma +  mb*’ 171 а — тЪ =  т 0, 

где т 0 — средняя квадратическая ошибка отсчета;

, /~ пгьъ ±  1,77 леле , . Лmh =  m0 y  2 ; т 0= - - - — ; т 0 = --------— ---- ; т 0 =  ±  1,27 мм.
V  2 / 2

3. Даны разности суммы превышений в нивелирных ходах в прямом и об­
ратном направлениях и число станций по ходам (табл. 29).

Определить среднюю квадратическую ошибку одиночного хода в 10 станций 
(1 условный км) и двойного хода той же длины.

Т а б л и ц а  29

№
ходов

Разности 
dj, лш

Число
станций

*г

Вес
10

Рг=— г
4

,2
di'Pi Вычисления

1 + 4 7 1,43 16 22,9 т /  665
2 - 1 4 27 0,37 196 72,5 а) ^1 0 = У  П о ;3 - 9 13 0,77 81 62,4 г и 1U

4 + 1 5 25 0,40 225 90,0 Ию =  ± 5 ,7  мм ;
5 - 1 2 32 0,31 144 44,7 <г\ Ию .
6 + 1 1 15 0,67 121 81,1 б) Ию ср — ,
7 - 1 2 19 0,53 144 76,3 V *
8 +  13 18 0,56 169 94,6 Июср =  ± 4 ,1  мм.
9 + 1 2 16 0,62 144 89,3

10 - 7 23 0,43 49 21,1

— + 1 2 =  655
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CMĈCMCMCMCMCMCMCMCMCMCMCMCMCM

(?) Ф

0,
86

63
9

0,
87

88
6

0,
89

04
0

0,
90

10
6

0,
91

08
7

0,
91

98
8

0,
92

81
4

0,
93

56
9

0,
94

25
7

0,
94

88
2

0,
95

45
0

0,
95

96
4

0,
96

42
7

0,
96

84
4

0,
97

21
9

-
о ю о о о ^ о ю о ю о ю о ю о1010с0с0^1>0000050500тнтнгд

(?) Ф

0,
54

67
5

0,
57

62
9

0,
60

46
8

0,
63

18
8

0,
65

78
9

0,
68

26
9

0,
70

62
8

0,
72

86
7

0,
74

98
6

0,
76

98
6

0,
78

87
0

0,
80

64
0

0,
82

29
8

0,
83

84
9

0,
85

29
4

О О ЮО ЮО О О Л О ЮО ЮО Юt^0q0005C5OO^^CMCMC0C0^vti
О б б б б т Н т Н т Н г Н ^ т Н т Н г Н ^ г Н

(?) Ф

О  00 СО ^  СМ СМ СО ^  05 СМ 00 05 г-н С'»* 
O O O C O C M i O S T O O C O O O ( M 0 5 C O v f C O O  
О  05050500t>*LOCOOt̂ CMt>"̂ HVt40  
Q c o r - - ^ H i o a 5 c o r ^ ^ H x t < o g ^ » - o o O ' * -  5 О О тн ТН Г-; q  CJ СО СО СО vf ̂  ̂  Ю
o o o o o o o o o o o o o o o

O lO O lO O lO O lO O lO O lO O lO Oоо^тгнсм смсосоч^^ио^сосо^
d o o o d o d d d o o o o d d



Та
бл

иц
а 

зн
ач

ен
ий

 
ф

ун
кц

ии
*5}
ьз
О
*1Оч
Ьз

V

о

O O i O O l s ^ O s f  0 5 Ю М  
c M t^ - r ^ c o c o v f < o 5 0 5 c o o 5  
0500r^C D v}< C M 05C O C 005 
00 00 00 00 00 0 0 l> -r^ -t^ -c 0

O I O O N N C O ’- i C M O t- i
t''* CM СО О  CO OO 00 О  00 CM 
iO th CD тн Ю 05 CM CD 00 
O C D iO iO v fP 'D C O M - H r H

05 00 05 LO 
CM ОС — О  CD
О  05 00 CO

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 05 05 05 05 05 05 05 05 02
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 00 00 00 00
со со со со со

00

О О О С О ^ О О М ^ ^ ^ Т Н
n b o o i o o o t ^ c q a o o c o
O O O t^ C D ^ C N J O t ^ s ^ O
o o o o o o o o o o o o o o t" - t^ - r ^ -

CM Vt<t^CM r^Xt<CM C\1^00 
CM t4-  00 CD 05 05 Ю t’"- i-O 05 
CD th CD th lO  05 CO CC 05 th 
C D C D iO iO '^ C O C O C 'J ’r-iTH

i O ^  N M > n  
О  h - O O C O  

Ю r— 00 00
О  05 OO h -  CD

0 2 0 5 0 5 0 5 0 5 0 2 0 5 0 2 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 00 00 oo 00
со со со со со

С'—

C O L O r^O S C 'jL O O O ^iO C i 
c0 00 0 5 c 0  0  0 5 s j » c 0 c 0 t ^  
05 0 0 t ^ C D » O i N O I > ^ O  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Г " -^ -Г " -

LO гн 00 CD Ю CD 00 CM 00 CO 
CDiN C O ^ lO iO t i ^ cM ^  
C D C M t^-C M C D O vft^-O C M  
CD CD Ю  Ю  ^  ^  CO (M CNJ тч

CO 05 LO x f  О  
00 LO 05 05 LO 
s f C D N c O O  
О  05 00 CO

05 05 05 05 05 05 05 05 05 05
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 05 05 05 05 05 05 05 05 05
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 00 00 00 00 
со со со со со

CD

L O ^ h - ^ O ^ ^ C M O O O  
C O O S O O O i N ^ ^ O S t ^ O  
05 00 0 0 с 0 ю с 0 0 ^ ^ т н  
OOOOOOOOOOCXDOOt-t-t-

(N h -O O O C O t^ C O -H ^ C O
T - iC D O O r^ ^ rH C O T H O iO
г ^ с м г ^ с м г - ^ v ^ o o ^ c o
О С О Ю Ю ^ ^ С О М М т н

со со со cm
CO s t4 GO 00 Ю 
ю  oo 05 o
0  05 00

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 05 05 05 05 05 05 05 05 05
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 00 00 00 00 
со со со со со

1ft

t''* Is- 00 00 05 05 О  CM Vf CO 
C0 0 2 t h 0 5 W C O O ( N O ^  
OSOOOOCDlOCO-thOOiO th
o o o o o o o o o o o o o o r - ~ r ^ i> -

05 CO 00 СО О  05 00 О  CO 05
v f ^ c o c q i ^ r ^ ^ o o t ^ c o  
r^ -C O O O C O l^-^ L O O O ^ v F  
COCDlO lO ^ vFCOCMCM t- i

Г'- t'» TH t"- t '-
CD 00 05 0  TH 
О  05 00 00 t '-

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 00 00 00 oo
со со со со со

05 CO t''* CM CD тнСО тн f»  "tf1 
СО О  W  т -i iO  CD CS| lO  CO 00 
0 5 0 5 0 0 l > - i 0 c 0 ^ 0 0 i 0 ^  
O O O O O O O O O O O O O O t-t^ t--

00 О  CO 05 СО Ю  
O S L O O O I^ - C M ^ - ^ S P ^ O  
^ - c o o o c o o o c m c d o 5 c m io
C D C D iO iO s J t^ C O iM M r H

^  oo oo cq
CM LO CO Sf1 
^ . О О т ч М  
О  05 05 00

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c q ,

05 00 00 00 00 
со со со со со

СО

0 0 5 N 1 0 S ) <M ^ ^ C ) ^  
v r O C O M  t- о о ю о о г ^ м  
05 05 00 t’’ - Ю  CO 00 *-0 CM 
O O O O O O O O O O O O O O r-t'-t-

(N C O C D O S ^ O O O t^ O O rH  
C O O C O C M O O O  Ь ^ г н О О  
00 S f 05 00 CO CD О  СО Ю 
C D C D iO iO ^V fC O C O C S l^ rH

CO s r  LO 05 О  
О  05 Ю го
00 05 чт-i CM ОО 
О  05 05 00 t -

05 05 05 05 05 05 05 05 05 05
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 00 00 00 00
со со со со со

CSJ

rH ^C D O O T riC O C D O C O O O  
V t i ^ ^ C O O S O ^ r H O l O  
05 05 00 h -  Ю  ' l 1 th 05 CD CM 
ООООООООООоОООГ-Г-Г^-

м о о \ 1 , с м о о с м ю о 5 с о
Г -^ О О О О ^ С О -^ О О О О Ю
O O x t< 0 5 x F 0 5 C O r^O C O C O
С О С О Ю Ю - ^ ^ С О С О М - Н

СО О- СМ 05 о  оо со v r  со 
00 О  см СО
0 0 0 5 0 0  h -

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5  05
c o c o c o c o c o c o c o 'c o c o c o

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 05 00 00 00
со со со со оо

C M O O vf^ rH t^S f-^H O O C D 4̂  
^  г н Ю Ю  О  CM О  СО СО 05 
05 05 00 t4— CD 4F CM 05 CD CM 
OOOOOOOOOOOOOOt'-t^-t^-

C O iM N v f c o O iO W r H T H  
T i0 5 C O C O C 5 C M O lO C D C O  
0 5 s f O i 0  0 5 v ^ 0 0 T H S } < ^  
C D C D C D lO ^ v fC O C O C M ’^

v *  О  00 05 ОО 
СО СО "ЧЧ ОО СМ 
05 СО VJH LO
о  о  05 оо г -

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
со см со со со со со со со со

05 05 00 00 00 
со со со со со

CM M C M C O C O st^LO C D O O O  
SfCMCDCDCM4t<CMCOCDCO 
05 05 00 t''- CD ^  CM 05 CD CO 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 t " - l> - ^ -

с 0 с 0  0 ю с м 0 5  00 0 5 г н с 0  
Ю СО 00 00 1-0 О- CD ■̂н со о  
O S I O O I O O ^ O O N I O O O  
CDCOCDLOLOvfCOCOCM-rH

СО CM SF 05 |>- 
'^ S t 'O M 'T H
о м - ^  ЮСО 
^  О  05 00

05050505050505050505
со со со со со со со со со oo 
о

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

05 05 00 00 00 
со со со со со

О  гн (M СО ^  Ю CD t''- 00 05 
О О O O O O O O O O

О  чгн CM СО Vf LO CD t '” 00 05 О  <М со SF 
СМ̂С\1 CM CM CM

o ' o ' o '



со о  vf uo 00 СО -̂1 СМ о  
t'- о- со *-0
Ю ^  со eg ТН

VfCMLQlOCMLCCOLOCMt^
V fL O C M C O t^ V f0 0 0 5 t^ -T H
COt- i CICO COOCO СМОО'Ф 
О  05 CO LO vf CM TH 05 00

CM СО О  4tfl 05 Ю CO CO CO t h  
COtH t^05 0 0 l0 0 5 0 0 0 v f 
0 5 0 0  М СО О  CO h -05 W 
CDLOCOCM005t^LOCOcM

O v fтн v fC M t^ t^ Ю тн v f
I^ h -ЮОСОСОтНГ^тнСМ
vfCOOOOTHCMCOCOvfvf
О00С0ЮС0тн05Ь-ЮС0

00 сю 00 00 00 
со со со со со

OOl>-r^-t^t'-t>-t'-r^COCO
сосососососососососо

ф с о с о ф ф ю ю ю ю ю
сосососососососососо

iovt<vfvfvt<vfcocococo
сосососососососососо

со о  О  со со
00 Г'- СМ СО тн
00 00 00 г»  со
LO vf СО СМ тн

^(MOiCOMOSCOiOiOvf 
COh-vf 05 0  1^смс0тнс0 
vfCMOt^LOTHOOVfOLO 
OOSOOCOLOvf M thOOO

CM 05 СО СО тн О  t h  CO 05 t'» 
о о с о с м ю ю с д с о м о тн  
OLOOvfOOCMLOOOTHvf 
N iO v fC J 0 0 5 t^ L O V fM

o v f  LOO-HbOTHOOvf 
VfLOC005<N<NTHt^OCM 
СООООТНСО^ЮЮСОСО 
0 0 0 » - ю с 0 т н 0 5 ^ ю с 0

о о  о о  о о  о о  о о  
со со со со со

OOt>-I>-t^t^-t^t^t^-t^CO
сосососососососососо

СОСОЮСОСОЮЮЮЮЮ
сосососососососососо

LOVfVfVfVfvfCOCOCOCO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

со со г -  со о  
00 Г - сч1 Vf со
05 05 05 00 1> 
о ^ с о с м т н

oococoococooco05th 
t ^ o s t - ' - c q c o T H c o t - ' - L O T H  
LO CO th 05 CO CO 05 LO th t''- 
OOSOOCOLOvfCMTHOOO

тн IN тн м  CM ^  00 со TH (N 
CO CM 00 t h  t h  00 CM vf CO 05 
Clt^THCOOCOt^OCOiO 
t^LOvf (N TH05t^C0^iN

Г " - ю о о с о о 5 о о с о с о с о с о
СМ СО тн t ^ O  тн о  СО О  СМ 
0 0 О С ^ С 0 Ю > С 0 Г " -^ -0 0  00 
О  05 l'» Ю  СО тн 05 Г— Ю  СО

00 00 00 00 00 
со со со со со

OOl>>I>-t^-l>-l>-l>-t^t^-CO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

с о с о с о с о с о ю ю ю ю ю
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

LOvfVt<VfVf*tfCOCOCOCO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

см ю  со ю  со 
о о ^ - с о ю ^  
О  О  О  05 00
С О Ю ^М тн

iOCOh-l>COCO>iO(Nt^ 
05  t h  05  Vf CO Vf 05  t h  0 > LO 
С О Ю С М О ^ ч Г О Ь С О О О  
О  05  00 h - Ю ^ С О т н О  00

THVf t^ -o v f OOlOCOvf h- 
OOt^COt^t^ Vf 05THOCD 
СОООСО|>тнЮООСМЮ^ 
h-L0vf(NrH05t^CDvfCM

Vf Ю тн тн СО 00 СО О  СО СО 
0 т н 0 с 0  0 50 0 5 с00 см  
O C M v f  ЮС0 00 00 0 5 0 0  
тн 05 F" Ю СО тн 05 t"— СО Vf

00 00 00 00 00 
со со со со со

OOl>-t^-t^r'-t^-r'~l>-t''-CO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

с о с о с о с о с о ю ю ю ю ю
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

ЮvfvfvfvfvfCOCOCOCO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

О  Г'- 05 Ю со 
00 Г"- со со ю
Т Н - Н Т Н 0 0 5
0 Ю ^С О тн

THCOOCOCOOvf ю ю с о  
TH CO (N  l>  05 00 со Ю  4t< О  
OOCOvPthOOlOCvIOOvFO 
0 0 5  00 vf COthOOS

ОСОСМООЮСМгнМСОМ 
CO M 05 (N CO TH CO 00 N  Vf 
Ю О  ^  05 CO I>- О  CO CO 05 

CO Vf M TH 05 OO CO Vf CM

CMLOCOCOvfOOOOLOOSCM
0 0 0 5 0 0 v f0 0 0 5 0 0 Ю 0 5 C MтнСОЮ Vf С0 0 5 0 т н т н м
т н 0 5 0 - ю с 0 т н 0 0 0  СО vf

00 00 00 00 00 
со со со  со со

OOl>-r^r'-l>-r''-t^-t^-t^-CO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

с о с о с о с о с о ю ю ю ю ю
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

HO'tfvfvfvfvfvfCOCOCO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

05 05 vf v f 00 
t'- t"- Vf Г- CO 
C\1 CM CM тн О  
СО Ю Vt< CO CM

r - ( N  CO 05 см см о  ^  r - 00
CMLOvf05CMTHt-0500vf 
05 F— LO CM О  Г"* СО 05 Ю th 
О  05 00 h" CD vf СО тн О  05

ООООГ^СОЮСОООСМОО  ̂
t^ l^ V f  0 0 О 5 ^ М Ю ^  тн 
COTHCOOvfOO<NiOOOHrH 
t^-COvfCOTHO500COvfCO

0 5 ю с 0 тн т н |> 0 0 5 с 0 0  
LOl>COCOt^-OOOOvf05CM 
СОЮ^-050тнСМСОСОч4( 
тн 05 t''- Ю СМ О  00 СО vf

00 00 00 00 00 
со со со со со

OOt''-t'"-t''-t''»t''“ t'—l>-t'—CO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

с о с о с о с о с о ю ю ю ю ю
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

LOvr'vPvFvfvfvfCOCOCO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

CO th 05 CM о  
О- 00 vf 00 00 
со CO CO CM 
со ю  v f  со cm

C0THU0LO<rqLOLOCOO5Vf 
vft^-coc<iLOvfOcocqo5 
OOOCOvf тнООЮтн^-О] 
тн 05 00 CO s f CO CM О  05

N  05 тн СО СО С5 Vf О  05 тн 
CMCMOvf ЮС0 05СМтн05
o o c o o o c q c o o c o t ^ o c M
t^-COvfCOTHOoOcOLOCO

С О Ю 00Ю 001^-С М С О С М О 5
СО Ю vf тн  Ю t'- F— 05 тн 
LOt>-a5THCMCOvflOLOCD 
тн 05 СО ^  СМ О  00 СО Vf

oo oo oo oo oo 
со со со со со

00 CO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

СОСОСОСОСОСОЮЮЮЮ
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о uOvfvf^vf»3<vfCOCOCO

с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

CO CM th CM 
t"- 00 Ю  05 05 
V f V f v f  CO CM 
СО Ю  v f  CO CM

О О О ^ т н О ^ т н М т н Ф  
LO 05 00 Ю 00 t'"- Vf I''» t''» CO 
TH 05 Ю (N 05 CO CM 00 Sf 
TH05 00 t^C O ^ COCMOC5

ю о ю о с о с м о о 5 т н ю  
Г ^ 0 0 ю 0 т н 0 с 0  00 0 5 с 0  
05VfC5Vt<OOCMLOOOTHVt< 
Г>.СО^СОтнОООСОЮСО

C O v fO O L O c O C O t^ -O O t''»
thCOCOOvTCDCOCOOOtH
[^ •С 5 т н С О ^ Ю С О Г " - [^ -0 0
THG5oocovfcqooocovf

oo oo oo oo oo 
со со со со со

OOl>-t^t''-l>-l>-r'-t''-t^-CO
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

СОСОСОСОСОСОЮЮЮЮ
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о L o v f v f v f v f v f v f c o c o c o

с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

th CO f— 05 CO 
00 LO 05 о  

LO Ю LO sf vf 
с о  Ю  vf со cm

CO 00 05 CO 05 05 СО О  CO CO 
l>-OOr^OOt"-THTHOO
MTH05C0 Vf -----------^  О Ю
тнО00^С0ЮС0СМтн05

С 0 тн 0 5 ^Ю Ю Ю ^М 0 5  
СМСООЮС^СОСМЮСОСО 
тн СО тн Ю 05 СО f— О  СО СО 
ООСОЮСОтнООО^ЮСО

05 СО тн ^  СМ Ю Ю тн ^  Ю 
00 тн тн 00 СО Ю Ю СО 00 тн 
00 тн СО vf СО t''* 00 05 05 О  
тнOOOcOvf(NOOOCOЮ

00 00 00 00 00 
со со со со со с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

СОСОСОСОСОСОЮЮЮЮ
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с ’э LOLOvfvt'vfvfvfcOCOcO

с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

oo со со со ю
CO 00 СО о  TH
со со со со ю  
CO lOsfCOcM

O0 CD TH тн Ь  О  TH 00 Vf oo 
OOCMCOOCOvf THVf Ю М 
C0CMO00L0CM05i0THt— 
тн О  05t'"*C0L0C0cMTH05

ОС<|СО^Ю^-ОЮСОСС1
t^ -00C O TH C O C M O 5cqcO TH
<М[^СМ1>-тнЮ00СМЮ00
о о с о ю с о с м о о о ^ ю с о

LOCMcooooovt^covfoco
СО 05 05 СО тн vf СМ 00 тн 
ОСМ v f  С0 00 050тНтиСМ 
СМ О  00 СО vf СМ тн 05 t'*- ю

oo oo oo oo oo 
со  со со со со 
©

oooot>t^-i>-t^-t^-i>.t^-co
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

со со со со со со ю  ю  ю  ю  
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

Ю Ю v f v f v f v f v f C O C O C O
с о с о с о с о с о с о с о с о с о с о

Ю  СО 00 05 О т н М С О ч С Ю С О ^ О О О !  О  т н М  ЮСО t^O O O J О  тн CM СО V f Ю  СО ['«• 00 05см см см см см сосососососососососо vf*tfvfvfvf^<vfvfvfvf ю^оюююююююю
о o' о



П
ро

до
лж

ен
ие

 
пр

ил
ож

.

05

|> - о о а 5 0 1 > - Ю т н о о о 5 с м  
^ - о о г о г ^ о о г ^ ю о ^ г ^  
v T C O C O C M C M O O S O O C O 'tf  
т н 0 5  1 ^ Ю С О тН О О С О *3 < С М

О С О О ^ С О О З С О Ю Ч } < С О  
0 0  Ю  TH CO O i CM CO CO IN  
С М О С О С О С О О О О Ю С М О З  
О 0 0 Ю С 0 т н 0 5 С 0 ^ С М 0 5

СМ О  0 5 0 5 t h l 0 C M C M C 0 *-0  
О ^ - С М ^ - С М Ю о О О т н С М  
C O C M 0 5 L O C M O O v t< T H l> -C O  
^ Ю С М О О О Ю С О т н О О О

COCMCM<NCMCMt Ht Ht h .*h
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

T H 0 0 0 0 0 3  0 5  0 5  0 5  00  
COCOCOCOCOCMCMINCMCM

O O O O O O O O t^ -l> -l> -r ''-C O C C
СМСМСМСМСМСМСМСМСМСМ

00

О О С ^ Ю С О О ^ ^ О О Ю т н
T H O i^ t ^ O iO O C O C M C O O i
С О Ю Ю ^ ^ М - г н О О О С О
т н 0 5 ^ - 1 П С 0 х ^ 0 5 | > - * 3 < С М

О ^ С 0  0 0  0 5 С 0 т н ч } 1 Ю Ю  
О Ф ^ С О О О С М Ю С О С О Ю  
Ю М О О О Ю С О О ^ ^ Т Н  
O 0 0 C 0 C 0 t h 0 5 | > . v J < < N O

' О ' ^ ^ Ю М ^ О т н Ю ' ^  
СО О  СО т н  Ю  0 5  ( N ю  СО 
0 0 ю т н 0 0 ^ 0 ^ с 0  0 5 1 0  
С О Ю С О О О О С О С О т н О О С О

С О С М С М С М С М С М тН тН ч -н тн
< х > с о с о с о с о с о с о с о с о с о

т н  О  О  О  О  0 5  05  05  0 5  05
с о с о с о с о с о с м с м с м с м с м

O O O O O O O O t^ t> t '- I> .C O C O
СМСМСМСМСМСМСМСМСМСМ

О Ю О с 0 т н 0 0 Г ^ 0 0 С М 0 5
С М С 5 Ю 0 0 0 0 5 Г ^ - С О О О О
o o r ^ i '^ c o c o v F c o c M O O i
• н а ^ Ю С О г н О Г ' Ю М

О С 0 С 0 С М ч Р С 0 0 5 С 0 Ю С 0  
СМ т н  0 5  СО т н  LO t'~- 05  05  00 
1 > - Ю С М О 0 0 Ю < М 0 5 С 0 С 0  
О  00  СО ^  т н  05  ^  СМ О

t— t ^ 0 0 0 c 0 0 5 t ^ 0 5 ^ c 0  
СО СО 0 5  LO 05  CM LO О - 0 5  О  
О  [ ^ С 0 О С 0 С 0  0 5 Ю т н 0 0  
0 0 ю с 0 т н 0 0 с 0 с 0 т н 0 5 с 0

ГО М  (N  «М W  TH ^  TH
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

т н  О  О  О  О  05  05  0 5  0 5  05 
C O C O C O C O C O < N < N < N C M C M

O O O O O O O O I> -t ''- l> - r ''-C O C O
СМСМСМСМСМСМСМСМСМСМ

СО

т н 0 5 с 0 0 0 т н 0 5 0 0 0 0 0 г " -
М 0 5 Ю 0 5 г н О С 5 Ю 0 5 ( М
O C i a i O O O O l ^ L O v f c M T H
С М С 5 1 > - Ю С 0 т н О 5 Г '~ ю С О

O h -0 5 C O O O h -C M C O O O  
S f СО тн 00 4 f  00 О  СМ СМ тн 
05Г ''-Ю С М О Г''-Ю С М  05 СО 
О  0 0  СО ^  СМ 05 ю  см о

0 5  т н  СМ Ю  0 5  СО Ю  СО СО 
05  Г''* СО 0 0  СМ СО 0 5  т н  СО t''* 
СМ 05  СО СМ 05  Ю  т н  00  ^  SF 
00  LO СО т н  0 0  СО Vf< т н  05  О

W M ( N W ( N M ^ T H T H r H
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

т н 0 0 0 0 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
C O C O C O C O C O < N C M C M < N < N

o o o o o o o o o i > - t ^ - i > - c o c o
СМСМСМСМСМСМСМСМСМСМ

ir t

С ^ ( М > г н О О О Г О  LO 
M O c D O W M O c D T H v f  
N M n ^ O O i O O C O i O C O  
C M O O G S D v t 'T H O it ^ L O C O

05 00 тн О  Ю t'* Ю тн СО 05 
LO Ю ^ Т Н С О О С О Ю Ю Ч )1 
T H O i l ^ i O C M O t ^ ^ T H O O
ТН 00  СО St< СМ О  Ю  с о  о

т н  v f  t ' "  О  LO CM CM LO t h  CM 
COOCOCM CO OCO LOO-OO 
LO<NOOLOTHOOSJ<OCO<N 
00 CO CO t h  05 CO ^  CM 05 t"*

oo CNJ (N М  М - и  TH ^  TH
c o c o m c o c o c o c o f o c o c o

Т Н 0 0 0 0 0 0 5 0 5 0 5 0 5
C O C O C O C O C O C O < N < N C M < N

o o o o o o o o o - i> - r ^ - i> - c o c o
СМСМСМСМСМСМСМСМСМСМ

C O L O C O ^ O lrH iO IN O C O  
C M O C O O lN CO rH O O CO CO  
s J ' ^ ^ C O i N T H O O O h - i O  
(N O O O C D sf W O t ^ i O f O

O O O O C O V T O C O C O O C O O  
t^ r^ C O C O O iC O C O O O O O O O  
СО т н  05  t ' -  CM 0 5  СО СО О  
т н  05  СО СМ О  t"*  LO СО т н

^ ^ т н ю т н 0 5 0 с 0 0 т н  
С О С 0 0 1 0 0 С 0 1 ^ 0 5 т н С М  
t ^ v J < T H h - ^ O c 0 C M 0 5 L 0  
O O C O ^ T H O S D ^ ^  C M 0 5 t ^

C O C O <M C M C M <M C <1TH TH TH
C O C O C O C O C O C O C O C O C O C O

Т Н 0 0 0 0 0 0 5 0 5 0 5 0 5
C O C O C O C O C O C O < N < N C M < N

O O O O O O O O t^ - t^ t^ - t " -C O C O
СМСМСМСМСМСМСМСМСМСМ

00

v- O O t h v J 'M N O O C O C O
j S o t ^ T i C 0 ^ ( N © 4 j < 0 0
f n c o i m o s f c o w o c i b
^ О О О С О ^ М О О О Ю С О

t'» 05 СО t'* Ю 05 О  05 СО тн 
05 0 5 0 0 Ю т н Ю 0 5 0 т Н т и  
Ю СОтнС51>-«<Г<тн05СОСО 
тн 0 5 Ь ч )< С М О О О Ю С О тн

С 0 0 ю 0 1 ^ с 0 ь т н 0 5 0  
05t>-C 005C O L^O C O V t< C O  
05 CO CO 05 CO CM 05 LO th 
00 CO Vf th 05 t''» St4 CM О  t'»

CO CO CM CM (N  CM CM TH TH rH
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

т н  О  О  О  О  О  05  05  05  05
с о с о с о с о с о с о с м с м с м с м

O O O O O O O O t^ - l> - t ^ t^ - t^ C O
СМСМСМСМСМСМСМСМСМСМ

(N

V ^ O L O O C O C M O O C M O -
C M t U X N ^ I O ^ t h O O S '
О О О О ^ Ь С О Ю ^ С О т н Ф
( N O O O C O ^ C M O O O O C O

С О О О О  т н О Ю О О О О С О  СМ 
Т Н С М О О О ^ О О Т Н С О ^ ^  
0 0  СО ^  т н  0 5  СО vj< т н  00  Ю 
t h O S ^ L O M O O O C O C O th

00 CO 05 LO CO CM Sj* 05 t>- 05 
CM О  CO CM TH 4)1 CO 00 03 
С М 0 5 Ю С М 0 0 1 0 т н ^ -С 0 0 5  
05 СО см 05 h - Ю CM О  l>

CO CO CM CM CM CM CM TH TH
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

т н  О  О  О  О  О  0 5  05  05  05
с о с о с о с о с о с о с м с м с м с м

О О О О О О О О ^Г '~ 1 > -Г ''-1 > -С О
СМСМСМСМСМСМСМСМСМСМ

Г ,  с о  о  t— см см с о  oo  ю
( М т н О О С М Ю Ф Ю С М ^ т н
о о а ю 5 о о ^ с о ю с о м
С О т н С О Х ! V f  C M O O O C O v } !

Ю О О у С Ю С М Ю С О Ю М  
СО V f  СО О  СО тН s f  со 
0 0 0 с 0 ^ т н 0 5 с 0 с 0 0 1 > -  
СМ 05  О - LO со О  00  СО -З4 т н

О  СО СО О  00  05  т н  СО 00  
c o c o o c o o s f o o o c M c o
Vj<TH004t<TH^-COOCOCM
0 5 ^ ^ с м 0 ^ ю с 0 0 о 0

CO CO CM CM IN  CM CM TH TH TH
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

т н  О  О  О  О  О  05  0 5  0 5  05
с о с о с о с о с о с о с м с м с м с м

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 l>-r'-C^-I>-cD
СМСМСМСМСМСМСМСМСМСМ

Ю Ю ^ С О С М С М ч ) < 1 > С О С М  
CNJt h OOCOCD^CDCOOICO 
CMiN t h t h O O i O O M O s )» 
CO TH 05 Ю CM О  00 CO

^ 0 т н ^ 0 5 ^ с м ю ю ^
l O C O iO C M O O C O t ^ O lO O
С М О О О С О С О т н О О Ю С О О
С М О г ^ ^ О С О т н о О С О ^ С М

C M O S C O S f ^ L O O O '^ s r i ^ -
05COCOa5vt<OOTHN}<COl>-cocoococoo5co<N oovrl
0 5 t^ iO C M O t^ iO C O O O O

CO CO CM CM CM CM CM TH TH TH
c o c o c o c o c o c o c o c o c o c o

т н  т н  О  О  О  О  05  0 5  05  05
с о с о с о с о с о с о с м с м с м с м

o o o o o o o o o o i> - t ^ - t ^ i> - c o
СМСМСМСМСМСМСМСМСМСМ

O T H ( N C O s f i O 0 ^ O O O 5  
CO CO CO '.O CO CO CO CO CO

О т н С М С 0 ^ Ю С 0 Г ^ - 0 0 0 5  
о .  t>- Г"- Г "  1л~ Г '- l>- L "

О т н М С О ^ Ю С О  o o o c :  
ООО ОоО ОООООООООООООО

o' o' o'



ооочтнсмосооэ'гнсмео
м м  с^-ноооазюсогн 
О Ю Т Н О С О О О ^О С О М  
CO-^05COsf^H050Vt<M

СО ^  СО 05 ̂  тн v}4 -г̂ М  
0 5 0 ю с 0 м ^ 0 0 5 0 5 0 5  
о с о о 5 Ю т ^ о с о о о ^  О  
О З ^ ^ М О О Ю М О О О

0 0 0 ^ ^ 0 0 0 0 0 0 5 0 0 ^ 0 5
0 5 0 м ^ 0 0 ч с 0 5 и : н
C O C O O S iO ^O O s^O O ^
Юс0000с0с0-^05с0ч^

М ^ С О О О  
05 О  СО СО О- 
O N ^ r H O C  
М 0 5 М О М

ОСОЮЮЮЮчСчСчС'}'
м м м м м м м м м м

с о с о с о с о с о м м м м ^
м м м м м м м м м м

т Н т Н т и 0 0 0 0 0 5  05 05 
М М М М М М М - ^Н Т Н ^

05 00 00 00 00

О О О М С О М О тн С О ^Ю  
О С О С О Ю ^М тн О З О Ю  
'-«ОСОСЛЮ-^ОМОО^ 
4t< ri OJ СО Ч}< (N 05 О  ̂  М

Ю СОООЮ М М Ю - ^Н М
00-^н0500с0ючрс0с0с0
0с 0 т н 0 с 0 0 5 ю т н 0 с 0
о ^ ю м о ^ ю с о о о о

O O M C O O s fiO C O O O M  
СО^СОООтччРоОСОООЮ 
05 Ю тн О  ^  О  СО СО 05 СО 
iOC0-^H00COsf-«T*O5COst<

ю со со со со 
М О  05 05 о  
СООСОСОтН
м о м о п

COCOLOiOxOiOvf^^sf
м м м м м м м м м м

4)<COCOCOCOMMiNMrH
м м м м м м м м м м

Т Н Т Н Г Н 0 0 0 0 0 5  05 05 
М М М М М М М ^ '^ 'Г Н

05 05 00 00 00
чтН -̂1 тН тН т-1

с о ог о ^с о о з с ою с о о
О  О  О  05 00 СО Ю 00 тн 05 
■^ОСОгнОСОО^ЮтнСО 
s?M05 1 > ^ M 0 3 M 0 M

О  00 05 М  СО СО СО Ю тн ТН
о ю с о м о о 5 о о о о о
(N 00 St< О  СО гн О  СО 05 Ю
о о ю с о о о о ю с о о о о

С О Ю О О О О О О М С О  
О  00 О  CM vf 00 М  СО М  00 
THOst<OC0M05L0M00 
С0С0тг105С0^тн05о ^

O O O C O v f
ю со м  М  со 
Ю М 05 СО со 
м  о  о  ю со

С О С О Ю Ю Ю Ю ^ ^ ^ х Г
м м м м м м м м м м

sfCOCOCOCOMMMMrH
м м м м м м м м м м

г н т н г н 0 0 0 0 0 5 0 5 0 5
M M M M M M M t h th -̂i

05 05 00 00 00

00000  1 0 ^ 0 1 0 0 0 0 0 5  
s?^4l<COM'rH05 0inCO 
C O M O O ^ O C O ^O C O O S  
^}<М051>-Ю М ОоЮ М

050^4^00-<}<с0с0^тгн 
О  00 С О С О  СМ тн тн ТН 

Ю-гнСОМОО-^ОСОСМОО 
ООО^ОСООООСОСО^ОО

ю ^ с о о о ^ о с о с м о о 5  
тнСМСОЮООгнЮОЮ-н 
^ОСОМООЮ тнООч^гн 
CO^rHO5 0Vt<MO5t>lO

05 05 О  Ю СО
оо со ю ю со
О  Vt4 тн 00 Ю
М О  00 ю со

с с о ю л ю т ю ч ) * ^ ^
м м м м м м м м м м

ч}*СОСОСОСОММММгн
м м м м м м м м м м

T H T i r i 0 0 0 0 0 5  05 05 
М М М М М М М Т Н Г Н Т Н

С5 05 00 00 00

N  ОО ^  СО со СМ СО 05 О  ТН
о о о о о о ос о ю со ^о о о
OOvfOCOMOOvfOcO т-i 
s fM O t^ iO M O O O iO C O

ГНТНС0Ю05С0^С0МГН
с о ^ м о о о о с о ю ю ю
О  СО 05 ю о  СО М 00 ̂  о  
О00Ю С0^00С0С0тнО5

Ю СООСОтнСОМ ОтнМ  
Ю СО О  05 N  Ю 05 СО 05 Ю
со м о о^- н о с о ос о с о
С0ч)(- гн05О^М ООЮ

М-Н00Ю М 
М ООО 00 05
о  о  со о  о  
со О  00 со со

С О ФС О Ю Ю Ю Ю ^Ч }»^
м м м м м м м м м м

vfCOCOCOCOMMMWrH
м м м м м м м м м м

т н т н п о о о о о а о з
М М М М М М М М ^ н ^ н

05 05 00 00 00

OOOvfOOfOOO 'HlN CO
М М М т ^О О З О С О ч С М
rHOCOOSlOOCOMOOSt*
ю м о ь ю с о о о о ю с о

СОСОЮО-^ОЮОМ-^Н
000c0sj<c0-r-l0050505
0 ю г н ^ с 0 0 5 ю 0 с 0 м
^ 0 0 с 0 с 0 ^ 0 0 с 0 ^ ^ 0 5

'^ М Ю ч̂ 00 05ОСМЮС0 
050-ГНСОЮООМОМОО 
00Ю ^О С 005С 0М 05Ю  
C0 4 f M 0 5 h .4 (< M O M O

Ю М 05Ю гн 
ЮСО-Н^М 
М 05 СО СО о  
СО О  00 СО

СОСОСОЮЮЮЮхР^чР
м м м м м м м м м м

•^СОСОСОСОММММтн
м м м м м м м м м м

Г Н Т Н Т Н 0 0 0 0 0 0 5  05 
М М М М М М М М ^ - г н

05 05 00 00 00

о о о ю о о о о ю о м ^ ^
сососою^сосмооосо
ГОС5Ю ^ОС005Ю  О  СО 
ЮМОООЮСООООСОСО

ЮЮС0 05МООСОООМтн 
sTMOOOOiOs^COCOCO 
М 00 '^05Ю тнО С 005Ю  

00 СО СО -̂1 05 СО ^  тн 05

СОтнСОМСОСОС0000505 
П ч С Ю > 05М С О О Ю тН  
гнОС0 05Ю М00Ю тн00 
о ^ м о 5 о ю м о о о ю

^ ^ о ю о
ООСОЮчСЮ
Ч}<ГНООЮМ
со ^  оо со ^

CO СО СО lO Ю Ю Ю ч|< ч)< 4f
м м м м м м м м м м

•^СОСОСОСОММММтн
м м м м м м м м м м

T H r H - r t0 0 0 0 0 0 5 C 3
М М М М М М М М т н т н

05 05 00 00 00

СО 00 Ю 05 05 СО тн СО СО 
O O O O S o O O C O s f M O  
СОМ000005Ю^1>-С005 
ЮСООООЮСО^НООСОСО

O O O O O ^O S O O O C O 'rH  
00с0^с0тн05 00 0 1 > 0  
^  О  СО М  00 со 05 ю гн О  
«^H05C0sJ<-^05C0sfM05

c o o m o c o c o o 5covj<co
00 0 0 5 ^ 0 0 C 0 0 5 v}<0510
с о о 5 ю с д о о ^ о о с о о
ОЧ^СМ ООЮ СООООСО

ОСОтнЮ05
м  05 оо о  0
О С О О О Ч }1 
СО ^  05 СО

с о с о с о ю ю ю ю ^ ^ ^
м м м м м м м м м м

•^СОСОСОСОММММ^Н
м м м м м м м м м м

П тИ гН гнО О  О  О  05 05 
М М М М М М М М ^ Н ^

05 05 00 00 00

сооосооооососооооо
Vt<sJ<N}<st<CO^HOOOCOs}<
O O ^O C O M O O ^O S iO T i
LOCO^OOCOCO^OOCOsf

0505 0 м ю т ^ 0 5  05с0гн 
М 0 0 5 > Ю ч ) 'М т н ^ г н
о с о о о ^ о с о с м о о ^ о
^ 0 5 с 0 ч } < м 0 5 0 ^ м 0

СО 05 т-( 00 О  05 Ю 00 00 О  
•гНгнСО'^Ь-05ГООМОО 
с о м о о ^о с о с о о 5 с о м  
М О М О ООЮ СООООСО

СО 00 М Ю 00 
Ю М  тн О  О  
05 со со о  о  
СО 05 О  Vj<

СОСОСОЮЮЮЮчГчС'О*
м м м м м м м м м м

ч р с о с о с о с о м м м м м
м м м м м м м м м м

т н ^ т н т н о о о о а о !
м м м м м м м м ^ ^

05 05 00 00 00
тн т-н чт-1 тн т-н

ю о о с о ^ ^ о ^ о о с 5 0  
000000001>- ю ^м005 
о о м о о ^ о с о м о о с о  
СО СО тн 00 СО Vt< -̂i 05 СО ^

г н т н М ч С М ^ О О С О ^
l^lOCO^C500t^-COLOiO
0 5 Ю т н О М О О ^ О С О М
T i 0 5 t > ^ M 0 5 M O M O

М0005с000с0^н-^с00
ЮЮСООООСООтнСОМ
оо^ососоо5ю см оою
ОЮСООСОЮСОтнООСО

со о  со ю о  
00 СО sf со со
ТН00ЮМС5 
Sj< ^  05 О

СОСОСОЮ Ю Ю Ю ^^Ч)1
м м м м м м м м м м

VfCOCOCOCOM M M M M
м м м м м м м м м м

т Н т Н г 1 г ^ 0 0 0 0 0 5  05 
М М М М М М М М - ^- ^н

05 05 00 оо оо
Т-Н т-1 -»Т-1 Т-1 тн

о о

O^M C OvfiO C O O O O O S  
05 0505050505050505

0 т н м с 0 ^ ю с 0 0 0 0 0 5
о о  о о о о о о о о

0-нМСО-^ЮсООООС5
ГНтНтНгНтНгНгНтНТНтН

О н С М С О ^  
СМ М  М М М

о" -гн т-1 тн



П
ро

до
лж

ен
ие

 
пр

ил
ож

.
05 05 СО I'- СМ 05 

Ю ГО О 00 Ю 
О  00 СО ^

ООГ^05СООО^тнСМГ^
CDL0L0t"-OsF05C0vJ<C0С0тн051>-С0^смтн00505N̂ CMOOOCOvJ<CM05

t^ ^O ^ C O r^ t^C O v fC M  
Г— т -i СО СО тн тн СО СО тнoor^t^cocococococot^

Ь-ЮС0-гн051>Ю1С0тн05

CO CO CM LO МОЮУ5 t-00 05 0
lo со cm

00 Г"- Г- t>-
ТН ттН тН чт-t т-1

с о с о с о ф с о ю ю ю ю ^
ТН ТН тн тН тН тН тн чгн ТН чтН

^^^vfCOCOCOCOCOCM CM CM CM CM
TH t-( т-t TH

00
со со оо о
СМ Ю 05 НО тн 
00 Ю СМ О  00 
О  00 СО vF тн

ОООООтн^ЮООСОСОГ^ 05^^05тнЮ 01^Ю ^  Ь'1с0^н0500с0юс0(мгн 05 ю СМ О 00. со vf< см о
Ю00ЮС0Ю00 t^THriCO 
Ю^ТНСОСО'Н’ГНСОСОО 
0050500000000000005 
00 Ю СО т-1 05 !*«■ LO СО тн 05

05 CM CO 
CO ^  LO 05 О ^  CMсо vj< см

оо о  t4- t'-тНтНГНтНтН СОСОФСОСОЮЮЮЮЮ
ТН тн тН ТН тН т-1 Т-1 тН Т-1 тН

sf4t<st<4fcocococococM
тНтНтНтНтНтН-чтНчтНтНтН

CM CM CM CM
тн t-i tH tH

o'; со со ю h* Ю 00 СМ 1> соо ^ ю с м о  ^  00 со ^  см

СМ 05 00 05 СО СО Ю h- тн05050СО -̂СМООСОЮоою сосм ооог^ю ^со051>-ЮС0тН00С0чРСМО

^Ю тнсм ооо5сооог^тн COOOW h-СО-НтнСМЮО С М п^О О О О О О гн  OOCOvfCMOOOCOsJ<CMO
CM 00 CM ^  со со со vr 
TH CM CO vj<оо со ^  cm

00 N Г-- t"- t̂ -
Т-l Т̂  ТН тн чг-1

СОСОСОСОСОЮЮЮЮЮ
ТНтН'гНтНгНтг1ТНгНтг(Г-(

^ vfvf4f^ cococococo CM CM CM CM

со
тн 05 05 05 тн 00 О vj4 05 СО 
СМ О  l>- Sj< см
тн 05 СО Vf< СМ

чР05Г^1>-ОГ''-С005С0Г''-
СОтнтнСМЮ00СОО5[^СОOoOCO^CMOOSt^COLO
0(^.ЮСОтн05СО^}<СМО

см см г^со о о со г^со со
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lOrĤCOOCOCOON̂
О0̂ ю̂ с0тн005̂ с0
о-Г'-1>-1>-о-г̂ Г''-сососо
о о о о о о о о о о

СМ О- 05 00 со со 
О  СО 00 Ю Si4 VJ4 
LO СО !>• 05 -<гн СО 
п  05 LO IN
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ООСООО^Ю-ГНО^^СО 
I0i0c005c005c0vj<v^i0 
■H(NCOvfCOh-05THCOiO 
C0CM>rHOO5 00 ^t-C0U0

ффсосоюююююю
O O O O O O O O O O

ЮЮЮч}*^^
O O O O O O O O O O

^  sf sj< со со со со со со 
O O O O O O O O O O

ОС

•^OlM^NOOCDOO 
CM05050CMt^-C00050 СОСО-ПОООСОЮ̂  MW 
VjiCOCM̂ OiOOt̂ COiOvt*

CMC0-*Hv}<cMr̂ t̂ CMC005
с0^с0005 05тн100с0 
чн О О О 05 05 О О "чн чгн 
COCM^HOOOt t̂^COiO^

05ЮСОТНО̂ СОЮТНГН 
^  S)< Ю 00 CM CM CM CO 
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O5t̂ C0cOiÔ vJ<vJ<O5CM 
THOON̂ OSCOOOiOCOst1 
rH00CD'̂ (N'HO5 00 t̂ CO 
Ю CO M TH о  05 со Ю 4t*

ОЮСОСМЮСО^СО-^О 
C005vJ<'«rH0505OC000vt< 
iOvJ<vJ<vJ<00C0vJ<vJ<vt< lO 
С0СМ̂ О05001>-С0Юч}<

lOlCOO)COr<4fOT<lO 
О ^  CM СО th h-Ю vj< Vj< 

CD^00 05OCMC0l0t^C5 
COCM̂ OOOSOO t̂ CO Ю

СОФСОСОСОЮЮЮЮЮ
O O O O O O O O O O

LOlOlOlOVt<vJ<Vj<Vj<̂ Vf<
O O O O O O O O O O

VJ<VJ<VJ<VJ<VJ<COCOCOCOCO
O O O O O O O O O O

со

COOvPvFCMl̂ OOCOÔ
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ТАБЛИЦА ЗНАЧЕНИЙ Ф УНКЦИИ у' =  • е -л 2д2

Д Л Я  ВЫ ЧИСЛЕНИЯ ОРДИНАТ КРИВОЙ НОРМАЛЬНОГО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПО ФОРМУЛЕ у  =  у' -h

i 0 1 2 3 4 5 6 7
8

9

0,0 0,5641 0,5641 0,5641 0,5640 0,5637 0,5634 0,5631 0,5629 0,5624 0,5619
0,1 0,5614 0,5607 0,5602 0,5595 0,5588 0,5579 0,5571 0,5561 0,5551 0,5541
0,2 0,5530 0,5518 0,5507 0,5494 0,5481 0,5469 0,5455 0,5440 0,5425 0,5409
0,3 0,5394 0,5377 0,5360 0,534? 0,5325 0,5306 0,5288 0,5268 0,5250 0,5228
0,4 0,5209 0,5187 0,5166 0,5143 0,5121 0,5098 0,5076 0,5052 0,5028 0,5003
0,5 0,4979 0,4954 0,4929 0,4903 0,4876 0,4849 0,4822 0,4796 0,4769 0,4740
0,6 0,4712 0,4684 0,4656 0,4626 0,4598 0,4568 0,4538 0,4507 0,4477 0,4446
0,7 0,4417 0,4385 0,4354 0,4322 0,4291 0,4258 0,4227 0,4195 0,4162 0,4129
0,8 0,4097 0,4064 0,4030 0,3998 0,3964 0,3932 0,3898 0,3864 0,3831 0,3797
0,9 0,3763 0,3729 0,3695 0,3661 0,3627 0,3594 0,3558 0,3524 0,3490 0,3456

1,0 0,342 0,339 0,336 0,332 0,329 0,326 0,322 0,318 0,315 0,312
1,1 0,308 0,304 0,302 0,298 0,295 0,292 0,288 0,284 0,282 0,278
1,2 0,275 0,272 0,268 0,265 0,262 0,258 0,256 0,252 0,248 0,246
1,3 0,242 0,240 0,236 0.233 0,230 0,227 0,224 0,221 0,218 0,214
1,4 0,212 0,209 0,206 0,203 0,200 0,197 0,194 0,192 0,189 0,186
1,5 0,183 0,180 0,178 0,175 0,172 0,170 0,167 0,165 0,162 0,159
1,6 0,156 0,154 0,152 0,149 0,147 0,145 0,142 0,140 0,138 0,135
1,7 0,133 0,131 0,129 0,126 0,124 0,122 0,120 0,118 0,116 0,114
1,8 0,112 0,110 0,108 0,106 0,104 0,102 0,100 0,098 0,096 0,094
1,9 0,093 0,091 0,090 0,088 0,086 0,084 0,083 0,081 0,080 0,078

2,0 0,076 0,076 0,075 0,073 0,072 0.069 0,068 0,066 0,065 0,063
2,1 0,062 0,061 0,060 0,058 0,057 0,056 0,055 0,053 0,052 0,051
2,2 0,050 0,049 0,048 0,047 0,046 0,045 0,044 0,043 0,042 0,041
2,3 0,040 0,039 0,038 0,038 0,037 0,036 0,036 0,034 0,033 0,032
2,4 0,032 0,031 0,030 0,030 0,029 0,028 0,027 0,027 0,026 0,025
2,5 0,025 0,024 0,024 0,023 0,022 0,022 0,021 0,021 0,020 0,020
2,6 0,019 0,019 0,018 0,018 0,017 0,017 0,016 0,016 0,016 0,015
2,7 0,015 0,014 0,014 0,014 0,013 0,017 0,012 0,012 0,012 0,011
2,8 0,011 0,011 0,011 0,010 0,010 0,010 0,0096 0,0094 0,0092 0,0090
2,9
3,0

0,0085
0,0063

0,0082 0,0080 0,0078 0,0076 0,0074 0,0071 0,0069 0,0067 0,0066

П р и м е р .  Дано: т =  ±0" ,47; Д =0",94; у =  ?
Решение: t — 2; h =  1,507; у' =0 ,076; у =  0,1144.

Л  РИЛОЯ{ Е Н И Е 4
ТАБЛИЦА ЗНАЧЕНИЙ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ДЛЯ КРИТЕРИЯ х2 [33]

h |
(- ! 1 2 3 4 5 6 7 8

1 0,3173 0,6065 0,8013 0,9098 0,9626 0,9856 0,9948 0,9982
2 0,1574 0,3679 0,5724 0,7358 0,8491 0,9197 0,9598 0,9810
3 0,0833 0,2231 0,3916 0,5578 0,7000 0,8088 0,8850 0,9344
4 0,0455

1
0,1353 0,2615 0,4060 0,Г>494 0,6767 0,7798 0,8571



Ь
X2 X . 1 2 3 4 5 6 7 8

5 0,0254 0,0821 0,1718 0,2873 0,4159 0,5438 0,6600 0,7576
6 0,0143 0,0498 0,1116 0,1991 0,3062 0,4232 0,5398 0,6472
7 0,0081 0,0302 0,0719 0,1359 0,2206 0,3208 0,4289 0,5366
8 0,0047 0,0183 0,0460 0,0916 0,1562 0,2381 0,3326 0,4335
9 0,0027 0,0111 0,0293 0,0611 0,1091 0,1736 0,2527 0,3423

10 0,0016 0,0067 0,0186 0,0404 0,0752 0,1247 0,1886 0,2650
И 0,0009 0,0041 0,0117 0,0266 0,0514 0,0884 0,1386 0,2017
12 0,0005 0,0025 0,0074 0,0174 0,0348 0,0620 0,1006 0,1512
13 0,0003 0,0015 0,0046 0,0113 0,0234 0,0430 0,0721 0,1119
14 0,0002 0,0009 0,0029 0,0073 0,0156 0,0296 0,0512 0,0818
15 0,0001 0,0006 0,0018 0,0047 0,0104 0,0203 0,0360 0,0591
16 0,0001 0,0003 0,0011 0,0030 0,0068 0,0138 0,0251 0,0424
17 0,0000 0,0002 0,0007 0,0019 0,0045 0,0093 0,0174 0,0301
18 0,0001 0,0004 0,0012 0,0029 0,0062 0,0120 0,0212
19 0,0001 0,0003 0,0008 0,0019 0,0042 0,0082 0,0149

20 0,0000 0,0002 0,0005 0,0013 0,0028 0,0056 0,0103
21 0,0001 0,0003 0,0008 0,0018 0,0038 0,0071
22 0,0001 0,0002 0,0005 0,0012 0,0025 0,0049
23 0,0000 0,0001 0,0003 0,0008 0,0017 0,0034
24 0,0001 0,0002 0,0005 0,0011 0,0023
25 0,0001 0,0001 0,0003 0,0008 0,0016
26 0,0000 0,0001 0,0002 0,0005 0,0010
27 0,0001 0,0001 0,0003 0,0007
28 0,0000 0,0001 0,0002 0,0005
29 0,0001 0,0001 0,0003
30 0,0000 0,0001 0,0002

k
х 2 9 10 11 12 13 14 1 5

1 0,9994 0,9998 0,9999 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2 0,9915 0,9963 0,9985 0,9994 0,9998 0,9999 1,0000
3 0,9643 0,9814 0,9907 0,9955 0,9979 0,9991 0,9996
4 0,9114 0,9473 0,9699 0,9834 0,9912 0,9955 0,9977
5 0,8343 0,8912 0,9312 0,9580 0,9752 0,9858 0,9921
6 0,7399 0,8153 0,8734 0,9161 0,9462 0,9665 0,9797
7 0,6371 0,7254 0,7991 0,8576 0,9022 0,9347 0,9576
8 0,5341 0,6288 0,7133 0,7851 0,8436 0,8893 0,9238
9 0,4373 0,5321 0,6219 0,7029 0,7729 0,8311 0,8775

10 0,3505 0,4405 0,5304 0,6160 0,6939 0,7622 0,8197
11 0,2757 0,3575 0,4433 0,5289 0,6108 0,6860 0,7526
12 0,2133 0,2851 0,3626 0,4457 0,5276 0,6063 0,6790
13 0,1626 0,2237 0,2933 0,3690 0,4478 0,5265 0,6023
14 0,1223 0,1730 0,2330 0,3007 0,3738 0,4497 0,5255
15 0,0909 0,1321 0,1825 0,2414 0,3074 0,3782 0,4514



k
X2

9 10 11 12 13 14 15

16 0,0669 0,0996 0,1411 0,1912 0,2491 0,3134 0,3821
17 0,0487 0,0744 0,1079 0,1496 0,1993 0,2562 0,3189
18 0,0352 0,0550 0,0816 0,1157 0,1575 0,2068 0,2627
19 0,0252 0,0403 0,0611 0,0885 0,1231 0,1649 0,2137

20 0,0179 0,0293 0,0453 0,0671 0,0952 0,1301 0,1719
21 0,0126 0,0211 0,0334 0,0504 0,0729 0,1016 0,1368
22 0,0089 0,0151 0,0244 0,0375 0,0554 0,0786 0,1078
23 0,0062 0,0107 0,0177 0,0277 0,0417 0,0603 0,0841
24 0,0043 0,0076 0,0127 0,0203 0,0311 0,0458 0,0651
25 0,0030 0,0053 0,0091 0,0148 0,0231 0,0346 0,0499
26 0,0020 0,0037 0,0065 0,0107 0,0170 0,0259 0,0380
27 0,0014 0,0026 0,0046 0,0077 0,0124 0,0193 0,0287
28 0,0010 0,0018 0,0032 0,0055 0,0090 0,0142 0,0216
29 0,0006 0,0012 0,0023 0,0039 0,0065 0,0104 0,0161
30 0,0004 0,0009 0,0016 0,0028 0,0047 0,0076 0,0119

N v  к 
Х-2 16 17 18 19 20 21 22

1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
3 0,9998 0,9999 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4 0,9989 0,9995 0,9998 0,9999 1,0000 1,0000 1,0000
5 0,9958 0,9978 0,9989 0,9994 0,9997 0,9999 0,9999
6 0,9881 0,9932 0,9962 0,9979 0,9989 0,9994 0,9997
7 0,9733 0,9835 0,9901 0,9942 0,9967 0,9981 0,9990
8 0,9489 0,9665 0,9786 0,9867 0,9919 0,9951 0,9972
9 0,9134 0,9403 0,9597 0,9735 0,9829 0,9892 0,9933

10 0,8666 0,9036 0,9319 0,9539 0,9682 0,9789 0,9863
И 0,8095 0,8566 0,8944 0,9238 0,9462 0,9628 0,9747
12 0,7440 0,8001 0,8472 0,8856 0,9161 0,9396 0,9574
13 0,6728 0,7362 0,7916 0,8386 0,8774 0,9086 0,9332
14 0,5987 0,6671 0,7291 0,7837 0,8305 0,8696 0,9015
15 0,5246 0,5955 0,6620 0,7226 0,7764 0,8230 0,8622
16 0,4530 0,5238 0,5925 0,6573 0,7166 0,7696 0,8159
17 0,3856 0,4544 0,5231 0,5899 0,6530 0,7111 0,7634
18 0,3239 0,3888 0,4557 0,5224 0,5874 0,6490 0,7060
19 0,2687 0,3285 0,3918 0,4568 0,5218 0,5851 0,6453

20 0,2202 0,2742 0,3328 0,3946 0,4579 0,5213 0,5830
21 0,1785 0,2263 0,2794 0,3368 0,3971 0,4589 0,5207
22 0,1432 0,1847 0,2320 0,2843 0,3405 0,3995 0,4599
23 0,1137 0,1493 0,1906 0,2373 0,2888 0,3440 0,4017
24 0,0895 0,1194 0,1550 0,1962 0,2424 0,2931 0,3472
25 0,0698 0,0947 0,1249 0,1605 0,2014 0,2472 0,2971
26 0,0540 0,0745 0,0998 0,1302 0,1658 0,2064 0,2517
27 0,0415 0,0581 0,0790 0,1047 0,1353 0,1709 0,2112
28 0,0316 0,0449 0,0621 0,0834 0,1094 0,1402 0,1757
29 0,0239 0,0345 0,0484 0,0660 0,0878 0,1140 0,1449
30 0,0180 0,0263 0,0374 0,0518 0,0699 0,0920 0,1185



23 24 25 26 27 28 29

1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
3 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
6 0,9999 0,9999 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
7 0,9995 0,9997 0,9999 0,9999 1,0000 1,0000 1,0000
8 0,9984 0,9991 0,9995 0,9997 0,9999 0,9999 1,0000
9 0,9960 0,9976 0,9986 0,9992 0,9995 0,9997 0,9999

10 0,9913 0,9945 0,9967 0,9980 0,9988 0,9993 0,9996
11 0,9832 0,9890 0,9929 0,9955 0,9972 0,9983 0,9990
12 0,9705 0,9799 0,9866 0,9912 0,9943 0,9964 0,9977
13 0,9520 0,9661 0,9765 0,9840 0,9892 0,9929 0,9954
14 0,9269 0,9466 0,9617 0,9730 0,9813 0,9872 0,9914
15 0,8946 0,9208 0,9414 0,9573 0,9694 0,9784 0,9850
16 0,8553 0,8881 0,9148 0,9362 0,9529 0,9658 0,9755
17 0,8093 0,8487 0,8818 0,9091 0,9311 0,9486 0,9622
18 0,7575 0,8030 0,8424 0,8758 0,9035 0,9261 0,9443
19 0,7012 0,7520 0,7971 0,8364 0,8700 0,8981 0,9213

20 0,6419 0,6968 0,7468 0,7916 0,8308 0,8645 0,8929
21 0,5811 0,6387 0,6926 0,7420 0,7863 0,8253 0,8591
22 0,5203 0,5793 0,6357 0,6887 0,7374 0,7813 0,8202
23 0,4608 0,5198 0,5776 0,6329 0,6850 0,7330 0,7765
24 0,4038 0,4616 0,5194 0,5760 0,6303 0,6815 0,7289
25 0,3503 0,4058 0,4624 0,5190 0,5745 0,6278 0,6782
26 0,3009 0,3532 0,4076 0,4631 0,5186 0,5730 0,6255
27 0,2560 0,3045 0,3559 0,4093 0,4638 0,5182 0,5717
28 0,2158 0,2600 0,3079 0,3585 0,4110 0,4644 0,5179
29 0,1803 0,2201 0,2639 0,3111 0,3609 0,4125 0,4651
30 0,1494 0,1848 0,2243 0,2676 0,3142 0,3632 0,4140

П РИ Л О Ж Е Н И Е  5
ТАБЛИЦА ЗНАЧЕНИЙ ВЕЛИЧИН tP, 

гр

УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ РАВЕНСТВУ 2С j  (* +  “ :zy ) 2 *# =  * [13]

v

a 0,2 0,4 0,6 0,8 0,90 0,95 0,98 0,99 0,998 0,999

2 0,325 0,727 1,376 3,078 6,314 12,71 31,82 63,66 318,3 636,6
3 0,289 0,617 1,061 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 22,33 31,60
4 0,277 0,534 0,978 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 10,22 12,94
5 0,271 0,569 0,941 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 8,610
6 0,267 0,559 0,920 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 5,893 6,859
7 0,265 0,553 0,906 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959
8 0,263 0,549 0,896 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785 5,405



V

11
0,2 0,4 0,6 0,8 0,90 0,95 0,98 0,99 0,998 0,999

9 0,262 0,546 0,889 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501 5,041
10 0,261 0,543 0,883 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781
И 0,260 0,542 0,879 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144 4,587
12 0,260 0,540 0,876 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025 4,437
13 0,259 0,539 0,873 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930 4,318
14 0,259 0,538 0,870 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 4,221
15 0,258 0,537 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787 4,140
16 0,258 0,536 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733 4,073
17 0,258 0,535 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015
18 0,257 0,534 0,863 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646 3,965
19 0,257 0,534 0,862 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,611 3,922
20 0,257 0,533 0,861 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579 3,883
21 0,257 0,533 0,860 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552 3,850
22 0,257 0,532 0,859 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527 3,819
23 0,256 0,532 0,858 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505 3,792
24 0,256 0,532 0,858 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485 3,767
25 0,256 0,531 0,857 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467 3,745
26 0,256 0,531 0,856 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450 3,725
27 0,256 0,531 0,856 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435 3,707
28 0,256 0,531 0,855 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421 3,690
29 0,256 0,530 0,855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408 3,674
30 0,256 0,530 0,854 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396 3,659

31 0,256 0,530 0,854 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385 3,646
41 0,255 0,529 0,851 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307 3,551
51 0,255 0,528 0,849 1,298 1,676 2,009 2,403 2,678 3,262 3,495
61 0,254 0,527 0,848 1,2 ̂ 6 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232 3,460
81 0,254 0,527 0,846 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639 3,195 3,415

101 0,254 0,526 0,845 1,290 1,660 1,984 2,365 2,626 3,174 3,389
201 0,254 0,525 0,843 1,286 1,653 1,972 -.345 2,601 3,131 3,339
501 0,253 0,525 0,842 1,283 1,648 1,965 2,334 2,586 3,106 3,310
оо 0,253 0,524 0,842 1,232 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090 3,291

ПРИЛОЖ ЕНИЕ 6
ТАБЛИЦА ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
0,99

0,0000
0,1003
0,2027
0,3095
0,4236
0,5493
0,6931
0,8673
1,0986
1,4722
2,6466

0,0100
0,1104
0,2132
0,3205
0,4356
0,5627
0,7089
0,8872
1,1270
1,5275
2,6996

0,0200
0,1206
0,2237
0,3316
0,4477
0,5763
0,7250
0,9076
1,1568
1,5890
2,7587

0,0300
0,1307
0,2342
0,3428
0,4599
0,5901
0,7414
0,9287
1,1881
1,6584
2,8257

0,0400
0,1409
0,2448
0,3541
0,4722
0,6042
0,7582
0,9505
1,2212
1,7380
2,9031

0,0500
0,1511
0,2554
0,3654
0,4847
0,6184
0,7753
0,9730
1,2562
1,8318
2,9945

0,0601
0,1614
0,2661
0,3769
0,4973
0,6328
0,7928
0,9962
1,2933
1,9459
3,1063

0,0701
0,1717
0,2769
0,3884
0,5101
0,6475
0,8107
1,0203
1,3331
2,0923
3,2504

0,0802
0,1820
0,2877
0,4001
0,5230
0,6625
0,8291
1,0454
1,3758
2,2976
3,4534

0,0902
0,1923
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